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ÏÐÎ ÌÎÄÓËßÐÍI ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß ÖÈÊËI×ÍÎ� 2-ÃÐÓÏÈ ÍÀÄ
ËÎÊÀËÜÍÎÞ ÎÁËÀÑÒÞ ÖIËIÑÍÎÑÒI

It is shown, that all matrix representations of odd degree n > 1 of group of order 2 over local integral
domain of characteristic 2 in which any finitely generated ideal has minimal generator system of not
greater then two elements are reducible.

Ïîêàçàíî, ùî âñi ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ íåïàðíîãî ñòåïåíÿ n > 1 ãðóïè äðóãîãî ïðÿäêó íàä ëî-
êàëüíîþ îáëàñòþ öiëiñíîòi õàðàêòåðèñòèêè 2, áóäü-ÿêèé ñêií÷åííî ïîðîäæåíèé iäåàë ÿêî¨ âîëîäi¹
ìiíiìàëüíîþ ñèñòåìîþ ç íå áiëüøå íiæ äâîõ òâiðíèõ åëåìåíòiâ, çâiäíi.

Äîáðå âiäîìî [1, 2], ùî òðèâiàëüíå çîáðàæåííÿ ïåðøîãî ñòåïåíÿ � ¹äèíå íåçâiäíå
ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ ñêií÷åííî¨ p-ãðóïè íàä îáëàñòþ ãîëîâíèõ iäåàëiâ õàðàêòåðè-
ñòèêè p. Ï. Ì. Ãóäèâîê, �. ß. Ïîãîðiëÿê òà Â. Ì. Îðîñ [3, 4] ïîêàçàëè, ùî íàä
íåòåðîâèì ôàêòîðiàëüíèì êiëüöåì õàðàêòåðèñòèêè p, ÿêå íå ¹ îáëàñòþ ãîëîâíèõ iäå-
àëiâ, iñíó¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü íååêâiâàëåíòíèõ íåçâiäíèõ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü
ñêií÷åííî¨ p-ãðóïè G ïîðÿäêó |G| > 1 äîâiëüíîãî íàïåðåä çàäàíîãî ñòåïåíÿ n > 1.
Â [5] ïîêàçàíî iñíóâàííÿ íåçâiäíèõ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåííÿ ñêií÷åííî¨ p-ãðóïè G ÿê
çàâãîäíî âèñîêîãî ñòåïåíÿ íàä öiëiñíèì êîìóòàòèâíèì íåòåðîâèì ëîêàëüíèì êiëüöåì
õàðàêòåðèñòèêè p, ÿêå íå ¹ îáëàñòþ ãîëîâíèõ iäåàëiâ, ó âèïàäêó, êîëè |G| > 2.

Â ðîáîòi ïîêàçàíî, ùî âñi ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ íåïàðíîãî ñòåïåíÿ ãðóïè äðóãî-
ãî ïðÿäêó íàä ëîêàëüíîþ îáëàñòþ öiëiñíîòi õàðàêòåðèñòèêè 2, áóäü-ÿêèé ñêií÷åííî
ïîðîäæåíèé iäåàë ÿêî¨ âîëîäi¹ ìiíiìàëüíîþ ñèñòåìîþ ç íå áiëüøå íiæ äâîõ òâiðíèõ
åëåìåíòiâ, çâiäíi.

Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ. Äàëi ÷åðåç RadR áóäåìî ïîçíà÷àòè
ðàäèêàë Äæåêîáñîíà êiëüöÿ R. Íåõàé detM � äåòåðìiíàíò êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi M
íàä êîìóòàòèâíèì êiëüöåì.

Ëåìà 1. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå ëîêàëüíå êiëüöå, I � iäåàë êiëüöÿ R ïîðî-
äæåíèé åëåìåíòàìè a1, a2, . . . , am. ßêùî I âîëîäi¹ ñèñòåìîþ òâiðíèõ åëåìåíòiâ
b1, b2, . . . , bn, äå n ≤ m, òî I òàêîæ âîëîäi¹ ñèñòåìîþ ç n òâiðíèõ åëåìåíòiâ, ÿêi
ìîæíà âèáðàòè ñåðåä åëåìåíòiâ a1, a2, . . . , am.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ëåìó äîñèòü äîâåñòè äëÿ âèïàäêó, êîëè b1, b2, . . . , bn �
ìiíiìàëüíà ñèñòåìà òâiðíèõ åëåìåíòiâ iäåàëó I. Òîäi ç óìîâè x1b1+x2b2+· · ·+xnbn = 0,
äå x1, x2, . . . , xn � äåÿêi åëåìåíòè êiëüöÿ R, âèïëèâà¹, ùî xi ∈ RadR (i = 1, 2, . . . , n).

Îñêiëüêè b1, b2, . . . , bn � ñèñòåìà òâiðíèõ åëåìåíòiâ iäåàëó I, ai ∈ I (i = 1, . . . ,m),
òî äëÿ äåÿêî¨ m× n-ìàòðèöi A íàä êiëüöåì R

a1
a2
...
am

 = A


b1
b2
...
bn

 .

Îñêiëüêè a1, a2, . . . , am � ñèñòåìà òâiðíèõ åëåìåíòiâ iäåàëó I, bj ∈ I (j = 1, . . . ,m),
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òî äëÿ äåÿêî¨ n×m-ìàòðèöi B íàä êiëüöåì R
b1
b2
...
bn

 = B


a1
a2
...
am

 .

Òîäi 
b1
b2
...
bn

 = BA


b1
b2
...
bn


i BA ≡ En (mod RadK), äå En � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì R. Ó
ïîëi ëèøêiâ êiëüöÿ R ðàíã ìàòðèöi A, îäåðæàíî¨ ç ìàòðèöi A ðåäóêöi¹þ çà ìîäóëåì
iäåàëó RadR, ðiâíèé n. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, áóäåìî ââàæàòè, ùî ïåðøi n
ðÿäêiâ ìàòðèöi A ëiíiéíî íåçàëåæíi íàä ïîëåì ëèøêiâ êiëüöÿ R. Òîäi

A =

(
A1

A2

)
,

äå A2 � äåÿêà ìàòðèöÿ íàä êiëüöåì R, A1 � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä
êiëüöåì R, detA1 ̸≡ 0 (mod RadR). Îòæå, A1 � îáîðîòíÿ ìàòðèöÿ,

a1
a2
...
an

 = A1


b1
b2
...
bn

 ,


b1
b2
...
bn

 = A−1
1


a1
a2
...
an

 .

Îòæå, a1, a2, . . . , an � ñèñòåìà òâiðíèõ åëåìåíòiâ iäåàëó I. Ëåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 1. Íåõàé R � ëîêàëüíà îáëàñòü öiëiñíîñòi õàðàêòåðèñòèêè 2, áóäü-
ÿêèé ñêií÷åííî ïîðîäæåíèé iäåàë ÿêî¨ âîëîäi¹ ìiíiìàëüíîþ ñèñòåìîþ ç íå áiëüøå
íiæ äâîõ òâiðíèõ åëåìåíòiâ, G = ⟨a⟩ � öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó 2. Âñi ìàòðè÷íi
R-çîáðàæåííÿ ãðóïè G íåïàðíîãî ñòåïåíÿ n çâiäíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Γ : a→ En+A, äå En � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, A � äå-
ÿêà ìàòðèöÿ òîãî æ ïîðÿäêó íàä êiëüöåì R, ¹ íåçâiäíèì ìàòðè÷íèì R-çîáðàæåííÿì
ãðóïè G. Î÷åâèäíî, A2 = 0.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî l (0 6 l 6 k, k = n−1
2
) çíàéäóòüñÿ òàêi îáîðîòíi

ìàòðèöi B i C ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì R, ùî BAC ìà¹ âèãëÿä

a11 a12 0 0 0 . . . 0 0 . . . 0
a21 a22 a23 a24 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...
al1 al2 al3 al4 al5 . . . al 2l 0 . . . 0
al+11 al+12 al+13 al+14 al+15 . . . al+12l al+12l+1 . . . al+1n
...

...
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...
an1 an2 an3 an4 an5 . . . an 2l an 2l+1 . . . ann


, (1)

äå ai 2i ̸= 0 (i = 1, . . . , l). Çàñòîñó¹ìî iíäóêöiþ ïî ÷èñëó l. Ïðè l = 0 òâåðäæåííÿ
î÷åâèäíå. Íåõàé 0 6 l < k i äëÿ äåÿêèõ îáîðîòíèõ ìàòðèöü B i C ïîðÿäêó n íàä
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êiëüöåì R A′ = BAC ìà¹ âèãëÿä (1). ßêùî ó ìàòðèöi BAC ¹ íóëüîâèé ñòîâï÷èê,
òî ó ìàòðèöi AC, à, îòæå, i ó ìàòðèöi C−1AC ¹ íóëüîâèé ñòîâï÷èê. Òîäi Γ � çâiäíå
çîáðàæåííÿ, ùî íåìîæëèâî. Òîìó aij ̸= 0 äëÿ äåÿêèõ i, j (l+1 6 i 6 n, 2l+1 6 j 6 n).

Îñêiëüêè äîìíîæåííÿ çëiâà äåÿêî¨ ìàòðèöi íà ìàòðèöþ ïiäñòàíîâêè çìiíþ¹ ïî-
ðÿäîê ðÿäêiâ, òî, íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, áóäåìî ââàæàòè, ùî I = al+12l+1R +
+al+12l+2R + · · · + al+1nR ̸= {0}. Çà ëåìîþ 1 I = aR + bR, äå a i b âèáðàíî ñåðåä
åëåìåíòiâ al+12l+1, al+12l+2, . . . , al+1n. Î÷åâèäíî, a ̸= 0 àáî b ̸= 0. Îñêiëüêè äîìíîæå-
ííÿ çïðàâà äåÿêî¨ ìàòðèöi íà ìàòðèöþ ïiäñòàíîâêè çìiíþ¹ ïîðÿäîê ñòîâïöiâ, òî, íå
çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, áóäåìî ââàæàòè, ùî I = al+12l+1R+ al+12l+2R i al+12l+2 ̸= 0.
Òîäi al+1 j = al+12l+1γ1j + al+12l+2γ2j äëÿ äåÿêèõ γij ∈ R (i = 1, 2, j = 2l + 3, . . . , n).
Íåõàé

C ′ =



1 . . . 0 0 0 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 1 0 γ1 2l+3 . . . γ1n
0 . . . 0 1 γ2 2l+3 . . . γ2n
0 . . . 0 0 1 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 0 0 . . . 1


.

Òîäi

A′C ′ =



α11 α12 0 0 0 . . . 0 0 . . . 0
α21 α22 α23 α24 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...
αl+11 αl+12 αl+13 αl+14 αl+15 . . . αl+12l+2 0 . . . 0
αl+21 αl+22 αl+23 αl+24 αl+25 . . . αl+22l+2 αl+22l+3 . . . αl+2n
...

...
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...
αn1 αn2 αn3 αn4 αn5 . . . αn 2l+2 αn 2l+3 . . . αnn


,

äå αi 2i = ai 2i ̸= 0 (i = 1, . . . , l + 1).
Ïðîâåäåíà iíäóêöiÿ ïîêàçó¹, ùî äëÿ äåÿêèõ îáîðîòíèõ ìàòðèöü B i C ïîðÿäêó n

íàä êiëüöåì R

Ã = BAC =



a11 a12 0 0 0 . . . 0 0
a21 a22 a23 a24 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

. . .
...

...
ak1 ak2 ak3 ak4 ak5 . . . ak 2k 0

ak+11 ak+12 ak+13 ak+14 ak+15
. . . ak+12k ak+1n

...
...

...
...

...
. . .

...
...

an1 an2 an3 an4 an5 . . . an 2k ann


,

äå aj 2j ̸= 0 (j = 1, . . . , k).
Îñêiëüêè A2 = 0, òî â ïîëi âiäíîøåíü êiëüöÿ R rankA 6 n

2
, òîáòî rankA 6 k. Òîäi

rank Ã 6 k. Òîìó ìiíîð k + 1-ãî ïîðÿäêó∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 0 0 . . . 0 0
a22 a24 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
ak2 ak4 ak6 . . . ak 2k 0
ai2 ai4 ai6 . . . ai 2k ain

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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ìàòðèöi A ðiâíèé 0 (i = k + 1, . . . , n). Îñêiëüêè aj 2j ̸= 0 (j = 1, . . . , k), òî ain = 0

(i = k + 1, . . . , n). Àëå òîäi îñòàííié ñòîâï÷èê ìàòðèöi Ã = BAC, à, îòæå, i AC,
C−1AC ðiâíèé 0, ùî íåìîæëèâî. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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