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ÏÐÎ ÎÁ×ÈÑËÞÂÀËÜÍI ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ ÀËÃÎÐÈÒÌIÂ
ÃËÎÁÀËÜÍÎÃÎ ÐÎÇÂ'ßÇÓÂÀÍÍß ÑÈÑÒÅÌ ÍÅËIÍIÉÍÈÕ
ÑÊÀËßÐÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ

Some questions of exactness and calculate complication of separating and making more precise algorithms
all isolate solutions of systems’ nonlinear scalar equations are considered.

Ðîçãëÿäàþòüñÿ ïèòàííÿ òî÷íîñòi òà îá÷èñëþâàëüíî¨ ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ âiäîêðåìëåííÿ i óòî÷íå-
ííÿ âñiõ içîëüîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì íåëiíiéíèõ ñêàëÿðíèõ ðiâíÿíü.

Âñòóï. Âiäîìî, ùî ñèñòåìè íåëiíiéíèõ ñêàëÿðíèõ ðiâíÿíü (ÑÍÑÐ) ìîæóòü ñëóæèòè
ÿê ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè ðiçíèõ ïðèðîäíè÷èõ ïðîöåñiâ i ÿâèù, òàê i áóòè äèñ-
êðåòíèìè àíàëîãàìè ðiçíèõ íåëiíiéíèõ çàäà÷.

Ïðîöåñ ãëîáàëüíîãî íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ ñèñòåì ¹ ñêëàäíèì i ñêëà-
äà¹òüñÿ ç äâîõ åòàïiâ: âiäîêðåìëåííÿ óñiõ içîëüîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà ¨õ iòåðàöiéíîãî
óòî÷íåííÿ.

ßêùî ëîêàëüíi iòåðàöiéíi ìåòîäè óòî÷íåííÿ içîëüîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ùî ïîáóäî-
âàíi íà ðiçíèõ iäåÿõ, äîñëiäæåíi äîñèòü äåòàëüíî [1�3], òî ìåòîäè âiäîêðåìëåííÿ
ðîçâ'ÿçêiâ ðîçðîáëåíi íåäîñòàòíüî. Ñåðåä òàêèõ àëãîðèòìiâ âiäìiòèìî äâà, íàâåäå-
íi â ðîáîòàõ [4], [5]. Îáèäâà àëãîðèòìè ïîáóäîâàíi íà îäíàêîâié iäå¨ áàãàòîðàçîâîãî
ðiâíîìiðíîãî ïîäðiáíåííÿ îáëàñòi, ùî ìiñòèòü óñi ðîçâ'ÿçêè, ç íàñòóïíîþ ïåðåâiðêîþ
ïåâíèõ êðèòåði¨â, ñâî¨õ äëÿ êîæíîãî àëãîðèòìó. Â äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ εs-
àëãîðèòì [5], ùî áàçó¹òüñÿ íà ïîêðèòòi ìíîæèíè, ÿêà ìiñòèòü óñi içîëüîâàíi ðîçâ'ÿç-
êè ÑÍÑÐ, ïîñëiäîâíiñòþ εk-ñiòîê (k = 1, 2, . . .) ç íàñòóïíîþ ïåðåâiðêîþ ïåâíèõ óìîâ,
ÿêi çàáåçïå÷óþòü ãåíåðóâàííÿ ïîñëiäîâíîñòåé åëåìåíòiâ εk-ñiòîê, ùî çáiãàþòüñÿ äî
ðiçíèõ içîëüîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ó çâ'ÿçêó ç öèì, âàæëèâèì ¹ ïèòàííÿ ñâî¹÷àñíîãî ïå-
ðåõîäó äî iòåðàöiéíîãî óòî÷íåííÿ, ÿêå ñòà¹ ìîæëèâèì ïðè âèêîíàííi (íà åëåìåíòàõ
εk-ñiòîê) äîñòàòíiõ óìîâ çáiæíîñòi âèáðàíîãî iòåðàöiéíîãî ìåòîäó.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ â ðîáîòi ÿâëÿþòüñÿ ïèòàííÿ òî÷íîñòi i îá÷èñëþâàëüíî¨
ñêëàäíîñòi êîìáiíîâàíîãî àëãîðèòìó, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç εs-àëãîðèòìó âiäîêðåìëåí-
íÿ óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ÑÍÑÐ òà iòåðàöiéíîãî ìåòîäó íàéñêîðiøîãî ñïóñêó ¨õ óòî÷íåííÿ.

Âiäîìî, ùî íàáëèæåíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè ñóïðîâîäæó¹-
òüñÿ â çàãàëüíîìó âèïàäêó íàñòóïíèìè ïîõèáêàìè [3]: íåóñóâíîþ, ìåòîäó, çàîêðóãëå-
ííÿ i ïîâíîþ. ßê ïðàâèëî, çíàéòè ðåàëüíi çíà÷åííÿ öèõ ïîõèáîê ó ïðîöåñi ðîçâ'ÿçóâà-
ííÿ çàäà÷ âäà¹òüñÿ â ðiäêèõ âèïàäêàõ. Òîìó, çàìiñòü ðåàëüíèõ çíà÷åíü öèõ ïîõèáîê,
âèêîðèñòîâóþòüñÿ ¨õ îöiíêè.

Â çàëåæíîñòi âiä ðîçâ'ÿçóâàíèõ êëàñiâ çàäà÷, íàáëèæåíèõ ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ, ùî
çàñòîñîâóþòüñÿ i ðåàëiçóþòüñÿ íà êîìï'þòåðàõ, òà ìîæëèâîñòÿõ ðåàëüíî îá÷èñëþâà-
òè ¨õ õàðàêòåðèñòèêè âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðiçíi îöiíêè ïîõèáîê (àïðiîðíi, àïîñòåðiîðíi,
àñèìïòîòè÷íi, ìàæîðàíòíi, äåòåðìiíîâàíi i ñòîõàñòè÷íi). Íàâåäåíi îöiíêè âiäîáðàæà-
þòü õàðàêòåðèñòèêó òî÷íîñòi íàáëèæåíèõ ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ.

Àíàëîãi÷íî öüîìó äëÿ çíàõîäæåííÿ îöiíîê äðóãî¨ õàðàêòåðèñòèêè îá÷èñëþâàëü-
íèõ ìåòîäiâ òà àëãîðèòìiâ, à ñàìå îá÷èñëþâàëüíî¨ ñêëàäíîñòi, iñíóþòü ðiçíi ïiäõîäè.
Òàê, ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü âèäó Au = f ïðîåêöiéíèìè ìåòîäàìè
÷àñòî çà îäèíèöþ îá÷èñëþâàëüíî¨ ñêëàäíîñòi áåðåòüñÿ ñêëàäíiñòü (÷àñ) îá÷èñëåííÿ
(ÿê äîìiíóþ÷î¨ îïåðàöi¨) ñêàëÿðíîãî äîáóòêó (Aφi, ψj), äå φi, ψj � äâi êîîðäèíàòíi
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ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié, à íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê øóêà¹òüñÿ ó âèãëÿäi un =
∑n

i=1 αiφi.
Ïðè íàáëèæåíîìó ðîçâ'ÿçóâàííi ðiâíÿíü âèäó Tu = 0 iòåðàöiéíèìè ìåòîäàìè çà îäè-
íèöþ îá÷èñëþâàëüíî¨ ñêëàäíîñòi äîöiëüíî áðàòè ñêëàäíiñòü îá÷èñëåííÿ îäíî¨ iòåðà-
öi¨, ñêëàäîâèìè ÿêî¨ ìîæóòü áóòè îá÷èñëåííÿ íåâ'ÿçêè Tuk, äîáóòêó T

′
(uk)Tuk òà

ñêàëÿðíîãî äîáóòêó (T
′
(uk)Tuk, Tuk). Ïðè âiäîêðåìëåííi içîëüîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ íå-

ëiíiéíèõ ðiâíÿíü εs-àëãîðèòìîì çà îäèíèöþ ñêëàäíîñòi äîöiëüíî áðàòè ñêëàäíiñòü
àáî ÷àñ îá÷èñëåííÿ íåâ'ÿçêè, ÿê îñíîâíî¨ îïåðàöi¨ â öüîìó ïðîöåñi. Íàêiíåöü, â áóäü-
ÿêîìó iç íàçâàíèõ âàðiàíòiâ îá÷èñëþâàëüíó ñêëàäíiñòü ìîæíà âèðàçèòè ÿê ôóíêöiþ
÷èñëà çàòðà÷åíèõ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié, ïîâ'ÿçàíîþ iç ðîçìiðíiñòþ çàäà÷i, ïðîñòî-
ðó, ÷èñëîì âóçëiâ ñiòêè äèñêðåòèçàöi¨, ñòåïåíåì àïðîêñèìóþ÷îãî ïîëiíîìà, êiëüêiñòþ
iòåðàöié i ò.ä.

1. Òåîðåòè÷íi îñíîâè i ïðàêòè÷íà ðåàëiçàöiÿ εs-àëãîðèòìó. Áóäåìî ðîç-
ãëÿäàòè ÑÍÑÐ âèäó: 

u1 = f1(u1, u2, . . . , un),
u2 = f2(u1, u2, . . . , un),

. . .
u2 = f2(u1, u2, . . . , un),

(1)

äå ôóíêöi¨ f1, f2, . . . , fn � âèçíà÷åíi i äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi íà äåÿêié
îáìåæåíié îáëàñòi G äiéñíîãî àðèôìåòè÷íîãî n-âèìiðíîãî ïðîñòîðó En, ìåòðèçîâà-
íîãî åëåìåíòàìè äåÿêî¨ ìíîæèíè Q, òîáòî êîæíié ïàði òî÷îê u, v ∈ En ñòàâèòüñÿ ó
âiäïîâiäíiñòü åëåìåíò ρ(u, v) ∈ Q, ùî õàðàêòåðèçó¹ âiääàëü ìiæ u i v.

Ñèñòåìó (1) ìîæíà ïðåäñòàâèòè â åêâiâàëåíòíîìó îïåðàòîðíîìó âèãëÿäi:

F (u) := u− F (u) = 0, (2)

äå u = (u1, u2, . . . , un) � âåêòîð, à F (u) = (f1(u), f2(u), . . . , fn(u)) � âåêòîð ôóíêöiÿ
äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà íà G.

Ïîñòàâèìî çàäà÷ó: çíàéòè âñi içîëüîâàíi ðîçâ'ÿçêè u∗i (i = 1, l, l <∞) ñèñòåìè (1)
àáî (2) â n-âèìiðíîìó çàìêíåíîìó êóái R ⊂ En, äå
R = {(u1, u2, . . . , un) | a ≤ ui ≤ b, i = 1, n,−∞ < a, b < ∞, d = b − a}. Òóò
ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ñèñòåìà (1) àáî (2) ìà¹ l içîëüîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ â R.

Ïðàêòè÷íà ðåàëiçàöiÿ íàáëèæåíîãî ìåòîäó çíàõîäæåííÿ óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ u∗i ïå-
ðåäáà÷à¹ îáðèâàííÿ íà ïåâíîìó åòàïi ïðîöåñó ïîáóäîâè âiäïîâiäíèõ íàáëèæåíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ. Öå îçíà÷à¹. ùî çàäà¹òüñÿ ÷èñëî ε > 0, ÿêå õàðàêòåðèçó¹ ïîòðiáíó òî÷íiñòü
ðîçâ'ÿçêiâ, i äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî i øóêà¹òüñÿ òàêå n i åëåìåíò u∗in ïîñëiäîâíîñòi
íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ïî÷èíàþ÷è ç ÿêîãî áóäå âèêîíóâàòèñü îäíà iç äâîõ íàñòó-
ïíèõ óìîâ: ρ(u∗in, F (u

∗
in)) ≤ ε àáî ρ(u∗i , u

∗
in) ≤ ε. Ó ïåðøîìó âèïàäêó u∗in íàçèâà¹òüñÿ

íàáëèæåíèì ε-ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1) çà íåâ'ÿçêîþ, à ó äðóãîìó � ε-ðîçâ'ÿçêîì ñè-
ñòåìè (1) çà àðãóìåíòîì. Î÷åâèäíî, ùî ðiçíèì çíà÷åííÿì i, òîáòî ðiçíèì òî÷íèì
ðîçâ'ÿçêàì, ìîæóòü âiäïîâiäàòè ðiçíi çíà÷åííÿ n òà åëåìåíòè uin. Îòæå, çàäà÷à ãëî-
áàëüíîãî íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ (2) ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi âiäïîâiäíèõ
ε-ðîçâ'ÿçêiâ.

Âiäîêðåìëåííÿ içîëüîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îçíà÷à¹ çíàõîäæåííÿ òàêèõ çàìêíåíèõ îá-
ëàñòåé Ri ⊂ R, çîêðåìà, çàìêíåíèõ êóëü S, êîæíà ç ÿêèõ áóäå ìiñòèòè ¹äèíèé ðîçâ'ÿ-
çîê iç R. Öå ïåðåäáà÷à¹ çíàõîäæåííÿ ìíîæèíè åëåìåíòiâ v1, v2, . . . , vl ∈ En i äiéñíèõ
÷èñåë r1, r2, . . . , rl, ÿêi íàçâåìî âiäïîâiäíî öåíòðàìè i ðàäióñàìè êóëü
S(vi, ri) = {u ∈ R : ∥u− vi∥ ≤ ri} (i = 1, l), ùîá íà êîæíié iç íèõ âèêîíóâàëèñü äåÿêi
äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (2).
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Äëÿ âiäîêðåìëåííÿ óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ âèêîðèñòà¹ìî εs-àëãîðèòì. Ðîçãëÿíåìî îñíîâíi
éîãî ñêëàäîâi. Íàâåäåìî íàñòóïíi îçíà÷åííÿ iç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó.

Îçíà÷åííÿ 1. Ìíîæèíà L1 ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ ε-ñiòêîþ äëÿ
ìíîæèíè L2 ⊂ X, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x ∈ L2 çíàéäåòüñÿ òî÷êà z ∈ L1 òàêà,
ùî ρ(x, z) ≤ ε.

Îçíà÷åííÿ 2. Çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü u1, u2, . . . , uk, . . . òî÷îê ïðîñòîðó En íàçè-
âà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçóâàëüíîþ äëÿ íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà F , ÿêùî ρ(uk, F (uk)) → 0 ïðè
n→ ∞.

Íàñòóïíà òåîðåìà âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (2) i ðîçâ'ÿçó-
âàëüíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè äëÿ îïåðàòîðà F (u).

Òåîðåìà 1 ([5]). Äëÿ iñíóâàííÿ â îáëàñòi R õî÷à á îäíîãî içîëüîâàíîãî ðîçâ'ÿçêó
ðiâíÿííÿ (2) ç íåïåðåðâíîþ âåêòîð-ôóíêöi¹þ F (u) íåîáõiäíî i äîñèòü iñíóâàííÿ äëÿ
F (u) õî÷à á îäíi¹¨ ðîçâ'ÿçóâàëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {uk} (k = 1, 2 . . .).

Íàâåäåíà òåîðåìà ¹ îñíîâíîþ äëÿ ïðàêòè÷íîãî ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåìè âiäîêðåìëå-
ííÿ óñiõ içîëüîâàíèõ â îáëàñòi R ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (2) çà äîïîìîãîþ εs-àëãîðèòìó.
Äiéñíî, îñêiëüêè, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ÷èñëî ðîçâ'ÿçêiâ l ðiâíÿííÿ (2) i ¨õ ðîçòà-
øóâàííÿ â îáëàñòi R íåâiäîìå, òî âñþ iíôîðìàöiþ ïðî öi ðîçâ'ÿçêè ìîæíà îòðèìàòè
ó ïðîöåñi ïîáóäîâè çà äîïîìîãîþ εs-àëãîðèòìó ðîçâ'ÿçóâàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé, åëå-
ìåíòè ÿêèõ ç ðîñòîì εk-ñiòîê áóäóòü çãóùàòèñÿ íàâêîëî içîëüîâàíèõ òî÷íèõ ðîçâ'ÿç-
êiâ ðiâíÿííÿ (2), âèçíà÷àþ÷è òàêèì ÷èíîì ¨õ êiëüêiñòü òà àïðîêñèìóþ÷è ¨õ iç çàäàíîþ
òî÷íiñòþ. Ðåàëiçàöiÿ εs-àëãîðèòìà ïåðåäáà÷à¹ âiäîáðàæåííÿ îïåðàòîðîì F êóáà R ó
ñåáå, òîáòî F (R) ⊂ R, òà íàÿâíiñòü òàêî¨ äîäàòíî¨ ïîñëiäîâíîñòi γk (k = 1, 2, . . .), ÿêà
çáiãà¹òüñÿ äî 0, ùî ðÿä, ñêëàäåíèé iç ÷èñåë εk(γk) çáiãà¹òüñÿ ïðè k → ∞. Çà äàíèìè
γk i εk(γk) çäiéñíþ¹òüñÿ ïîáóäîâà εk-ñiòîê øëÿõîì áàãàòîðàçîâîãî ïîäðiáíåííÿ âèõi-

äíîãî êóáà R (êîìïàêòíî¨ ó ñîái ìíîæèíè) íà êóáèêè R
k

ik
ç îäíàêîâèìè íà êîæíîìó

åòàïi ïîäðiáíåííÿ äîâæèíàìè ñòîðií dk = (b− a) · 2−k.
Êóá R

0

i0
= R íàçèâà¹òüñÿ êóáîì 0-îãî åòàïó ïîäðiáíåííÿ ç öåíòðîì u0i0 .

Öåíòðè êóáiâ R
k

ik
ïîçíà÷èìî ukik , ik = 1, 2, . . . , 2kn � êiëüêiñòü êóáiâ k-îãî åòàïó.

Âîíè ÿâëÿþòüñÿ åëåìåíòàìè ïîñëiäîâíîñòi εk-ñiòîê.
Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçóâàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Îòæå îïåðàòîð

F (u) âiäîáðàæà¹ êóá R ó ñåáå. Ìíîæèíó åëåìåíòiâ ukik εk-ñiòêè ïîçíà÷èìî ÷åðåç
Lεk(γk), à ìíîæèíó ¨õ îáðàçiâ F (ukik) ÷åðåç Lγk i áóäåìî íàçèâàòè γk-ñiòêîþ êóáà
R. Iíàêøå êàæó÷è, Lεk(γk)-ñiòêà, ùî ïîêðèâà¹ êóá R, îïåðàòîðîì F âiäîáðàæà¹òüñÿ
â Lγk-ñiòêó, ÿêà íàëåæèòü R.

Âiäîìî, ùî ÿêùî âåêòîð-ôóíêöiÿ F (ukik) íåïåðåðâíà íà R ⊂ En, òî âîíà ðiâíîìið-
íî íåïåðåðâíà íà R. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî γ > 0 iñíó¹ òàêå ÷èñëî ε(γ) ≤ γ,
ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè òî÷îê u1, u2 ∈ R iç óìîâè ρ(u1, u2) ≤ ε(γ) âèïëèâà¹ íåðiâ-
íiñòü ρ(F (u1), F (u2)) ≤ γ. Íåõàé u0 � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2), òîáòî u0 = F (u0).
Íåõàé Nε(γ)- çiðêà íàâêîëî òî÷êè u0, òîáòî ìíîæèíà òî÷îê u Lεk(γk)-ñiòêè, äëÿ ÿêèõ
ρ(u0, u) ≤ ε(γ) i îñêiëüêè Nγ = F (Nε(γ)), òî ρ(F (u0), F (u)) ≤ γ. Òîäi íà îñíîâi íàâå-
äåíèõ íåðiâíîñòåé ìîæíà çàïèñàòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî u ∈ R ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

ρ(u, F (u)) ≤ ρ(u, u0) + ρ(F (u0), F (u)) ≤ ε(γ) + γ,

ùî ¹ îñíîâíîþ ïðè ïîáóäîâi ðîçâ'ÿçóâàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Äiéñíî, íåõàé ñiòêè
εk(γk) i γk â êóái R ïîáóäîâàíi i iç åëåìåíòiâ öèõ ñiòîê óòâîðåíèé ìàñèâ ïàð

∆
(k)
i = (uki , F (u

k
i )), (i = 1, 2, . . . , sk). (3)
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Ïðè êîæíîìó k iç ìàñèâó (3) âiäáèðà¹ìî òi ïàðè, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

ρ(uki , F (u
k
i )) ≤ εk(γk) + γk. (4)

Iç ïàð, ùî çàäîâîëüíÿþòü (ïðè êîæíîìó k) óìîâi (4), óòâîðèìî ëàíöþæêè çà
òàêèì ïðàâèëîì: íåõàé íà k i k+1 ñiòêàõ çíàéäåíi âiäïîâiäíî ïàðè∆

(k)
1 ,∆

(k)
2 , . . . ,∆

(k)
sk ;

∆
(k+1)
1 ,∆

(k+1)
2 , . . . ,∆

(k+1)
sk+1 . Òîäi ïàði ∆

(k)
i (i = 1, sk) âiäíåñåìî ïàðè ∆

(k+1)
j (j = 1, sk+1),

äëÿ ÿêèõ ñïðàâåäëèâi óìîâè

ρ(uki , u
k+1
j ) ≤ εk(γk) + εk+1(γk+1), (5)

ρ(F (uki ), F (u
k+1
j )) ≤ γk + γk+1. (6)

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ ìîæíà ïîáóäóâàòè ìíîæèíè ðîçâ'ÿçóâàëüíèõ ïîñëiäîâ-
íîñòåé, êîæíié ç ÿêèõ áóäå âiäïîâiäàòè içîëüîâàíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2). Öåé ïðî-
öåñ çàêií÷ó¹òüñÿ òîäi, êîëè àáî äîñÿãíóòà çàäàíà òî÷íiñòü íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ
çà íåâ'ÿçêîþ, àáî åëåìåíòè îñòàííüî¨ εk-ñiòêè çàäîâîëüíÿþòü äîñòàòíiì óìîâàì òå-
îðåìè iñíóâàííÿ i çáiæíîñòi îäíîãî iç iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ, ùî ãàðàíòó¹ ìîæëèâiñòü
óòî÷íåííÿ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ äî íàïåðåä çàäàíî¨ òî÷íîñòi ε çà íåâ'ÿçêîþ àáî
àðãóìåíòîì.

Òàêèì ÷èíîì â òåîðåòè÷íîìó ïëàíi ñóòü εs-àëãîðèòìó ùîäî íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿ-
çóâàííÿ ðiâíÿííÿ (2) ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó: âiäîáðàæàþ÷è ç äîïîìîãîþ âåêòîð-
ôóíêöi¨ F (u) ïîñëiäîâíîñòi εk(γk)-ñiòîê, ÿêi ïîêðèâàþòü R, ó ïîñëiäîâíîñòi γk-ñiòîê,
ùî íàëåæàòüR i çàäîâîëüíÿþ÷è óìîâàì (4)�(6) ìîæíà âiäîêðåìèòè óñi içîëüîâàíi
ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (1) àáî (2) i àïðîêñèìóâàòè ¨õ ç òî÷íiñòþ, äîïóñòèìîþ íà äàíié
ÅÎÌ. Åôåêòèâíiñòü öüîãî ïðîöåñó çàëåæèòü âiä òî÷íîñòi àïðîêñèìàöi¨ ëiâèõ ÷àñòèí
(4)�(6) âåëè÷èíàìè εk(γk) i γk. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà 2.

Òåîðåìà 2. Íåõàé êóá R, ùî âiäîáðàæà¹òüñÿ âåêòîð-ôóíêöi¹þ F (u) ó ñåáå, ïî-
êðèâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ ðiâíîìiðíèõ εk-ñiòîê, åëåìåíòè ÿêèõ ÿâëÿþòüñÿ öåí-

òðàìè ukik êóáiâ R
k

ik
, ïðè÷îìó F (ukik) ⊂ R

k

ik
. Òîäi ñïðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ: äëÿ

êîæíîãî êóáà R
k

ik
, ùî ìiñòèòü ïðèíàéìíi îäèí ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1), ïîñëiäîâíî-

ñòi εk(γk) i γk çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi γk = 2εk(γk) i âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè:

à) ÿêùî äëÿ u, v ∈ En, ρ(u, v) = max
1≤i≤n

|ui − vi|, òîäi

εk(γk) = d · 2−k, γk = 2εk(γk) = d · 2−(k−1);

á) ÿêùî äëÿ u, v ∈ En, ρ(u, v) =

[
n∑

i=1

(ui − vi)
2

]1/2
, òîäi

εk(γk) = d
√
n · 2−k, γk = 2εk(γk) = d

√
n · 2−(k−1).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè áàçó¹òüñÿ íà îñíîâi ðiâíîìiðíîãî ïîäðiáíåííÿ êóáà R, âiä-
îáðàæåííÿ ñêëàäîâèõ êóáiâ ó ñåáå i ìåòðèêè ïðîñòîðó En.

ßêùî äëÿ êîæíîãî içîëüîâàíîãî ðîçâ'ÿçêó u∗i ñèñòåìè (1), ïîòðiáíî çíàéòè âiäïî-
âiäíèé éîìó ε-ðîçâ'ÿçîê çà íåâ'ÿçêîþ, òîäi ç (4) iç âðàõóâàííÿì çíà÷åíü εk(γk) i γk
ìîæíà âèçíà÷èòè íîìåð k εk-ñiòêè, íà ÿêîìó âií äîñÿãà¹òüñÿ. Òåîðåòè÷íî

k = log2[3d
√
n · ε−1]. (7)
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Ïðàêòè÷íå çàñòîñóâàííÿ εs-àëãîðèòìó äîöiëüíî çäiéñíþâàòè äî òèõ ïið, ïîêè åëå-
ìåíòè εk-ñiòîê íå óòâîðÿòü ìíîæèíè, íà êîæíié iç ÿêèõ áóäóòü âèêîíóâàòèñÿ äîñòàòíi
óìîâè iñíóâàííÿ i çáiæíîñòi äåÿêîãî ëîêàëüíîãî iòåðàöiéíîãî ìåòîäó. Âèáið òàêîãî
ìåòîäó âèçíà÷à¹òüñÿ ïðàêòè÷íîþ ìîæëèâiñòþ ðåàëiçóâàòè òàêi äîñòàòíi óìîâè i îá-
÷èñëèòè àïîñòåðiîðíó îöiíêó ïîõèáêè.

Ðîçãëÿíåìî iòåðàöiéíèé ìåòîä íàéøâèäøîãî ñïóñêó (ÌÍÑ) [1], çãiäíî ç ÿêèì ïî-
ñëiäîâíi íàáëèæåííÿ îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

uk+1 = uk − ∥F (uk)∥2

(F ′(uk)F (uk), F (uk))
F (uk), (8)

äå F (u) � äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà âåêòîð-ôóíêöiÿ.
Ùîäî iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (2) òà çáiæíîñòi ìåòîäó (8) ìà¹ ìiñöå

òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Íåõàé ó êóëi S(u0, r), äå u0 � îäèí ç åëåìåíòiâ vi, à r � âiäïîâiäíå
éîìó çíà÷åííÿ ri, âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

∥F (u0)∥ ≤ δ0, ∥F ′(u)∥ ≤M(u0, r), ∥F ′′(u)∥ ≤ N(u0, r), (9)

|(F ′(u)h, h)| ≥ m(u0, r)∥h∥ àáî ∥F ′(u)h∥ ≥ m(u0, r), (10)

äå δ0,M(u0, r),N(u0, r),m(u0, r) � êîíñòàíòè, ÿêi çàáåçïå÷óþòü âèêîíàííÿ óìîâ:

q(r) =

√
M2

m2
+
δ0N

m2
− 1 < 1, (11)

δ0
m[1− q(r)]

≤ r. (12)

Òîäi ðiâíÿííÿ (2) â êóëi S(u0, r) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u∗, äî ÿêîãî çáiãà¹òüñÿ ïî-
ñëiäîâíiñòü uk, ïîáóäîâàíà çãiäíî ç (8) ç ïî÷àòêîâèì íàáëèæåííÿì u0, ïðè÷îìó
øâèäêiñòü çáiæíîñòi òà îöiíêà ïîõèáêè õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íåðiâíiñòþ:

∥u∗ − uk∥ ≤ δ0
m[1− q(r)]

[q(r)]k. (13)

Ïðè k = 0

∥u∗ − u0∥ ≤ δ0
m[1− q(r)]

≤ r, (14)

ùî õàðàêòåðèçó¹ áëèçüêiñòü òî÷íîãî i âiäïîâiäíîãî éîìó íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó,
îäåðæàíîãî εs-àëãîðèòìîì.

Iç (13) âèçíà÷à¹òüñÿ îöiíêà ÷èñëà iòåðàöié, íåîáõiäíèõ äëÿ îäåðæàííÿ ïðè êî-
æíîìó u0 = vi íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (2) iç çàäàíîþ òî÷íiñòþ. Íàïðèêëàä,
íåðiâíiñòü ∥u∗ − uk∥ ≤ ε, ùî õàðàêòåðèçó¹ òî÷íiñòü íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó çà àðãó-
ìåíòîì, áóäå âèêîíóâàòèñü ÿêùî

k ≥ 1

ln q
· ln m(1− q)ε

δ0
. (15)

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ðåàëiçàöi¨ ÌÍÑ ïîòðiáíî çíàéòè êîíñòàíòè óìîâ (9), (10), çà ÿêèõ
áóäóòü âèêîíóâàòèñü íåðiâíîñòi (11), (12). ßêùî ðàäióñ r íåâiäîìèé, òîäi âåëè÷èíè
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M(u0, r), N(u0, r) i m(u0, r) ïåðåòâîðþþòüñÿ ó ôóíêöi¨ ðàäióñà r i ðåàëiçàöiÿ ÌÍÑ
áóäå ìîæëèâà çà óìîâè ñóìiñíîñòi ñèñòåìè íåðiâíîñòåé (11), (12) âiäíîñíî ðàäióñà r.

2. Ïðî çàãàëüíó îöiíêó õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîñòi. Ïðè ãëîáàëüíîìó íàáëè-
æåíîìó ðîçâ'ÿçóâàííi ÑÍÑÐ êîðèñòóþòüñÿ , ÿê ïðàâèëî, êîìáiíîâàíîþ îá÷èñëþâàëü-
íîþ ñõåìîþ, ÿêà ïîëÿãà¹ ó âiäîêðåìëåííi óñiõ içîëüîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà ¨õ íàñòóïíî-
ìó iòåðàöiéíîìó óòî÷íåííi. Ó öüîìó âèïàäêó ñóìàðíà ïîõèáêà îá÷èñëåííÿ êîæíîãî
íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó áóäå ñêëàäàòèñÿ iç ïîõèáêè ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ u0, ÿêå
çàáåñïå÷ó¹ ìîæëèâiñòü çàñòîñóâàííÿ iòåðàöiéíîãî ìåòîäó, òà îá÷èñëþâàëüíî¨ ïîõèá-
êè ðåàëiçàöi¨ íà ÅÎÌ iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç ïîõèáêè ìåòîäó òà
ïîõèáêè çàîêðóãëåííÿ. Ç iíøî¨ ñòîðîíè u0 ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê
äåÿêîãî íàáëèæåíîãî äî (2) ðiâíÿííÿ , êîåôiöi¹íòè ÿêîãî áóäóòü íàáëèæåíèìè çíà-
÷åííÿìè êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ (2). Ó öüîìó âèïàäêó ñõåìà îöiíêè ïîâíî¨ ïîõèáêè
êîìáiíîâàíîãî ìåòîäó ìàòèìå âèãëÿä ∥u∗ − ukτ∥ ≤ ∥u∗ − u0∥ + ∥u0 − uk∥ + ∥uk − ukτ∥.
Ïåðøi äâà äîäàíêè öi¹¨ îöiíêè âèçíà÷àþòüñÿ çãiäíî ç (14) i (13), à òðåòié äîäàíîê íà
îñíîâi îöiíîê çàîêðóãëåííÿ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié [6] ìàòèìå âèãëÿä

∥uk − ukτ∥ ≤ ∥uτ∥φ(n, c)(1, 06)2−τ1− q−1, (16)

äå δ0, m, q âèçíà÷àþòüñÿ çãiäíî (9)-(11), ∥uτ∥ ≡ max ∥ukτ∥, φ(n, c) � ôóíêöiÿ íàòó-
ðàëüíîãî àðãóìåíòó, ÿêà õàðàêòåðèçó¹ êiëüêiñòü ñòàíäàðòíèõ êîìï'þòåðíèõ îïåðàöié
ïðè ðåàëiçàöi¨ îäíîãî êðîêó iòåðàöiéíîãî ìåòîäó, τ - äîâæèíà ìàíòèñè êîìï'þòåðíèõ
÷èñåë, c � ñòàëà âåëè÷èíà.

3. Îöiíêà îá÷èñëþâàëüíî¨ ñêëàäíîñòi âiäîêðåìëåííÿ i óòî÷íåííÿ óñiõ
içîëüîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.Ïðè ÷èñåëüíié ðåàëiçàöi¨ εs-àëãîðèòìó âiäîêðåìëåííÿ ðîç-
â'ÿçêiâ òà ¨õ óòî÷íåííÿ iòåðàöiéíèìè ìåòîäàìè âàæëèâèì ¹ ïèòàííÿ çíàõîäæåííÿ
îöiíêè îá÷èñëþâàëüíî¨ ñêëàäíîñòi, ÿêà â äàíîìó âèïàäêó ñêëàäà¹òüñÿ iç äâîõ êîì-
ïîíåíò: îöiíêè ñêëàäíîñòi ðåàëiçàöi¨ εs-àëãîðèòìó äî ìîìåíòó âiäîêðåìëåííÿ óñiõ
içîëüîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ (àáî îòðèìàííÿ ε-ðîçâ'ÿçêiâ çà íåâ'ÿçêîþ) i îöiíêè ñêëàäíîñòi
iòåðàöiéíîãî óòî÷íåííÿ äî ìîìåíòó îòðèìàííÿ ε-ðîçâ'ÿçêó çà àðãóìåíòîì.

Çà îöiíêó N1(ε) îá÷èñëþâàëüíî¨ ñêëàäíîñòi εs-àëãîðèòìó ïðèéìà¹òüñÿ îöiíêà çà-
ãàëüíîãî ÷èñëà åëåìåíòiâ εk-ñiòîê, íà ÿêèõ îá÷èñëþþòüñÿ çíà÷åííÿ âåêòîð-ôóíêöi¨
F (u), äî ìîìåíòó âèêîíàííÿ óìîâ òåîðåìè 3 íà äåÿêèõ åëåìåíòàõ óñiõ ìíîæèí ðîçâ'ÿ-
çóâàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé, òîáòî äî âiäîêðåìëåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ, àáî äî îòðèìàííÿ ε-
ðîçâ'ÿçêiâ çà íåâ'ÿçêîþ äëÿ âñiõ u∗i .

Çà îöiíêó N2(ε) îá÷èñëþâàëüíî¨ ñêëàäíîñòi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó óòî÷íåííÿ âñiõ
âiäîêðåìëåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïðèéìà¹òüñÿ ñóìà äîáóòêiâ ÷èñëà iòåðàöié ki, âèçíà÷åíèõ
çãiäíî ç (8), ùî çàáåçïå÷óþòü çàäàíó òî÷íiñòü ε, äëÿ êîæíîãî âiäîêðåìëåíîãî ðîçâ'ÿç-
êó, íà îöiíêó ñêëàäíîñòi îäíî¨ iòåðàöi¨, òîáòî N = Σl

i=1(ki)θ. Ó äàíîìó âèïàäêó
Θ = φ(n, c).

Íåõàé äëÿ îòðèìàííÿ ε-ðîçâ'ÿçêiâ çà íåâ'ÿçêîþ àáî âiäîêðåìëåííÿ óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ
ñèñòåìè (2) â ðîçóìiííi âèêîíàííÿ óìîâ òåîðåìè 3, ïîòðiáíî çðîáèòè íå ìåíøå k
êðîêiâ εs-àëãîðèòìó. ßêùî ïðè öüîìó áóäóòü âèêîðèñòàíi âñi òî÷êè εk-ñiòîê, òî ¨õ
çàãàëüíå ÷èñëî áóäå äîðiâíþâàòè (2kn − 1)/(2n − 1).

Â ðåàëüíié ñèòóàöi¨ òàêèõ òî÷îê áóäå çíà÷íî ìåíøå, îñêiëüêè, ïî-ïåðøå, êîæíà ç
óìîâ (4)-(6) áóäå âiäñiþâàòè ïåâíó êiëüêiñòü òî÷îê, à ïî-äðóãå, ðiçíi ε-ðîçâ'ÿçêè àáî
âèêîíàííÿ óìîâ òåîðåìè 3, ìîæóòü çäiéñíþâàòèñÿ íà åëåìåíòàõ ðiçíèõ εk-ñiòîê.

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî àïðiîði âèçíà÷èòè ÷èñëî âiäñiþâàíèõ òî÷îê εk-ñiòîê, ïðà-
êòè÷íî íåìîæëèâî. Îäíàêî ó ïðîöåñi ðåàëiçàöi¨ εs-àëãîðèòìó íà êîìï'þòåði ìîæíà
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âiäñëiäêîâóâàòè ÷èñëî âiäñiþâàíèõ òî÷îê íà êîæíié ñiòöi. Öå äîçâîëÿ¹ ç ïåâíîþ äî-
ëåþ òî÷íîñòi ïðîãíîçóâàòè ìîæëèâiñòü ïîäàëüøîãî çàñòîñóâàííÿ εs-àëãîðèòìó çà
êðèòåðiÿìè ÷àñó i ïàì'ÿòi.

ßêùî ïîçíà÷èòè ÷åðåç ik (k = 2, 3, ...) ÷èñëî òî÷îê εk-ñiòêè, ÿêi âiäáðàêîâóþòüñÿ
íà k-ìó êðîöi εs-àëãîðèòìîì, òî ÷èñëî óñiõ òî÷îê, ùî áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñü
â ïîäàëüøèõ îá÷èñëåííÿõ íà êîæíié iç ñiòîê âiäïîâiäíî äîðiâíþâàòèìå 1, 2n − i1,
22n − 2ni1 − i2, ..., 2kn − 2(k−1)ni1 − . . .− ik, à ¨õ ñóìà íà εk- ñiòêàõ âèðàçèòüñÿ ÷èñëîì

Nk =
2kn − 1−

∑k−1
j=1 ij(2

(k−j)n − 1)

2n − 1
.

Êîíêðåòíi îöiíêè Nk ìîæíà îòðèìàòè ïðè çàäàííi ij, òîáòî ïîðÿäêó ðîñòó òàêèõ
òî÷îê. Íàïðèêëàä, ÿêùî âçÿòè ij = c2j−1, äå c ∈ s[0, 1], òî äëÿ Nk áóäå ìàòè ìiñöå
îöiíêà

Nk ≤
2n + ck(2−n − 1) + c− 1

(2n − 1)2
2kn.

Ìàþ÷è îöiíêè ïîâíî¨ ïîõèáêè òà îá÷èñëþâàëüíî¨ ñêëàäíîñòi ïðîöåñó ãëîáàëüíî-
ãî íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÑÍÑÐ (ïðè çàäàíié iíôîðìàöiéíié ¹ìíîñòi), ìîæíà
ñòàâèòè ïèòàííÿ ïðî îïòèìiçàöiþ îäíi¹¨ iç öèõ õàðàêòåðèñòèê çà óìîâè ðåàëüíèõ
îáìåæåíü íà äâi iíøi.
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