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×ÈÑÅËÜÍÈÉ ÌÅÒÎÄ ÌÀÆÎÐÀÍÒÍÎÃÎ ÒÈÏÓ ÂIÄØÓÊÀÍÍß
ÅÊÑÒÐÅÌÓÌÓ ÍÅÃËÀÄÊÈÕ I ÐÎÇÐÈÂÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

The use of the Non-classical Newtonian majorants and diagrams functions for the construction of numeri-
cal method of finding of the extremum non-differentiable and discontinuous functions has been considered.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèêîðèñòàííÿ àïàðàòó íåêëàñè÷íèõ ìàæîðàíò i äiàãðàì Íüþòîíà ôóíêöié äëÿ ïîáó-
äîâè ÷èñåëüíîãî ìåòîäó âiäøóêàííÿ åêñòðåìóìó íåãëàäêèõ i ðîçðèâíèõ ôóíêöié.

Çàäà÷à âiäøóêàííÿ åêñòðåìóìó íåãëàäêèõ i ðîçðèâíèõ ôóíêöié ¹ îäíi¹þ ç âàæëèâèõ
çàäà÷ ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè. Òàêà çàäà÷à âèíèêà¹, íàïðèêëàä, ó òåîði¨ àïðîêñè-
ìàöi¨, ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi âiäïîâiäíèõ çàäà÷ äîñëiäæåííÿ îïåðàöié, ó çàñòîñóâàííÿõ
òåîði¨ êåðóâàííÿ ðóõîì äèíàìi÷íèõ ñèñòåì òà ií. [1, 2]. Çàçíà÷èìî, ùî ðîçðèâè ìî-
æóòü ìàòè íå òiëüêè ïîõiäíi âiä ôóíêöié, ùî äîñëiäæóþòüñÿ, à é ñàìi ôóíêöi¨ ìîæóòü
âèÿâèòèñÿ ðîçðèâíèìè. Ïîøóê åêñòðåìóìó ðîçðèâíèõ ôóíêöié ¹ ñêëàäíîþ ïðîáëå-
ìîþ.

Ðîçãëÿíåìî âèêîðèñòàííÿ àïàðàòó íåêëàñè÷íèõ ìàæîðàíò i äiàãðàì Íüþòîíà ôóí-
êöié, çàäàíèõ òàáëè÷íî àáî àíàëiòè÷íî [3, 4], äëÿ ïîáóäîâè ÷èñåëüíîãî ìåòîäó âiäøó-
êàííÿ åêñòðåìóìó (ìàêñèìóìó) íåãëàäêèõ i ðîçðèâíèõ ôóíêöié îäíi¹¨ äiéñíî¨ çìiííî¨.

Àëãîðèòì ìåòîäó ïîáóäó¹ìî îêðåìî äëÿ ëîãàðèôìi÷íî âãíóòî¨ i äîâiëüíî¨ ôóí-
êöi¨ f(x), âèçíà÷åíî¨ íà äåÿêîìó ïðîìiæêó [a, b]. Ïðè öüîìó ôóíêöiÿ f(x) ìîæå áóòè
íåãëàäêîþ íà çàäàíîìó ïðîìiæêó [a, b] àáî íà öüîìó ïðîìiæêó ìàòè ñêií÷åííó êiëü-
êiñòü òî÷îê ðîçðèâó ïåðøîãî ðîäó. Êðiì òîãî, ââàæàòèìåìî, ùî f(x) > 0 äëÿ âñiõ
x ∈ [a, b]. ßêùî öÿ óìîâà íå âèêîíó¹òüñÿ, òî ìîæíà øóêàòè ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ
ôóíêöi¨ f(x) + C, äå C � äîâiëüíà ñòàëà, òàêà, ùî f(x) + C > 0 äëÿ âñiõ x ∈ [a, b] .

Àëãîðèòì âiäøóêàííÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(x) ó âèïàäêó,
êîëè f(x) ¹ ëîãàðèôìi÷íî âãíóòîþ ôóíêöi¹þ íà ïðîìiæêó [a, b]. Âèáåðåìî íà
ïðîìiæêó [a, b] ñèñòåìó òî÷îê x0, x1, . . . , xn, äå xk = x0 + kh (k = 0, 1, . . . , n), x0 = a,
h = (b− a) /n , i çíàéäåìî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ y = f(x) â öèõ òî÷êàõ. Íåõàé f(xi) = ai,
i = 0, 1, . . . , n.

Îñêiëüêè çãiäíî ïðèïóùåííÿ f(x) � ëîãàðèôìi÷íî âãíóòà ôóíêöiÿ íà ïðîìiæêó
[a, b], òî ÷èñëîâi íàõèëè äiàãðàìè Íüþòîíà, ïîáóäîâàíî¨ çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ â
òî÷êàõ xk (k = 0, 1, . . . , n), âèçíà÷àòèìóòüñÿ çà ôîðìóëîþ

Rk =

(
ak−1

ak

) 1
h

, k = 1, 2 . . . , n, R0 = 0.

Ó öüîìó âèïàäêó R0 < R1 < R2 < . . . < Rn.
Âiäõèëåííÿ Dk äiàãðàìè Íüþòîíà çàäîâîëüíÿòèìóòü óìîâó Dk > 1, k = 1, 2,

3, . . . , n − 1, D0 = Dn = ∞. Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâiñòü äiàãðàìè Íüþòîíà ó âèïàäêó
ëîãàðèôìi÷íî âãíóòî¨ ôóíêöi¨, àëãîðèòì ìåòîäó ¹ òàêèì. Âèçíà÷à¹ìî ñïî÷àòêó R1.
ßêùî R1 ≥ 1, òî çà òî÷êó ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ ïðèéìà¹ìî x0. ßêùî R1 < 1, òî
âèçíà÷à¹ìî Rn. Ïðè Rn ≤ 1 çà òî÷êó ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ ïðèéìà¹ìî xn. Ïðèïóñòèìî,
ùî R1 < 1, Rn > 1. Òîäi ñåðåä òî÷îê x0, x1, . . . xn âèáèðà¹ìî ñåðåäíþ. Íåõàé òàêîþ
òî÷êîþ áóäå xm. Âèçíà÷à¹ìî

Rm =

(
am−1

am

) 1
h

, Rm+1 =

(
am
am+1

) 1
h

.
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Òîäi ìîæëèâi òàêi âèïàäêè:
1) Rm ≤ 1, Rm+1 ≥ 1 (Rm ̸= Rm+1) ;
2) Rm > 1;
3) Rm+1 < 1.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó çà òî÷êó ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ ïðèéìà¹ìî xm; ó äðóãîìó øó-

êà¹ìî íàéìåíøå çíà÷åííÿ iíäåêñó ν , äëÿ ÿêîãî Rm−ν ≤ 1. ßêùî òàêèì çíà÷åííÿì ¹
ν = p, òî çà òî÷êó ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ ïðèéìà¹ìî xm−p. Ó òðåòüîìó âèïàäêó øóêà¹ìî
íàéìåíøå çíà÷åííÿ iíäåêñó ν , äëÿ ÿêîãî Rm+ν ≥ 1. ßêùî òàêèì çíà÷åííÿì ¹ ν = q,
òî çà òî÷êó ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ ïðèéìà¹ìî xm+q.

Àëãîðèòì âiäøóêàííÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f (x) ó âèïàäêó,
êîëè f(x) ¹ äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ íà çàäàíîìó ïðîìiæêó [a, b] . Âèáåðåìî íà
ïðîìiæêó [a, b] ñèñòåìó òî÷îê x0, x1, . . . , xn, äå xk = x0 + kh (k = 0, 1, . . . , n), x0 = a,
h = (b− a) /n , i çíàéäåìî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ y = f(x) â öèõ òî÷êàõ. Íåõàé f(xi) = ai,
i = 0, 1, . . . , n.

Âèçíà÷à¹ìî ïîñëiäîâíiñòü âåðøèííèõ iíäåêñiâ {i0, i1, . . . ik} i ïîñëiäîâíiñòü ÷èñëî-
âèõ íàõèëiâ {Ri0 , Ri1 , . . . , Rik} äiàãðàìè Íüþòîíà, ïîáóäîâàíî¨ çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨
f(x) â òî÷êàõ x0, x1, . . . , xn.

Ðîçãëÿíåìî àëãîðèòì âèçíà÷åííÿ ïîñëiäîâíîñòi âåðøèííèõ iíäåêñiâ. Ïðèïóñòèìî,
ùî çà äîïîìîãîþ r êðîêiâ âæå çíàéäåíi ïîñëiäîâíi âåðøèííi iíäåêñè {i0, i1, . . . ir−1} ,
äå 0 = i0 < i1 < . . . < ir−1, i ÷èñëîâi íàõèëè Ri0 , Ri1 , . . . , Rir−1 , äå

0 = Ri0 < Ri1 < . . . < Rir−1 .

Òîäi íà (r + 1)-ìó êðîöi çíàõîäèìî

R = min
ir−1<i≤n

(
air−1

ai

) 1
xi−xir−1

. (1)

Âèçíà÷à¹ìî iíäåêñ i äëÿ ÿêîãî â (1) äîñÿãà¹òüñÿ ìiíiìóì i ïîçíà÷à¹ìî éîãî ÷åðåç
ir. ßêùî ìiíiìóì â (1) äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ äåêiëüêîõ iíäåêñiâ ir1, ir2, . . . , irsr , òî ÷åðåç ir
ïîçíà÷à¹ìî áiëüøèé ç íèõ:

ir = max
1≤j≤sr

irj.

Ïîêëàäà¹ìî Rir = R.
Îñêiëüêè 0 = R0 = Ri0 < Ri1 < Ri2 . . . < Rik , òî çà òî÷êó ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ f(x)

ïðèéìà¹ìî îäíó ç òî÷îê xi0 , xi1 , . . . , xik . Äëÿ âiäøóêàííÿ öi¹¨ òî÷êè âèêîðèñòîâó¹-
ìî ïîïåðåäíié àëãîðèòì. ßêùî Ri1 ≥ 1, òî çà òî÷êó ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ ïðèéìà¹ìî
xi0 = x0. ßêùî Rik ≤ 1, òî çà òî÷êó ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ ïðèéìà¹ìî xik . Ïðèïóñòè-
ìî, ùî Ri1 < 1, Rik > 1. Òîäi âèáèðà¹ìî òî÷êó xim , ÿêà ¹ ñåðåäíüîþ ñåðåä òî÷îê
xi0 , xi1 , . . . , xik .

ßêùî Rim ≤ 1, Rim+1 ≥ 1, òî çà òî÷êó ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ ïðèéìà¹ìî xim . ßêùî
Rim > 1, òî øóêà¹ìî íàéìåíøå çíà÷åííÿ iíäåêñó ν , äëÿ ÿêîãî Rim−ν ≤ 1. Íåõàé
òàêèì çíà÷åííÿì ¹ ν = p. Òîäi çà òî÷êó ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ ïðèéìà¹ìî xim−p . ßêùî
Rim+1 < 1, òî øóêà¹ìî íàéìåíøå çíà÷åííÿ iíäåêñó ν , äëÿ ÿêîãî Rim+ν ≥ 1. Íåõàé
òàêèì çíà÷åííÿì ¹ ν = q, òî çà òî÷êó ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ ïðèéìà¹ìî xim+q .

Âiäìiòèìî, ÿêùî çàäàíà ôóíêöiÿ f(x) â äåÿêèõ îêîëàõ äóæå øâèäêî çðîñòà¹ àáî
ñïàäà¹, òî, ùîá íå ïîìèëèòèñÿ ç âèáîðîì òî÷êè, ó ÿêié ôóíêöiÿ äîñÿãà¹ ãëîáàëüíîãî
ìàêñèìóìó, áàæàíî àëãîðèòì ïîâòîðèòè äåêiëüêà ðàçiâ, ïðè÷îìó êîæíîãî ðàçó ç
ìåíøèì êðîêîì.
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ßêùî òðåáà óòî÷íèòè òî÷êó, ÿêó âèáðàíî çãiäíî ç àëãîðèòìîì çà òî÷êó ìàêñè-
ìóìó ôóíêöi¨, òî òîé æå àëãîðèòì çàñòîñîâó¹ìî, âèáðàâøè çà ïðîìiæîê [a, b] âiäïî-
âiäíèé îêië çíàéäåíî¨ òî÷êè. Òàêîæ àëãîðèòì ìîæíà çàñòîñóâàòè ó âèïàäêó, êîëè
ôóíêöiÿ f(x) â îêðåìèõ òî÷êàõ ðîçðèâó ïðîìiæêó [a, b] ¹ íåâèçíà÷åíîþ. Â öüîìó
âèïàäêó òàêi òî÷êè ðîçðèâó íå ïîâèííi ïîòðàïëÿòè â ñèñòåìó òî÷îê x0, x1, . . . , xn.

Ìåòîä ìîæå áóòè óçàãàëüíåíèé äëÿ âiäøóêàííÿ åêñòðåìóìó íåãëàäêèõ i ðîçðèâ-
íèõ ôóíêöié âiä äâîõ i áiëüøå äiéñíèõ çìiííèõ.

Ïðèêëàäè.
1. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = 5− |x| .

Y

X

5

-5 5

Ìàë. 1

Äàíà ôóíêöiÿ äîñÿãà¹ ìàêñèìóìó â òî÷öi x = 0, àëå â öié òî÷öi ïîõiäíà íå iñíó¹,
òîáòî ñêîðèñòàòèñü êëàñè÷íèì îçíà÷åííÿì åêñòðåìóìó ôóíêöi¨ íå ìîæíà. Àëå âîíà
¹ íåïåðåðâíà i ëîãàðèôìi÷íî âãíóòà, äëÿ âiäøóêàííÿ åêñòðåìóìó öi¹¨ ôóíêöi¨ âèêî-
ðèñòà¹ìî ïåðøèé àëãîðèòì.

Âèáåðåìî ïðîìiæîê [−4; 2] , n = 25.

k xk ak Rk k xk ak Rk k xk ak Rk

8 −2, 08 2, 92 0, 69 17 0, 08 4, 92 0, 93
0 −4 1 0 9 −1, 84 3, 16 0, 72 18 0, 32 4, 68 1, 23
1 −3, 76 1, 24 0, 41 10 −1, 6 3, 4 0, 73 19 0, 56 4, 44 1, 24
2 −3, 52 1, 48 0, 47 11 −1, 36 3, 64 0, 75 20 0, 8 4, 2 1, 26
3 −3, 28 1, 72 0, 53 12 −1, 12 3, 88 0, 76 21 1, 04 3, 96 1, 27
4 −3, 04 1, 96 0, 58 13 −0, 88 4, 12 0, 77 22 1, 28 3, 72 1, 29
5 −2, 8 2, 2 0, 62 14 −0, 64 4, 36 0, 79 23 1, 52 3, 48 1, 32
6 −2, 56 2, 44 0, 64 15 −0, 4 4, 6 0, 79 24 1, 76 3, 24 1, 34
7 −2, 32 2, 68 0, 67 16 −0, 16 4, 84 0, 8 25 2 3 1, 37

Çãiäíî àëãîðèòìó çà òî÷êó ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ ïðèéìà¹ìî x17 = 0, 08. Óòî÷íèìî
äàíó òî÷êó çâóçèâøè ïðîìiæîê [a, b].

Âèáåðåìî ïðîìiæîê [−0, 08; 0, 32] , n = 25.
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k xk ak Rk k xk ak Rk k xk ak Rk

8 0,048 4,952 1,223 17 0,192 4,808 1,23
0 −0, 08 4,92 0 9 0,064 4,936 1,224 18 0,208 4,792 1,231
1 −0, 064 4,936 0,816 10 0,08 4,92 1,224 19 0,224 4,776 1,232
2 −0, 048 4,952 0,816 11 0,096 4,904 1,225 20 0,24 4,76 1,233
3 −0, 032 4,968 0,817 12 0,112 4,888 1,l226 21 0,256 4,744 1,234
4 −0, 016 4,984 0,817 13 0,128 4,872 1,227 22 0,272 4,728 1,235
5 0 5 0,818 14 0,144 4,856 1,228 23 0,288 4,712 1,235
6 0,016 4,984 1,221 15 0,16 4,84 1,229 24 0,304 4,696 1,263
7 0,032 4,968 1,222 16 0,176 4,824 1,229 25 0,32 4,68 1,237

Çà òî÷êó ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ ïðèéìà¹ìî x5 = 0.

2. Ðîçãëÿíåìî ðîçðèâíó, íå ëîãàðèôìi÷íî âãíóòó ôóíêöiþ

y =

{
7− x2, x < 2,
10, x ≥ 2

íà ïðîìiæêó [−1; 3] , n = 50.

7

2

10

X

Y

Ìàë. 2

Ïîñëiäîâíîñòü âåðøèííèõ iíäåêñiâ ñêëàäà¹ ìíîæèíà {0, 5, 6, 38, 50}, i âiäïîâiäíi
¨ì ÷èñëîâi íàõèëè R0 = 0, R5 = 0, 826, R6 = 0, 845, R38 = 0, 856, R50 = 1. Òîäi òî÷êà
ìàêñèìóìó ¹ x38 = 2, 04.

Óòî÷íèìî äàíó òî÷êó çâóçèâøè ïðîìiæîê [a, b].
Âèáåðåìî ïðîìiæîê [1, 96; 2, 12] , n = 50. Ìíîæèíà âåðøèííèõ iíäåêñiâ {0, 13, 50}

i ÷èñëîâi íàõèëè R0 = 0, R13 = 8, 44 · 10−13, R50 = 1.Òîäi òî÷êà ìàêñèìóìó ¹
x13 = 2, 0016.
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