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ÑÈËÎÂÑÜÊI p-ÏIÄÃÐÓÏÈ ÏÎÂÍÎ� ËIÍIÉÍÎ� ÃÐÓÏÈ ÍÀÄ
ÊIËÜÖÅÌ ÂÑIÕ ÖIËÈÕ ÀËÃÅÁÐÀ�×ÍÈÕ ×ÈÑÅË

Let R be a ring of all algebraic integers. It is have been proved that there are exists infinity many pairwise
nonisomorphic Sylow p-subgroups of the general linear group GL(n,R)(n > 1).

Äîâîäèòüñÿ, ùî â ïîâíié ëiíiéíié ãðóïi GL(n,R)(n > 1) íàä êiëüöåì R âñiõ öiëèõ àëãåáðà¨÷íèõ
÷èñåë, iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî ïîïàðíî íåiçîìîðôíèõ ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï.

Íåõàé GL(n,K) � ïîâíà ëiíiéíà ãðóïà íàä êîìóòàòèâíèì êiëüöåìK ç îäèíèöåþ i p �
äîâiëüíå ïðîñòå ÷èñëî. ßêùî K = T � ïîëå, òî ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n, T )
îïèñàíi â ðîáîòàõ Ä. Î. Ñóïðóíåíêà, Ð. Ò. Âîëüâà÷îâà, Â. Ñ. Êîíþõà, Â. Ì. Ïåòå-
÷óêà òà ií. [1�5]. ßê ïðàâèëî ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n, T ) ñïðÿæåíi â öié
ãðóïi. Âèêëþ÷åííÿ ìîæëèâi ëèøå ó âèïàäêó p = 2 äëÿ äåÿêèõ ïîëiâ T õàðàêòåðè-
ñòèêè íóëü. ßêùî K � äîâiëüíå êiëüöå, òî çàäà÷à ïðî ñïðÿæåíiñòü, à òàêîæ çàäà÷à
ïðî içîìîðôiçì ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè GL(n,K) äàëåêi äî ïîâíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ.
ßêùî K = Z � êiëüöå öiëèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, òî çàäà÷ó ïðî ñïðÿæåíiñòü ñèëîâ-
ñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè GL(n,Z) ðîçâ'ÿçàâ Ï. Ì. Ãóäèâîê [6]. Çàäà÷à ïðî içîìîðôiçì
ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï â ãðóïi GL(n,Z) ðîçâ'ÿçàíà â ðîáîòi [7]. Ðÿä öiêàâèõ ðóçóëüòà-
òiâ ïðî ñèëîâñüêi ïiäãðóïè â ïîâíèõ ëiíiéíèõ ãðóïàõ íàä êiëüöÿìè îäåðæàíî â ðîáî-
òàõ [8�16]. ÄëÿK � êiëüöÿ ãîëîâíèõ iäåàëiâ õàðàêòåðèñòèêè íóëü â ðîáîòi [15] ðîçâ'ÿ-
çàíà çàäà÷à ïðî ñïðÿæåíiñòü ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè GL(n,K). Â öié ðîáîòi ðîç-
ãëÿäàëàñü òàêîæ çàäà÷à ïðî içîìîðôiçì öèõ ïiäãðóï. Â [17] äëÿ äåÿêèõ êiëåöü K â
ãðóïi GL(n,K) ïîáóäîâàíî ïðèêëàäè ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ÿê íåçâiäíèõ íåàáåëåâèõ
òàê i çâiäíèõ àáåëåâèõ.

Íåõàé äàëi R � êiëüöå âñiõ öiëèõ àëãåáðà¨÷íèõ ÷èñåë. Â äàíié ðîáîòi äîâîäèòüñÿ
íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Â ãðóïi GL(n,R)(n > 1) iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî ïîïàðíî íåiçîìîð-
ôíèõ ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï.

Äîâåäåííÿ îïèðà¹òüñÿ íà ðÿä äîïîìiæíèõ ðåçóëüòàòiâ.
Íåõàé T � ïîëå âñiõ àëãåáðà¨÷íèõ ÷èñåë, C � ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ξn � ïåð-

âiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ pn iç îäèíèöi, âèáðàíèé òàê, ùî ξpn = ξn−1 (n = 1, 2, . . . ; ξ0 =
= 1), Pp = ⟨ξn|n = 1, 2, . . .⟩� ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ãðóïR∗, T ∗, C∗

êiëüöÿ R òà ïîëiâ T i C âiäïîâiäíî. Âiäìiòèìî, ùî Pp ¹ ãðóïîþ òèïó p∞. Íåõàé

Gp = Pp ≀ Cp

� ñïëåòiííÿ ãðóïè Pp ⊂ GL(1, R) i öèêëi÷íî¨ ïîðÿäêó p ãðóïè Cp ïiäñòàíîâîê ñòåïåíÿ
p, ïîðîäæåíî¨ öèêëîì σ = (1 2 . . . , p). Ãðóïà Gp ïîðîäæó¹òüñÿ ìàòðèöÿìè

diag[α1, . . . αp] (αj ∈ Pp, j = 1, . . . , p)

i ìàòðèöåþ b ïiäñòàíîâêè σ. Âiäìiòèìî, ùî ãðóïà Gp ¹ íàïiâïðÿìèé äîáóòîê íîðìàëü-
íî¨ àáåëåâî¨ ïiäãðóïè, ùî ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì p åêçåìïëÿðiâ ãðóïè p∞, òà öèêëi÷íî¨
ãðóïè ïîðÿäêó p. Îêðiì öüîãî, ãðóïà Gp áóäå íåçâiäíîþ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóï
GL(p,R), GL(p, T ), GL(p,C). Ââåäåìî iíäóêòèâíî ãðóïè Wj(Gp):

W0(Pp) = Pp, W1(Pp) = W0(Pp) ≀ Cp, Wj(Pp) = Wj−1(Pp) ≀ Cp (j = 1, 2, . . .).
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Òåîðåìà 2 ([18]). Íåõàé

n = n0 + n1p+ · · ·+ nsp
s

� p-i÷íèé ðîçêëàä íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Áóäü-ÿêà ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà â ãðóïi
GL(n, T ) ( i â ãðóïi GL(n,C)) áóäå ñïðÿæåíà ç ïðÿìèì äîáóòêîì

W0(Pp)
n0 ×W1(Pp)

n1 ××Ws(Pp)
ns .

(Íàãàäà¹ìî, ïðÿìèé äîáóòîê G×H ìàòðè÷íèõ ãðóï G, H ¹ ãðóïîþ âñiõ ìàòðèöü
âèäó diag[g, h] (g ∈ G, h ∈ H), Gm = Gm−1 ×G, G0 ×H = H, G×H0 = G).

Âiäìiòèìî, ùî p-ïiäãðóïè ìàòðè÷íèõ ãðóï íàä ïîëÿìè õàðàêòåðèñòèêè íóëü áó-
äóòü ÷åðíiêîâñüêèìè ãðóïàìè.

Ëåìà 1. Íåõàé p-ãðóïà G ìà¹ òàêó àáåëåâó íîðìàëüíó ïiäãðóïó A, ÿêà ¹ ïðÿìèì
äîáóòêîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà ãðóï òèïó p∞ i ñêií÷åííî¨ ãðóïè, ùî ôàêòîðãðóïà G/A
¹ ñêií÷åííîþ ãðóïîþ. Òîäi áóäü-ÿêà âëàñíà ïiäãðóïà H ãðóïè G áóäå íîðìàëüíîþ
iíäåêñà p ïiäãðóïîþ â äåÿêié ïiäãðóïi H1 ãðóïè G.

Äîâåäåííÿ. Ëåìà ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì îäíi¹¨ ç òåîðåì ×åðíiêîâà ïðî ãiïåð-
öåíòðàëüíi p-ãðóïè. Äàìî íåçàëåæíå äîâåäåííÿ. Íåõàé A1 = H ∩A i H = H/A1. Òîäi
H ∼= (HA)/A � ïiäãðóïà ñêií÷åííî¨ ãðóïè G = G/A. Ãðóïà G (i ãðóïà H) äiþòü â
ãðóïi A:

ḡ(x) = g−1xg (g ∈ G, ḡ = gA, x ∈ A).

Îêðiì öüîãî, ãðóïà H äi¹ â ïiäãðóïi A1 ãðóïè A i öÿ äiÿ iíäóêó¹òüñÿ äi¹þ H â A:

ḡ(x) = g−1xg (g ∈ H, ḡ = gA1, x ∈ A1).

Òîäi ãðóïà H äi¹ â ôàêòîðãðóïi A = A/A1. Íåõàé F � ïiäãðóïà åëåìåíòiâ ïîðÿäêó p
â ãðóïi A. Òîäi F � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì Zp ç P åëåìåíòiâ
i ãðóïà F ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî ãðóïè H, òîáòî ïðîñòið F ¹ ìîäóëåì ìîäóëÿðíîãî
çîáðàæåííÿ ñêií÷åííî¨ p-ãðóïè H. Â òàêîìó ïðîñòîði iñíó¹ íåíóëüîâèé âåêòîð ā =
aA1 (a � äåÿêèé åëåìåíò ç A, òàêèé, ùî ap ∈ A1), íåðóõîìèé âiäíîñíî ãðóïè H :
ḡ(ā) = ā (g ∈ H). Òîäi äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà g ∈ H êîìóòàòîð [g, a] áóäå ìiñòèòèñü
â ãðóïi A1. Öå çíà÷èòü, ùî ãðóïà H ¹ iíâàðiàíòíîþ iíäåêñà p ïiäãðóïîþ â ïiäãðóïi
H1 = ⟨H, a⟩ ãðóïè G.

Íåõàé A1 = A. Òîäi çà a ïîòðiáíî âçÿòè òàêèé åëåìåíò ç ãðóïè G, ùî ñóìiæíèé
êëàñ aA áóäå åëåìåíòîì ïîðÿäêó p â öåíòði ôàêòîðãðóïè G/A. Ëåìà äîâåäåíà.

Ââåäåìî â ðîçãëÿä äåÿêi ïiäãðóïè ãðóïè Gp. Íåõàé

An = ⟨ηE, dj = diag[1, . . . , 1, ξn, 1, . . . , 1]|η ∈ Pp; j = 1, . . . , p− 1⟩,

äå E � îäèíèöÿ ãðóïè GL(p,R), â dj êîðiíü ξn çíàõîäèòüñÿ íà j-ìó ìiñòi äiàãîíàëi.
Íåõàé

Hn = ⟨An, b⟩.

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî
Z(Hn) = ⟨ηE⟩

� öåíòð ãðóïè Hn ¹ ãðóïîþ òèïó p∞. Ôàêòîðãðóïà Hn/Z(Hn) ¹ ðîçøèðåííÿ àáåëåâî¨
ãðóïè

An = ⟨d̄j = djZ(Hn)|j = 1, . . . , p− 1⟩
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òèïó (pn, . . . , pn) (p − 1 ðàç) çà äîïîìîãîþ öèêëi÷íî¨ ãðóïè ⟨b̄ = bZ(Hn)⟩ ïîðÿäêó p i
ç ñïiââiäíîøåííÿìè:

b̄−1d̄j b̄ = d̄j−1 (j > 1), b̄−1d̄1b̄ = d̄−1
1 · · · d̄−1

p−1.

Ãðóïà Hn/Z(Hn) ìà¹ ïîðÿäîê

|Hn/Z(Hn)| = p(p−1)n+1.

ßêùî n ̸= n′, òî ãðóïè Hn i Hn′ íå içîìîðôíi.
Íåõàé

πn = ξn − 1, n = 1, 2, . . . .

Ëåìà 2. πt π−1
n ∈ R òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè n ≥ t. Íåõàé η ∈ Pp i s > 1. Òîäi

(η − 1) πs
n ∈ R â òîìó i òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè η ∈ ⟨ξn−1⟩.

Äîâåäåííÿ ëåìè î÷åâèäíå.
Íåõàé L � RGp-ìîäóëü ç R-áàçèñîì {e1, . . . , ep} áóäå òàêèì, ùî äëÿ êîæíîãî ëi-

íiéíîãî îïåðàòîðà g ∈ Gp éîãî ìàòðèöÿ ó âêàçàíîìó áàçèñi ñïiâïàäà¹ ç ìàòðèöåþ g.
Íåõàé â ïîçíà÷åííÿõ ëåìè 2

Mn = ⟨u1 = πne1, u2 = e2 − e1, . . . , up = ep − ep−1⟩

� âiëüíèé íàä êiëüöåì R ïiäìîäóëü â L ç âêàçàíèì R-áàçèñîì u1, . . . , up.

Ëåìà 3. Ìîäóëü Mn áóäå RHn-ïiäìîäóëåì â L. Ãðóïà Hn áóäå ìàêñèìàëüíîþ ç
óñiõ òàêèõ ïiäãðóï H ãðóïè G, ùî HMn =Mn i H ⊇ Hn.

Äîâåäåííÿ. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ìîäóëüMn ìiñòèòü πnL. Âñi åëåìåíòè âèäó ej−
−ei ìiñòÿòüñÿ âMn. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî bMn =Mn. Íåõàé g = diag[ξt1n , . . . , ξ

tp
n ] (t1, . . . , tp−

öiëi ÷èñëà). Òîäi

g(ei − ej) = ξtin ei − ξtjn ej = (ξtin − 1)ei − (ξtjn − 1)ej + (ei − ej) ∈Mn,

òîáòî Mn áóäå RHn-ìîäóëåì.
Íåõàé a � òàêèé åëåìåíò ãðóïè Gp, ùî a íå ìiñòèòüñÿ â Hn àëå ap ∈ Hn i

aMn = Mn. Ìîæíà îáìåæèòèñü âèïàäêîì, êîëè a � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ. Òîäi a íå
áóäå ìàòðèöåþ âèäó g, òîáòî ñåðåä äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi a = (αij) áóäóòü
ìiñòèòèñü òâiðíi åëåìåíòè ãðóïè ⟨ξn+1⟩ i öÿ ãðóïà ìiñòèòü âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè
ìàòðèöi a, òîáòî

a = diag[ξs1n+1, . . . , ξ
sp
n+1]; s1, . . . , sp

� öiëi ÷èñëà. Íåõàé, íàïðèêëàä, s1 íå äiëèòüñÿ íà p. ßêùî äëÿ âñiõ sj

sj − s1 ≡ 0(modp),

òî a ∈ Hn. Íåõàé, íàïðèêëàä, s2 − s1 íå äiëèòüñÿ íà p. Òîäi

au2 = ξs2n+1e2 − ξs1n+1e1 = ξs2n+1(e2 − e1) + (ξs2n+1 − ξs1n+1)e1.

Â ñèëó îáìåæåíü íà s1, s2 ìà¹ìî

ξs2n+1 − ξs1n+1 = πn+1θ,

äå θ � äåÿêèé îáîðîòíèé åëåìåíò êiëüöÿ R. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîëè au2 ∈Mn, òî
πn+1

πn
u1 = πn+1e1 ∈Mn,

ùî íåìîæëèâî, òàê ÿê πn íå äiëèòü πn+1 â êiëüöi R. Îòæå, åëåìåíòà a ç âêàçàíèìè
âëàñòèâîñòÿìè íå iñíó¹. Ëåìà äîâåäåíà.
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Ëåìà 4. Íåõàé n ≥ 2. Äðóãèé öåíòð Z2(Hn) ãðóïè Hn ïîðîäæó¹òüñÿ öåíòðîì
Z(Hn) öi¹¨ ãðóïè i ìàòðèöåþ a = diag[1, ε, . . . , εp−1] (ε = ξ1 � êîðiíü ñòåïåíÿ p iç
îäèíèöi.

Äîâåäåííÿ. Ç âèçíà÷àëüíèõ ñïiââiäíîøåíü â ôàêòîðãðóïi Hn/Z(Hn) âèïëèâà¹,
ùî öåíòð Z(Hn/Z(Hn)) öi¹¨ ãðóïè ïîðîäæó¹òüñÿ åëåìåíòîì ā = aZ(Hn). Çâiäñè âè-
ïëèâà¹ äîâåäåííÿ ëåìè. Âiäìiòèìî, ùî ap = E, b−1ab = a(εE).

Ëåìà 5. Íåõàé x � òàêèé åëåìåíò ãðóïè GL(p, T ), ùî

xp ∈ Hn, x−1Hnx = Hn.

Òîäi x ∈ Gp.

Äîâåäåííÿ. Òàê ÿê Z2(Hn)� õàðàêòåðèñòè÷íà ïiäãðóïà âHn, òî x−1ax ∈ Z2(Hn),
à îñêiëüêè ãðóïà ïîðÿäêó p íå ìà¹ àâòîìîðôiçìiâ ïîðÿäêó p, òî

x−1ax = α a (α ∈ Pp).

Ïîðiâíÿâøè ñëiäè ìàòðèöü, îòðèìà¹ìî, ùî α � êîðiíü ñòåïåíÿ p iç îäèíèöi. Òîäi
äëÿ äåÿêîãî ñòåïåíÿ bj åëåìåíò xbj áóäå êîìóòóâàòè ç a, à çâiäñè âèïëèâà¹, ùî xbj

� äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ. À òàê ÿê xbj ¹ p-åëåìåíòîì, òî xbj ∈ Gp i òîäi x ∈ Gp. Ëåìà
äîâåäåíà.

Íåõàé Tn � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä R-áàçèñó e1, . . . , ep â R-ìîäóëi L äî R-áàçèñó
u1, . . . , up â R-ïiäìîäóëi Mn öüîãî ìîäóëÿ:

Tn =


πn −1

1
. . . . . .

1 −1
1

 .

Íåõàé
Vn = T−1

n HnTn (n = 2, 3, . . .).

Ç ëåìè 3 âèïëèâà¹, ùî êîæíà ç ãðóï Vn íàëåæèòü ãðóïi GL(p,R). Ãðóïà Vn ¹ íåçâi-
äíîþ p-ïiäãðóïîþ â GL(p,R), içîìîðôíîþ ãðóïi Hn. ßêùî n ̸= n′, òî ãðóïè Vn i Vn′

íå içîìîðôíi.

Òåîðåìà 3. Ãðóïè Vn (n = 2, 3, . . .) óòâîðþþòü íåñêií÷åííó ñåðiþ ïîïàðíî íåi-
çîìîðôíèõ íåçâiäíèõ ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï â ãðóïi GL(p,R).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé äëÿ äåÿêîãî n ãðóïà Vn íå áóäå ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè
GL(p,R). Ç ëåìè 1 âèïëèâà¹, ùî ãðóïà Vn áóäå íîðìàëüíîþ iíäåêñà p ïiäãðóïîþ â
äåÿêié ïiäãðóïi U = ⟨Vn, y⟩, äå

y ∈ GL(p,R), yp ∈ Vn, y
−1Vny = Vn.

Íåõàé x = T−1
n yTn. Òîäi xp ∈ Hn, x

−1Hnx ∈ Hn. Ç ëåìè 5 âèïëèâà¹, ùî x ∈ Gp. Òàê
ÿê y ∈ GL(p,R), òî yL = L. Íåõàé τ : L → Mn ¹ òèì içîìîðôiçìîì R-ìîäóëiâ, ïðè
ÿêîìó τ(ej) = uj (j = 1, . . . , p). Òîäi

xMn = τyτ−1(τL) = τyL = τL =Mn.

Ç ëåìè 3 âèïëèâà¹, ùî x ∈ Hn i òîäi y ∈ Vn, òîáòî ãðóïè U íå iñíó¹. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Ëåìà 6. Íåõàé H � òàêà íåçâiäíà ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà â ãðóïi GL(m,R), ÿêà
ìiñòèòü âñi ñêàëÿðíi ìàòðèöi ηE (η ∈ Pp). Òîäi ñïëåòiííÿ G = H ≀ Cp ãðóïè H ç
öèêëi÷íîþ ïîðÿäêó p ãðóïîþ ïiäñòàíîâîê Cp áóäå íåçâiäíîþ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ
ãðóïè GL(mp,R).

Äîâåäåííÿ. Ãðóïà G ìiñòèòü ïðÿìèé äîáóòîê Hp p åêçåìïëÿðiâ ãðóïè H. Íà
êîìïîíåíòè öüîãî äîáóòêó òðàíçèòèâíî äi¹ ãðóïà Cp. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ãðóïà G
áóäå íåçâiäíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(mp,R). Öåíòð Z(G) ãðóïè G ñïiâïàäà¹ ç ãðóïîþ
ñêàëÿðíèõ ìàòðèöü, äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ÿêèõ íàëåæàòü ãðóïi Pp. Íåõàé

aj = diag[E, . . . , εE, . . . , E],

äå εE çàéìà¹ j-òå ìiñöå ñåðåä p äiàãîíàëüíèõ áëîêiâ. Íåõàé g ∈ Z2(G). Ðîçãëÿíóâ-
øè êîìóòàòîðè [aj, g], íåâàæêî âïåâíèòèñü â òîìó, ùî äðóãèé öåíòð Z2(G) ãðóïè G
ïîðîäæó¹òüñÿ Z(G) i ìàòðèöåþ a = diag[E, εE, . . . , εp−1E]. Ïðèïóñòèìî, ùî ãðóïà
G íå áóäå ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(mp,R). Òîäi ãðóïà G áóäå íîðìàëü-
íîþ iíäåêñà p ïiäãðóïîþ â äåÿêié p-ïiäãðóïi G1. Ëåãêî áà÷èòè, ùî Z(G1) = Z(G).
Íåõàé x ∈ Z2(G1). Ðîçãÿíóâøè êîìóòàòîðè [aj, x], ïåðåêîíó¹ìîñü â òîìó, ùî x =
= diag[x1, . . . , xp], äå xj � p-åëåìåíò ãðóïè GL(m,R) äëÿ âñiõ j. Òàê ÿê x−1Gx = G,
òî x−1

j Hxj = H. Òîäi ⟨H, xj⟩ = H (H � ñèëîâñüêà ïiäãðóïà). Öå çíà÷èòü, ùî x ∈ G i
òîäi Z(G1) = Z(G). Íåõàé X = (xij) ∈ G1 (xij � ìàòðèöi ïîðÿäêó m íàä êiëüöåì R).
Ç ðiâíîñòi Xa = η aX, äå η⟨ε⟩ âèïëèâàþòü íàñòóïíi ðiâíÿííÿ

(εi−1 − ηεj−1)xij = 0 (1 ≤ i, j ≤ p)

äëÿ ìàòðèöü xij. Äëÿ êîæíîãî ñèìâîëà i iñíó¹ òiëüêè îäèí ñèìâîë j, òàêèé, ùî

εi−1 − ηεj−1 = 0.

Öå îçíà÷à¹ iñíóâàííÿ òàêî¨, çàëåæíî¨ âiä X, ïiäñòàíîâêè ρ ñòåïåíÿ p, ùî ìàòðèöÿ X
áóäå äîáóòêîì ìàòðèöi öi¹¨ ïiäñòàíîâêè òà ìàòðèöi diag[x1ρ(1), . . . , xpρ(p)]. Ïîñòàâèâøè
ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié ìàòðèöi X ïiäñòàíîâêó ρ, ìè îäåðæèìî ãîìîìîðôiçì p-ãðóïè
G1 â ãðóïó Cp = ⟨σ = (12 . . . p)⟩ (íàãàäà¹ìî, ùî ìàòðèöÿ ïiäñòàíîâêè σ íàëåæèòü
ãðóïi G = H ≀ Cp ⊂ G1). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîæíà ïiäñòàíîâêà ρ áóäå ñòåïåíåì
ïiäñòàíîâêè σ, i, â ñèëó öüîãî, ìàòðèöÿ diag[x1ρ(1), . . . , xpρ(p)] áóäå íàëåæàòè ãðóïi G1.
Òàê ÿê ⟨H, xjρ(j)⟩ � p-ãðóïà i H � ñèëîâñüêà ãðóïà, òî zjρ(j) ∈ H. Òîäi X ∈ G, i, îòæå
G1 = G. Ëåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 4. Íåõàé

W0(Vn) = Vn, Wj =Wj−1(Vn) ≀ Cp (j > 1).

Òîäi ãðóïè

Wj(Vn) (n = 2, 3, . . .)

óòâîðþþòü íåñêií÷åííó ñåðiþ ïîïàðíî íåiçîìîðôíèõ íåçâiäíèõ ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï
â ãðóïi GL(pj+1, R) (j ≥ 0).

Òåîðåìà 4 ¹ íàñëiäêîì ëåìè 6 i òåîðåìè 3.

Ëåìà 7. Íåõàé ãðóïà H çàäîâiëüíÿ¹ óìîâàì ëåìè 6 i 1 ≤ t < p. Òîäi ïðÿìèé
äîáóòîê H t = H × · · · ×H áóäå ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(tm,R).
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé öå íå òàê. Òîäi ãðóïà H t áóäå íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ iíäåêñà
p â äåÿêié p-ïiäãðóïi U = ⟨H t, x⟩, äå x � äåÿêèé p-åëåìåíò ç ãðóïè GL(tm,R). Öåíòð
Z(H t) ãðóïè H t ñïiâïàäà¹ ç ïðÿìèì äîáóòêîì (Z(H))t. Íåõàé cj � òàêèé åëåìåíò ç
(Z(H))t, ùî j-òà êîìïîíåíòà öüîãî åëåìåíòà ðiâíà εE, à âñi iíøi êîìïîíåíòè ðiâíi E.
Òîäi x−1ajx = aδ(j), äå δ � äåÿêà ïiäñòàíîâêà ñòåïåíÿ t. Àëå x � p-åëåìåíò, òîìó δ
� p-åëåìåíò. Îòæå, δ � îäèíè÷íà ïiäñòàíîâêà (íàãàäà¹ìî, ùî t < p). Òàêèì ÷èíîì,
ìàòðèöÿ x êîìóòó¹ ç êîæíèì åëåìåíòîì cj. Öå ìîæëèâî ëèøå òîäi, êîëè x ∈ H t.
Ëåìà äîâåäåíà.

Áóäü-ÿêà p-ïiäãðóïà V ãðóïè GL(n,R) ¹ ñïðÿæåíà â ãðóïi GL(n, T ) ç ïiäïðÿìèì
äîáóòêîì äåÿêèõ íåçâiäíèõ p-ïiäãðóï ãðóïè GL(n, T ), ÿêi áóäåìî íàçèâàòè íåçâiäíè-
ìè êîìïîíåíòàìè ãðóïè V .

Ëåìà 8. Íåõàé G1 i G2 òàêi ñèëîâüêi p-ïiäãðóïè â ãðóïàõ GL(n1, R) i GL(n2, R)
âiäïîâiäíî, ùî æîäíà íåçâiäíà êîìïîíåíòà ãðóïè G1 íå ñïðÿæåíà ç äåÿêîþ íåçâi-
äíîþ êîìïîíåíòîþ ãðóïè G2. Òîäi ïðÿìèé äîáóòîê G = G1 × G2 áóäå ñèëîâñüêîþ
p-ïiäãðóïîþ â ãðóïi GL(n1 + n2, R).

Äîâåäåííÿ. Ç ãðóïîþ G ïîâ'ÿçàíî íàñòóïíi òðè ¨¨ çîáðàæåííÿ íàä ïîëåì T :

Γ : G→ GL(n1 + n2, T ), Γ(g) = g;

Γ1 : G→ GL(n1, T ), Γ1(g) = g1;

Γ2 : G→ GL(n2, T ), Γ2(g) = g2,

äå g = (g1, g2), g1 ∈ G1, g2 ∈ G2. Î÷åâèäíî, Γ = Γ1 + Γ2. Íåõàé S � òàêà ìàòðèöÿ ç
ãðóïè GL(n1 + n2, R), ùî S−1GS = G, òîáòî äëÿ äåÿêîãî àâòîìîðôiçìó φ ãðóïè G:

S−1Γ(g)S = (Γφ)(g) (g ∈ G).

Ç óìîâè ëåìè âèïëèâà¹, ùî ìàòðèöÿ U òàêà, ùî

Γ1(g)U = U(Γ2φ)(g) (g ∈ G)

àáî
Γ2(g)U = U(Γ1φ)(g) (g ∈ G)

ìîæå áóòè ëèøå íóëüîâîþ (ëåìà Øóðà äëÿ íåçâiäíèõ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü ãðóï).
Îòæå, S = diag[S1, S2], äå Sj ∈ GL(nj, R). ßêùî S � p-åëåìåíò, òî Sj òàêîæ p-åëåìåíò,
S−1
j GjSj = Gj i òîäi Sj ∈ Gj (j = 1, 2). Öå äîâîäèòü ëåìó.

Òåîðåìà 5. Íåõàé
m = m0 +m1p+ · · ·+msp

s

� p-i÷íèé ðîçêëàä íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m ≥ p. Òîäi ãðóïè

Gm(Vn) = Pm0
p ×W0(Vn)

m1 × · · · ×Ws−1(Vn)
ms (n = 2, 3, . . .)

óòâîðþþòü íåñêií÷åííó ñåðiþ ïîïàðíî íåiçîìîðôíèõ ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï â ãðóïi
GL(m,R).

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 4 i ëåì 7,8.
Íåõàé äàëi p > 2. Ââåäåìî â ðîçãëÿä äåÿêi ìàòðèöi i äåÿêi ìàòðè÷íi ãðóïè. Íåõàé

Js(0) � âåðõíüîòðèêóòíà êëiòêà Æîðäàíà ïîðÿäêó s ç íóëÿìè ïî äiàãîíàëi,

bs = diag[εs−1, . . . , ε, 1] + Js(0) (1 ≤ s ≤ p),
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bs t =

(
ξt A
0 bs

)
, A = (1, 0, . . . , 0),

Bs = ⟨bs, ηEs|η ∈ Pp⟩,
Bs t = ⟨bst, ηEs+1|η ∈ Pp⟩.

(Er � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó r.) Î÷åâèäíî, Bs � àáåëåâà òèïó (p∞, p) p-ïiäãðóïà
â ãðóïi GL(s,R), Bs t � àáåëåâà òèïó (p∞, pn) p-ïiäãðóïà â ãðóïi GL(s+ 1, R).

Ëåìà 9. Íåõàé 1 ≤ s ≤ p. Ãðóïà Bs ¹ ìàêñèìàëüíà àáåëåâà p-ïiäãðóïà ãðóïè
GL(s,R).

Äîâåäåííÿ. Ëåìà î÷åâèäíà äëÿ s = 1. Íåõàé ëåìà âiðíà äëÿ ãðóïè Bs, äîâåäåìî
¨¨ äëÿ ãðóïè Bs+1. Äîñèòü äîâåñòè, ùî, ÿêùî X � òàêèé p-åëåìåíò ãðóïè GL(s+1, R),
äëÿ ÿêîãîXbs+1 = bs+1X, òîX ∈ Bs. ÒîäiX � âåðõíüîòðèêóòíà ìàòðèöÿ, äiàãîíàëüíi
åëåìåíòè ÿêî¨ íàëåæàòü ãðóïi Pp. Äëÿ ìàòðèöi Y íåîäèíè÷íîãî ïîðÿäêó ïîçíà÷èìî
÷åðåç X ′ ìàòðèöþ, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç Y âiäêèäàííÿì ïåðøîãî ðÿäêà òà ïåðøîãî
ñòîâïöÿ. Òîäi b′s+1 = bs i X ′bs = bsX

′. Çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì

X ′ ∈ Bs = ⟨g′|g ∈ Bs+1⟩.

Òîäi iñíó¹ åëåìåíò g ãðóïè Bs+1, òàêèé, ùî (Xg)′ = Es. Öå îçíà÷à¹, ùî ç ñàìîãî
ïî÷àòêó ìàòðèöþ X ìîæíà âèáðàòè ó âèãëÿäi:

X =

(
η Y
0 Es

)
, η ∈ Pp, Y = (ys, . . . , ys) ∈ Rs.

Òîäi ç ðiâíîñòi bs+1X = Xbs+1 îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿííü

Y (ds − εsEs) = (η − 1, 0, . . . , 0)

äëÿ íåâiäîìèõ y1, . . . , ys. Öÿ ñèñòåìà ìà¹ ðîçâ'ÿçîê íàä êiëüöåì R òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè η áóäå òàêèì åëåìåíòîì ãðóïè Pp, ùî êiëüöþ R áóäå íàëåæàòè åëåìåíò

(η − 1)(εs − 1)−s.

ßêùî s = 1, òî η ∈ ⟨ε⟩ i òîäi X ∈ B2. Íåõàé 1 < s ≤ p. Òîäi η = 1 i X = Es+1. Â óñiõ
âèïàäêàõ X ∈ Bs t. Ëåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 6. Íåõàé 1 ≤ s < p− 1. Àáåëåâi ãðóïè

Bs t (t = 2, 3, . . .)

óòâîðþþòü íåñêií÷åííó ñåðiþ ïîïàðíî íåiçîìîðôíèõ ñèëîâñüêèõ p−ïiäãðóï ãðóïè
GL(s+ 1, R).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X � òàêèé p-åëåìåíò ãðóïè GL(s + 1, R), ùî Xbs t = bs tX.
Äîñèòü äîâåñòè, ùî X ∈ Bs t. Òàê ÿê t > 1, òî X � âåðõíüîòðèêóòíà ìàòðèöÿ,
äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ÿêî¨ íàëåæàòü ãðóïi Pp. Ìà¹ìî

b′s t = bs, X ′bs = bsX
′.

Çãiäíî ëåìè 9, X ′ ∈ Bs. Òîäi äîâåäåííÿ çâåäåòüñÿ äî ðîçãëÿäó ìàòðèöi òàêî¨ X, ÿê â
ëåìi 9 i äî ñèñòåìè ðiâíÿííü ñóìiñíî¨ íàä êiëüöåì R òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

(η − 1)(ξt − 1)−s ∈ R.
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ßêùî s = 1, òî η ∈ ⟨ξt⟩ i òîäi X ∈ B1,t. Íåõàé s > 1. Òîäi η ∈ ⟨ξt+1⟩. Òîäi X ∈
∈ ⟨bps t⟩. Îòæå, â óñiõ âèïàäêàõ X ∈ Bs t. Â ðåçóëüòàòi äîâåäåíî, ùî ãðóïà Bs t áóäå
ìàêñèìàëüíîþ àáåëåâîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(s + 1, R). Òàê ÿê s + 1 < p, òî â ãðóïi
GL(s+ 1, R) íåìà íåàáåëåâèõ p-ïiäãðóï. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ç òåîðåì 5,6, ÿê íàñëiäîê, âèïëèâà¹ òåîðåìà 1, ùî ïðèâåäåíà íà ïî÷àòêó öi¹¨
ðîáîòè.

1. Ñóïðóíåíêî Ä. À. Ëèíåéíûå p-ãðóïïû // Äîêë. ÀÍ ÁÑÑÐ. � 1960. � 4, � 6. � Ñ. 233�235.
2. Âîëüâà÷åâ Ð. Ò. p-ïîäãðóïïû Ñèëîâà ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàò. �

1963. � 27, � 5. � Ñ. 1031�1054.
3. Leedham-Green C. R., Plesken W. Some remarks of Sylow subgroups of general linear groups //

Math. Z. � 1986. � 191. � P. 529�535.
4. Êîíþõ Â. Ñ. Î ëèíåéíûõ p-ïîäãðóïïàõ // Èçâ. ÀÍ ÁÑÑÐ. Ñåð. ôèç-ìàò. íàóê. � 1987. � � 1. �

Ñ. 3�8.
5. Ïåòå÷óê Â. Ì. Ëèíåéíûå p-ãðóïïû íàä òåëàìè // Äîêë. ÀÍ Óêðàèíû. Ñåð. ìàò. Íàóê. � 1997. �

� 11. � Ñ. 21�24.
6. Ãóäèâîê Ï. Ì. Î ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïïàõ ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë

// Àëãåáðà è àíàëèç. � 1990. � 2, � 6. � Ñ. 121�128.
7. Gudivok P. M., Rudko V. P. On isomorphism of sylow subgroups of the general linear group over

the ring of integers // Jornal of Mathematical Sciences. � 2000. � 102, � � 3. � P. 3998�4008.
8. Ãóäèâîê Ï. Ì., Ðóäüêî Â. Ï. Î íåïðèâîäèìûõ ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïïàõ ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïè

íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë // Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä. óí-òó. Ñåð. ìàòåì. � 1997. � Ñ. 29�37.
9. Âàùóê Ô. Ã., Ãóäèâîê Ï. Ì. Öåëî÷èñëåííûå p-àäè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íûõ àáåëåâûõ

p-ãðóïï // Äîêë. ÀÍ ÓÑÑÐ. Ñåð. À. � 1986. � � 1. � Ñ. 3�6.
10. Ãóäèâîê Ï. Ì., Êèðèëþê À. À. Ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû íàä äèñêðåòíî

íîðìèðîâàííûìè êîëüöàìè // Äîêë. ÀÍ ÓÑÑÐ. Ñåð. À. � 1979. � � 5. � Ñ. 326�329.
11. Ãóäèâîê Ï. Ì. Î ñèëîâñêèõ ïîäãðóïïàõ ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû íàä ïîëíûìè äèñêðåòíî íîð-

ìèðîâàííûìè êîëüöàìè // Óêð. ìàò. æóðí. � 1991. � 43, � 7�8. � Ñ. 918�924.
12. Ãóäèâîê Ï. Ì., Ðóäüêî Â. Ï. Î ñèëîâñêèõ ïîäãðóïïàõ ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû íàä îáëàñòÿìè

öåëîñòíîñòè // Äîïîâiäi ÍÀÍ Óêðà¨íè. � 1995. � � 8. � Ñ. 5�7.
13. Òèëèùàê Î. À. Ïðî ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ïîâíî¨ ëiíiéíî¨ ãðóïè íàä êîìóòàòèâíèì ëîêàëüíèì

êiëüöåì õàðàêòåðèñòèêè ps // Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä. óí-òó. Ñåð. ìàòåì. i iíôîðì. � 2000. �
Ñ. 95�102.

14. Êèðèëþê À. À. Íåïðèâîäèìûå ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(3, Rp) // Íàóê. âiñíèê Óæãî-
ðîä. óí-òó. Ñåð. ìàòåì. i iíôîðì. � 2002. � Ñ. 49�57.

15. Ãóäèâîê Ï. Ì., Ðóäüêî Â. Ï., Þð÷åíêî Í. Â. Ïðî ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ïîâíî¨ ëiíiéíî¨ ãðóïè íàä
îáëàñòÿìè öiëiñíîñòi // Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä. óí-òó. Ñåð. ìàòåì. i iíôîðì. � 2001. � Ñ. 31�46.

16. Þð÷åíêî Í. Â. Ïðî ñèëîâñüêi 2-ïiäãðóïè ãðóïè GL(2,Z[
√
d]) // Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä. óí-òó.

Ñåð. ìàòåì. i iíôîðì. � 2004. � Ñ. 110�112.
17. Ðóäüêî Â. Ï., Þð÷åíêî Í. Â. Ïðî ñèëîâñüêi ïiäãðóïè ïîâíî¨ ëiíiéíî¨ ãðóïè íàä êiëüöåì //

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä. óí-òó. Ñåð. ìàòåì. i iíôîðì. � 2005. � Ñ. 111�120.
18. Ñóïðóíåíêî Ä. À. Ãðóïïû ìàòðèö. � Ì.: Íàóêà, 1972, � 351 ñ.

Îäåðæàíî 03.09.2006

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2006, âèï. 12�13


