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The problem of the approximation functions of one real variable of the continued fractions is
studied. The expansion of some functions in continued fractions are obtained.

Âèâ÷à¹òüñÿ çàäà÷à àïðîêñèìàöi¨ ôóíêöié îäíi¹¨ äiéñíî¨ çìiííî¨ ëàíöþãîâèìè äðîáàìè. Îòðè-
ìàíi ðîçâèòêè äåÿêèõ ôóíêöié ó ëàíöþãîâi äðîáè.

Âñòóï. Ðîçâèíåííÿ ôóíêöié îäíi¹¨ äiéñíî¨ çìiííî¨ â ëàíöþãîâèé äðiá íàëå-
æèòü äî âàæëèâèõ çàäà÷ íàáëèæåííÿ ôóíêöié, îñêiëüêè òàêi ðîçâèíåííÿ øè-
ðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ ïîðÿä iç íàáëèæåííÿìè ñòåïå-
íåâèìè ðÿäè, îðòîãîíàëüíèìè ìíîãî÷ëåíàìè i ò.ï. ×àñòî ëàíöþãîâèé äðiá ìà¹
áiëüø øèðîêó îáëàñòü çáiæíîñòi i âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ íå íàêîïè÷åííÿ ïîõèáêè
ïðè îá÷èñëåííÿõ.

Äæåðåëîì îòðèìàííÿ ðîçâèòêiâ áàãàòüîõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié â ëàíöþãî-
âèé äðiá ñëóãó¹, òàê çâàíå, îñíîâíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ( [1, 2])

(α + α′xk)xy′ + (β + β′xk)y + γy2 = δxk, y(0) = 0 . (1)

Ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ôóíêöiîíàëüíîãî
ëàíöþãîâîãî äðîáó. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ôóíêöiÿ f(x) ¹ ðîçâ'ÿçêîì äèôåðåíöi-
àëüíîãî ðiâíÿííÿ (1), òî ¨¨ ðîçâèòîê â ëàíöþãîâèé äðiá â îêîëi íóëÿ ¹ âiäîìèé.
Áàãàòî ðîçâèòêiâ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié ó ëàíöþãîâèé äðiá, íàïðèêëàä òàêèõ
ÿê (1+x)ν , ex, arctg x, tg x, th x, áóëè îòðèìàíi Ëàãðàíæåì, Îéëåðîì, Ëàìáåðòîì
çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1).

Iíøèé ñïîñiá îòðèìàííÿ ðîçâèòêiâ ôóíêöié â ëàíöþãîâèé äðiá ïîëÿãà¹ ó
âèêîðèñòàííi ðîçâèòêó öi¹¨ ôóíêöi¨ â ñòåïåíåâèé ðÿä i ïîáóäîâi âiäïîâiäíîãî
äàíîìó ñòåïåíåâîìó ðÿäó ïðàâèëüíîãî ëàíöþãîâîãî C-äðîáó. ßê äîáðå âiäîìî
( [3�6]), êîåôiöi¹íòè òàêîãî äðîáó âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç êîåôiöi¹íòè ñòåïåíåâîãî
ðÿäó ÷åðåç âiäíîøåííÿ âèçíà÷íèêiâ Ãàíêåëÿ.

Îñêiëüêè ðîçâèòêè áàãàòüîõ åëåìåíòàðíèõ òà ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié â ñòåïå-
íåâèé ðÿä ¹ ñïåöiàëüíèì âèïàäêîì ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêöié àáî âiäíîøåííÿ
ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêöié, òî ðîçâèòêè öèõ ôóíêöié îòðèìóþòü iç ðîçâèòêó
âiäíîøåííÿ ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêöié â ëàíöþãîâèé äðiá [7�9].

Òiñíî ïîâ'ÿçàíi iç òåîði¹þ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ äðîáîâî-ðàöiîíàëüíi íàáëèæå-
ííÿ" � àïðîêñèìàöi¨ Ïàäå [10]. Äæåðåëîì äëÿ ïîáóäîâè àïðîêñèìàöié Ïàäå
òàêîæ ñëóæàòü ðîçâèòêè ôóíêöié ó ñòåïåíåâi ðÿäè.

Â êíèçi Â.Ê.Äçÿäèêà [11] çàïðîïîíîâàíi ñïîñîáè îòðèìàííÿ äðîáîâî-ðàöiî-
íàëüíîãî íàáëèæåííÿ äåÿêèõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié, ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i
Êîøi äëÿ ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ k-ãî ïîðÿäêó.

Äàíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ùå îäíîìó ñïîñîáó ðîçâèíåííÿ åëåìåíòàðíèõ ôóí-
êöié â ëàíöþãîâèé äðiá çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Ò.Í.Òiëå [12] òà íîâîìó ñïîñîáó
ïîáóäîâè ïðàâèëüíèõ ëàíöþãîâèõ C-äðîáiâ.
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Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá (ÔËÄ) [7,8]

b0(x) +
a1(x)

b1(x) +

a2(x)

b2(x) + · · · +

an(x)

bn(x) + · · · = b0(x) +
∞

K
k=1

ak(x)

bk(x)
, (2)

äå ak(x), bk(x) ∈ C[Ω], ak(x) 6≡ 0 .
Îñêiëüêè, çàäà÷à ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ òiñíî ïîâ'ÿçàíà iç iíòåðïîëÿöi¹þ ôóí-

êöié ëàíöþãîâèìè äðîáàìè, òî ïåðåéäåìî äî âèêëàäó íåîáõiäíèõ âiäîìîñòåé
ïðî öþ çàäà÷ó [13�19].

Iíòåðïîëÿöiéíi ëàíöþãîâi äðîáè Íåõàé íà Ω ⊂ R, äå Ω�êîìïàêò, âèáðàíî
ìíîæèíó âóçëiâ X = {xi : xi ∈ Ω, xi 6= xj, êîëè i 6= j, i, j = 0, . . . , n}. Íåõàé
Y = {yi : yi = f(xi), i = 0, 1, · · · , n}. Çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ f(x) ó âóçëàõ X
ïîáóäó¹òüñÿ iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá (IËÄ) Òiëå [6, 12]

Dn(x) =
Pn(x)

Qn(x)
= b0 +

n

K
k=1

x− xk−1

bk

, (3)

äå êîåôiöi¹íòè bk IËÄ (3) âèçíà÷àþòüñÿ: àáî ÷åðåç îáåðíåíi ïîäiëåíi ðiçíèöi
[6, 20]

Φk[x0, . . . , xk] =
xk − xk−1

Φk−1[x0, . . . , xk−2, xk]− Φk−1[x0, . . . , xk−1]
, (4)

ïðè Φ0[x] = f(x), à òîäi bk = Φk[x0, . . . , xk], k = 0, 1, . . . , n; àáî çà äîïîìîãîþ
ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ [13,14]

b0 = y0, bk =
xk − xk−1

−bk−1 + · · · +

xk − x1

−b1 +

xk − x0

yk − b0

, k = 1, . . . , n. (5)

Ìîæíà, òàêîæ, øóêàòè íàáëèæåííÿ ó âèãëÿäi ïðàâèëüíîãî iíòåðïîëÿöiéíîãî
ëàíöþãîâîãî C-äðîáó [15,17�19]

D(c)
n (x) =

P
(c)
n (x)

Q
(c)
n (x)

= b
(c)
0 +

n

K
k=1

b
(c)
k (x− xk−1)

1
. (6)

ßê ïîêàçàíî â [18], êîåôiöi¹íòè b
(c)
k , k = 0, . . . , n, âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì

÷èíîì b
(c)
0 = y0, b

(c)
1 = (y1 − y0)/(x1 − x0),

b
(c)
k =

1

xk − xk−1

(
−1 +

b
(c)
k−1 (xk − xk−2)

−1 +

b
(c)
k−2 (xk − xk−3)

−1 +

+ · · · +

b
(c)
2 (xk − x1)

−1 +

b
(c)
1 (xk − x0)

yk − b
(c)
0

)
, k = 2, 3, · · · , n. (7)

IËÄ (6) åêâiâàëåíòíèé IËÄ (3), áî ìiæ êîåôiöi¹íòàìè bi òà b
(c)
i öèõ äðîáiâ iñíó¹

âçà¹ìîçâ'ÿçîê
b
(c)
0 = b0, b

(c)
1 = 1/b1, b

(c)
i = 1/(bi bi−1), i = 2, . . . , n. (8)

Îäíàê çàóâàæèìî, ùî ôîðìóëà (7) äîçâîëÿ¹ çíàõîäèòè êîåôiöi¹íòè ïðàâèëüíî-
ãî iíòåðïîëÿöiéíîãî C-äðîáó (6) áåçïîñåðåäíüî ÷åðåç çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â iíòåð-
ïîëÿöiéíèõ âóçëàõ.
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Àïðîêñèìóþ÷èé ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå. Â 1909 ðîöi Ò.Í. Òiëå ( [12]) çà-
ïðîïîíóâàâ ïîðÿä iç iíòåðïîëÿöiéíèì ëàíöþãîâèì äðîáîì ðîçãëÿäàòè i àïðî-
êñèìóþ÷èé ëàíöþãîâèé äðiá, ÿê ãðàíè÷íèé âèïàäîê ïåðøîãî.

Iç ôîðìóëè (4) âèïëèâà¹, ùî îáåðíåíà ïîäiëåíà ðiçíèöÿ Φk[x0, x1, . . . , xk−1, xk]
áóäå ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî äâîõ îñòàííiõ àðãóìåíòiâ xk−1 òà xk. Â [20, 21] ïîêà-
çàíî, ùî ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ îáåðíåíèõ ïîäiëåíèõ ðiçíèöü

ρk[x0, . . . , xk] = Φk[x0, . . . , xk]+Φk−2[x0, . . . , xk−2]+· · ·+Φk−2[k/2]

[
x0, xk−2[k/2]

]
(9)

ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî âñiõ ñâî¨õ k+1 àðãóìåíòó. Âèðàç ρk[x0, . . . , xk] íàçèâà¹òüñÿ
îáåðíåíîþ ðiçíèöåþ k-ãî ïîðÿäêó. Òîäi

bk = Φk[x0, . . . , xk] = ρk[x0, . . . , xk]− ρk−2[x0, . . . , xk−2], k = 2, 3, . . . , n.

Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè x0, x1, . . . , xk → x∗ îòðèìó¹ìî, ùî

bk(x∗) = lim
x0,...,xk→x∗

{ρk[x0, . . . , xk]− ρk−2[x0, . . . , xk−2]} = k 8[(k−1)f(x∗)
]
, (10)

äå (k)f(x∗) � çíà÷åííÿ îáåðíåíî¨ ïîõiäíî¨ k-ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f(x) â òî÷öi x∗.
Îáåðíåíi ïîõiäíi îá÷èñëþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ íàñòóïíèõ ðåêóðåíòíèõ ñïiââiä-
íîøåíü:

(0)f(x) = f(x), 8f(x) =
1

f ′(x)
, (k)f(x) = k 8[(k−1)f(x)

]
+ (k−2)f(x), k > 2. (11)

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî iñíóþòü îáåðíåíi ïîõiäíi ôóíêöi¨ f(x) â òî÷öi x∗, òî îòðè-
ìà¹ìî àïðîêñèìóþ÷ó ôîðìóëó Òiëå

f(x) ≈ f(x∗) +
x− x∗
8f(x∗) +

x− x∗
2 8[8f(x∗)] +

x− x∗
3 8[(2)f(x∗)] + · · · +

x− x∗
n 8[(n−1)f(x∗)]

, (12)

ÿêó ìîæíà ââàæàòè àíàëîãîì ôîðìóëè Òåéëîðà â òåîði¨ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ.
Â ñâî¨é êíèçi Òiëå [12] íàâîäèòü íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òâåðäæåííÿ 1. Îáåðíåíà ïîõiäíà ôóíêöi¨ y = (c + x)α n-ãî ïîðÿäêó, äå

α, c ∈ R, α 6= 0, äîðiâíþ¹

(2m−1)(c+x)α =
m(2− α)(3− α) . . . (m− α)

α(α + 1)(α + 2) . . . (α + m− 1)
(c+x)1−α, êîëè n = 2m−1, (13)

(2m)(c + x)α =
(α + 1)(α + 2) . . . (α + m)

(1− α)(2− α) . . . (m− α)
(c + x)α, êîëè n = 2m. (14)

Äàíå òâåðäæåííÿ ëåãêî äîâåñòè çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨
iíäóêöi¨. Iç öüîãî òâåðäæåííÿ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü íàñòóïíi íàñëiäêè.

Íàñëiäîê 1. Îáåðíåíà ïîõiäíà 2n-ãî ïîðÿäêó âiä ôóíêöi¨ y = (c + x)−n

äîðiâíþ¹ íóëåâi, n ∈ N.
Íàñëiäîê 2. Îáåðíåíà ïîõiäíà 2n − 1-ãî ïîðÿäêó âiä ôóíêöi¨ y = (c + x)n

äîðiâíþ¹ íóëåâi, n ∈ N.
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Íàñëiäîê 3. Îáåðíåíà ïîõiäíà n-ãî ïîðÿäêó, n ∈ N, âiä ôóíêöi¨ y =
√

c + x
âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

(n)
(√

c + x
)

= (n + 1)
√

c + x.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî iç ôîðìóëàìè (13)�(14)

(2n)
(√

c + x
)

=

3

2
· 5

2
· . . . · 2n + 1

2
1

2
· 3

2
· . . . · 2n− 1

2

√
c + x = (2n + 1)

√
c + x,

(2n−1)
(√

c + x
)

=
n · 3

2
· 5

2
· . . . · 2n− 1

2
1

2
· 3

2
· 5

2
· . . . · 2n− 1

2

√
c + x = 2n

√
c + x.

Ç íàñëiäêó 3 âèïëèâà¹, ùî n8[(n−1)
√

c + x] = 2
√

c + x, à òîäi â îêîëi òî÷êè x0

îòðèìó¹ìî ðîçâèòîê ôóíêöi¨ y =
√

c + x â ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå
√

c + x ≈ b +
x− x0

2b +

x− x0

2b + · · · +

x− x0

2b + · · · ,

äå b =
√

c + x0. Â [1, 2] öåé ðîçâèòîê îòðèìàíèé çà äîïîìîãîþ îñíîâíîãî äèôå-
ðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1).

Âèçíà÷èìî êîåôiöi¹íòè ðîçâèòêó ôóíêöi¨ y = (c + x)α â ëàíöþãîâèé äðiá
Òiëå. Ç òâåðäæåííÿ 1 òà ôîðìóëè (11) ìà¹ìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n = 2m, òî

2m 8[(2m−1)(c + x)α
]

=
2α(α + 1) . . . (α + m− 1)

(1− α)(2− α) . . . (m− α)
(c + x)α, (15)

àíàëîãi÷íî ïðè n = 2m− 1 îòðèìó¹ìî

(2m− 1) 8[(2m−2)(c + x)α
]

=
(2m− 1)(1− α) . . . (m− 1− α)

α(α + 1) . . . (α + m− 1)
(c + x)1−α. (16)

Ïiäñòàâèâøè çíàéäåíi êîåôiöi¹íòè ó ôîðìóëó (12) òà âèêîíàâøè ïåðåòâîðå-
ííÿ, îòðèìó¹ìî ðîçâèòîê ôóíêöi¨ â îêîëi òî÷êè x∗

(c + x)α = (c + x∗)
(

1 +
α(x− x∗)

c + x∗ +

(1− α)(x− x∗)
2 +

(1 + α)(x− x∗)
3(c + x∗) +

+

(2− α)(x− x∗)
2 +

(2 + α)(x− x∗)
5(c + x∗) + · · · +

(m− α)(x− x∗)
2 +

+

(m + α)(x− x∗)
(2m + 1)(c + x∗) + · · ·

)
. (17)

ßêùî ó ôîðìóëi (17) ïiäñòàâèòè x∗ = 0 i c = 1, òî îòðèìà¹ìî ðîçâèòîê Ëàãðàí-
æà [1,2] ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨ y = (1 + x)α â îêîëi íóëÿ.
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Ò.Í.Òiëå â [12] íàâîäèòü íàñòóïíi ôîðìóëè äëÿ çíàõîäæåííÿ îáåðíåíèõ ïî-
õiäíèõ ôóíêöi¨ y = tg x, ÿêi ëåãêî äîâåñòè çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïîâíî¨ ìàòåìà-
òè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ äîâiëüíîìó n ∈ N ∪ {0} ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

(4n) tg x = tg x, (4n+1) tg x = (2n + 1)(n + cos2 x), (18)
(4n+2) tg x = − ctg x, (4n+3) tg x = (n + 1)(2n + 1 + 2 sin2 x) . (19)

Äàëi, ëåãêî îòðèìàòè

4n · 8 [(4n−1) tg x] = tg x + ctg x, (4k + 1) · 8 [(4k) tg x] = (4k + 1) cos2 x,

(4k + 2) · 8 [(4k+1) tg x] = − tg x− ctg x, (4k + 3) · 8 [(4k+2) tg x] = (4k + 3) sin2 x .

Çâiäñè îäåðæèìî íàñòóïíèé ðîçâèòîê òàíãåíñà çà ôîðìóëîþ Òiëå (12)

tg x = tg x∗ +
x− x∗
cos2 x∗ +

x− x∗
− ctg x− tg x∗ +

x− x∗
3 sin2 x∗ +

+

x− x∗
tg x∗ + ctg x∗ + · · · +

x− x∗
(4k − 3) cos2 x∗ +

x− x∗
− tg x∗ − ctg x∗ +

+

x− x∗
(4k − 1) sin2 x∗ +

x− x∗
tgx∗ + ctg x∗ + · · · .

Çãiäíî iç ôîðìóëîþ Òiëå äëÿ ôóíêöi¨ y = ctg x ìà¹ìî:

(1)ctg x =
−1

1 + ctg2 x
, (2)ctg x =

−1

ctg x
, (3)ctg x = −3 ctg2 x + 1

1 + ctg2 x
, (4)ctg x = ctg x.

Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ëåãêî äîâåñòè, ùî

(4k) ctg x = ctg x, (4k+1) ctg x = −(2k + 1)(k · ctg2 x + k + 1)

1 + ctg2 x
,

(4k+2) ctg x =
−1

ctg x
, (4k+3) ctg x = −(2k + 1)((k + 3) · ctg2 x + k + 1)

1 + ctg2 x
,

i

2k · 8[(2k−1) ctg x
]

= (−1)k ctg2 x + 1

ctg x
, (4k + 1) · 8[(4k) ctg x

]
= − 4k + 1

1 + ctg2 x
,

(4k + 3)8[(4k+3) ctg x
]

= −(4k + 3) ctg2 x

1 + ctg2 x
.

Òîäi ðîçâèòîê â ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå öi¹¨ ôóíêöi¨ áóäå òàêèì

ctg x = ctg x∗ +
x− x∗

(−1/(1 + ctg2 x∗)) +

x− x∗
(−(1 + ctg2 x∗)/ ctg x∗) +

+

x− x∗
(−3 ctg2 x∗/(1 + ctg2 x∗)) +

x− x∗
(1 + ctg2 x∗)/ ctg x∗ + · · · +

+

x− x∗
(−(4k − 3)/(1 + ctg2 x∗)) +

x− x∗
(−(1 + ctg2 x∗)/ ctg x∗) +
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+

x− x∗
(−(4k − 1) ctg2 x∗/(1 + ctg2 x∗)) +

x− x∗
(1 + ctg2 x∗)/ ctg x∗ + · · · .

Äëÿ ôóíêöié y = th x òà y = cth x àíàëîãi÷íî ìîæíà îòðèìàòè:

(4k)th x = th x, (4k+1)th x =
(2k + 1)(k th x− (k + 1))

th 2x− 1
,

(4k+2)th x =
1

th x
, (4k+3)th x =

(2k + 1)((k + 3) th x− (k + 1))

th 2x− 1
,

à òîäi

4k · 8[(4k−1)th x
]

=
th 2x− 1

th x
, (4k + 1) · 8[(4k)th x

]
=
−(4k + 1)

th 2x− 1
,

(4k + 2) · 8[(4k+1)th x
]

=
1− th 2x

th x
, (4k + 3) · 8[(4k+2)th x

]
=

(4k + 3)th 2x

th 2x− 1
;

àíàëîãi÷íî ìà¹ìî:
(4k) cth x = cth x, (4k+1) cth x =

(2k + 1)(k cth x− (k + 1))

cth2 x− 1
,

(4k+2) cth x =
1

cth x
, (4k+3) cth x =

(2k + 1)((k + 3) cth x− (k + 1))

cth2 x− 1
,

à òîäi

4k · 8[(4k−1) cth x
]

=
cth2 x− 1

cth x
, (4k + 1) · 8[(4k) cth x

]
=
−(4k + 1)

cth2 x− 1
,

(4k + 2) · 8[(4k+1) cth x
]

=
1− cth2 x

cth x
, (4k + 3) · 8[(4k+2) cth x

]
=

(4k + 3) cth2 x

cth2 x− 1
.

Çâiäñè ìà¹ìî ðîçâèòêè öèõ ôóíêöié â ëàíöþãîâèé äðiá çà ôîðìóëîþ (12)

th x = th x∗ +
x− x∗

(−1/(th 2x∗ − 1)) +

x− x∗
(−(th 2x∗ − 1)/th x∗) +

+

x− x∗
3th 2x∗/(th

2x∗ − 1) +

x− x∗
(th 2x∗ − 1)/th x∗ + · · · +

+

x− x∗
(−(4k − 3)/(th 2x∗ − 1)) +

x− x∗
(−(th 2x∗ − 1)/th x∗) +

+

x− x∗
(4k − 1)th 2x∗/(th

2x∗ − 1) +

x− x∗
(th 2x∗ − 1)/th x∗ + · · · ,

òà
cth x = cth x∗ +

x− x∗
(−1/(cth2 x∗ − 1)) +

x− x∗
(−(cth2 x∗ − 1)/ cth x∗) +

+

x− x∗
3 cth2 x∗/(cth

2 x∗ − 1) +

x− x∗
(cth2 x∗ − 1)/ cth x∗ + · · · +

+

x− x∗
(−(4k − 3)/(cth2 x∗ − 1)) +

x− x∗
(−(cth2 x∗ − 1)/ cth x∗) +

+

x− x∗
(4k − 1) cth2 x∗/(cth

2 x∗ − 1) +

x− x∗
(cth2 x∗ − 1)/ cth x∗ + · · · .
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Ïðàâèëüíèé àïðîêñèìóþ÷èé ëàíöþãîâèé C-äðiá. ßê âæå âiäçíà÷àëîñÿ
â ïóíêòi 13, ùî IËÄ (3) åêâiâàëåíòíèé IËÄ (6), áî ìiæ ¨õ êîåôiöi¹íòàìè ìà¹
ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (8). ßêùî ïåðåéòè â (8) äî ãðàíèöi òà âðàõóâàòè (9) i (10),
òî áóäåìî ìàòè

b
(1)
0 (x∗) = f(x∗), b

(1)
1 (x∗) = lim

x0,x1→x∗
b
(1)
1 (x0, x1) =

1
8f(x∗)

,

b
(1)
k (x∗) = lim

x0,...,xk→x∗
b
(1)
k (x0, . . . , xk) =

1

k · (k − 1) · 8((k−1)f(x∗)
) · 8((k−2)f(x∗)

) ,

k = 2, . . . , n.
Çðîáèâøè ïðèïóùåííÿ, ùî â äåÿêié òî÷öi x∗ ãðàíèöi â ïðàâié ÷àñòèíi iñíó-

þòü, îòðèìà¹ìî àïðîêñèìóþ÷ó ôîðìóëó ó âèãëÿäi ïðàâèëüíîãî C-äðîáó

f(x) ≈ f(x∗) +
(x− x∗)/8f(x∗)

1 +

(x− x∗)/(2 8(8f(x∗)) · 8f(x∗))
1 +

+

(x− x∗)/(6 8((2)f(x∗)) 8(8f(x∗))
1 +

+ · · · +

(x− x∗)/(n · (n− 1) 8((n−1)f(x∗)) · 8((n−2)f(x∗)))
1

.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

ω0 = f(x∗), ω1 =
1

8f(x∗)
, ωk =

1

k(k − 1)8((k−1)f(x∗))8((k−2)f(x∗))
, k > 2. (20)

Îòðèìà¹ìî ðîçâèòîê ôóíêöi¨ â ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé Ñ-äðiá

f(x) = ω0 +
ω1(x− x∗)

1 +

ω2(x− x∗)
1 + · · · +

ωn(x− x∗)
1 + · · · . (21)

Âæå âiäçíà÷àëîñÿ, ùî ïðàâèëüíi ëàíöþãîâi C-äðîáè ¹ âiäïîâiäíèìè ñòåïåíåâîìó
ðÿäó

f(x) =
∞∑
i=0

ci(x− x∗)i,

à êîåôiöi¹íòè ωi öüîãî äðîáó âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç âiäíîøåííÿ ãàíêåëåâèõ âèçíà-
÷íèêiâ, ÿêi ñêëàäåíi iç êîåôiöi¹íòiâ ci äàíîãî ðÿäó.

Çàïèøåìî ðîçâèòîê ôóíêöi¨ y = (c + x)α â ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé Ñ-äðiá.
Ç ôîðìóë (20) òà (15)�(16) ìà¹ìî

ω0 = (c + x∗)α, ω1 = α (c + x∗)α−1, ω2k =
k − α

2(2k − 1)(c + x∗)
,

ω2k+1 =
k + α

2(2k + 1)(c + x∗)
, k = 1, 2, . . .

Äàíi ôîðìóëè âèçíà÷àþòü êîåôiöi¹íòè ωk äëÿ ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨. Òîäi ¨¨ ðîç-
âèòîê çà ôîðìóëîþ (21) ìà¹ âèãëÿä

(c + x)ν = (c + x∗)ν +
ν(c + x∗)ν−1(x− x∗)

1 +

(1− ν)(x− x∗)/(2(c + x∗))
1 +
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+

(1 + ν)(x− x∗)/(6(c + x∗))
1 +

(2− ν)(x− x∗)/(6(c + x∗))
1 +

+

(2 + ν)(x− x∗)/(10(c + x∗))
1 + · · · +

(k − ν)(x− x∗)/((4k − 2)(c + x∗))
1 +

+

(k + ν)(x− x∗)/((4k + 2)(c + x∗))
1 + · · · .

Äàëi âèçíà÷èìî êîåôiöi¹íòè ωk äëÿ ôóíêöi¨ y = tg x, âèêîðèñòîâóþ÷è, ÿê i
â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ôîðìóëè (20) òà âèâåäåíi âèùå êîåôiöi¹íòè ðîçâèòêó
öi¹¨ ôóíêöi¨ â äðiá Òiëå. Ìà¹ìî

ω0 = tg x∗, ω1 = 1 + tg2 x∗, ω4k =
1

4k − 1
· 1

tg x∗
, ω4k+1 =

1

4k + 1
· tg x∗,

ω4k+2 = − 1

4k + 1
· tg x∗, ω4k+3 = − 1

4k + 3
· 1

tg x∗
.

Îòðèìàíi ôîðìóëè ìîæíà çàïèñàòè ïðîñòiøå i î÷åâèäíî, ùî âîíè áóäóòü çà-
äàâàòè âñi êîåôiöi¹íòè ωk äëÿ ðîçâèòêó y = tg x â ïðàâèëüíèé àïðîêñèìóþ÷èé
ëàíöþãîâèé Ñ-äðiá. Ìà¹ìî

ω0 = tg x∗, ω1 = 1 + tg2 x∗,

ω2k =
(−1)k

2k − 1
· (tg x∗)(−1)k−1

, ω2k+1 =
(−1)k

2k + 1
· (tg x∗)(−1)k

, k = 1, 2, . . .

Â öüîìó âèïàäêó îòðèìó¹ìî òàêó àïðîêñèìóþ÷ó ôîðìóëó

tg x = tg x∗ +
(1 + tg2 x∗)(x− x∗)

1 +

(− tg x∗)(x− x∗)
1 +

(x− x∗)/(−3 tg x∗)
1 +

+

(x− x∗)/(3 tg x∗)
1 +

tg x∗(x− x∗)/5
1 +

(− tg x∗)(x− x∗)/5
1 +

+

(x− x∗)/(−7 tg x∗)
1 + · · · +

(−1)k(tg x∗)(−1)k−1
(x− x∗)/(2k − 1)

1 +

+

(−1)k(tg x∗)(−1)k
(x− x∗)/(2k + 1)

1 + · · · .

Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè îòðèìó¹ìî ðîçâèòêè â ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé
Ñ-äðiá äëÿ ôóíêöié y = ctg x, y = th x, y = cth x. Äëÿ êîòàíãåíñà ìà¹ìî

ω0 = ctg x∗, ω1 = −(1 + ctg2 x∗),

ω2k =
(−1)k−1

2k − 1
· (ctg x∗)(−1)k−1

, ω2k+1 =
(−1)k−1

2k + 1
· (ctg x∗)(−1)k

, k = 1, 2, . . .

Çâiäñè éîãî ðîçâèòîê â ëàíöþãîâèé äðiá âèäó (21) áóäå

ctg x = ctg x∗ − (1 + ctg2 x∗)(x− x∗)
1 +

ctg x∗(x− x∗)
1 +

(x− x∗)/(3 ctg x∗)
1 +

+

(x− x∗)/(−3 ctg x∗)
1 + · · · +

(−1)k−1(ctg x∗)(−1)k−1
(x− x∗)/(2k − 1)

1 +
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+

(−1)k−1(ctg x∗)(−1)k
(x− x∗)/(2k + 1)

1 + · · · .

Äàëi, äëÿ ôóíêöi¨ y = th x êîåôiöi¹íòè ωk áóäóòü òàêi:

ω0 = th x∗, ω1 = 1− th 2x∗,

ω2k =
1

2k − 1
· (th x∗)(−1)k−1

, ω2k+1 =
−1

2k + 1
· (th x∗)(−1)k

, k = 1, 2, . . .

I âiäïîâiäíî ðîçâèòîê

th x = th x∗ +
(1− th 2x∗)(x− x∗)

1 +

th x∗(x− x∗)
1 +

(x− x∗)/(−3th x∗)
1 +

+

(x− x∗)/(3th x∗)
1 + · · · +

(th x∗)(−1)k−1
(x− x∗)/(2k − 1)

1 +

+

(−th x∗)(−1)k
(x− x∗)/(2k + 1)

1 + · · · .

Àíàëîãi÷íî äëÿ y = cth x:

ω0 = cth x∗, ω1 = 1− cth2 x∗,

ω2k =
1

2k − 1
· (cth x∗)(−1)k−1

, ω2k+1 =
−1

2k + 1
· (cth x∗)(−1)k

, k = 1, 2, . . .

Çâiäñè

cth x = cth x∗+
(1− cth2 x∗)(x− x∗)

1 +

cth x∗(x− x∗)
1 +

(x− x∗)/(−3 cth x∗)
1 +

+

(x− x∗)/(3 cth x∗)
1 + · · · +

(cth x∗)(−1)k−1
(x− x∗)/(2k − 1)

1 +

+

(− cth x∗)(−1)k
(x− x∗)/(2k + 1)

1 + · · · .

Î÷åâèäíî, ùî ðîçâèòêè ðîçãëÿíóòèõ ôóíêöié â ïðàâèëüíi ëàíöþãîâi Ñ-äðîáè
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