
ВСТУП

Математично описуючи рiзнi явища природи, часто приходять до ма-
тематичних моделей у виглядi рiвнянь, якi мiстять незалежнi змiннi, не-
вiдому функцiю та її похiднi. Такi рiвняння називають диференцiальними.
Цей термiн уперше запропонував Г. В. Лейбнiц у 1676 р.

З виникненням i наступним розвитком теорiї диференцiальних рiвнянь
з’явився потужний засiб моделювання та дослiдження рiзноманiтних най-
складнiших задач науки й технiки.

Математичний апарат диференцiальних рiвнянь дає змогу проникнути
в мiкросвiт детермiнованих явищ i процесiв, описати механiзм їх розвитку
й тим самим передбачити їхнє майбутнє.

Диференцiальнi рiвняння, в яких невiдома функцiя залежить вiд двох
i бiльше незалежних змiнних, називають диференцiальними рiвняннями з
частинними похiдними (ДРЧП).

Роздiл математики, який вивчає ДРЧП, що описують рiзноманiтнi фi-
зичнi явища, називають математичною фiзикою. До фiзичних процесiв на-
лежать явища, якi вивчаються в гiдродинамiцi, теорiї пружностi, елект-
родинамiцi, теорiї теплопровiдностi, квантовiй механiцi, атомнiй фiзицi
тощо.

Назва "математична фiзика" пояснюється тим, що метод дослiджен-
ня, який застосовується в цiй галузi науки, є математичним по сутi.
Однак постановка задач у цiй галузi, що тiсно пов’язана з вивченням фi-
зичних явищ, має специфiчнi особливостi. Так, початкова й кiнцева стадiї
процесу якiсно рiзняться мiж собою, що вимагає застосування рiзних ма-
тематичних методiв.

Iнтенсивна розробка методiв математичної фiзики почалася пiсля опуб-
лiкування 1687 р. "Математичних начал натуральної фiлософiї" I. Ньюто-
на й була зумовлена дослiдженням проблем усесвiтнього тяжiння й теорiї
свiтла. Найвищi досягнення в розвитку методiв класичної математичної
фiзики пов’язанi з iменами Ж. Л. Лагранжа, Л. Ейлера, Ж. Л. Д’Аламбе-
ра, П. С. Лапласа, Д. Бернуллi, Ж. Б. Ж. Фур’є, К. Ф. Гаусса, О. Л. Кошi,
Г. Ф. Б. Рiмана, М. В. Остроградського, О. М. Ляпунова, В. А. Стеклова
та багатьох iнших учених.

Як самостiйний науковий напрям математична фiзика сформувалася в
другiй половинi XIX ст., коли виникла потреба в розробцi методiв розв’я-
зання лiнiйних ДРЧП другого порядку стосовно рiзних фiзичних процесiв.



Зазначимо, що математична фiзика дослiджує не лише конкретнi ме-
тоди iнтегрування рiвнянь, а й загальнi питання — коректностi постанов-
ки задач, iснування та єдиностi їх розв’язкiв тощо (якiсна теорiя ДРЧП).

Постiйний розвиток математичної фiзики зумовлений її тiсним зв’яз-
ком з фундаментальними напрямками дослiджень у сумiжних областях
природничих наук.

Автори висловлюють подяку кандидату фiзико–математичних наук
Маринець Катеринi Василiвнi за технiчну допомогу при пiдготовцi пiдруч-
ника до друку.
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ОСНОВНI ПОЗНАЧЕННЯ

У пiдручнику оперуємо з полем дiйсних чисел i з дiйcними функцiями
однiєї або кiлькох дiйсних змiнних.

En — n–вимiрний евклiдiв простiр
E = E1 — множина всiх дiйсних чисел

N — множина цiлих додатних чисел
M1 ×M2 — декартiв добуток множин
M1

⋃
M2 — об’єднання множин

M1

⋂
M2 — перерiз (перетин) множин

M1/M2 — рiзниця множин
B — область в En

∂B — межа областi B
B̄ = B

⋃
∂B — замикання областi B

x = (x1, x2, . . . , xn) — точка в En

(x, y) — точка в E2

{x | . . . , } — множина елементiв x
[a, b] — замкнений промiжок (вiдрiзок)

{x ∈ E| a ≤ x ≤ b}
(a, b) — вiдкритий промiжок (iнтервал)

{x ∈ E | a < x < b}
[a, b) — напiввiдкритий iнтервал

{x ∈ E | a ≤ x < b}
A ≡ B — конгруентнiсть, тотожнiсть,

логiчна рiвносильнiсть
⇔ — тодi й лише тодi (знак еквiвалентностi)
⇒ — випливає (знак iмплiкацiї)∑

— знак суми
E

=⇒
m→∞

— рiвномiрна збiжнiсть
⊂ — знак включення для множин
⊃ — знак умiсту для множин
∈ — знак належностi
/∈ — знак неналежностi
� — знак умiсту для елементiв

y(s)(x) ≡ dsy(x)
dxs — похiдна порядку s

α = (α1, α2, ..., αn) — мультиiндекс



|α| =
n∑
i=1

αi — довжина мультиiндексу α

∂ |α|u(x)

∂ x
α1
1 ∂x

α2
2 ....∂x

αn
n
≡ u

x
α1
1 ...x

αn
n
≡ Dαu(x) — частинна похiдна порядку |α|
C |α|(B)
Cα(B)
Cα(B̄)
Ck(a, b)

 — простори гладких функцiй

{un(x)} — послiдовнiсть функцiй
D(y1,y2,...,yn)
D(x1,x2,...,xn) — якобiан

AT — транспонована матриця
A−1 — обернена матриця

|A| ≡ detA — детермiнант матрицi A
∆ ≡ ∂ 2

∂x21
+ ∂ 2

∂x22
+ ...+ ∂ 2

∂x2n
— оператор Лапласа

� ≡ ∆− 1
a2

∂ 2

∂t2 — оператор Лоренца
gradU (x) — градiєнт функцiї U (x)

SR (x) — сфера радiуса R iз центром у точцi x
KR (x) — куля радiуса R iз центром у точцi x

KR (x, y) — круг радiуса R iз центром у точцi
(x, y)

~x — вектор
const — стала
Re z — дiйсна частина комплексного числа z
[AB] — вiдрiзок∫

[AB]

— криволiнiйний iнтеграл∫∫
B

— подвiйний iнтеграл∫∫
S

— поверхневий iнтеграл∫∫
B
. . .
∫

— кратнi iнтеграли

1, n — вiдрiзок натурального ряду⋃
M1M2 — дуга

∀ — для кожного, для всiх
(квантор загальностi)

∃ — iснує (квантор iснування)
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Роздiл 1

КЛАСИФIКАЦIЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ IЗ
ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ

1.1 Основнi поняття й означення теорiї ДРЧП

I Означення 1.1. Спiввiдношення мiж незалежними змiнними
x1, x2, . . . , xm, невiдомою функцiєю u(x1, x2, . . . , xm) та її частинними по-
хiдними називають диференцiальним рiвнянням iз частинними по-
хiдними.

I Означення 1.2. Диференцiальне рiвняння називають рiвнянням n-го
порядку, якщо воно мiстить хоча б одну частинну похiдну n-го порядку й
не мiстить похiдних вищого порядку.

У загальному випадковi рiвняння n-го порядку має вигляд

F
(
x1, x2, . . . , xm, u, ux1, . . . , uxm, . . . , uxα11 x

α2
2 ...xαmm

)
= 0, (1.1)

де
m∑
i=1

αi = n (αi — цiлi невiд’ємнi числа);

uxα11 x
α2
2 ...xαmm =

∂nu(x1, x2, . . . , xm)

∂xα1
1 ∂x

α2
2 . . . ∂xαmm

.

Введемо позначення: α = (α1, α2, . . . , αm) — цiлочисловий вектор (муль-

тиiндекс) iз невiд’ємними координатами αi; x = (x1, x2, . . . , xm); |α| =
n∑
i=1

αi —

довжина мультиiндекса α;

Dαu(x) =
∂|α|u(x1, x2, . . . , xm)

∂xα1
1 ∂x

α2
2 . . . ∂xαmm

.

Тодi рiвняння (1.1) можна записати в такому виглядi:

F (x, u, . . . , Dαu(x)) = 0.

I Означення 1.3. ДРЧП називають лiнiйним, якщо воно лiнiйне вiднос-
но невiдомої функцiї та всiх її частинних похiдних.

Лiнiйне рiвняння другого порядку має вигляд
m∑

i,j=1

aij(x)uxixj +
m∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u = f(x). (1.2)



I Означення 1.4. Якщо в рiвняннi (1.2) f(x) = 0, то його називають
лiнiйним однорiдним. Якщо коефiцiєнти aij, bi, c є сталими, то рiвняння
(1.2) називають лiнiйним рiвнянням зi сталими коефiцiєнтами

I Означення 1.5. ДРЧП називають квазiлiнiйним, якщо воно лiнiйне
вiдносно похiдних найвищого порядку.

Згiдно з означенням квазiлiнiйне диференцiальне рiвняння другого по-
рядку записується у виглядi

m∑
i,j=1

aij (x, u, ux1, . . . , uxm)uxixj = Φ (x, u, ux1, . . . , uxm) .

� П р и к л а д 1.1. З’ясуємо, чи є наведенi нижче рiвностi диференцiальними рiвнян-
нями з частинними похiдними й iдентифiкуємо їх

1. cos2(uxx + uyy) + sin2(uxx + uyy) = 1.
Ця тотожнiсть не є ДРЧП.

2. xux2y(x, y) + [ux(x, y)]10 = f(x, y).
Це квазiлiнiйне рiвняння третього порядку з двома незалежними змiнними.

3. yux2y2(x, y)− xux4(x, y) = xyu(x, y).
Це лiнiйне однорiдне рiвняння четвертого порядку з двома незалежними змiнними.

4. [xux3y2(x, y)]3 − yux(x, y) = 0.
Це нелiнiйне ДРЧП п’ятого порядку з двома незалежними змiнними.

I Означення 1.6. Усяку n разiв неперервно диференцiйовну в областi за-
дання рiвняння (1.1) функцiю ϕ (x1, x2, . . . , xm), пiдставлення якої в рiвнян-
ня замiсть невiдомої функцiї та її частинних похiдних перетворює йо-
го на тотожнiсть за незалежними змiнними, називають регулярним
розв’язком рiвняння (1.1).

Надалi дослiджуватимемо лише регулярнi розв’язки.

� П р и к л а д 1.2. Розглянемо диференцiальне рiвняння

n∑
i=1

(uxi(x1, . . . , xn))2 = 0.

Ця рiвнiсть виконується, якщо uxi = 0, i = 1, n, тобто u = const є розв’язком даного
рiвняння.

Легко побачити, що сума довiльних двiчi неперервно диференцiйовних функцiй
ϕ1(x+ y) i ϕ2(x− y) є розв’язком диференцiального рiвняння

uxx(x, y)− uyy(x, y) = 0.

Очевидно, рiвняння
n∑
i=1

(uxi)
2 + 1 = 0 розв’язку не має.
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Як видно з наведених прикладiв, диференцiальнi рiвняння з частинними
похiдними можуть мати нескiнчену множину розв’язкiв. Тому, коли фiзична
задача зводиться до ДРЧП, для однозначного опису розглядуваного процесу
необхiдно до рiвняння приєднати деякi додатковi умови, якi випливають iз
постановки задачi.

1.2 Класифiкацiя ДРЧП другого порядку
з двома незалежними змiнними

Розглянемо квазiлiнiйне ДРЧП другого порядку з двома незалежними
змiнними

a11(x, y)uxx + 2a12(x, y)uxy + a22(x, y)uyy = f(x, y, u, ux, uy). (1.3)

Усi диференцiальнi рiвняння вигляду (1.3) можна подiлити на три основнi
типи: гiперболiчнi, параболiчнi та елiптичнi. В кожному разi замiною неза-
лежних змiнних x, y рiвняння (1.3) зводиться до найпростiшого — канонiч-
ного — вигляду. Тому, вивчаючи рiвняння з двома незалежними змiнними
вигляду (1.3), надалi обмежимося дослiдженням їхнiх канонiчних форм.

Для зведення рiвняння (1.3) до найпростiшого вигляду введемо новi не-
залежнi змiннi:

ξ = ϕ(x, y), η = ψ(x, y), (1.4)

де ϕ(x, y), ψ(x, y) — неперервнi функцiї разом iз частинними похiдними до
другого порядку включно, а

D(ξ, η)

D(x, y)
=

∣∣∣∣ ϕx ϕy
ψx ψy

∣∣∣∣ 6= 0.

Очевидно, що пiдстановкою (1.4) досягається взаємно однозначна вiдпо-
вiднiсть мiж точками (x, y) i (ξ, η) вiдповiдних областей, тобто з (1.4) x та y
визначаються як однозначнi функцiї незалежних змiнних ξ i η: x = x(ξ, η),
y = y(ξ, η).

Як же вибрати функцiї ϕ(x, y), ψ(x, y), щоб рiвняння (1.3) звелося до
простiшого вигляду? Аби вiдповiсти на це запитання, вводимо в рiвняння
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(1.3) новi незалежнi змiннi (1.4). Маємо

u (x(ξ, η), y(ξ, η)) = U(ξ, η),

ux = Ux (ϕ(x, y), ψ(x, y)) = ϕxUξ + ψxUη,

uy = Uy (ϕ(x, y), ψ(x, y)) = ϕyUξ + ψyUη,

uxx = ϕ2
xUξξ + 2ϕxψxUξη + ψ2

xUηη + ϕxxUξ + ψxxUη,

uyy = ϕ2
yUξξ + 2ϕyψyUξη + ψ2

yUηη + ϕyyUξ + ψyyUη,

uxy=ϕxϕyUξξ+(ϕxψy + ϕyψx)Uξη+ψxψyUηη+ϕxyUξ+ψxyUη.

(1.5)

Пiдставивши знайденi похiднi (1.5) у рiвняння (1.3), дiстаємо

α11Uξξ + 2α12Uξη + α22Uηη = f(ξ, η, U, Uξ, Uη), (1.6)

де

α11 = a11ϕ
2
x + 2a12ϕxϕy + a22ϕ

2
y,

α12 = a11ϕxψx + a12(ϕxψy + ϕyψx) + a22ϕyψy,

α22 = a11ψ
2
x + 2a12ψxψy + a22ψ

2
y.

(1.7)

Зазначимо, що за умови лiнiйностi (1.3) рiвняння (1.6) також було б лi-
нiйним.

Розглянемо ДРЧП першого порядку

a11z
2
x + 2a12zxzy + a22z

2
y = 0. (1.8)

Нехай z = ϕ(x, y) — деякий частинний розв’язок цього рiвняння. Тодi, по-
клавши ξ = ϕ(x, y), iз (1.7) матимемо, що α11 ≡ 0. Отже, задача про вибiр
нових незалежних змiнних зводиться до iнтегрування рiвняння (1.8).

Надалi вважатимемо, що коефiцiєнти рiвняння (1.3) є неперервними функ-
цiями разом iз частинними похiдними до другого порядку включно в розгля-
дуванiй областi й не перетворюються одночасно в нуль. Тодi, якщо a11 6= 0,
то рiвняння (1.8) можна подати у виглядi[

a11zx + (a12 +
√

∆)zy

] [
a11zx + (a12 −

√
∆)zy

]
= 0

або при a22 6= 0[
a22zy + (a12 +

√
∆)zx

] [
a22zy + (a12 −

√
∆)zx

]
= 0,
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де ∆ = a2
12 − a11a22.

Кожне з наведених рiвнянь розпадається на два:

a11zx + (a12 +
√

∆)zy = 0,

a11zx + (a12 −
√

∆)zy = 0

(1.9)

або
a22zy + (a12 +

√
∆)zx = 0,

a22zy + (a12 −
√

∆)zx = 0.

(1.10)

Отже, розв’язки кожного з рiвнянь — (1.9) або (1.10) — будуть розв’язками
рiвняння (1.8).

Щоб зiнтегрувати рiвняння (1.9) або (1.10), складаємо вiдповiдну систему
звичайних диференцiальних рiвнянь:

dx

a11
=

dy

a12 +
√

∆
,

dx

a11
=

dy

a12 −
√

∆

або
dy

a22
=

dx

a12 +
√

∆
,

dy

a22
=

dx

a12 −
√

∆
,

звiдки дiстаємо

a11dy − (a12 +
√

∆)dx = 0, a11dy − (a12 −
√

∆)dx = 0 (1.11)

або
a22dx− (a12 +

√
∆)dy = 0, a22dx− (a12 −

√
∆)dy = 0. (1.12)

Рiвняння (1.11) або (1.12) можна записати у виглядi одного рiвняння

a11dy
2 − 2a12dxdy + a22dx

2 = 0, (1.13)

яке називається характеристичним для рiвняння (1.3).
Iз курсу звичайних диференцiальних рiвнянь вiдомо: якщо c = ϕ(x, y)

є загальним iнтегралом одного з диференцiальних рiвнянь (1.11) або (1.12),
тобто деяким загальним iнтегралом (1.13), то z = ϕ(x, y) є розв’язком рiвнян-
ня (1.9), i навпаки. Через накладенi на a11, a12, a22 умови коефiцiєнти рiвнянь
(1.11) або (1.12) мають неперервнi похiднi до другого порядку включно, а от-
же, iснують загальнi iнтеграли рiвняння (1.13), неперервнi разом iз похiдними
до другого порядку включно.

I Означення 1.7. Розв’язки рiвняння (1.13) називають характеристи-
ками.
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Залежно вiд знака дискримiнанта ∆ = a2
12 − a11a22 диференцiальнi рiв-

няння (1.3) в областi D класифiкують наступним чином:

• якщо для ∀(x, y) ∈ D ∆ > 0, то рiвняння (1.3) називається рiвнянням
гiперболiчного типу ;

• при ∆ = 0 — параболiчного типу ;

• при ∆ < 0 — елiптичного типу.

Iз (1.13) випливає, що у випадку рiвнянь гiперболiчного типу є двi дiйснi
сiм’ї характеристик, параболiчного типу — одна дiйсна, елiптичного типу —
двi комплексно–спряженi сiм’ї характеристик.

Безпосереднiм пiдставлянням легко переконатися в справедливостi рiв-
ностi

α2
12 − α11α22 = (a2

12 − a11a22)

[
D(ξ, η)

D(x, y)

]2

. (1.14)

Якщо
D(ξ, η)

D(x, y)
6= 0, то з (1.14) випливає iнварiантнiсть типу рiвняння за

перетворення незалежних змiнних (1.4).
Зазначимо, що одне й те саме рiвняння в рiзних областях може належати

до рiзних типiв.

� П р и к л а д 1.3. Розглянемо рiвняння

uxx + xuyy − 3yu = 0.

При x>0, ∆=−x<0 це рiвняння належить до елiптичного типу, при x = 0, ∆ = 0 —
до параболiчного, при x < 0, ∆ > 0 — до гiперболiчного типу.

1.3 Зведення до канонiчного вигляду ДРЧП
другого порядку з двома незалежними змiнними

� Рiвняння гiперболiчного типу. В цьому випадковi ∆=a2
12−a11a22>0

в розглядуванiй областi й вiдповiдне характеристичне рiвняння (1.13) має
двi рiзнi дiйснi сiм’ї характеристик C1 = ϕ(x, y), C2 = ψ(x, y). Покажемо,

що вони є незалежними, тобто
D(ϕ, ψ)

D(x, y)
6= 0. Справдi, загальнi iнтеграли

C1 = ϕ(x, y), C2 = ψ(x, y) є розв’язками рiвнянь (1.11) або (1.12), тобто

ϕx
ϕy

= −a12 +
√

∆

a11
,

ψx
ψy

= −a12 −
√

∆

a11

або
ϕy
ϕx

= −a12 +
√

∆

a22
,

ψy
ψx

= −a12 −
√

∆

a22
.
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Згiдно з умовою ∆ > 0, а отже,

ϕx
ϕy
6= ψx
ψy
, або

ϕy
ϕx
6= ψy
ψx
.

Iз останнiх нерiвностей маємо

ϕxψy − ϕyψx =

∣∣∣∣ ϕx ϕy
ψx ψy

∣∣∣∣ 6= 0,

що й треба було показати.
Покладемо

ξ = ϕ(x, y), η = ψ(x, y). (1.15)

Тодi α11 ≡ 0 i α22 ≡ 0, а рiвняння (1.6) запишеться у виглядi

Uξη(ξ, η) = −F (ξ, η, U, Uξ, Uη)

2α12
. (1.16)

Це перша канонiчна форма рiвнянь гiперболiчного типу.
Зауважимо: якщо a11(x, y) = a22(x, y) = 0, то рiвняння (1.3) уже має

вигляд (1.16).
Введемо новi незалежнi змiннi за формулами

α = ξ + η, β = ξ − η. (1.17)

Дiстаємо ∣∣∣∣ αξ αη
βξ βη

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1 1
1 −1

∣∣∣∣ = −2 6= 0,

а отже, пiсля введення нових змiнних α, β тип рiвняння не змiниться.
Поклавши

U

(
α + β

2
,
α− β

2

)
= ν(α, β),

дiстанемо
Uξ = να + νβ, Uη = να − νβ, Uξη = ναα − νββ.

Пiдставивши знайденi похiднi в рiвняння (1.16), матимемо

ναα − νββ = Φ(α, β, ν, να, νβ). (1.18)

Це друга канонiчна форма рiвнянь гiперболiчного типу.

� П р и к л а д 1.4. Визначимо тип i зведемо до канонiчного вигляду ДРЧП

uxx − yuyy + u(x, y) = 0, y > 0. (1.19)
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Рiвняння (1.19) є лiнiйним однорiдним ДРЧП другого порядку з двома незалежними
змiнними. Для визначення його типу складемо дискримiнант

∆ = a212 − a11a22 = y > 0.

Отже, (1.19) є рiвнянням гiперболiчного типу. З вiдповiдного характеристичного рiвняння

(dy)2 − y(dx)2 = 0

знаходимо двi рiзнi дiйснi сiм’ї характеристик (рис. 1.1):

C1 = x− 2
√
y, C1 = x+ 2

√
y.

Рис. 1.1:

Характеристиками є правi й лiвi вiтки сiм’ї парабол y =
1

4
(x− C)2.

Вершини парабол, якi лежать на осi Ox, не належать характеристикам (y> 0).
Вводимо замiну незалежних змiнних:

ξ = x− 2
√
y, η = x+ 2

√
y.

Тодi

ux = Uξ + Uη, uy =
1
√
y

(Uη − Uξ) ,

uxx = Uξξ + 2Uξη + Uηη,

uyy =
1

y
(Uξξ − 2Uξη + Uηη)−

1

2y
2
3

(Uη − Uξ) .

Пiдставивши знайденi похiднi в рiвняння (1.19), дiстанемо

Uξη =
0, 5

η − ξ
(Uξ − Uη)− 0, 25U.

Зведемо рiвняння (1.19) до другої канонiчної форми в розглядуванiй областi. Для
цього використаємо пiдстановку (1.17). Матимемо

ναα − νββ = − 1

β
νβ − 0, 25ν.
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� Рiвняння параболiчного типу. В цьому випадковi ∆=a2
12−a11a22=0

i вiдповiдне характеристичне рiвняння (1.13) має один загальний iнтеграл
C1 = ϕ(x, y). Покладемо в цьому разi

ξ = ϕ(x, y), η = η(x, y),

де η(x, y)— довiльна двiчi неперервно диференцiйовна функцiя, незалежна
вiд ϕ(x, y).

Оскiльки a12 =
√
a11
√
a22, то

α11 = a11ϕ
2
x + 2a12ϕxϕy + a22ϕ

2
y = (

√
a11ϕx +

√
a22ϕy)

2
= 0.

Але тодi
α12 = a11ϕxηx + a12(ϕxηy + ϕyηx) + a22ϕyηy =

= (
√
a11ϕx +

√
a22ϕy)︸ ︷︷ ︸

=0

(√
a11ηx +

√
a22ηy

)
= 0.

Отже, рiвняння (1.6) запишеться у виглядi

Uηη(ξ, η) =
F (ξ, η, U, Uξ, Uη)

α22
. (1.20)

Це канонiчна форма рiвнянь параболiчного типу.

� П р и к л а д 1.5. Визначимо тип i зведемо до канонiчного вигляду ДРЧП

uxx − 2uxy + uyy + 3ux = 0. (1.21)

Маємо ∆ = 1 − 1 = 0, отже, рiвняння (1.21) — параболiчного типу. З вiдповiдного
характеристичного рiвняння знаходимо

dx+ dy = 0⇒ C1 = x+ y.

Вводимо новi незалежнi змiннi
ξ = x+ y, η = y. (1.22)

Оскiльки ∣∣∣∣ ξx ξy
ηx ηy

∣∣∣∣ = 1 6= 0,

то функцiї (1.22) незалежнi:

ux = Uξ, uy = Uξ + Uη,

uxx = Uξξ, uyy = Uξξ + 2Uξη + Uηη, uxy = Uξξ + Uηη.

Пiдставивши знайденi похiднi в рiвняння (1.21) i звiвши вiдповiднi члени, дiстанемо кано-
нiчну форму

Uηη(ξ, η) + 3Uξ = 0.
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Зазначимо, що як рiвняння (1.21), так i його канонiчна форма є лiнiйним однорiдним
ДРЧП зi сталими коефiцiєнтами. Це справедливе i у загальному випадковi: якщо вихiдне
рiвняння є лiнiйним зi сталими коефiцiєнтами, то i його канонiчна форма буде лiнiйним
ДРЧП зi сталими коефiцiєнтами.

� Рiвняння елiптичного типу. В цьому випадковi ∆ = a2
12 − a11a22 < 0 i

рiвняння (1.9) або (1.10) мають комплекснi коефiцiєнти. Покажемо, що вони
мають розв’язки. Для цього введемо нову функцiю

z(x, y) = ζ(x, y) + iω(x, y). (1.23)

Дiстаємо
a11(ζx + iωx) +

(
a12 +

√
−∆i

)
(ζy + iωy) = 0,

a11(ζx + iωx) +
(
a12 −

√
−∆i

)
(ζy + iωy) = 0

(1.24)

або  a11ζx + a12ζy −
√
−∆ωy = 0,

a11ωx + a12ωy +
√
−∆ζy = 0;

(1.25)

 a11ζx + a12ζy +
√
−∆ωy = 0,

a11ωx + a12ωy −
√
−∆ζy = 0.

(1.26)

Системи (1.25), (1.26), є системами лiнiйних однорiдних ДРЧП першого
порядку з неперервно диференцiйовними коефiцiєнтами. Такi системи мають
розв’язки, причому, якщо розв’язком (1.25) є функцiї ζ = ζ(x, y), ω = ω(x, y),
то розв’язком (1.26) — функцiї ζ = ζ(x, y), ω = −ω(x, y). Внаслiдок (1.23)
розв’язками рiвнянь (1.31) будуть функцiї z(x, y) = ζ(x, y)± iω(x, y),
а загальними iнтегралами рiвнянь (1.11) — вирази C1,2 = ζ(x, y)± iω(x, y).

Аналогiчнi мiркування справедливi й для рiвнянь (1.10). Якщо покласти

ξ = ζ(x, y) + iω(x, y), η = ζ(x, y)− iω(x, y),

то

α11 = 0 = a11(ζx + iωx)
2 + 2a12(ζx + iωx)(ζy + iωy) + a22(ζy + iωy)

2,

а отже,

(a11ζ
2
x + 2a12ζxζy + a22ζ

2
y )

=α̃11

− (a11ω
2
x + 2a12ωxωy + a22ω

2
y)

=α̃22

= 0,

α̃12 = a11ζxωx + 2a12(ζxωy + ωxζy) + a22ζyωy = 0. (1.27)
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Введемо новi незалежнi змiннi за формулами

α =
ξ + η

2
= ζ(x, y), β =

ξ − η
2i

= ω(x, y). (1.28)

Якобiан функцiй (1.28) не дорiвнює нулю (функцiї незалежнi), а пiдстав-
лення їх у рiвняння (1.3) внаслiдок (1.27) дає α̃11 = α̃22, α̃12 = 0. Тодi з (1.6)
дiстаємо канонiчну форму рiвнянь елiптичного типу

Uαα + Uββ =
F (α, β, U, Uα, Uβ)

α11
. (1.29)

� П р и к л а д 1.6. Розглянемо рiвняння (1.19) в областi y < 0.

У цiй пiвплощинi воно належить до елiптичного типу. Характеристичне рiвняння
(dy)2 − y(dx)2 = 0 дає двi комплексно-спряженi сiм’ї характеристик: C1 = x − 2

√
−yi,

C2 = x+ 2
√
−yi

Покладемо згiдно з (1.28) α = x, β = 2
√
−yi. Тодi

ux = Uα, uxx = Uαα, uy = −(−y)−1/2Uβ,

uyy = (−y)−1Uββ − 1/2(−y)−3/2Uβ.

Пiдставивши знайденi похiднi в (1.19), матимемо

Uαα + Uββ −
1

β
Uβ + U = 0.

� Канонiчнi форми лiнiйних ДРЧП другого порядку з двома не-
залежними змiнними й сталими коефiцiєнтами. Розглянемо лiнiйне
ДРЧП зi сталими коефiцiєнтами

a11uxx + 2a12uxy + a22uyy + b1u+ b2uy + b3u = f(x, y). (1.30)

Згiдно з доведеним вище,залежно вiд типу диференцiального рiвняння
(1.30) воно зводиться до однiєї з канонiчних форм:

Uξη + c1Uξ + c2Uη + c3U = F (ξ, η),
Uξξ − Uηη + c1Uξ + c2Uη + c3U = F (ξ, η)

(1.31)

— гiперболiчний тип;

Uηη + c1Uξ + c2Uη + c3U = F (ξ, η) (1.32)

— параболiчний тип;

Uξξ + Uηη + c1Uξ + c2Uη + c3U = F (ξ, η) (1.33)

— елiптичний тип.
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Тут ci = const, i = 1, 2, 3.
Для подальшого спрощення рiвнянь (1.31)–(1.32) замiсть U(ξ, η) введемо

нову функцiю v(ξ, η):
U = eλξ+µηv(ξ, η), (1.34)

де λ i µ — довiльнi сталi. Тодi

Uξ = eλξ+µη(vξ + λv),

Uη = eλξ+µη(vη + µv),

Uξξ = eλξ+µη(vξξ + 2λvξ + λ2v),

Uηη = eλξ+µη(vηη + µvη) + µ2v,

Uξη = eλξ+µη(vξη + λvη) + µvξ + λµv.

Пiдставивши знайденi похiднi, наприклад, у рiвняння (1.33), дiстанемо

vξξ + vηη + (c1 + 2λ)vξ + (c2 + 2µ)vη+
+(λ2 + µ2 + c1λ+ c2µ+ c3)v = eλξ−µηF (ξ, η).

Виберемо довiльнi сталi λ i µ так, щоб в останньому рiвняннi коефiцiєнти
при vξ i vη дорiванювли нулю. Тодi матимемо

c1 + 2λ = 0, c2 = 2µ = 0⇒ λ = −c1

2
, µ = −c2

2
,

а отже,

λ2 + µ2 + c1λ+ c2µ+ c3 =
c2

1

4
+
c2

2

4
− c2

1

2
− c2

2

2
+ c3 = c3 −

c2
1

4
− c2

2

4
.

Таким чином,

vξξ + vηη +

(
c3 −

c2
1

4
− c2

2

4

)
v = e

c1
2 ξ+

c2
2 ηF (ξ, η).

Пiсля аналогiчних викладок стосовно рiвнянь (1.31) та (1.32) дiстанемо

vξη + αv = F1(ξ, η),

vξξ − vηη + αv = F1(ξ, η)

— гiперболiчний тип;
vηη + c1vξ = F1(ξ, η)

— параболiчний тип.
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� П р и к л а д 1.7. Зведемо до канонiчного вигляду диференцiальне рiвняння

uxx − 4uxy + 4uyy + uy − ux = 0. (1.35)

Визначимо його тип:
∆ = (−2)2 − 1 · 4 = 4− 4 = 0.

Отже, задане рiвняння — параболiчного типу. Маємо

dy2 + 4dxdy + 4dx2 = 0⇒ dy + 2dx = 0⇒ c1 = y + 2x.

Покладемо ξ = y + 2x, η = x. Покажемо, що функцiї ξ(x, y) i η(x, y) є незалежними:∣∣∣∣ ξx ξyηx ηy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 2 1
1 0

∣∣∣∣ = −1 6= 0.

ux = 2Uξ + Uη, uy = Uξ

uyy = Uξξ, uxy = 2Uξξ + Uξη, uxx = 4Uξξ + 4Uξη + Uηη.

Пiдставляємо знайденi похiднi в рiвняння (1.35):

4Uξξ + 4Uξη + Uηη − 4Uξη − 4Uξξ + Uξ − 2Uξ − Uη = 0,

Uηη − Uξ − Uη = 0.

Вводимо нову невiдому функцiю v(ξ, η) за формулою (1.34). Матимемо

eλξ+µη(vηη + 2µvη + µ2v − vξ − λv − vη − µv) = 0⇒
⇒ vηη + (2µ− 1)vη − vξ + (µ2 − λ− µ)v = 0.

Виберемо довiльнi сталi λ i µ так, щоб{
2µ− 1 = 0,
µ2 − λ− µ = 0

⇒ µ = 0, 5,
λ = −0, 25.

Тодi останнє рiвняння запишеться у виглядi

vηη − vξ = 0,

де
vξη = e0,25ξ−0,5ηU(ξ, η).

♦ Зауваження 1.1. У формулах (1.5) часто замiнюють U(ξ, η) на u(ξ, η). Однак при
цьому uξ i uη у правiй частинi (1.5) слiд розумiти як похiднi вздовж лiнiй η = const i
ξ = const вiдповiдно:

uξ =
d

dξ
(u|η=const) , uη =

d

dη
(u|ξ=const) ,

тобто як Uξ i Uη, а не як частиннi похiднi по ξ або η вiд функцiї u(x, y), оскiльки вирази
uξ та uη не мають змiсту, поки не вибрано iншу координату ξ або η.
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1.4 Класифiкацiя та зведення до канонiчного вигляду квазi-
лiнiйних ДРЧП другого порядку з багатьма незалежними
змiнними

Розглянемо квазiлiнiйне ДРЧП другого порядку

m∑
i=1

m∑
j=1

aij(x)uxi,xj = f(x, u, ux1, . . . , uxm), (1.36)

де x = (x1, x2, . . . , xm).
Вважаємо aij = aji.
Введемо новi незалежнi змiннi ξk за формулами

ξk = φk(x), k = 1,m.

Вважаємо, що функцiї φk(x) є двiчi неперервно диференцiйовними й не-
залежними в розглядуванiй областi. Маємо

uxi =
m∑
k=1

Uξkφkxi , uxixj =
m∑
k=1

m∑
l=1

Uξkξlφkxi · φlxj +
m∑
k=1

Uξkφkxixj

Позначимо αik = φkxi . Тодi, пiдставивши знайденi похiднi в рiвняння
(1.36), дiстанемо

m∑
k=1

m∑
l=1

aklUξkξl = F (ξ, U, Uξ1, . . . , Uξm), (1.37)

де

akl =
m∑
i=1

m∑
j=1

aijαikαjl; ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm).

Розглянемо квадратичну форму

m∑
k=1

m∑
l=1

a0
ijyiyj, (1.38)

коефiцiєнти якої збiгаються з коефiцiєнтами рiвняння (1.36) в деякiй точцi
M(x0), x0 = (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m).

Введемо новi змiннi η1, . . . , ηm за допомогою неособливого лiнiйного пере-
творення

yi =
m∑
k=1

α0
ikηk. (1.39)
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Тодi для квадратичної форми дiстанемо
m∑
k=1

m∑
l=1

a0
klηkηl,

де

a0
kl =

m∑
k=1

m∑
l=1

a0
ijα

0
ikα

0
jl.

Отже, коефiцiєнти головної частини рiвняння (1.36) змiнюються анало-
гiчно коефiцiєнтам квадратичної форми за лiнiйним перетворенням (1.39).

Вiдповiдним вибором коефiцiєнтiв α0
ik в (1.39) квадратичну форму (1.38)

можна звести до канонiчного вигляду
m∑
k=1

λkη
2
k,

де λk дорiвнюють ±1 або нулю, тобто

a0
kl =

{
0, k 6= l,
λk, k = l.

Отже, якщо новi незалежнi змiннi ξk вибрати таким чином, щоб у точцi

M(x0) коефiцiєнти aik = a0
ik

(
наприклад, ξk =

m∑
i=1

α0
ikxi

)
, то рiвняння (1.36)

в точцi M(x0) зводиться до вигляду

m∑
k=1

λkUξkξk(ξ) = F (ξ, U, Uξ1, . . . , Uξm). (1.40)

Згiдно iз законом iнерцiї для квадратичних форм число додатних, нульо-
вих i вiд’ємних коефiцiєнтiв λk iнврiантне щодо неособливого лiнiйного пере-
творення, яке зводить квадратичну форму до канонiчного вигляду. У зв’язку
з цим рiвняння (1.36) в точцi M(x0) називають рiвнянням:

• елiптичного типу, якщо в (1.40) λk = 1 для всiх k = 1,m;

• параболiчного типу, якщо хоча б один iз коефiцiєнтiв λk в (1.40) дорiвнює
нулю;

• гiперболiчного типу, якщо всi коефiцiєнти λk ненульовi, але серед них є
один коефiцiєнт iз знаком, протилежним знакам iнших коефiцiєнтiв рiв-
няння (1.40);

• ультрагiперболiчного типу, якщо в (1.40) усi коефiцiєнти ненульовi, але
r > 1 коефiцiєнтiв є додатнiми, а m− r — вiд’ємними.
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Зауважимо, що при m ≥ 3 рiвняння (1.36) можна звести до канонiчного
вигляду тiльки в заданiй точцi. Справдi, для зведення рiвняння (1.36) до ка-
нонiчного вигляду в деякiй областi необхiдно функцiї φk(x) вибрати таким
чином, щоб виконувались умови akl = 0 при k 6= l. Кiлькiсть цих умов до-
рiвнює m(m − 1)/2, що бiльше за число m функцiй φk(x), якi вибираються.
При m = 3 недiагональнi елементи ми могли б перетворити в нуль, але тодi
дiагональнi елементи могли б бути рiзними, а akk мають дорiвнювати λk.
♦ Зауваження 1.2. Якщо рiвняння (1.36) є лiнiйним зi сталими коефiцiєнтами, то воно
зводиться до канонiчної форми в усiй областi визначення й має вигляд

m∑
k=1

(λkUξkξk + bkUξk) + cU = F1(ξ). (1.41)

Нехай усi λk 6= 0. Тодi, ввiвши нову невiдому функцiю v(ξ) за формулою

U = v exp

(
−0, 5

m∑
k=1

λ−1
k bkξk

)
,

рiвняння (1.41) зведеться до вигляду
m∑
k=1

λkvξkξk + c1v = F1(ξ)exp

(
0, 5

m∑
k=1

λ−1
k bkξk

)
.

� П р и к л а д 1.8. Визначимо тип i зведемо до канонiчного вигляду ДРЧП

ux1x1(x1, x2, x3) + 2ux1x2 + 2ux2x2 − 2ux2x3 + 3ux3 = 0. (1.42)
Методом Лагранжа знаходимо матрицю

A =

 1 −1 −1
0 1 1
0 0 1


невиродженого перетворення, яке зводить вiдповiдну квадратичну форму

φ(x1, x2, x3) = x21 + 2x1x2 + 2x22 − 2x2x3

до канонiчного вигляду.
Тодi, поклавши Ξ = ATX, де

X =

 x1
x2
x3

 ,Ξ =

 ξ1
ξ2
ξ3

 ,

дiстанемо
Uξ1ξ1 + Uξ2ξ2 − Uξ3ξ3 + 3Uξ3 = 0.

Пiдстановка

U(ξ1, ξ2, ξ3) = v(ξ1, ξ2, ξ3)exp

(
3

2
ξ3

)
остаточно дає

vξ1ξ1 + vξ2ξ2 − vξ3ξ3 +
9

4
v = 0.

Отже, (1.42) є рiвнянням гiперболiчного типу.
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1.5 Класифiкацiя ДРЧП вищого порядку

Використовуючи позначення п. 1.1, розглянемо диференцiальне рiвняння∑
α1+α2+...+αm=n

aα1α2...αm(x)Dαu(x) =

= f(x, u, ux1, . . . , uxm, . . . , D
su(x)), (1.43)

де |s| < |α|.
За умови неперервностi коефiцiєнтiв aα1α2...αm(x) у розглядуванiй областi

D важливу роль у теорiї ДРЧП вигляду (1.43) вiдiграє форма порядку n

φ(λ1, λ2, . . . , λm) =
∑

α1+α2+...+αm=n

aα1α2...αm(x)λα1
1 λ

α2
2 . . . λαmm (1.44)

вiдносно дiйсних параметрiв λ1, λ2, . . . , λm, яку називають характеристич-
ною формою, що вiдповiдає рiвнянню (1.43).

За допомогою форми (1.44) вводиться наступна класифiкацiя ДРЧП (1.43).
Рiвняння (1.43) у точцi x0 ∈ D називається рiвнянням параболiчного ти-

пу, якщо неособливим афiнним перетворенням параметрiв
λi = λi(µ1, µ2, . . . , µm), i = 1,m характеристична форма (1.44) у точцi x0 зво-
диться до форми, яка мiстить тiльки l, 0 < l < m параметрiв µi. У цьому разi
кажуть iще, що рiвняння (1.44) у точцi x0 ∈ D параболiчно вироджується.

За вiдсутностi параболiчного виродження рiвняння (1.43) у точцi x0 ∈ D
називається елiптичним, якщо характеристичне рiвняння

φ(λ1, λ2, . . . , λm) = 0 (1.45)

не має дiйсних коренiв, крiм λ1 = λ2 = . . . = λm = 0.
Якщо ж пiсля деякого неособливого афiнного перетворення параметрiв

λ1, λ2, . . . , λm характеристичної форми (1.44) в точцi x0 ∈ D для одного з
них за довiльних значень усiх iнших дiстають рiвно n дiйсних коренiв (не
обов’язково простих) перетвореного характеристичного рiвняння (1.45), то
рiвняння (1.43) у точцi x0 називається гiперболiчним.

Рiвняння (1.43) в областi D називається параболiчним, елiптичним або
гiперболiчним, якщо воно належить вiдповiдно до одного й того типу в усiх
її точках.

� П р и к л а д 1.9. Розглянемо рiвняння малих прогинiв поперечно навантаженої плас-
тинки

Lu(x, y) ≡ ∂4u(x, y)

∂x4
+ 2

∂4u(x, y)

∂x2∂y2
+
∂4u(x, y)

∂y4
=

q

D
, (1.46)

де q — iнтенсивнiсть рiвномiрно розподiленого по поверхнi пластинки навантаження;
D — жорсткiсть пластинки при згинаннi.
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Вiдповiдна характеристична форма матиме вигляд

φ(λ1, λ2) = λ41 + 2λ21λ
2
2 + λ42 = (λ21 + λ22)

2,

а отже, рiвняння (1.46) є елiптичним у розглядуванiй областi.
У загальному випадковi рiвняння

m∑
i,k=1

∂4u

∂x2i∂x
2
k

= f(x, u(x), . . . , Dsu(xs)), |s| ≤ 3

має характеристичну форму

φ(λ1, λ2, . . . , λm) =

(
m∑
i=1

λ2i

)2

i є елiптичним в областi його задання.

Прикладом параболiчного рiвняння може бути рiвняння поперечних ко-
ливань пластинки

Lu(t, x, y) =
2hρ

D

∂2u(t, x, y)

∂t2
, (1.47)

де h, ρ — сталi. Справдi, вiдповiдне характеристичне рiвняння запишеться у
виглядi φ(λ1, λ2, λ3) = (λ2

2 +λ2
3)

2 = 0, i, отже, рiвняння (1.47) є параболiчним.
Диференцiальне рiвняння

Lu(t, x, y)− 3
∂4u(t, x, y)

∂t2∂x2
− 3

∂4u(t, x, y)

∂t2∂y2
+ 2

∂4u(t, x, y)

∂t4
= f(t, x, y)

в областi його задання є гiперболiчним, оскiльки його характеристична фор-
ма

φ(λ1, λ2, λ3) ≡ λ4
2 + λ2

2λ
2
3 + λ2

3 + λ4
3 − 3λ2

1(λ
2
2 + λ2

3) + 2λ4
1 =

= (λ2
2 + λ2

3 − λ2
1)(λ

2
2 + λ2

3 + 2λ2
1),

очевидно, задовольняє всi вiдповiднi умови.
Зазначимо, однак, що рiвняння

Lu(t, x, y)− ∂4u(t, x, y)

∂t4
= f(t, x, y) (1.48)

не належить до жодного з наведених вище типiв. Справдi, вiдповiдна харак-
теристична форма записується у виглядi

φ(λ1, λ2, λ3) = (λ2
2 + λ2

3)
2 − λ4

1

й тiльки два дiйсних коренi вiдносно λ1 за фiксованих λ2, λ3. В такому разi
казатимемо, що ДРЧП належить до промiжного типу.
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Задачi для самостiйного розв’язування

1. З’ясувати, чи є наведенi рiвностi ДРЧП та iдентифiкувати їх:

а) cos(ux + uy)− cosuxcosuy + sinuxsinuy = 0;

б) x2uxy2 − (ux)
5 − 5u = 0;

в) ∂
∂x

(xuy2x − uy) + 5uux2 = 0;

г) log|uxuy| − log|ux| − log|uy|+ 5u− 6 = 0;

д) ∂
∂x
tgu− uxsec2u− 3u+ 2 = 0;

е) cos2uxy + sin2uxy − 2u2x − 3uy + u = 0;

є) (ux)
−1uxy + sin2uxy − 2u2x − 3uy + u = 0;

ж) xuy2x − 5(ux2)
2 + xyu = ln|x|;

з) yuyeyu − ∂
∂y
eyu + 3 = 0;

и) (shx)uxy − xuyy + ux + ln(y2 + 1) = 0.

2. Визначити тип ДРЧП i звести їх до канонiчного вигляду:

а) 4y2uxx − e2xuyy + u2 = 0;

б) uxx − 2(sinx)uxy + (sin2x)uyy − (ctgx)ux = 0;

в) eyuxx + exuyy − 0, 5eyux − 0, 5exuy = 5xy;

г) uxx − 2e0,5xuxy − uy + uxcosu = 0;

д) uxx + 2(siny)uxy + (1 + sin2y)uyy − xln|y| = 0;

е) y2uxx − 4xyuxy + 4x2uyy + 3ux = 0;

є) (ctg2x)uxx − 2(ctgx)ux + uyy + (cosec2x)uy = eu;

ж) uxx − 2(cosx)uxy − (3 + sin2x)uyy − yuy = 0;

з) (1 + x2)uxx + (1 + y2)uyy + xux + yuy −
√
x2 + y2 = 0;

и) (shx)uxy − xuyy + ux + ln(y2 + 1) = 0;

i) uxx + 2uxy + uyy + 2ux + 3uy = 0;

к) 9uxx − 6uxy + uyy + 2ux − 3uy = 0;

л) uxx + 4uxy + 5uyy + ux + 2uy = 4u;

м) uxx + 6uxy − 5uy + ux − u = 0;

н) uxx + 2uxy + 2uyy − 5uy + ux = 0;

о) uxy + uyy + 3uy − 4ux = 0;

п) uxx − 2uxy + uyy − 4ux + 5uy = 0;

р) uxy + 2uxx − ux + uy + 2u = 0;

с) uxx + 2uyy − uxz + ux − uz = 0, u = u(x, y, z);

т) uzz + uxz − uyz + uy − ux = 0;

у) uyy − 3uxy + uyz − uz + uy = 0;

ф) uxx + 9uyy − 3uyz = 5ux;

х) 2uyy − uyz + uxy − 5uz = u;

ц) 2uxy + uyz − 3uy + u = 0;

ч) uxx − 2uxy + uyz + 5ux = 0.
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Роздiл 2

РIВНЯННЯ ГIПЕРБОЛIЧНОГО ТИПУ

До рiвнянь гiперболiчного типу найчастiше приводять фiзичнi задачi,
пов’язанi з процесами коливання, наприклад задача про коливання струни,
мембрани, газу, про електромагнiтнi коливання тощо. Характерною особли-
вiстю цих процесiв є скiнченна швидкiсть їх поширення.

Тема 1

ЗАДАЧI, ЯКI ПРИВОДЯТЬ ДО
РIВНЯНЬ ГIПЕРБОЛIЧНОГО ТИПУ

2.1 Коливання струни

I Означення 2.1. Струною називають тверде тiло, довжина якого знач-
но перевищує всi iншi його розмiри.

Процес коливання струни можна описати, задавши положення точок стру-
ни в рiзнi моменти часу (рис. 2.1).

Рис. 2.1:

Для визначення положення струни в момент часу t достатньо задати ком-
поненти вектора змiщення

U(t, x) = {u1(t, x), u2(t, x), u3(t, x)}.

Розглянемо простiшу задачу. Нехай:

1. Коливання вiдбуваються в однiй площинi xOy i вектор змiщення U(t, x)
перпендикулярний до осi Ox у довiльний момент часу t. Тодi процес ко-
ливання можна описати однiєю функцiєю u(t, x), яка характеризує вер-
тикальне змiщення струни.



2. Струна абсолютно гнучка (сила натягу ~T значно перевищує силу опору
струни ~R, i тому вважаємо, що |~R| ≈ 0) i пружна (пiдпорядковується
закону Гука: сила натягу прямо пропорцiйна видовженню).

3. Сили опору навколишнього середовища дорiвнюють нулю й коливання
струни малi, тобто α2(x, t) ≈ 0, де α(x, t) — гострий кут мiж дотичною
до профiлю струни в точцi x у момент часу t i вiссю Ox.

Тодi з розкладу

sinα = α− α3

3!
+ . . .

випливає, що sinα ≈ α. Iз рiвностi

1− cosα = 2sin2α

2
=
α2

2

маємо cosα = 1. Беручи до уваги, що tgα−sinα = (1−cosα)tgα = 0, дiстаємо

sinα ≈ tgα =
∂u

∂x
, tg2α =

(
∂u

∂x

)2

= 0.

Таким чином,

∪M1M2 =

x2∫
x1

√
1 +

(
∂u

∂x

)2

dx = x2 − x1,

а отже, довжина струни в процесi коливання не змiнюється. Внаслiдок при-
пущень 2) i 3) сила натягу ~T не залежить вiд часу t. Покажемо, що вона не
залежить i вiд x.

Нехай ~F (x, t) — зовнiшня сила, паралельна осi Ou, рiвномiрно розподiлена
вздовж струни й розрахована на одиницю довжини; ~I(x, t) — сила iнерцiї.

Розглянемо промiжок струни (x1, x2). На пiдставi принципу Д’Аламбера
сума проекцiй усiх сил, що дiють на промiжок струни (x1, x2), на вiдповiдну
вiсь координат дорiвнює нулю. Маємо

ПрOx ~F = ПрOx~I = 0,

ПрOx ~T (x1) = −T (x1)cosα(x1, t) ≈ −T (x1),

ПрOx ~T (x2) = T (x2)cosα(x2, t) ≈ T (x2).

Отже,
T (x2)− T (x1) = 0⇒ T (x2) = T (x1).

Через довiльнiсть точок x1 i x2 з останньої рiвностi випливає, що
T (x) = T = const.
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Аби вивести рiвняння, яке описує процес коливання струни, знайдемо су-
му проекцiй усiх сил, що дiють на промiжку (x1, x2), на вiсь Ou.
Маємо

x2∫
x1

F (x, t)dt =

x2∫
x1

ρ(x)
∂2u

∂t2
dx− Tsinα(x1) + Tsinα(x2) = 0,

де ρ(x) — лiнiйна густина струни. Оскiльки

T [sinα(x2)− sinα(x1)] = T

[
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=x2

− ∂u

∂x

∣∣∣∣
x=x1

]
= T

x2∫
x1

∂2u

∂x2
dx,

то
x2∫
x1

[
F (x, t)− ρ∂

2u

∂t2
+ T

∂2u

∂x2

]
dx = 0.

З огляду на довiльнiсть меж iнтегрування x1 i x2 з останньої рiвностi дiстаємо

∂2u

∂t2
= a2∂

2u

∂x2
+ f(t, x), (2.1)

де a2 = T
ρ ; f(t, x) = F (t,x)

ρ — iнтенсивнiсть зовнiшньої сили (щiльнiсть сили,
вiднесена до одиницi маси).

Якщо струна однорiдна, то ρ є сталою, а отже, a2 = const.
Рiвняння (2.1) називається рiвнянням коливання струни.
Якщо зовнiшньої сили немає (~F (t, x) ≡ 0), то приходимо до рiвняння

вiльних коливань струни
utt = a2uxx. (2.2)

♦ Зауваження 2.1. Якщо промiжок струни M1M2 розташований, як на рис. 2.2, то
сума проекцiй ~T1 i ~T2 на вiсь Ou дорiвнюватиме −T (sinα1 + sinα2).

Рис. 2.2:

Але маємо −sinα2 = tg(180◦ − α2) = ∂u
∂x

∣∣
x=x2

, а отже,

−T (sinα1 + sinα2) = T

(
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=x2

− ∂u

∂x

∣∣∣∣
x=x1

)
.
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♦ Зауваження 2.2. Якщо струна коливається в середовищi з опором, пропорцiйним
швидкостi, то її рiвняння запишеться у виглядi

utt = a2uxx − hut + f(x, t), h = const.

2.2 Хвильовi процеси в дво– й тривимiрному середовищах

� Рiвняння коливання мембрани.

I Означення 2.2. Мембраною називають пружну натягнуту плiвку,
яка вiльно прогинається.

Нехай у станi спокою мембрана займає деяку область D у площинi xOy,
а пiсля виведення якимось чином зi стану спокою починає коливатися так,
що всi її точки рухаються перпендикулярно до площини xOy (поперечнi ко-
ливання мембрани).

Позначивши через u(t, x, y) положення точки мембрани (x, y) у момент
часу t, через F (x, y, t) — рiвномiрно розподiлену зовнiшню силу, розраховану
на одиницю площини, й розглядаючи надалi тiльки малi коливання мембрани
(квадратами u, ux, uy та їх добутками нехтуємо), можна показати, що дифе-
ренцiальне рiвняння таких поперечних коливань мембрани набере вигляду

utt = a2(uxx + uyy) +
F (x, y, t)

ρ
. (2.3)

Якщо мембрана однорiдна (ρ = const), то a = const.
У випадку вiльних коливань (F (x, y, t) ≡ 0) рiвняння мембрани є одно-

рiдним:
utt = a2(uxx + uyy). (2.4)

Вираз �u = uxx + uyy − 1
a2utt називається оператором Лоренца.

Використовуючи його, рiвняння (2.4) запишемо у виглядi

�u+
F (x, y, t)

a2ρ
= 0.

� Рiвняння гiдродинамiки й поширення звукових хвиль. У гiдроди-
намiцi рiдину або газ розглядають як суцiльне середовище. Це означає, що
довiльний малий елемент об’єму рiдини або газу вважається настiльки ве-
ликим, що мiстить дуже багато молекул. Якщо, наприклад, дослiджується
перемiщення деякої частинки рiдини, то при цьому йдеться про перемiщення
не окремої молекули, а цiлого елемента об’єму, котрий мiстить багато моле-
кул, але розглядається в гiдродинамiцi як точка.

Припустимо, що однорiдна маса газу (або рiдини) мiститься всерединi
твердої посудини, яка рухається заданим чином у просторi. Нехай у початко-
вий момент часу частинкам рiдини надано деякий рух такий, що за подальшо-
го руху рiдкої маси проекцiї vx, vy, vz швидкостi кожної її точки на прямокутнi
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осi координат x, y, z є частинними похiдними за вiдповiдними координатами
деякої функцiї u(t, x, y, z), тобто рiдина дiстає рух iз потенцiалом швидкостей
u(t, x, y, z).

У гiдродинамiцi виводиться так зване рiвняння газу (або рiдини), акусти-
ки:

utt = a2(uxx + uyy + uzz), (2.5)

де a2 — деяка стала, що залежить вiд фiзичних властивостей даного газу
(рiдини).

Зазначимо, що за вiдомого потенцiалу швидкостей процес руху газу (рi-
дини) повнiстю визначений. Справдi, процес руху газу (рiдини) вважається
визначеним, якщо вiдомi вектор швидкостi ~v у кожнiй точцi (x, y, z) у момент
часу t, густина ρ(x, y, z, t) i тиск p(x, y, z, t). Але

~v = −gradu, ρ− ρ0

ρ0
=

1

a2
ut, p = p0 + ρ0 + ρ0ut,

де ρ0 i p0 — початковi густина й тиск вiдповiдно.

� Задачi теорiї свiтла, електрики й магнетизму. Введемо позначення:
c — швидкiсть свiтла; ε — дiелектрична стала; λ — коефiцiєнт електропровiд-
ностi; µ — коефiцiєнт електричної проникностi.

Закон поширення електричних хвиль у заданому середовищi за теорiєю
Герца–Максвелла характеризується вектором u(t, x, y, z) електричних сил,
який має задовольняти наступне ДРЧП:

c2(uxx + uyy + uzz) = εµutt + 4πλµut. (2.6)

Поклавши c2

εµ = a2, 4πλ
ε = −b, дiстанемо

utt = a2(uxx + uyy + uzz) + but. (2.7)

Якщо середовище, в якому вiдбувається процес, є вiльним ефiром, то
ε = 1, µ = 1, λ = 0, i ми приходимо до рiвняння (2.5).

Зазначимо, що величина 4πλµut характеризує втрату електричних сил iз
плином часу, або так звану абсорбцiю.

Рiвняння (2.1)–(2.6) називаються хвильовими. Застосувавши оператор
Лапласа

∆ =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+ · · ·+ ∂2

∂x2
n

,

хвильовi рiвняння можна записати у виглядi

utt(t, x) = a2∆u(t, x) + f(t, x), x = (x1, x2, . . . , xn). (2.8)

Введемо новi незалежнi змiннi

τ = at, xi = xi, i = 1, n. (2.9)
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Пiдстановка (2.9) є неособливою, оскiльки∣∣∣∣∣∣∣∣
a, 0, . . . , 0
0, 1, 0, . . . , 0
. . . . . . . . . . . .
0, 0, . . . , 0, 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

Маємо utt = a2uττ , тому рiвняння (2.8) запишеться у виглядi

uττ(τ, x) = ∆u(τ, x) +
1

a2
f̃(τ, x),

тобто хвильовi рiвняння належать до гiперболiчного типу.
Iз наведених прикладiв випливає, що рiвняння гiперболiчного типу опису-

ють хвильовi процеси, проте не всякi (скажiмо, до виняткiв належить процес
поперечних коливань стержня).

Оскiльки взагалi ДРЧП мають нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв, то для
однозначної характеристики того чи iншого хвильового процесу потрiбно до
рiвняння приєднати деякi додатковi умови, якi накладаються на невiдому
функцiю та її похiднi, тобто треба скласти математичну модель, яка одно-
значно описувала б вiдповiдне явище природи.

Тема 2

ХВИЛЬОВI ПРОЦЕСИ
В НЕОБМЕЖЕНИХ ОБЛАСТЯХ

2.3 Вiльнi коливання нескiнченної струни.
Метод характеристик (метод поширення хвиль)

Нехай розмiри розглядуваної областi значно перевищують масштаби до-
слiджуваного явища. Тодi кажуть, що вiдповiдне явище вiдбувається в не-
обмеженiй областi. Приклад такої ситуацiї — коливання деякого промiжку
досить довгої струни, який знаходиться на достатньо великiй вiдстанi вiд її
кiнцiв, за невеликий iнтервал часу. Очевидно, що в цьому разi умови на кiн-
цях струни не впливають на перебiг хвильового процесу, й вiн залежить вiд
початкового стану та початкових швидкостей.

Отже, приходимо до математичної задачi: в областi

B = {(t, x)|t > 0, x ∈ En}

знайти розв’язок рiвняння

utt(t, x) = a2∆u(t, x) + f(t, x), (2.10)
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який задовольняє умови

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x), x ∈ En, (2.11)

де f(t, x), ϕ(x), ψ(x) — заданi функцiї.
Умови (2.11) називаються початковими, а задача (2.10), (2.11) — задачею

Кошi.
Покажемо, що задача Кошi (2.10), (2.11) є математичною моделлю хви-

льового процесу в необмеженiй областi. Для цього доведемо:

• iснування та єдинiсть розв’язку задачi Кошi;

• його неперервну залежнiсть вiд вихiдних даних (початкових умов ϕ(x),
ψ(x) та правої частини f(t, x) рiвняння (2.10)), тобто, якщо u1(t, x), u2(t, x)
є розв’язками задач{

u1tt(t, x) = a2∆u1(t, x) + f1(t, x), (t, x) ∈ B,
u1(0, x) = ϕ1(x), u1t(0, x) = ψ1(x), x ∈ En;{
u2tt(t, x) = a2∆u2(t, x) + f2(t, x), (t, x) ∈ B,
u2(0, x) = ϕ2(x), u2t(0, x) = ψ2(x), x ∈ En;

вiдповiдно, то ∀ε > 0 i t1 > 0 ∃δ = δ(ε, t1) > 0 i цiлочисловий вектор
α = (α1, α2, . . . , αn), що з умов

|Dk[ϕ1(x)− ϕ2(x)]| < δ, |Dk[ψ1(x)− ψ2(x)]| < δ, x ∈ En,

k = (k1, k2, . . . , kn), ki = 0, αi, i = 1, n;

|f1(t, x)− f2(t, x)| < δ, (t, x) ∈ B1 = {(t, x)|0 ≤ t ≤ t1, x ∈ En}
випливає справедливiсть в областi B1 нерiвностi

|u1(t, x)− u2(t, x)| < ε, (t, x) ∈ B1.

I Означення 2.3. Якщо задача Кошi (2.10), (2.11) в областi B має єдиний
розв’язок, який неперервно залежить вiд вихiдних даних, то її називають
коректно поставленою.

Розглянемо задачу: в областi

B = {(t, x)| t ∈ (0,+∞), x ∈ (−∞,+∞)}

знайти розв’язок диференцiального рiвняння

utt(t, x) = a2uxx(t, x), (2.12)
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який задовольняє початковi умови

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x), x ∈ (−∞,+∞), (2.13)

де ϕ(x) — задана функцiя класу C2(−∞,+∞), ψ(x) ∈ C1(−∞,+∞).
Для розв’язання задачi (2.12), (2.13) зведемо рiвняння (2.12) до канонiч-

ного вигляду. Маємо

dx2 − a2dt2 = 0⇔ (dx− adt)(dx+ adt) = 0,

тобто
dx− adt = 0, dx+ adt = 0,

Iнтегруючи останнi рiвняння, дiстаємо

C1 = x− at, C2 = x+ at.

Вводимо новi незалежнi змiннi:

ξ = x+ at, η = x− at,
ux = Uξ + Uη, uxx = Uξξ + 2Uξη + Uηη,

ut = aUξ − aUη, utt = a2Uξξ − 2a2Uξη + a2Uηη.
(2.14)

Пiдставивши знайденi похiднi в рiвняння (2.12) i звiвши подiбнi члени,
матимемо

Uξη = 0. (2.15)

Припустивши, що шуканий розв’язок iснує, й пiдставивши його в рiвняння
(2.12), дiстанемо тотожнiсть. Але тодi й канонiчна форма (2.15) буде тотож-
нiстю. Iнтегруючи (2.15) за ξ, дiстанемо

∂

∂ξ

(
∂U

∂η

)
= 0⇒ ∂U

∂η
= f(η),

де f(η) — довiльна функцiя. Iнтегруючи останню тотожнiсть за η, матимемо

U(ξ, η) =

∫
f(η)dη + f1(ξ) = f1(ξ) + f2(η).

Повертаючися до старих незалежних змiнних, згiдно з (2.14) дiстанемо

U(t, x) = f1(x+ at) + f2(x− at), (2.16)

де f1(ξ) i f2(ξ) — довiльнi функцiї.
Таким чином, якщо розв’язок рiвняння (2.12) iснує, то вiн має вигляд

(2.16).
З iншого боку, якщо функцiї f1(x + at), f2(x − at) неперервнi разом iз

похiдними до другого порядку включно в розглядуванiй областi, то вони є
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розв’язками рiвняння (2.12), а отже, формула (2.16) дає загальний розв’язок
цього рiвняння.

Загальний розв’язок рiвняння вiльних коливань струни вперше дiстав
Ж. Л. Д’Аламбер у 1747 р.

Визначимо функцiї f1(x + at) i f2(x − at) таким чином, щоб розв’язок
(2.16) задовольняв початковi умови (2.13). В силу останнiх, маємо{

u(0, x) = f1(x) + f2(x) = ϕ(x),
ut(0, x) = a[f ′1(x)− f ′2(x)] = ψ(x),

або, зiнтегрувавши друге рiвняння, дiстанемо
f1(x) + f2(x) = ϕ(x),

f1(x)− f2(x) = 1
a

x∫
x0

ψ(z)dz + C,

де x0 — фiксована точка, тобто

f1(x) =
1

2a

x∫
x0

ψ(z)dz +
1

2
ϕ(x) +

1

2
C,

f2(x) =
1

2
ϕ(x)− 1

2a

x∫
x0

ψ(z)dz − 1

2
C.

Пiдставивши знайденi функцiї в (2.16), приходимо до формули Д’Алам-
бера

u(t, x) =
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(z)dz, (2.17)

яку в 1748 р. дiстав Л. Ейлер.
Покажемо: якщо ϕ(x) ∈ C2(−∞,+∞), ψ(x) ∈ C1(−∞,+∞), то форму-

ла Д’Аламбера (2.17) є розв’язком задачi Кошi (2.12), (2.13), i цим самим
доведемо його iснування.

Маємо

ut =
a

2
[ϕξ(x+ at)− ϕη(x− at)] +

1

2
[ψ(x+ at) + ψ(x− at)],

utt =
a2

2
[ϕξξ(x+ at) + ϕηη(x− at)] +

a

2
[ψξ(x+ at)− ψη(x− at)],

ux =
1

2
[ϕξ(x+ at) + ϕη(x− at)] +

1

2a
[ψ(x+ at)− ψ(x− at)],

uxx =
1

2
[ϕξξ(x+ at) + ϕηη(x− at)] +

1

2a
[ψξ(x+ at)− ψη(x− at)].
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Пiдставивши знайденi похiднi в рiвняння (2.12), дiстанемо

utt ≡ a2uxx,

а пiдставлення функцiї (2.17) у початковi умови (2.13) дає

u(0, x) =
1

2
[ϕ(x) + ϕ(x)] +

1

2a

x∫
x

ψ(z)dz ≡ ϕ(x),

ut(0, x) =
a

2
[ϕ′(x)− ϕ′(x)] +

1

2
[ψ(x)− ψ(x)] ≡ ψ(x),

тобто (2.17) є розв’язком задачi Кошi (2.12), (2.13). Iз побудови розв’язку
(2.17) випливає, що вiн єдиний.

Теорема 2.1. (про неперервну залежнiсть розв’язку задачi Кошi
вiд початкових даних).

Нехай u1(t, x) i u2(t, x) є розв’язками задач Кошi:

u1tt = a2u1xx, u2tt = a2u2xx, t > 0,−∞ < x < +∞,

u1(0, x) = ϕ1(x), u2(0, x) = ϕ2(x),−∞ < x < +∞,

u1t(0, x) = ψ1(x), u2t(0, x) = ψ2(x),

а ϕ1(x), ϕ2(x) ∈ C2(−∞,+∞), ψ1(x), ψ2(x) ∈ C1(−∞,+∞). Тодi ∀ε > 0 i
t1 > 0, ∃δ > 0, δ = δ(ε, t1), що як тiльки |ϕ1(x) − ϕ2(x)| < δ,
|ψ1(x)− ψ2(x)| < δ при x ∈ (−∞,+∞), то справедлива нерiвнiсть

|u1(t, x)− u2(t, x)| < ε,

−∞ < x < +∞, t ≤ t1.

Доведення. Використовуючи формулу Д’Аламбера (2.17) для розв’язкiв
u1(t, x) i u2(t, x), дiстаємо

u1(t, x)− u2(t, x) =
1

2
[ϕ1(x− at)− ϕ2(x− at)]+

+
1

2
[ϕ1(x+ at)− ϕ2(x+ at)] +

1

2a

x+at∫
x−at

[ψ1(z)− ψ2(z)]dz.

Тодi

|u1(t, x)− u2(t, x)| ≤ 1

2
|ϕ1(x− at)− ϕ2(x− at)|+
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+
1

2
|ϕ1(x+ at)− ϕ2(x+ at)|+ 1

2a

x+at∫
x−at

|ψ1(z)− ψ2(z)|dz <

<
1

2
δ +

1

2
δ +

1

2a

x+at∫
x−at

δdz ≤ δ(1 + t1).

Якщо взяти δ = ε/(1 + t1), то нерiвнiсть

|u1(t, x)− u2(t, x)| < ε

виконуватиметься для всiх −∞ < x < +∞, t ≤ t1.
Теорему доведено.
На практицi початковi значення дiстають iз дослiду внаслiдок вимiрю-

вань,i, природньо, що вони неточнi. Доведена теорема стверджує, що невели-
кi похибки в початкових умовах задачi Кошi зумовлюють незначнi змiни в її
розв’язку.

Доведена теорема вказує також на один iз шляхiв побудови розв’язку
задачi Кошi, коли початковi функцiї ϕ(x) i ψ(x) не задовольняють умови
ϕ(x) ∈ C2(−∞,+∞), ψ(x) ∈ C1(−∞,+∞).

Справдi, нехай потрiбно знайти розв’язок задачi Кошi (2.12), (2.13), де
функцiї ϕ(x) i ψ(x) ненульовi тiльки на скiнченних вiдрiзках, неперервнi
при x ∈ (−∞,+∞), а функцiя ϕ(x) має похiдну першого порядку. Цi функ-
цiї можна рiвномiрно апроксимувати диференцiйовними функцiями ϕn(x) i
ψn(x) так, що

ϕn(x)
E

=⇒
n→∞

ϕ(x), ψn(x)
E

=⇒
n→∞

ψ(x),

причому ϕn(x) ∈ C2(−∞,+∞), ψn(x) ∈ C1(−∞,+∞).
Якщо за початковi умови в задачi Кошi взяти функцiї ϕn(x) i ψn(x), то

вони визначатимуть єдиний розв’язок un(t, x), який дається формулою
Д’Аламбера.

Оцiнимо рiзницю розв’язкiв un+k(t, x) − un(t, x). Унаслiдок рiвномiрної
збiжностi послiдовностей {ϕn(x)} i {ψn(x)} ∀ε > 0 i t1 > 0 ∃N , ∀n > N i
додатних k виконуються нерiвностi

|ϕn(x)− ϕn+k(x)| < ε

1 + t1
, |ψn(x)− ψn+k(x)| < ε

1 + t1

для всiх x ∈ (−∞,+∞). Згiдно з доведеною теоремою для всiх t ≤ t1 i
x ∈ (−∞,+∞) також виконуватимуться нерiвностi

|un+k(t, x)− un(t, x)| < ε

для довiльних n > N i цiлих додатних k. Але це означає, що послiдовнiсть
розв’язкiв {un(t, x)} рiвномiрно збiгається до деякої функцiї u(t, x) при t ≤ t1
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i x ∈ (−∞,+∞) . Ця функцiя називається узагальненим розв’язком задачi
Кошi (2.12), (2.13). При цьому

u(t, x) = lim
n→∞

un(t, x) =
1

2
lim
n→∞

[ϕn(x− at) + ϕn(x+ at)]+

+
1

2a
lim
n→∞

x+at∫
x−at

ψn(z)dz =
1

2
[ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)] +

1

2a

x+at∫
x−at

ψn(z)dz.

Очевидно, в цьому випадковi u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x), а отже, й
узагальнений розв’язок задачi Кошi дається формулою Д’Аламбера.

Зауважимо, що розглянуту задачу можна розв’язати й iнакше, скористав-
шись узагальненими функцiями та їх згортками. Але ми на цьому не зупи-
нятимемося. Надалi для нас важливо буде не те, який iз розв’язкiв дається
формулою Д’Аламбера, а те, що малi вiдхилення в початкових умовах спри-
чиняють малi вiдхилення добутого розв’язку вiд iстинного.

Розглянемо фiзичну iнтерпретацiю розв’язку задачi Кошi. Спочатку да-
мо фiзичну iнтерпретацiю загального розв’язку рiвняння вiльних коливань
струни (рис. 2.3).

Рис. 2.3:

Для цього розглянемо розв’язок рiвняння (2.12) вигляду u = f2(x − at).
Нехай x0 — деяка точка. Припустимо, що з цiєї точки в додатному напря-
мi осi Ox у момент часу t = 0 починає рухатися спостерiгач зi швидкiстю
a. В момент часу t = t1 вiн перебуватиме в точцi x1 = x0 + at1. Вiдхилен-
ня, яке спостерiгач зафiксує в точцi x1 у момент часу t = t1, становитиме
u = f2(x1 − at1) = f2(x0).

Таким чином, спостерiгач у довiльний момент часу бачитиме в точцi, де
вiн знаходитиметься, одне й те саме вiдхилення, що дорiвнює f2(x0). Отже,
початковий профiль u(x, 0) = f2(x) рухатиметься зi швидкiстю a в додатному
напрямi осi Ox як жорстка система, не змiнюючи форми. Внаслiдок цього
розв’язок u = f2(x− at) називають прямою бiжучою хвилею.

Аналогiчно можна iнтерпретувати розв’язок u = f1(x + at). Вiн назива-
ється зворотною бiжучою хвилею. При цьому профiль струни рухається як
жорстка система у вiд’ємному напрямi осi Ox зi швидкiстю a.
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Таким чином, загальний розв’язок (2.16) рiвняння (2.12) представляється
у виглядi суперпозицiї (накладання) прямої та зворотної бiжучих хвиль, а
тому метод його вiдшукання iнодi називаються методом поширення хвиль.

Виводячи рiвняння (2.12), ми поклали a =
√
T/ρ. Але a є швидкiстю по-

ширення хвиль по струнi. Внаслiдок цього можемо зробити висновок: швид-
кiсть поширення хвиль по струнi обернено пропорцiйна квадратному кореню
вiд густини й прямо пропорцiйна квадратному кореню вiд натягу струни.

Перейдемо до фiзичної iнтерпретацiї формули Д’Аламбера (2.17) й окремо
розглянемо випадки, коли початковi вiдхилення дорiвнюють нулю (ϕ(x) ≡ 0)
i коли початковi швидкостi дорiвнюють нулю (ψ(x) ≡ 0). Загальний випадок
буде суперпозицiєю обох випадкiв.

�Поширення хвиль вiдхилення. Нехай початковi швидкостi дорiвнюють
нулю. Тодi з (2.17) дiстанемо

u(t, x) =
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

2
. (2.18)

Функцiя ϕ(x) вiдома, а отже, можемо обчислити положення струни в до-
вiльний момент часу t.

Згiдно зi сказаним вище, коливання u(t, x) складаються з прямої 1
2ϕ(x−at)

i зворотної 1
2ϕ(x + at) хвиль, якi поширюються вiдповiдно вправо й улiво зi

швидкiстю a, а в початковий момент часу t = 0 профiлi обох хвиль збiгають-
ся.

Припустимо, що початковi вiдхилення точок струни вiдмiннi вiд нуля тiль-
ки на промiжку (−l, l), а поза промiжком рiвнi нулю. Для геометричної iлюст-
рацiї наступних наших мiркувань вважатимемо, що в початковий момент ча-
су струна мала вигляд

u(0, x) = ϕ (x) =


0 приx < −l,
h
(
1 + x

l

)
при − l ≤ x ≤ 0,

h
(
1− x

l

)
при 0 < x < l,

0 приx ≥ l.

Зобразимо графiчно профiлi струни в рiзнi моменти часу (рис.2.4, 2.5).
Бачимо: якщо точка струни x знаходиться правiше промiжку

(−l, l), (x > l), то при t < x−l
a вона перебуває в станi спокою (u(t, x) = 0), тоб-

то до точки x хвиля ще не дiйшла. З моменту часу t1 = x−l
a точка x струни

почне коливатися (момент проходження переднього фронту прямої хвилi).
Як тiльки хвиля пройде через розглядувану точку, починаючи з моменту
t2 = x+l

a , ця точка знову перебуватиме в станi спокою (t2 – момент прохо-
дження заднього фронту прямої хвилi). Таким чином, точка x бере участь у
хвильовому процесi при x−l

a < t < x+l
a ⇒ −l < x − at < l. Аналогiчнi мiрку-

вання приводять нас до висновку: якщо точка знаходиться лiвiше промiжку
(−l, l) (x < −l), то вона коливається при −l < x+ at < l.
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Рис. 2.4:

Рис. 2.5:

Нехай 0 < x < l. Тодi через точку проходить як пряма, так i зворотна
хвиля. Переднiй фронт обох хвиль розташований перед точкою. Заднiй фронт
зворотної хвилi пройде через точку в момент t1 = l−x

a , а заднiй фронт прямої
хвилi — в момент t2 = l+x

a . При t > t2 точка струни буде знаходитися в
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станi спокою, тобто лежатиме на осi Ox. Аналогiчно, якщо 0 > x > −l, то
коливання закiнчаться при t = l−x

a , тобто коли через точку пройде заднiй
фронт зворотної хвилi.

Отже, в кожнiй точцi струни пiсля проходження обох хвиль настає спокiй.
Наочне зображення описаного процесу можна дiстати, ввiвши фазову (вiд

грец. ϕασιζ — поява — величина, що характеризує стан коливального про-
цесу в якийсь момент) площину xOt (рис.2.6). Кожна точка M (x, t) фазової
площини (при t ≥ 0) вiдповiдає точцi струни з абсцисою x у момент ча-
су t. В окремому випадковi точки осi абсцис (t = 0) вiдповiдають точкам
струни в початковий момент часу. Точкам на прямiй t = t0 вiдповiдає поло-
ження точок струни у фiксований момент часу t = t0, а точкам на прямiй
x = x0−положення фiксованої точки x0 у рiзнi моменти часу.

Рис. 2.6:

Побудуємо на фазовiй площинi характеристики x−at = ±l, x+at = ±l
при t ≥ 0. При цьому пiвплощина t ≥ 0 розбивається на шiсть частин. Ко-
ливання проходять тiльки в тих точках i в тi моменти часу, якi вiдповiдають
зонам I, II, III. В зонi II дiє тiльки пряма хвиля, в зонi III — тiльки зворотна,
а в зонi I — i пряма i зворотна хвилi. В точках, якi вiдповiдають зонам IV i V,
коливання ще не вiдбуваються, тому що до них ще не дiйшли переднi фрон-
ти вiдповiдно прямої та зворотної хвиль, а в точках, якi вiдповiдають зонi
VI, коливання уже немає, бо через них уже пройшли заднi фронти прямої та
зворотної хвиль.

Зафiксувавши довiльну точку x0 струни i пiднiмаючись вгору по прямiй
x = x0, легко записати вирази для функцiї u(x0, t) в довiльний момент часу t.

Нехай x0 > l. Тодi при 0 < t < x0−l
a точка фазової площини знаходиться в

зонi IV i u(x0, t) = 0. Якщо x0−l
a < t < x+l

a , то точка потрапляє в зону II (зону
дiї прямої хвилi) й

u(x0, t) =
1

2
ϕ (x0 − at).

Другий доданок 1
2ϕ (x0+at) дорiвнює нулю, оскiльки аргумент x0+at > l,

а ϕ (x) = 0 при x > l. Нарештi, при t > x0+l
a точка належить зонi VI i знову
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u(x0, t) = 0.
Легко перевiрити, що якщо точка x1 ∈ (0, l), то

u(x1, t) =


ϕ(x1−at)+ϕ(x1+at)

2 при 0 < t < l−x1
a ,

1
2ϕ (x1 − at) при l−x1

a ≤ t ≤ l+x1
a ,

0 при t > l+x1
a

Зрозумiло, що при переходi вiд одного промiжку часу t до iншого, функцiя
u(x, t) залишається неперервною.

Аналогiчно можна одержати вирази для функцiї u(x, t) при фiксованих
значеннях t. При t < l/a точка фазової площини при русi злiва направо
перетинає послiдовно зони V, III, I, II i IV, а при t > l/a замiсть I-ї зони вона
перетне VI-у.

У першому випадковi (t0 < l/a) дiстанемо

u(x, t0) =


0 при −∞ < x < −at0 − l,

1
2ϕ (x+ at0) при − at0 − l ≤ x < at0 − l,

1
2 [ϕ (x+ at0) + ϕ (x− at0)] при at0 − l ≤ x < l − at0,

1
2ϕ (x− at0) при l − at0 ≤ x < l + at0,

0 при x ≥ l + at0.

Аналогiчно можна записати вираз u(x, t1) при t1 > l/a.
На пiдставi наведених вище мiркувань, запишемо вирази для вiдхилення

u(x, t), коли початковi вiдхилення ϕ(x) заданi рис.2.4.
У зв’язку з тим, що за переходу аргументiв x + at i x − at через нуль

вирази функцiй змiнюються, проведемо на фазовiй площинi додатковi прямi
x± at = 0.

Рис. 2.7:

Iз рис.2.7 видно, що точки струни, якi лежать у промiжках(
0, 1

2l
)
,
(

1
2l, l
)
, (l,+∞) , по–рiзному переходять iз зони в зону (функцiя ϕ(x)

парна, й тому ми розглядаємо тiльки додатнi значення x):
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• x ∈
(
0, 1

2l
)

u(x, t) =


h
(
1− x

l

)
при 0 ≤ t < x

a ,
h
(
1− at

l

)
при x

a < t < l−x
a ,

h
2

(
1 + x−at

l

)
при l−x

a < t < l+x
a ,

0 при l+x
a < t < +∞

• x ∈
(

1
2l, l
)

u(x, t) =


h
(
1− x

l

)
при 0 ≤ t < l−x

a ,
h
2

(
1− x−at

l

)
при l−x

a < t < x
a ,

h
2

(
1 + x−at

l

)
при x

a < t < l+x
a ,

0 при t > l+x
a ;

• x > l

u(x, t) =


0 при 0 ≤ t < x−l

a ,
h
2

(
1− x−at

l

)
при x−l

a < t < x
a ,

h
2

(
1 + x−at

l

)
при x

a < t < l+x
a ,

0 при t > l+x
a .

Щоб визначити форму хвилi у фiксований момент часу, треба виписати
значення функцiї u(t, x) для трьох iнтервалiв часу:

(
0, l

2a

)
,
(
l

2a ,
l
a

)
,
(
l
a ,+∞

)
(x ≥ 0).

• t ∈ (0, l/2a)

u(t, x) =


h
(
1− at

l

)
при 0 ≤ x < at,

h
(
1− x

l

)
при at < x < l − at,

h
2

(
1− x−at

l

)
при l − at < x < l + at,

0 при x > l + at;

• t ∈
(

1
2a ,

1
a

)

u(t, x) =


h
(
1− at

l

)
при 0 ≤ x < l − at,

h
2

(
1 + x−at

l

)
при l − at < x < at,

h
2

(
1− x−at

l

)
при at < x < l + at,

0 при x > l + at;

• t > l/a

u(t, x) =


0 при 0 ≤ x < at− l,

h
2

(
1 + x−at

l

)
при at− l < x < at,

h
2

(
1− x−at

l

)
при at < x < l + at,

0 при x > l + at.

42



У всiх випадках функцiя u(t, x) неперервна.
Зазначимо, що форми профiлю струни, побудованi графiчно й у виглядi

останнiх аналiтичних виразiв, збiгаються.

� Поширення хвиль iмпульсу. Нехай початковi змiщення точок стру-
ни нульовi й струна коливається за рахунок початкової швидкостi. В цьому
разi кажуть, що по струнi поширюються хвилi iмпульсу. Поклавши в (2.17)
ϕ(x) = 0, дiстанемо

u(t, x) =
1

2a

x+at∫
x−at

ψ (z)dz = Φ (x+ at)− Φ (x− at), (2.19)

де Φ (x) = 1
2a

x∫
0

ψ (z)dz.

Як бачимо, й у цьому випадковi розв’язок u(t, x) складається з прямої
−Φ (x− at) i зворотної Φ (x+ at) хвиль. У початковий момент часу маємо

u(0, x) = Φ (x+ a · 0)− Φ(x− a · 0) = 0.

Для графiчного зображення хвильового процесу покладемо

ψ(x) =

 0 при −∞ < x < −l,
v0 при − l < x < l,
0 при x > l.

Функцiя Φ(x) набуватиме таких значень:

Φ(x) =
1

2a

x∫
0

v0dx =
v0x

2a
, −l ≤ x ≤ l,

Φ(x) =
1

2a

l∫
0

v0dx =
v0l

2a
, x > l,

Φ(x) =
1

2a

−l∫
0

v0dx = −v0l

2a
, x < −l.

Введемо позначення h = v0l
a i графiчно зобразимо профiль струни в рiзнi

моменти часу (рис. 2.8).
Нехай деяка точка x струни знаходиться правiше промiжку (−l, l), тобто

x > l. У початковий момент часу t = 0 промiжок iнтегрування (x−at, x+at)
вироджується в точку x, а з плином часу вiн розширюється зi швидкiстю a.
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Рис. 2.8:

При t < x−l
a вiн не матиме спiльних точок з (−l, l), функцiя ψ(x) у ньому

рiвна нулю й формула (2.19) дасть u(x, t) = 0, тобто точка x знаходиться в
станi спокою. Починаючи з моменту часу t = x−l

a , промiжок (x− at, x+ at)
налягатиме на (−l, l), в якому ψ(x) вiдмiнна вiд нуля (ψ = v0), i точка x
почне коливатись. При t > x+l

a промiжок (x − at, x + at) буде повнiстю по-
кривати iнтервал (−l, l) i iнтегрування по (x− at, x+ at) буде зводитись до
iнтегрування по (−l, l), тому що ззовнi його ψ(x) = 0. Тодi при t > x+l

a

u(x, t) =
1

2a

l∫
−l

ψ(x)dx =
lv0

a
.

Аналогiчнi мiркування можна навести i для точок, якi знаходяться злiва вiд
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промiжку (−l, l), коли x ∈ (−l, l).
Отже, з плином часу кожна точка струни пiд впливом початкових швид-

костей, якi належать промiжку (−l, l), пiднiметься на максимальну висоту h
(рис. 2.9) i далi буде весь час залишатиметься в цьому новому положеннi. Це
явище називається дифузiєю хвиль.

Представимо хiд коливання внаслiдок початкових швидкостей за допомо-
гою фазової площини (див. рис. 2.9).

Рис. 2.9:

Користуючись виразами для функцiї Φ (x), дiстаємо, що в зонах II, IV i VI
вiдхилення зворотної хвилi Φ (x+ at) дорiвнює h/2, а в точках зон III, V, VI
вiдхилення прямої хвилi −Φ (x− at) таке саме. Тому зона VI є зоною кiн-
цевого змiщення; в її точках функцiя u (t, x) = Φ (x+ at)− Φ (x− at) = h. У
зонi IV вiдхилення прямої хвилi -h2 ; ; таке саме вiдхилення в зонi V має
зворотна хвиля. Тому це зони спокою точок струни. Коли точка фазової пло-
щини переходить iз зони IV в зону VI, то в мiру проходження нею зони II
вiдхилення прямої хвилi змiнюється вiд -h2 до h

2 . З огляду на цi мiркуван-
ня, можна записати вирази для функцiї u (t, x). Наприклад, для u(t, x0), де
x0 > l, маємо

u(t, x0) =


0, 0 ≤ t < x0−l

a ,
h
2

(
1− x0−at

l

)
, x0−l

a < t < x0+l
a ,

h, t > x0+l
a .

Iз наведених вище мiркувань випливає, що задача Кошi (2.12), (2.13) є
математичною моделлю процесу коливання нескiнченої струни за тих обме-
жень, якi ми наклали на цей процес, виводячи рiвняння (2.12).

Зауважимо, що розглянутий метод характеристик може успiшно викори-
стовуватися й для знаходження розв’язку задачi Кошi для ДРЧП загальнi-
шого, нiж рiвняння коливання струни, вигляду.

� П р и к л а д 2.1. Знайти розв’язок ДРЧП

x2uxx − 2xyuxy − 3y2uyy = 0(xy 6= 0), (2.20)
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який задовольняє початковi умови

u(x, 1) = ϕ(x), uy(x, 1) = ψ(x). (2.21)

1. Знаходимо загальний розв’язок рiвняння (2.20). Для цього визначаємо його харак-
теристики i вводимо новi незалежнi змiннi:

ξ = yx−1, η = x 3
√
y .

Тодi рiвняння (2.20) зведеться до канонiчного вигляду

Uξη −
3

4η
Uξ = 0 .

Маємо
∂

∂ξ

(
Uη −

3

4η
U

)
= 0, Uη − 3

4η
U = f(η).

Добуте рiвняння є лiнiйним 1-го порядку. Iнтегруючи його, знаходимо
U(ξ, η) = e

∫
3
4η
dη
[
f1(ξ) +

∫
e−

∫
3
4η
dηf(η)dη

]
= η3/4 [f1(ξ) + f2(η)] .

Повертаючись до старих незалежних змiнних, дiстаємо загальний розв’язок рiвняння
(2.20):

u(x, y) = 4
√
x3y

[
f1(yx

−1) + f2(xy
1/3)
]
. (2.22)

2. Довiльнi функцiї f1i f2 вибираємо таким чином, щоб задовольнялися умови (2.21).
Маємо 

u(x, 1) = x3/4[f1(x
−1) + f2(x)] = ϕ(x),

uy(x, 1) = 1
4
x3/4[f1(x

−1) + f2(x)] + x
3
4

[
x−1 df1(x

−1)
d(x−1)

+ 1
3
xf ′2(x)

]
= ψ(x),

звiдки знаходимо

f2(ψ) =
3

4
x−3/4ϕ(x) +

3

4

x∫
x0

z−7/4
[
ψ(z)− 1

4
ϕ(z)

]
dz + C,

f1(x
−1) =

1

4
x−3/4ϕ(x)− 3

4

x∫
x0

z−7/4
[
ψ(z)− 1

4
ϕ(z)

]
dz − C.

Пiдставивши знайденi функцiї у (2.22), матимемо розв’язок задачi Кошi (2.20), (2.21):

u(x, y) = 3
4
ϕ(xy1/3) + 1

4
yϕ(xy−1) + 3

16
(x3y)1/4×

×
xy−1∫
xy1/3

z−7/4 [ϕ(z)− 4ψ(z)] dz.

N Вправа. В областi D зiнтегрувати диференцiальне рiвняння

a0(x, y)uxy + a1(x, y)ux + a2(x, y)uy + a3(x, y)u = f(x, y),

a0(x, y) 6= 0,

якщо виконуються наступнi умови:
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1) a0(x, y), a2(x, y) ∈ C(0,1)(D), a1(x, y), a3(x, y), f(x, y) ∈ C(D) i a0y(x, y) = a1(x, y),
a2y(x, y) = a3(x, y);

2) a0(x, y), a1(x, y) ∈ C(1,0)(D), a2(x, y), a3(x, y), f(x, y) ∈ C(D) i a0x(x, y) = a2(x, y),
a1x(x, y) = a3(x, y) ; 3) a0(x, y), a2(x, y) ∈ C(0,1)(D), a1(x, y), a3(x, y), f(x, y) ∈ C(D) i∣∣∣∣ a0 a2

a0y a2y

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ a0 a1
a2 a3

∣∣∣∣ ,
ввести нову функцiю v(x, y), поклавши

u(x, y) = exp

− x∫
x0

a2(ξ, y)

a0(ξ, y)
dξ

 v(x, y), (x0, y0) ∈ D;

4) a0(x, y), a1(x, y) ∈ C(1,0)(D), a2(x, y), a3(x, y), f(x, y) ∈ C(D), i∣∣∣∣ a0 a1
a0x a1x

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ a0 a1
a2 a3

∣∣∣∣ ,

u(x, y) = exp

− y∫
y0

a1(x, η)

a0(x, η)
dη

 v(x, y), (x0, y0) ∈ D .

2.4 Вимушенi коливання нескiнченної струни

Розглянемо задачу: дослiдити процес вимушених коливань однорiдної не-
скiнченної струни, на яку дiє рiвномiрно розподiлена зовнiшня сила iнтенсив-
нiстю f(t, x), якщо початкове вiдхилення струни становить ϕ(x), а її почат-
кова швидкiсть — ψ(x).

Математична модель задачi: в областi

B = {(t, x) | t > 0, x ∈ (−∞; +∞)}

знайти розв’язок диференцiального рiвняння

utt = a2uxx + f(t, x), (2.23)

який задовольняє початковi умови

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x), x ∈ (−∞; +∞). (2.24)

Очевидно, що розв’язок задачi Кошi (2.23), (2.24) має вигляд

u(t, x) = z(t, x) + w(t, x), (2.25)
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де z(t, x) — розв’язок однорiдного рiвняння коливання струни iз заданими
початковими умовами (2.24), а w(t, x) — розв’язок рiвняння (2.23) з однорiд-
ними початковими умовами.

Згiдно з доведеним

z(t, x) =
1

2
[ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)] +

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(z)dz. (2.26)

Покажемо, що

w(t, x) =

t∫
0

v(t− τ, x)dτ, (2.27)

де функцiя v(t− τ, x) є розв’язком задачi Кошi:

vtt(t− τ, x) = a2vxx(t− τ, x), t > τ, x ∈ (−∞; +∞), (2.28)

v(0, x) = 0, vt(0, x) = f(τ, x), x ∈ (−∞; +∞). (2.29)

Справдi, здиференцiювавши (2.27) i врахувавши умови (2.29), дiстанемо

wt(t, x) = v(0, x) +

t∫
0

vt(t− τ, x)dτ,

wtt(t, x) = f(t, x) +

t∫
0

vtt(t− τ, x)dτ,

wxx(t, x) =

t∫
0

vxx(t− τ, x)dτ.

Тодi пiдставивши (2.27) у рiвняння (2.23), матимемо

f(t, x) +

t∫
0

vtt(t− τ, x)dτ = a2

t∫
0

vxx(t− τ, x)dτ + f(t, x) ⇒

⇒
t∫

0

[
vtt − a2vxx

]
dτ ≡ 0,

а
w(0, x) = 0, wt(0, x) = 0,

тобто функцiя (2.27) є розв’язком рiвняння (2.23) i задовольняє однорiднi
початковi умови.
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Згiдно з формулою Д’Аламбера (2.17)

v(t− τ, x) =
1

2a

x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

f(τ, z)dz. (2.30)

Пiдставивши (2.30) у (2.27), а потiм (2.27) i (2.26) у (2.25), дiстанемо
розв’язок поставленої задачi Кошi (2.23), (2.24):

u(t, x) =
1

2
[ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)] +

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(z)dz+

+
1

2a

t∫
0

x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

f(τ, z)dzdτ. (2.31)

Функцiя (2.31) є розв’язком поставленої задачi Кошi, якщо

ϕ(x) ∈ C2(−∞; +∞), ψ(x) ∈ C1(−∞; +∞),

f(t, x) ∈ C(0,1)(t > 0, x ∈ (−∞; +∞)).

Принцип побудови розв’язку задачi Кошi (2.23), (2.24) називається прин-
ципом Дюгамеля. Вiн використовується також для побудови розв’язкiв задач
Кошi для хвильових рiвнянь у багатовимiрному середовищi.

2.5 Задача Кошi для хвильового рiвняння в просторi.
Формула Кiрхгофа

Позначимо

D1 = {t | t ∈ (0,+∞)} , E3 = {(x, y, z) | −∞ < x, y, z < +∞}

i розглянемо задачу Кошi: в класi функцiй C2(D), D = D1 × E3 знайти
розв’язок хвильового рiвняння

utt = uxx + uyy + uzz , (2.32)

який задовольняє початковi умови

u |t=0 = ϕ(x, y, z), ut |t=0 = ψ(x, y, z), (x, y, z) ∈ E3 . (2.33)

Надалi вважатимемо, що ϕ ∈ C3(E3), а ψ(x, y, z) ∈ C2(E3) .
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Для побудови розв’язку задачi Кошi (2.32), (2.33) зiнтегруємо спочатку
таку задачу: в областi D знайти розв’язок рiвняння (2.32), який задовольняє
умовам

u |t=0 = 0, ut |t=0 = ϕ(x, y, z), (x, y, z) ∈ E3 . (2.34)

Позначимо розв’язок задачi Кошi (2.32), (2.33) через u1(t, x, z) i покажемо,
що вiн має вигляд

u1(t, x, y, z) =
1

4π

∫∫
St(x,y,z)

ϕ(α, β, γ)

t
dσt , (2.35)

де St(x, y, z) — сфера радiусом t з центром у точцi M(x, y, z):

(α− x)2 + (β − y)2 + (γ − z)2 = t2 ,

(α, β, γ) — змiнна точка на сферi.
Покладемо у формулi (2.35)

α = x+ ξ t, β = y + η t, γ = z + ζ t .

Очевидно, новi незалежнi змiннi (ξ, η, ζ) є напрямними косинусами радiусiв
сфери St(x, y, z) . Маємо

(x+ ξ t− x)2 + (y + η t− y)2 + (z + ζ t− z)2 = t2 ⇒ ξ2 + η2 + ζ2 = 1 ,

тобто в нових незалежних змiнних сфера St(x, y, z) перейде в одиничну сферу
з центром у початку координат. Оскiльки dσt = t2dσ1 , то (2.35) запишеться
у виглядi

u1(t, x, y, z) =
t

4π

∫∫
S1

ϕ(x+ ξ t, y + η t , z + ζ t)dσ1. (2.36)

Iз (2.36) вiдразу випливає, що u1 |t=0 = 0. Здиференцiювавши (2.36) по t ,
дiстанемо

u1t
=

1

4π

∫∫
S1

ϕ(x+ ξ t, y + η t, z + ζ t)dσ1+

+
t

4π

∫∫
S1

(ϕαξ + ϕβη + ϕγζ)dσ1. (2.37)

Iз (2.37) маємо

u1t

∣∣∣∣t=0 =
ϕ(x, y, z)

4π

∫∫
S1

dσ1 = ϕ(x, y, z) ,
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тобто функцiя (2.35) задовольняє початковi умови (2.34).
Покажемо, що функцiя (2.35) задовольняє й рiвняння (2.32). Iз (2.36) ма-

ємо

u1xx
=

t

4π

∫∫
S1

ϕααdσ1, u1yy
=

t

4π

∫∫
S1

ϕββdσ1, u1zz
=

∫∫
S1

ϕγγdσ1,

отже,

u1xx
+ u1yy

+ u1zz
=

1

4π

∫∫
St(x.y.z)

1

t

[
ϕαα + ϕββ + ϕγγ

]
dσt . (2.38)

Обчислимо u1tt
(t, x, y, z) . Для цього в (2.37) перейдемо до сфери St(x, y, z)

i застосуємо до другого поверхневого iнтеграла вiдому формулу Гауса–Остро-
градського∫∫

S

(P cos nx+Q cos ny +R cos nz)dS =

∫∫∫
V

(Px +Qy +Rz)dxdydz ,

де V — об’єм, обмежений поверхнею S .
Маємо

u1t
=

1

4π t

∫∫
St(x,y,z)

ϕ(α, β, γ)

t
dσt+

+
1

4π t

∫∫
St(x,y,z)

(ϕαξ + ϕβη + ϕγζ)dσt =
1

t
u1 +

1

4πt
I(t) ,

де

I(t) =

∫∫∫
Vt(x,y,z)

[
ϕαα + ϕββ + ϕγγ

]
dα dβ dγ ,

Vt(x, y, z) — куля (α− x)2 + (β − y)2 + (γ − z)2 ≤ t2 .
Здиференцiювавши останню рiвнiсть за t , дiстанемо

u1tt
= − 1

t2
u1 +

1

t
u1t
− 1

4π t2
I(t) +

1

4π t
It(t) = − 1

t2
u1+

+
1

t

(
1

t
u1 +

1

4π t
I(t)

)
− 1

4π t2
I(t) +

1

4π t
It(t) =

1

4π t
It(t) . (2.39)

Перейдемо в iнтегралi I(t) до сферичних координат (ρ, θ, ϕ) з центром у
точцi M(x, y, z) (рис. 2.10): α− x = ρ sin θ cosϕ,

β − y = ρ sin θ sinϕ,
γ − z = ρ cos θ,
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Рис. 2.10:

 0 ≤ ρ ≤ t,
0 ≤ ϕ ≤ 2π,
0 ≤ θ ≤ π,

dα dβ dγ =
D(α, β, γ)

D(ρ, θ, ϕ)
dρ dθ dϕ = ρ2 sin θ dθ dϕ dρ .

Маємо

I(t) =

t∫
0

2π∫
0

π∫
0

∆ϕρ2 sin θ dθ dϕ dρ ,

а, отже,

It(t) =

2π∫
0

π∫
0

∆ϕ t2 sin θ dθ dϕ .

Iз курсу математичного аналiзу вiдомо: якщо x = x(u, v), y = y(u, v),
z = z(u, v) рiвняння поверхнi S в криволiнiйних координатах (u, v) ∈ K , то∫∫

S

f(x, y, z)dz =

∫∫
K

f [x(u, v), y(u, v), z(u, v)]
√
EG− F 2du dv ,

де √
EG− F 2du dv = ds;
E = x2

u + y2
u + z2

u;
G = x2

v + y2
v + z2

v ;
F = xuxv + yuyv + zuzv .

У нашому випадковi
dS = dσt = t2 sin θ dθ dϕ .

Отже,

It(t) =

∫∫
St(x,y,z)

∆ϕdσt .
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Пiдставивши It(t) у (2.39), дiстанемо

u1tt
=

1

4π t

∫∫
St(x,y,z)

∆ϕdσt .

Порiвнявши знайдену похiдну з формулою (2.38), бачимо, що функцiя
u1(t, x, y, z) є розв’язком рiвняння (2.32), а, отже, (2.35) є розв’язком задачi
Кошi (2.32), (2.33).

Нехай u2(t, x, y, z) є розв’язком рiвняння (2.32) з початковими умовами

u2

∣∣∣t=0 = 0, u2t
|t=0 = ψ(x, y, z), (x, y, z) ∈ E3 ,

тобто

u2(t, x, y, z) =
1

4π

∫∫
St(x,y,z)

ψ(α, β, γ)

t
dσt . (2.40)

Тодi функцiя
u(t, x, y, z) = u1t

(t, x, y, z) + u2(t, x, y, z) (2.41)

є розв’язком поставленої задачi Кошi (2.32), (2.33).
Справдi, u1(t, x, y, z) є розв’язком задачi (2.32), (2.34).
Тодi функцiя u1t(t, x, y, z) є також розв’язком рiвняння (2.32) i задоволь-

няє початковi умови
u1t
|t=0 = ϕ(x, y, z) ,

∂

∂ t

(
u1t

) ∣∣∣∣∣∣t=0 =
∂2u1

∂ t2
|t=0 ≡

1

4π t

2π∫
0

π∫
0

∆ϕ t2 sin θ dθ dϕ |t=0 = 0 .

Беручи до уваги останнє твердження й ураховуючи однорiднiсть рiвняння
(2.32), дiстаємо, що функцiя, визначена за формулою (2.41), справдi є розв’яз-
ком поставленої задачi (2.32), (2.33). Пiдставивши (2.40), (2.35) у (2.41), маємо

u(t, x, y, z) = 1
4π

∂
∂ t

∫∫
St(x,y,z)

ϕ(α,β,γ)
t d σt+

+ 1
4π

∫∫
St(x,y,z)

ψ(α,β,γ)
t dσt .

(2.42)

Формула (2.42) називається формулою Кiрхгофа. З неї випливає, що роз-
в’язок задачi Кошi (2.32), (2.33) повнiстю визначається значеннями ϕ(x, y, z),
∂ ϕ
∂ ν (v — зовнiшня нормаль до St(x, y, z) ) i ψ(x, y, z) на сферi St(x, y, z) . Цей
факт в теорiї звуку називається принципом Гюйгенса.
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2.6 Задача Кошi для рiвняння вiльних коливань мембрани.
Формула Пуассона

Розглянемо задачу Кошi: знайти розв’язок диференцiального рiвняння

utt = uxx + uyy (2.43)

t > 0, (x, y) ∈ E2 = {(x, y) |−∞ < x, y < +∞} ,

який задовольняє початковi умови

u(0, x, y) = ϕ(x, y) , ut(0, x, y) = ψ(x, y), (x, y) ∈ E2 . (2.44)

Вважатимемо, що ϕ(x, y) ∈ C3(E2) , а ψ(x, y) ∈ C2(E2) .
Для побудови розв’язку задачi (2.43), (2.44) застосуємо так званий метод

спуску. В п. 2.5 було показано, що формула Кiрхгофа дає розв’язок задачi
Кошi (2.32), (2.33). Але з (2.42) випливає: якщо в початкових умовах (2.33)
функцiї ϕ i ψ залежать тiльки вiд (x, y) , то й u = u(t, x, y) , тобто формула
Кiрхгофа в цьому випадку дає розв’язок задачi Кошi (2.43), (2.44).

Маємо

u(t, x, y) =
1

4π

∂

∂t

∫∫
St(x,y,z)

ϕ(α, β)

t
dσt +

1

4π

∫∫
St(x,y,z)

ψ(α, β)

t
dσt. (2.45)

В останнiй рiвностi перейдемо вiд поверхневих до подвiйних iнтегралiв. Для
цього використаємо вiдому з математичного аналiзу формулу∫∫

S

f(x, y, z)dS =

∫∫
D

f(x, y, z(x, y))
√

1 + (zx)
2 + (zy)

2dxdy ,

де z = z(x, y) — рiвняння поверхнi S; D — проекцiя поверхнi S на площину
xOy . Iз рiвняння сфери St(x, y, z) одержимо

γ = z ±
√
t2 − (α− x)2 − (β − y)2,√

1 + (γα)2 + (γβ)2 =
t√

t2 − (α− x)2 − (β − y)2
.

Оскiльки iнтегрування по верхнiй i нижнiй пiвсферах приводить до одного
й того ж самого подвiйного iнтеграла, iз (2.45) маємо

u(t, x, y) =
1

2π

∂

∂ t

∫∫
Kt(x,y)

ϕ(α, β) dα dβ√
t2 − (α− x)2 − (β − y)2

+
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+
1

2π

∫∫
Kt(x,y)

ψ(α, β)dα dβ√
t2 − (α− x)2 − (β − y)2

, (2.46)

де Kt(x, y) — круг радiусом t з центром в точцi (x, y):

(α− x)2 + (β − y)2 ≤ t2 .

Формула (2.46) називається формулою Пуассона. Iз неї бачимо, що для
визначення розв’язку u(t, x, y) у точцi (t, x, y) не достатньо знати ϕ(x, y) i
ψ(x, y) на колi (α − x)2 + (β − y)2 = t2 : потрiбнi ще початковi данi ϕ(x, y)
i ψ(x, y) у всiх точках круга Kt(x, y) . Це означає, що у випадку рiвняння
коливання мембрани принцип Гюйгенса не справджується.

Аналогiчно можна дiстати й розв’язок задачi Кошi для рiвняння коливан-
ня струни.

♦ Зауваження 2.3. Якщо у рiвняннях (2.32) i (2.43) a2 6= 1 , то формули (2.42) i (2.46)
запишуться у виглядi

u(t, x, y, z) =
1

4π a

∂

∂ t

∫∫
Sat(x,y,z)

ϕ(α, β, γ)

at
dσt+

+
1

4π a

∫∫
Sat(x,y,z)

ψ(α, β, γ)

at
dσt ,

u(t, x, y) =
1

2π a

∂

∂ t

∫∫
Kat(x,y)

ϕ(α, β)dα d β√
a2t2 − (α− x)2 − (β − y)2

+

+
1

2π a

∫∫
Kat(x,y)

ψ(α, β) dα d β√
a2t2 − (a− x)2 − (β − y)2

.

Наведемо фiзичну iнтерпретацiю формули Кiрхгофа. Для цього вважа-
тимемо, що початковi функцiї ϕ(x, y, z) i ψ(x, y, z) ненульовi тiльки в деякiй
скiнченiй областi D ∈ E3 . Розглянемо деяку точку (x0, y0, z0) ∈ E3 , яка ле-
жить поза областюD. Стан дослiджуваного фiзичного процесу в момент часу
t у точцi (x0, y0, z0) (тобто u(t, x0, y0, z0)) згiдно з формулою (2.42) визначаєть-
ся початковими даними в точках, якi належать сферi Sat(x0, y0, z0) . Отже,
функцiя u(t, x0, y0, z0) ненульова тiльки в тому разi, якщо сфера Sat(x0, y0, z0)
перетинає область початкових даних D. Таким чином u(0, x0, y0, z0) = 0, тоб-
то в початковий момент часу точка (x0, y0, z0) знаходиться в станi спокою.

Позначимо через δ1i δ2 вiдповiдно найменшу та найбiльшу вiддалi точки
(x0, y0, z0) до межi областi D. Якщо час t1 досить малий, тобто якщо t1 <

δ1
a ,

то сфера Sat1(x0, y0, z0) не перетинається з областю D. У цьому випадковi на
Sat1(x0, y0, z0) початковi функцiї дорiвнюють нулю, а отже, u(t1, x0, y0, z0) ≡ 0,

тобто розглядувана точка в момент часу t1 <
δ1
a все ще знаходиться в станi

спокою.
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Нехай тепер δ1
a ≤ t2 ≤

δ2
a . У цьому разi сфера Sat2(x0, y0, z0) перетинає

область D, а отже, поверхневi iнтеграли у формулi Кiрхгофа, взагалi кажу-
чи, ненульовi (u(t2, x0, y0, z0) 6= 0), тобто точка (x0, y0, z0) знаходиться у збу-
реному станi. Отже, момент часу t2 = δ1

a можна розглядати як момент, коли
збурення приходить у точку (x0, y0, z0). При t3 >

δ2
a область D знаходитиме-

ться у внутрiшнiй частинi сфери Sat3(x0, y0, z0), а отже, поверхневi iнтеграли
у формулi Кiрхгофа знову дорiвнюють нулю, тобто u(t3, x0, y0, z0) ≡ 0: збу-
рення пройшло точку (x0, y0, z0) i вона повертається в стан спокою.

Тепер розглянемо миттєву просторову картину збурення u(t0, x, y, z) у де-
який момент часу t0. Згiдно з попереднiми мiркуваннями в збуреному станi
в момент часу t0 перебуватимуть тi точки (x, y, z), якi знаходитимуться на
сферах Sat0(M), де M — довiльна точка областi D. Геометричне мiсце точок
(x, y, z) ∈ E3, якi перебувають у збуреному станi, позначимо через σ. Обвiднi
сiм’ї сфер Sat0(M) будуть межами областi σ. Зовнiшня обвiдна називається
переднiм фронтом хвилi, внутрiшня — заднiм (хвилею називають процес по-
ширення збурення). Очевидно, хвилi поширюються iз швидкiстю a в напрямi
нормалi до межi областi D початкового збурення . Отже, початкове збурен-
ня, локалiзоване в просторi, спричиняє в кожнiй точцi (x0, y0, z0) ∈ E3 дiю,
локалiзовану в часi.

У зв’язку з наведеними вище мiркуваннями фiзичне явище, яке опису-
ється формулою Кiрхгофа, називається процесом поширення хвиль, а сам
розв’язок — хвилею.

Аналогiчно можна переконатись, що формула Пуассона (2.46) є також
хвилею, яка рухається iз швидкiстю a, але, на вiдмiну вiд тривимiрного прос-
тору, вплив початкових збурень, локалiзованих на площинi, не локалiзований
у часi, тобто в цьому разi йдеться про явище пiслядiї.

� П р и к л а д 2.2. Визначимо, де u (t, x, y, z) ≡ 0 при t = 1, 2, 3, 4, якщо
ϕ (x, y, z) = ψ (x, y, z) ≡ 0 при r =

√
x2 + y2 + z2 > 1.

Iз формули (2.42) випливає: якщо сфера Sat (x, y, z) не перетинається з областю
ξ2 + η2 + ς2 ≤ 1, то u (t, x, y, z) ≡ 0. Ця умова еквiвалентна тому, що 1+at < r або at > 1+r
(2.11б).

Рис. 2.11:
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Отже, маємо

t = 1⇒ r > 1 + a; t = 2⇒ r > 2a+ 1; t = 3⇒ r > 3a+ 1;

t = 4⇒ r > 4a+ 1; t = 1⇒ r < a− 1, t = 2⇒ r < 2a− 1;

t = 3⇒ r < 3a− 1; t = 4⇒ r < 4a− 1 (a ≥ 1) .

Iз попереднiх нерiвностей та формули Кiрхгофа випливає, що u (t, x, y, z) має вигляд
сферичної хвилi, яка зосереджена в кульовому шарi завтовшки 2 (рис. 2.12, а–г вiдповiд-
но):

Рис. 2.12:

t = 1⇒ a− 1 < r < a+ 1; t = 2⇒ 2a− 1 < r < 2a+ 1;

t = 3⇒ 3a− 1 < r < 3a+ 1; t = 4⇒ 4a− 1 < r < 4a+ 1.

Отже, робимо висновок:

• зовнi отриманих кульових шарiв u (t, x, y, z) ≡ 0 (зрозумiло, що u (t, x, y, z) може пе-
ретворюватися в нуль i всерединi цих шарiв);

• сферичнi хвилi мають два фронти: переднiй r = at + 1 i заднiй r = at− 1, якi поши-
рюються з швидкiстю a.

� П р и к л а д 2.3. Визначимо, де u (t, x, y, z) ≡ 0 при t = 1, 2, 3, 4, 5, якщо
ϕ (x, y, z) = ψ (x, y, z) ≡ 0 при r < 2 або r > 4.

У даному випадковi u (t, x, y, z) ≡ 0 за трьох можливих положень (I, II, III) сфери
Sat (x, y, z), а саме, коли 4 + at < r, r + at < 2, 4 + r < at ( рис. 2.13).

При t = 1, a = 1 сфера Sat (x, y, z) має радiус l i для неї можливi тiльки випадки I i
II. Тому функцiя u (l, x, y, z) буде зосереджена в кульовому шарi 1 ≤ r ≤ 5 (рис.2.14).
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Рис. 2.13:

Рис. 2.14:

При t = 2 i a = 1 радiус сфери iнтегрування дорiвнює 2, а отже, можливий тiльки
випадок I, тобто хвиля займає кулю r ≤ 6 (рис. 2.15,а).

Якщо t = 3, 4 i a = 1, то можливий також тiльки випадок I, тобто хвиля займає кулi
вiдповiдно радiусiв r = 7 i r = 8 вiдповiдно. При t = 5 i a = 1 можливi випадки I i III.
Отже, функцiя u (5, x, y, z) зосереджена в шарi 1 ≤ r ≤ 9 (рис. 2.15,б).

Рис. 2.15:

Як бачимо, u (t, x, y, z) при t > 4 є сферичною хвилею, яка займає кульовий шар
товщиною 8.

N Вправа. Дано: a = 1 i ϕ (x, y) = ψ (x, y) ≡ 0 при r2 = x2 + y2 > 1. Знайти, де
u (t, x, y) ≡ 0 при t = 1, 2, 3, 4?

(В i д п о в i д ь: t = 1⇒ r > 2; t = 2⇒ r > 3; t = 3⇒ r > 4;

t = 4⇒ r > 5.)
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Повторюючи мiркування, наведенi в п. 2.4, легко показати, що розв’язок
задачi Кошi

utt = a2(uxx + uyy + uzz) + f(t, x, y, z), t > 0, (x, y, z) ∈ E3 ,

u |t=0 = ϕ(x, y, z), ut |t=0 = ψ(x, y, z), (x, y, z) ∈ E3 ,

де функцiя f(t, x, y, z) неперервна разом з частинними похiдними до другого
порядку включно; ϕ(x, y, z) ∈ C3(E3), ψ(x, y, z) ∈ C2(E3), задається форму-
лою

u(t, x, y, z) =
1

4π a

∂

∂ t

∫∫
Sat(x,y,z)

ϕ(α, β, γ)

at
dσt+

+
1

4π a

∫∫
Sat(x,y,z)

ψ(α, β, γ)

at
dσt+

+
1

4πa2

∫∫∫
Kat(x,y,z)

f(t− ρ/a, α, β, γ)

ρ
dα dβ dγ; (2.47)

Kat(x, y, z) — куля радiусом at iз центром в точцi (x, y, z);

ρ =
√

(x− α)2 + (y − β)2 + (z − γ)2 .

Зазначимо, що при iнтегруваннi в (2.47) функцiя f береться не в розгля-
дуваний момент часу t, а в момент t − ρ

a , який передує моменту t на такий
iнтервал часу, який буде потрiбний процесу, що поширюється iз швидкiстю
a, для проходження шляху вiд точки (α, β, γ) до точки (x, y, z). Тому вираз

1

4π a2

∫∫∫
Kat(x,y,z)

f(t− ρ/a, α, β, γ)

ρ
dα dβ dγ

називається загальним потенцiалом.
Аналогiчно розв’язок задачi Кошi

utt = a2(uxx + uyy) + f(x, y, z), t > 0, (x, y) ∈ E2 ,

u |t=0 = ϕ(x, y), ut |t=0 = ϕ(x, y), (x, y) ∈ E2

дається формулою

u(x, y, z) =
1

2π a

∂

∂ t

∫∫
Kat(x,y)

ϕ(α, β)dα dβ√
a2t2 − (α− x)2 − (β − y)2

+
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+
1

2π a

∫∫
Kat(x,y)

ψ(α, β)dα dβ√
a2t2 − (α− x)2 − (β − y)2

+

+
1

2π a

t∫
0

∫∫
Ka(t−τ)(x,y)

f(τ, α, β)dα dβ√
a2(t− τ)2 − (α− x)2 − (β − y)2

dτ ,

де ϕ ∈ C3(E2) , ψ ∈ C2(E2), f(t, x, y) ∈ C2(t > 0, (x, y) ∈ E2).
На завершення наведемо один пiдхiд побудови розв’язку задачi Кошi для

двовимiрного, так званого телеграфного рiвняння:

utt(t, x, y) = a2∆u(t, x, y) + k2u(t, x, y) + f(t, x, y),
u |t=0 = ϕ(x, y), ut |t=0 = ψ(x, y),

(2.48)

де

ϕ(x, y) ∈ C3(E2), ψ(x, y) ∈ C2(E2), f(t, x, y) ∈ C2((0,+∞)× E2).

Розв’язок задачi Кошi (2.48) будуємо методом введення додаткової змiн-
ної. Легко бачити: якщо u(t, x, y) є розв’язком задачi (2.48), то функцiя

v(t, x, y, z) = e
k
azu(t, x, y)

має бути розв’язком задачi Кошi для тривимiрного хвильового рiвняння

vtt(t, x, y, z) = a2∆v(t, x, y, z) + f(t, x, y)e
k
az,

v
∣∣∣t=0 = ϕ(x, y)e

k
az, vt |t=0 = ψ(x, y)e

k
az.

(2.49)

На пiдставi формули (2.47) маємо:

v(t, x, y, z) =
1

4πa

d

dt

∫∫
Sat(x,y,z)

ϕ(α, β)e
k
a j

at
dσ +

1

4π a

∫∫
Sat(x,y,t)

ψ(α, β)e
k
aγ

at
dσ+

+
1

4π a2

∫∫∫
Pat(x,y,z)

f(t− ρ/a, α, β)

ρ
dαdβ dγ

Ввiвши в попередню рiвнiсть новi незалежнi змiннi

α = x+ ξ, β = y + η, γ = z + ζ,

та роздiливши результат на e
k
az дiстанемо розв’язок задачi Кошi (2.48)

u(t, x, y) =
1

4π a

∂

∂ t

∫∫
Sat(0,0,0)

ϕ(x+ ξ, y + η)

at
e
k
aζdσ+
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+
1

4π a

∫∫
Sat(0,0,0)

ψ(x+ ξ, y + η)

at
e
k
aζdσ+

+
1

4π a2

∫∫∫
Kat(0,0,0)

f(t− r/a, x+ ξ, y + η)

r
e
k
aζd ξ dη dζ, r =

√
ξ2 + η2 + ζ2.

N Вправи.

1. Побудувати розв’язок задачi Кошi для одновимiрного телеграфного рiвняння

utt(t, x) = a2uxx + k2u(t, x) + f(t, x)

u(0, x) = ϕ(x) , ut(0, x) = ψ(x),

де ϕ(x) ∈ C3(−∞,+∞), ψ(x) ∈ C2(−∞,+∞) .

2. Показати, що функцiя

u(t, x) =
∂ Vϕ
∂ t

+ Vt , x = (x1, x2, x3, x4),

де

Vϕ =
t

4π2

1∫
0

1√
1− ρ

{∫∫∫
S1(x)

ϕ(x)dτ4 +
√
ρ
at

2

∫∫∫
S1(x)

4∑
k=1

ϕxk(x)× (xk − ξk)dτ4
}
dρ ,

x = (x1, x2, x3, x4), xk = xk + (−xk + ξk)at
√
ρ , (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4)−

координати точок сфери S1(x) : (ξ1−x1)2 + (ξ2−x2)2 + (ξ3−x3)2 + (ξ4−x4)2 = 1, dτ4−
елемент площi цiєї сфери, є розв’язком задачi Кошi

utt(t, x) = a2∆u(t, x) ,

u
∣∣
t=0 = ϕ(x), ut

∣∣
t=0 = ψ(x) , ϕ(x) ∈ C4(E4), ψ(x) ∈ C3(E4) .

3. Застосовуючи принцип Дюгамеля, побудувати розв’язок задачi Кошi

utt(t, x) = a2∆u(t, x) + f(t, x), x = (x1, x2, x3, x4),

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x), ϕ(x) ∈ (E4), ψ(x) ∈ C3(E4),

f(t, x) ∈ C3((0,+∞)× E4).

Вiдповiдь.

u(t, x) =
∂

∂ t

t

4π2

1∫
0

1√
1− ρ

∂

∂ ρ

ρ∫∫∫
S1(x)

ϕ(x)dτ4

 dρ+

+
t

4π2

1∫
0

1√
1− ρ

∂

∂ ρ

ρ∫∫∫
S1(x)

ψ(x)dτ4

 dρ+

+

t∫
0

 τ

4π2

1∫
0

1√
1− ρ

∂

∂ρ

ρ∫∫∫
S1(x)

f(t− τ, x)dτ4

 dρ
 dτ.
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4. Використовуючи метод введення додаткової змiнної та результати попереднiх вправ
знайти формулу, яка дає розв’язок задачi Кошi для трьохвимiрного телеграфного
рiвняння

utt(t, x) = a2∆u(t, x) + k2u(t, x) + f(t, x), x = (x1, x2, x3),

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x),

ϕ(x) ∈ C4(E3), ψ(x) ∈ C3(E3), f(t, x) ∈ C3((0,+∞)× E3).

Вiдповiдь.

u(t, x) =
∂

∂ t

t

4π2

1∫
0

1√
1− ρ

∂

∂ ρ

ρ∫∫∫
S1(x̃)

ϕ(x̄)ek(ξ4−x4)t
√
ρd τ4

 dρ+

+
t

4π2

1∫
0

1√
1− ρ

∂

∂ ρ

ρ∫∫∫
S1(x̃)

ψ(x̄)ek(ξ4−x4)t
√
ρdτ4

 dρ+

+

t∫
0

 τ

4π2

1∫
0

1√
1− ρ

∂

∂ ρ

ρ∫∫∫
S1(x̃)

f(t− τ, x′)ek(ξ4−x4)τ
√
ρdτ4

 dρ
 dτ,

x̃ = (x1, x2, x3, x4), x
′
i = xi + (−xi + ξi)aτ

√
ρ, i = 1, 2, 3,

x′ = (x′1, x
′
2, x
′
3).

2.7 Теорема про єдинiсть розв’язку задачi Кошi
для хвильового рiвняння

Розглянемо задачу Кошi для рiвняння вимушених коливань мембрани:
в областi B = {(t, x, y) | t > 0, (x, y) ∈ E2} знайти розв’язок диферен-
цiального рiвняння

utt = uxx + uyy + f(t, x, y), (2.50)

який задовольняє початковi умови

u |t=0 = ϕ(x, y), u
∣∣
t=0 = ψ(x, y), (x, y) ∈ E2, (2.51)

де
ϕ ∈ C3(E2); ψ ∈ C2(E2); f(t, x, y) ∈ C2(B).

Теорема 2.2. Задача Кошi (2.50), (2.51) у класi функцiй C2(B) має єдиний
розв’язок.

Доведення. Припустимо, що поставлена задача Кошi має два розв’язки:
u1(t, x, y) i u2(t, x, y). Тодi через лiнiйнiсть диференцiального рiвняння (2.50)
функцiя u(t, x, y) = u1(t, x, y)− u2(t, x, y) буде розв’язком задачi Кошi:

utt = uxx + uyy, (t, x, y) ∈ B, (2.52)
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u(0, x, y) = 0, ut(0, x, y) = 0, (x, y) ∈ E2. (2.53)

Покажемо, що u(t, x, y) ≡ 0 для всiх (t, x, y) ∈ B.
У системi координат xyt вiзьмемо довiльну точку M(t0,x0, y0), причому

t0 > 0 (рис. 2.16).

Рис. 2.16:

Iз цiєї точки, як iз вершини, проведемо конус

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 = (t− t0)2

до перетину з площиною t = 0. Цей конус будемо називати характеристич-
ним. Позначимо внутрiшнiсть конуса через D, його бiчну поверхню — через
S, основу — K.

Покажемо, що u(t0, x0, y0) = 0, i з огляду на довiльнiсть точкиM(t0, x0, y0)
остання рiвнiсть означатиме, що u(t, x, y) ≡ 0 для всiх (t, x, y) ∈ B.

Внаслiдок того, що функцiя u(t, x, y) є розв’язком (2.52), utt−uxx−uyy = 0,
а отже,

I =

∫∫∫
D

ut(utt − uxx − uyy)dt dx dy = 0.

Маємо
ututt =

1

2

∂

∂ t
(ut)

2, utuxx =
∂

∂ x
(utux)− utxux =

=
∂

∂ x
(utux)−

1

2

∂

∂ t
(ux)

2, utuyy =
∂

∂ y
(utuy)−

1

2

∂

∂ t
(uy)

2.

Тодi вираз для I запишеться у виглядi

∫∫∫
D

{
1

2

∂

∂ t

[
(ut)

2 + (uy)
2 + ux)

2
]
− ∂

∂ x
(utux)−

∂

∂ y
(utuy)

}
dtdxdy = 0.
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Застосовуючи формулу Гауса–Остроградського, дiстаємо

I =
1

2

∫∫
S+K

{[
u2
t + u2

x + u2
y

]
cos~nt− 2utux cos~nx− 2utuy cos~ny

}
dS.

Але при t = 0, тобто при (x, y) ∈ K, ut = ux = uy = 0, а отже, наш
поверхневий iнтеграл по поверхнi K рiвний нулю. Таким чином, маємо

1

2

∫∫
S

{[
u2
t + u2

x + u2
y

]
cos~nt− 2utux cos~nx− 2utuy cos~ny

}
dS = 0. (2.54)

Зазначимо, що MO = AO, тобто ∠OMA = 45◦. Але тодi cos~n =
√

2
2 на S.

Домножимо (2.54) на 2 cos~nt. Дiстанемо∫∫
S

{[
u2
t + u2

x + u2
y

]
cos2 ~nt− 2utux cos~nx cos ~nt− 2utuy×

× cos~ny cos~nt } dS = 0. (2.55)

На бiчнiй поверхнi конуса S справедлива рiвнiсть

(Прot~n)2 = (ПрxOy~n)2 = (Прoy~n)2 + (Прox~n)2,

тобто на S
cos2 ~nt = cos2 ~nx+ cos2 ~ny.

Маємо

(u2
t + u2

x + u2
y) cos2 ~nt = u2

t cos2 ~nx+ cos2 ~ny) + (u2
x + u2

y) cos2 ~nt.

Тодi рiвнiсть (2.55) запишеться у виглядi∫∫
S

{
ut cos~nx− ux cos~nt)2 + (ut cos~ny − uy cos~nt)2

}
dS = 0.

Остання рiвнiсть можлива тодi й лише тодi, коли на поверхнi S

ut cos~nx− ux cos~nt = 0, ut cos~ny − uy cos~nt = 0,

звiдки
ut

cos~nt
=

ux
cos~nx

=
uy

cos~ny
:= v(t, x, y). (2.56)

Позначимо через ~l напрям якої–небудь твiрної характеристичного конуса.
Тодi, використавши рiвностi (2.56), маємо

∂ u

∂~l
= ux cos~lx+ uy cos~ly + ut cos~lt = v

[
cos~lx cos~lx+
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+ cos~ny cos~ly + cos~nt cos~lt ] = v cos~n~l = 0,

оскiльки твiрна конуса перпендикулярна до нормалi його поверхнi.
Отже, вздовж твiрної ~l u(t, x, y) = const. У точцi, де твiрна перетинає

площину t = 0, значення u(0, x, y) = 0. Тому u(t, x, y) = 0 вздовж твiр-
ної конуса. В окремому випадку ця умова виконується й у вершинi конуса
M(t0, x0, y0), що й потрiбно було довести.

Зауважимо, що дане твердження справедливе й у випадку, коли однорiд-
нi початковi умови (2.53) виконуються не на всiй площинi xOy, а тiльки на
основi K конуса D. Звiдси можна зробити висновок, що значення розв’язку
хвильового рiвняння (2.50) у точцi M(t0, x0, y0) залежить вiд значень почат-
кових даних лише в тiй частинi площини t = 0, яка вирiзається iз площини
t = 0 характеристичним конусом iз вершиною M(t0, x0, y0). У зв’язку з цим
K називається областю залежностi для точки M(t0, x0, y0) (K є кругом
(x− x0)

2 − (y − y0)
2 ≤ t20).

Аналогiчно доводиться теорема єдиностi i у випадку трьох просторових
координат.

2.8 Коректнiсть постановки задачi Кошi

Ранiше було показано, що задачу Кошi для рiвняння коливання струни
поставлено коректно. У випадку хвильового рiвняння з трьома просторовими
координатами задача Кошi також поставлена коректно.
Справдi, нехай u1(t, x, y, z) i u2(t, x, y, z)розв’язки задач Кошi:

u1tt
(t, x, y, z) = ∆u1(t, x, y, z) + f1(t, x, y, z),

(t, x, y, z) ∈ B = {(t, x, y, z) | t > 0, (x, y, z)E3} ,
u1 |t=0 = ϕ1(x, y, z), u1t

|t=0 = ψ1(x, y, z), (x, y, z) ∈ E3 ,
(2.57)

{
u2tt

(t, x, y, z) = ∆u2(t, x, y, z) + f2(t, x, y, z), (t, x, y, z) ∈ B,
u2 |t=0 = ϕ2(x, y, z), u2t

|t=0 = ψ2(x, y, z), (x, y, z) ∈ E3.
(2.58)

Справделива наступна теорема.

Теорема 2.3. Нехай ϕ1(x, y, z), ϕ2(x, y, z) ∈ C3(E3); ψ1(x, y, z),
ψ2(x, y, z) ∈ C2(x, y, z), f1(t, x, y, z), f2(t, x, y, z) ∈ C2(B). Тодi ∀ε > 0 i
t1 > 0, ∃δ = δ(ε, t1) > 0, що як тiльки

|ϕ1(x, y, z)− ϕ2(x, y, z)| < δ, |ϕ1x − ϕ2x| < δ,∣∣ϕ1y − ϕ2y

∣∣ < δ, ϕ1z
− ϕ2z

| < δ,

|ψ1(x, y, z)− ψ2(x, y, z)| < δ,
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|f1(t, x, y, z)− f2(t, x, y, z)| < δ

при (t, x, y, z) ∈ B1 = {(t, x, y, z) | t ∈ [0, t1] , (x, y, z) ∈ E3} , то справед-
лива нерiвнiсть

| u1(t, x, y, z)− u2(t, x, y, z) | < ε

для всiх (t, x, y, z) ∈ B1.

Доведення. Згiдно з формулою (2.47) маємо

|u1(t, x, y, z)− u2(t, x, y, z) | ≤

≤ 1

4π

∫∫
St(x,y,z)

|ϕ1(α, β, γ)− ϕ2(α, β, γ) |
t2

dσt+

+
1

4π

∫∫
St(x,y,z)

∣∣∣∣∣(ϕ1α
− ϕ2α

)ξ + (ϕ1β
− ϕ2β

)η + (ϕ1γ
− ϕ2γ

)ζ

t

∣∣∣∣∣∣ dσt+
+

1

4π

∫∫
St(x,y,z)

∣∣∣∣ψ1(α, β, γ)− ψ2(α, β, γ)

t

∣∣∣∣ dσt+
+

1

4π

∫∫∫
Kt(x,y,z)

∣∣∣∣f1(t− ρ, α, β, γ)− f2(t− ρ, α, β, γ)

ρ

∣∣∣∣ dα dβ dγ <
<

δ

4π t2

∫∫
St(x,y,z)

dσt +
3δ

4π t

∫∫
St(x,y,z)

dσt +
δ

4π t

∫∫
St(x,y,z)

dσt+

+
δ

4π

∫∫∫
Kt(x,y,z)

1

ρ
dα dβ dγ ≤ δ + 3δ t1 + δ t1 +

t21
2
δ = δ

(
1 + 4t1 +

t21
2

)
.

Якщо вибрати δ = ε
1+4 t1+0,5t21

, то дiстанемо

|u1(t, x, y, z)− u2 (t, x, y, z) | < ε

для всiх (t, x, y, z) ∈ B1, що й потрiбно було довести.
Оскiльки задача Кошi для хвильового рiвняння в просторi має єдиний

розв’язок, то, виходячи з доведеної теореми, її поставлено коректно.

N Вправа. Довести неперервну залежнiсть розв’язку задачi Кошi вiд початкових даних
у випадку рiвняння коливання мембрани.
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2.9 Загальна постановка задачi Кошi

Як показано в п. 2.6, довiльне квазiлiнiйне рiвняння гiперболiчного типу

a11(ξ, η)Uξξ(ξ, η) + 2a12(ξ, η)Uξη(ξ, η) + a22(ξ, η)Uηη(ξ, η) = F (ξ, η, U, Uξ, Uη)

може бути зведене до одного з рiвнянь

uxt(t, x) = f(x, t, u, u1, vx), (2.59)

utt − uxx = f(x, t, u, ut, ux). (2.60)

Коефiцiєнти aij(ξ, η) (i, j = 1, 2) i права частина f(ξ, η, U, Uξ, Uη) вважають-
ся неперервно диференцiйовними функцiями у вiдповiдних областях.

При постановцi задачi Кошi для рiвняння (2.60) ми вважали, що носiєм
початкових умов є пряма t = 0. На прикладi рiвняння вiльних коливань
однорiдної струни

utt − uxx = 0 (2.61)

покажемо, що носiєм початкових умов може бути крива L, яка вiдрiзняється
вiд прямої t = 0, причому з’ясуємо умови, якi має задовольняти крива L, й
вигляд самих початкових умов, аби одержана задача Кошi була поставлена
коректно.

Для цього позначимо через D область фазової площини xOt з кусково–
гладкою жордановою межею S. Нехай u(t, x) ∈ C2(D)− розв’язок рiвнян-
ня (2.61), який має неперервнi частиннi похiднi першого порядку в областi
D = D ∪ S.

Iнтегруючи тотожнiсть (2.61) по областi D i використовуючи формулу
Грiна ∫∫

D

(Qx(x, t)− Pt(x, t))dx dt =

∫
S

Pdx+Qdt,

де криволiнiйний iнтеграл у правiй частинi береться по контуру в напрямi
проти годинникової стрiлки, дiстаємо∫∫

D

(uxx − utt)dx dt =

∫
S

uxdt+ utdx (2.62)

Нехай L — розiмкнута крива Жордана з неперервною кривизною, яка
задовольняє умови:

• кожна пряма з двох сiмей характеристик x + t = const, x − t = const
рiвняння (2.61) перетинає криву L не бiльше, нiж в однiй точцi;
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• напрям дотичної до кривої L у жоднiй точцi не збiгається з напрямом
характеристик рiвняння (2.61).

Iнодi таку криву L називають "вiльною".
Припустимо, що характеристики x − x1 = t − t1 i x − x1 = t1 − t, якi

виходять iз точки С, перетинаються з кривою L у точках A i B (рис. 2.17).

Рис. 2.17:

Застосовуючи формулу (2.62) в областi, яка обмежена дугою AB кривої L i
вiдрiзками характеристик [CA] i [CB], дiстаємо∫

AB+[BC]+[CA]

uxdt+ utdx = 0 (2.63)

Оскiльки вздовж [BC] i [AC] маємо dx = −dt, dx = dt вiдповiдно, то (2.63)
запишеться у виглядi∫

AB

uxdt+ utdx− 2u(C) + u(A) + u(B) = 0,

звiдки знаходимо

u(C) =
1

2
[u(A) + u(B)] +

1

2

∫
AB

uxdt+ utdx. (2.64)

Якщо розв’язок рiвняння (2.61) задовольняє умови

u

∣∣∣∣L = ϕ(x),
∂ u

∂ l

∣∣∣
L

= ψ(x), (2.65)

де ϕ i ψ — заданi дiйснi вiдповiдно двiчi й один раз неперервно диференцiйовнi
функцiї, а l — заданий на L достатньо гладкий вектор, що нiде не збiгається
з дотичною до кривої L, то, визначивши ux i ut iз рiвностей

ux
dx

ds
+ ut

dt

ds
=
dϕ

ds
, ux

dx

dl
+ ut

dt

dl
= ψ,
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де s — довжина дуги L, i пiдставляючи вiдомi значення u, ux, ut в праву
частину (2.64), дiстанемо розв’язок задачi Кошi (2.61), (2.65).

З наведених мiркувань випливає, що постановка задачi Кошi (2.61), (2.65)
є коректною, тобто вона має в розглядуванiй областi тiльки єдиний розв’язок,
i вiн є стiйким.

Аналогiчно ставиться задача Кошi й у випадку рiвняння (2.60).
Для рiвняння (2.59) характеристиками будуть прямi, паралельнi осям

координат ( x = const, t = const ) (рис. 2.18).

Рис. 2.18:

Отже, в цьому випадку всяка гладка крива L, яка перетинається не бiльш,
нiж в однiй точцi з прямими, паралельними осям координат, буде "вiльною".
Нехай рiвняння цiєї кривої буде t = g(x) (або x = h(t)). Вважаємо, що iсну-
ють похiднi g′(x), h′(t), що не дорiвнюють нулю. Тодi задачу Кошi можна
поставити так: в областi

D = {(t, x) | x0 < x < x0 + α, g(x) < t < t0 + β} , α > 0, β > 0

знайти розв’язок диференцiального рiвняння (2.59), який на кривiй L задо-
вольняє умови

u
∣∣∣t=g(x) = ϕ(x), ut

∣∣
t=g(x) = ψ(x). (2.66)

Данi Кошi (2.66) дають змогу на кривiй t = g(x) знайти значення похiдної
ux.

Справдi, диференцiюючи за x першу iз умов (2.66), дiстаємо

ux
∣∣
t=g(x) + ut

∣∣
t=g(x) g

′(x) = ϕ′ (x),

або
ux
∣∣
t=g(x) = ϕ′ (x)− ψ(x)ϕ′(x).
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У випадку хвильового рiвняння в n–вимiрному просторi

utt(t, x) = ∆u(t, x) + f(t, x), x = (x1, x2, ..., xn) (2.67)

носiєм початкових умов є "вiльна"поверхня S, тобто гiперповерхня Ψ(x, t) = 0,
яка задовольняє такi умови:

• у жоднiй її точцi (x, t)не має мiсце рiвнiсть
n∑
i=1

(Ψxi)
2 − (Ψt)

2 = 0,

тобто поверхня S не є характеристичною;

• при n ≥ 2
n∑
i=1

(Ψxi)
2 − (Ψt)

2 < 0, (2.68)

а задача Кошi ставиться наступним чином: знайти двiчi неперервно ди-
ференцiйовний розв’язок рiвняння (2.67), який задовольняє умови

u(t, x) = ϕ(x),
∂u(t, x)

∂ l
= ψ(x), (x, t) ∈ S,

де l — заданий на S одиничний вектор, котрий у жоднiй точцi не входить у
дотичну до S площину, а ϕ(x) i ψ(x) — заданi на S досить гладкi функцiї.

Зазначимо, що умова "вiльностi" поверхнi S є принциповою для коректної
постановки задачi Кошi. Справдi, розглянемо хвильове рiвняння

utt(t, x, y) = uxx(t, x, y) + uyy(t, x, y). (2.69)

Площина y = 0 не є нi "вiльною"(не виконується умова (2.68)), нi характе-
ристичною поверхнею. Функцiя

um(t, x, y) =
1

m2
sh my sin

m√
2

(x+ t),

де m — натуральне число, є розв’язком рiвняння (2.69), який задовольняє
умови

um(t, x, y) |y=0 = 0, uy(t, x, 0) =
1

m
sin

m√
2

(x+ t). (2.70)

Але задача Кошi (2.69), (2.70) поставлена некоректно, оскiльки

lim
m→∞

1

m
sin

m√
2

(x+ t) = 0,

а сам розв’язок um(t, x, y) при m→∞ не є обмеженим.
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2.10 Постановка задачi Гурса

Зауважимо, що характеристики рiвняння гiперболiчного типу не можуть
бути носiями початкових умов задачi Кошi. В цьому легко переконатися на
прикладi хвильового рiвняння (2.61). Справдi, нехай носiєм початкових умов
є характеристика x+ t = C. Тодi, виходячи iз загального розв’язку рiвняння
(2.61), мають виконуватись умови

{
f1(C) + f2(2x− C) = ϕ(x),
[f ′1(C) + f ′2(2x− C)] cos(lx) + [f ′1(C)− f ′2(2x− C)] sin(lx) = ψ(x).

Очевидно, що в разi довiльних, навiть як завгодно гладких функцiй ϕ(x) та
ψ(x), останнi тотожностi одночасно виконуватись не можуть.

Однак для хвильових рiвнянь коректно поставленою є так звана характе-
ристична задача Кошi, або задача Гурса: знайти розв’язок рiвняння (2.67) у
характеристичному конусi :

n∑
i=1

(xi − xi0)2 − (t− t0)2 < 0, t > t0,

який на його поверхнi задовольняє умову

u(t, x) = ϕ, (t, x) ∈ S,
S :

n∑
i=1

(xi − xi0)2 − (t− t0)2 = 0,
(2.71)

де ϕ — задана на S достатньо гладка функцiя.
У випадку n = 1 конус K вироджується в область, обмежену

характеристиками x+ t = x0 + t0, x− t = x0 − t0 i прямою t = t0, а умова
(2.71) записується у виглядi

u(t, x) |x=x0+t0−t = µ1(t), u(t, x) |x=t−t0+x0 = µ2(t), (2.72)

де µ1(t) i µ2(t) — вiдомi, двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї, якi за-
довольняють умову µ1(t0) = µ2(t0).

Iз загального розв’язку рiвняння (2.61) легко дiстати єдиний стiйкий роз-
в’язок задачi Гурса (2.61), (2.72):

u(t, x) = µ1

(
t− x+ t0 + x0

2

)
+ µ2

(
x+ t− x0 + t0

2

)
− µ1(t0).

Зазначимо, що задача Гурса є математичною моделлю низки важливих
проблем практики. Як приклад розглянемо задачу про поглинання (сорбцiю)
газу.
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Нехай крiзь трубку, яка заповнена поглинаючою речовиною (сорбентом),
пропускається газоповiтряна сумiш. Рiвняння балансу речовини за умови, що
швидкiсть газу γ досить велика й процес дифузiї не вiдiграє суттєвої ролi в
перенесеннi газу, є

utx(t, x) +
β

γ
ut(t, x) + βνux(t, x) = 0, (2.73)

де 1/ν — коефiцiєнт Генрi; β — кiнетичний коефiцiєнт; u(t, x) — концентрацiя
газу, який знаходиться в порах сорбенту в шарi x.

Потрiбно знайти розв’язок рiвняння (2.73), якщо вiдомi концентрацiї газу
в порах сорбенту в початковий момент часу t = 0

u(0, x) = u0e
−βγ x (2.74)

i на входi u0 в довiльний момент часу t

u(t, 0) = u0. (2.75)

До задач, подiбних задачi Гурса (2.73)–(2.75), приводять i проблеми про-
цесу сушки повiтряним потоком, прогрiвання трубки потоком води тощо.

2.11 Метод послiдовних наближень для задачi Гурса

Розглянемо задачу Гурса (рис. 2.19): в областi

B = {(x, t) | x0 < x < x0 + α, t0 < t < t0 + β} , α, β = const

знайти розв’язок диференцiального рiвняння

uxt(t, x) = f(t, x, u, ut, ux) ≡ f [u(t, x)] , (2.76)

який на характеристиках x = x0, t = t0 задовольняє умови

u(t0, x) = ϕ1(x), u(t, x0) = ϕ2(t), ϕ1(x0) = ϕ2(t0). (2.77)

Вважаємо, що заданi функцiї ϕ1(x) та ϕ2(t) належать класам
C1 [x0, x0 + α] , C1 [t0, t0 + β] вiдповiдно, а f [u(t, x)] ∈ C1(D), де D — область,
проекцiя якої на площину xOt дає B; C1(D) — клас неперервних функцiй у
D, якi мають у цiй областi обмеженi частиннi похiднi першого порядку за
всiма своїми аргументами, починаючи з третього.

Представимо задачу (2.76), (2.77) в еквiвалентнiй iнтегральнiй формi. Для
цього зiнтегруємо рiвняння (2.76) за x у межах вiд x0 до x, а за t — у межах
вiд t0 до t i врахуємо умови (2.77). Дiстанемо

u(t, x) = ϕ1(x) + ϕ2(t)− ϕ1(x0) +

t∫
t0

x∫
x0

f [u(η, ξ)] dξ dη. (2.78)
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Рис. 2.19:

Розв’язок iнтегрального рiвняння (2.78) шукатимемо методом Пiкара:

un+1(t, x) = ψ(t, x) +

t∫
t0

x∫
x0

f [un(η, ξ )] dξdη, (2.79)

де ψ(t, x) = ϕ1(x) + ϕ2(t)− ϕ1(x0).
Зазначимо, що

∂un+1(t,x)
∂x = ψx(t, x) +

t∫
t0

f [un(η, x)] dη,

∂un+1(t,x)
∂ t = ψt(t, x) +

x∫
x0

f [un(t, ξ)] dξ.
(2.80)

Доведемо, що послiдовностi функцiй {un(t, x)} ,
{
∂un(t,x)

∂ t

}
i
{
∂un(t,x)
∂x

}
,

побудованi згiдно з (2.79), (2.80), рiвномiрно збiгаються в областiB. Для цього
позначимо zn(t, x) = un+1(t, x)− un(t, x), i вважаємо, що ∀n ∈ Nun(t, x) ∈ D.
Тодi, застосовуючи теорему Лагранжа про скiнченнi прирости, з (2.79) i (2.80)
маємо

zn+1(t, x) =

t∫
t0

x∫
x0

{
∂ f̃

∂u(η, ξ)
zn(η, ξ) +

∂ f̃

∂uη(η, ξ)

∂zn(η, ξ)

∂η
+

+
∂ f̃

∂uξ(η, ξ)

∂zn(η, ξ)

∂ξ

}
dξdη ≡

t∫
t0

x∫
x0

F [zn(η, ξ)] dξdη,

∂zn+1(t, x)

∂x
=

t∫
t0

F [zn(η, ξ)] dη, (2.81)
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∂zn+1(t, x)

∂t
=

x∫
x0

F [zn(t, ξ)] dξ,

де ∂ f̃
∂ u(η,ξ) ,

∂ f̃
∂ uη(η,ξ) ,

∂ f̃
∂ uξ(η,ξ)

— похiднi в точцi(
t, x, un + θ1zn,

∂un
∂η

+ θ2
∂zn
∂η

,
∂un
∂ξ

+ θ3
∂zn
∂ξ

)
∈ D,

0 < θi < 1, i = 1, 2, 3.

Унаслiдок умов, накладених на функцiї ϕ1(x), ϕ2(t) i f [u(t, x)] , iснують
такi сталi M i H, що

M = sup
D

{∣∣∣∣∂f∂u
∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ ∂f∂ux

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ ∂f∂ut
∣∣∣∣} , H = sup

B̄

{|ψ(t, x)| , |ψx(t, x)| , |ψt(t, x)|} .

Покладемо z0(t, x) = ψ(t, x). Тодi з (2.81) дiстанемо

|z1(t, x)| ≤ 3MH(x− x0)(t− t0) < 3MHK(x− x0 + t− t0),

|z1x(t, x)| ≤ 3MH(t− t0) < 3MHK(x− x0 + t− t0),
|z1t(t, x)| ≤ 3MH(x− x0) < 3MHK(x− x0 + t− t0),

де K = sup(1, α + β), а

sup
B̄

{|z2(t, x)| , |z2x(t, x)| , |z2t(t, x)|} < (3MK)2H
(x− x0 + t− t0)2

2!
.

Припустимо, що справедливi оцiнки

sup
B̄

{|zn(t, x)| , |znx(t, x)| , |znt(t, x)|} < (3MK)nH
(x− x0 + t− t0)n

n!
. (2.82)

Тодi з (2.81) маємо

|zn+1(t, x)| ≤ (3MK)nH3M

[
(x− x0 + t− t0)n+2

(n+ 2)!
− (x− x0)

n+2

(n+ 2)!
−

−(t− t0)n+2

(n+ 2)!

]
< (3MK)n+1H

(x− x0 + t− t0)n+1

(n+ 1)!
≤ [3MK(α + β)]n+1

(n+ 1)!
H,

sup
B̄

{|zn+1t(t, x)| , |zn+1x(t, x)| , } < [3MK(α + β)]n+1

(n+ 1)!
H.

Очевидно, що

un(t, x) =
n∑
i=0

zi(t, x). (2.83)
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Згiдно з ознакою Д’Аламбера ряд
∞∑
n=0

[3MK(α+β)]
n+1

(n+1)! збiгається, а отже, на пiд-

ставi оцiнок (2.82) ряди
∞∑
n=0

zn(t, x),
∞∑
n=0

znt(t, x),
∞∑
n=0

znx(t, x) в областi B

збiгаються абсолютно й рiвномiрно, тобто внаслiдок (2.83) в B рiвномiрно
збiгаються послiдовностi функцiй {un(t, x)} , {unt(t, x)} , {unx(t, x)} .

Позначимо

lim
n→∞

un(t, x) = u(t, x), lim
n→∞

unt(t, x) = v(t, x), lim
n→∞

unx(t, x) = ω(t, x).

Переходячи до границi в (2.79), (2.80), дiстаємо

u(t, x) = ψ(t, x) +

t∫
t0

x∫
x0

f(η, ξ, u, v, ω)dξdη,

ω(t, x) = ψx(t, x) +

t∫
t0

f(η, x, u, v, ω)dη,

v(t, x) = ψt(t, x) +

x∫
x0

f(t, ξ, u, v, ω)dξ.

З останнiх рiвностей випливає, що v(t, x) = ut(t, x), ω(t, x) = ux(t, x),
отже,

u(t, x) = ψ(t, x) +

t∫
t0

x∫
x0

f(η, ξ, u, uη, uξ)dξdη. (2.84)

Здиференцiювавши (2.84) за t i x матимемо

uix(t, x) ≡ f [u(t, x)] ,

тобто гранична функцiя u(t, x) є розв’язком поставленої задачi Гурса (2.76),
(2.77).

Покажемо, що цей розв’язок єдиний в областi B. Для цього припустимо,
що iснують два розв’язки задачi (2.76), (2.77): u1(t, x) i u2 (t, x).

Позначимо
w(t, x) = u1(t, x)− u2(t, x).

Тодi одержимо, що функцiя w(t, x) є розв’язком iнтегрального рiвняння

w(t, x) =

x∫
x0

t∫
t0

F [w(η, ξ)] dηdξ.
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Познавчиши

H1 = sup
B̄

{|w(t, x)| , |wt(t, x)| , |wx(t, x)|}

i повторюючи попереднi мiркування, легко дiстати оцiнку

|w(t, x)| < [3MK(α + β)]n+1

(n+ 1)!
H1

для довiльного n ∈ N, а отже, w(t, x) ≡ 0, тобто u1(t, x) ≡ u2(t, x) при
(t, x) ∈ B, i єдинiсть доведена.

♦ Зауваження 2.4. Наведенi вище мiркування справедливi й у тому випадковi, коли
f [u(t, x)] ∈ C(D) i функцiя f [u(t, x)] по u(t, x) , ut(t, x), ux(t, x) задовольняє в областi D
умову Лiпшiца.

N Вправа. За допомогою методу послiдовних наближень довести iснування та єдинiсть в
областi D розв’язку задачi Кошi (2.59), (2.66).

2.12 Метод Рiмана

Побудуємо розв’язок наступної задачi Кошi ( рис. 2.20): в областi

D = {(t, x) | x0 < x < x0 + α, g(x) < t < t0 + β} , α > 0, β > 0

знайти розв’язок диференцiального рiвняння

Lu(t, x) ≡ utx + a(t, x)ux + b(t, x)ut + c(t, x)u = f(t, x), (2.85)

який на "вiльнiй" кривiй t = g(x) (g′(x) > 0) задовольняє умови

u(g(x), x) = ϕ(x), ut(g(x), x) = ψ(x). (2.86)

Надалi вважатимемо, що коефiцiєнти диференцiального рiвняння (2.85) i
функцiї ϕ(x) та ψ(x) є неперервно диференцiйовнi в областi D,
а f(t, x) ∈ C(D).

Викладемо метод розв’язування задачi Кошi (2.85),(2.86), iдея якого на-
лежить видатному нiмецькому математиковi Г.Ф.Б. Рiману. Зазначимо, що
саме ним було закладено початок сучасної теорiї гiперболiчних рiвнянь в час-
тинних похiдних.

Розглянемо поряд з диференцiальним оператором Lu(t, x) так званий спря-
жений оператор

L∗v(t, x) = vtx − (av)x − (bv)t + cv.

Легко перевiрити, що в областi D має мiсце тотожнiсть

76



Рис. 2.20:

v(t, x)Lu(t, x)− u(t, x)L∗v(t, x) =
1

2

∂

∂x
(vut − uvt + 2auv)+

+
1

2

∂

∂t
(vux − uvx + 2buv) (2.87)

для довiльних функцiй u(t, x) i v (t, x) iз класу C2(D).
Вiзьмемо в областi D довiльну точку M(t, x) i розглянемо область B,

обмежену дугою лiнiї t = g(x) i двома прямими, паралельними осям коорди-
нат, якi виходять з точки M(t, x).

Iнтегруючи тотожнiсть (2.87) по областi B та застосовуючи формулу Грi-
на, дiстаємо

2

∫∫
B

(vLu− uL∗v) dξdη =

∫
∪PQ+[QM ]+[MP ]

K(η, ξ)dξ +H(η, ξ)dη, (2.88)

де
K(t, x) = uvx − vux − 2buv, H(t, x) = vut − uvt + 2auv.

Обчислимо криволiнiйний iнтеграл в правiй частинi (2.88) по вiдрiзках
[QM ] i [MP ]. Уздовж [QM ] η не змiнюється (отже, dη = 0), i ми маємо∫

[QM ]

K(η, ξ)dξ +H(η, ξ)dη =

∫
[QM ]

K(η, ξ)dξ.

Але
K(t, x) = uvx − vux − 2buv = −(uv)x + 2u(vx − bv),

а отже, ∫
[QM ]

K(η, ξ)dξ = (uv)Q − (uv)M +

∫
[QM ]

2u(vξ − bv)dξ.
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Аналогiчно мiркуючи щодо криволiнiйного iнтеграла по вiдрiзку [MP ],
дiстаємо∫

[MP ]

Kdξ +Hdη =

∫
[MP ]

Hdη = (uv)P − (uv)M +

∫
[MP ]

2u [av − vη] dη

Пiдставивши знайденi криволiнiйнi iнтеграли в (2.88), матимемо

u(M)v(M) = 0, 5

(uv)Q + (uv)P +

∫
∪PQ

Kdξ +Hdη

+

+

∫
[QM ]

u(vξ − bv)dξ +

∫
[MP ]

u [av − vη] dη −
∫∫
B

(vLu− uL∗v) dξ dη . (2.89)

Припустимо тепер, що функцiя u(t, x) є розв’язком задачi Кошi (2.85),
(2.86), а v(t, x, η , ξ) задовольняє диференцiальне рiвняння

L∗v(t, x, η , ξ) = 0 (2.90)

i умови
vξ − bv = 0 = 0 [QM ] ,
vη − av = 0 = 0 [MP ] ,

(2.91)

причому v(M) = 1.
Iнтегруючи рiвняння (2.91) i враховуючи умову в точцi M , дiстаємо

v(t, x, t, ξ) = e

ξ∫
x

b(t,λ)dλ
,

v(t, x, η , x) = e

η∫
t

a(t,λ)dλ
.

(2.92)

Задача (2.90), (2.92) є задачею Гурса i згiдно з доведеним у п. 2.11 вона
має єдиний розв’язок. Цей розв’язок називається функцiєю Рiмана, яка не
залежить нi вiд даних Кошi, нi вiд вигляду кривої g(x). Для функцiї Рiмана
точка (η, ξ ) вiдiграє роль аргументу, а точка (t, x) — роль параметра.

Пiдставивши в (2.89) замiсть v функцiю Рiмана й ураховуючи рiвняння
(2.85), матимемо

u(t, x) = 0, 5
[
(uv)Q + (uv)P+

+

∫
∪PQ

K(η, ξ)dξ +H(η, ξ)dη
]
−
∫∫
B

vf(η, ξ)dηdξ. (2.93)

Формула (2.93) називається формулою Рiмана й представляє розв’язок
диференцiального рiвняння (2.85) для довiльних початкових умов, заданих
на довiльнiй "вiльнiй"кривiй l .

Iз методу побудови формули Рiмана (2.93) випливає, що розв’язок задачi
Кошi (2.85), (2.86) є єдиним у D i неперервно залежить вiд початкових умов.
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� П р и к л а д 2.4. За допомогою методу Рiмана знайти розв’язок задачi Кошi

x2uxx − y2uyy‘ = 0, 0 < x < +∞, 1 < y < +∞, (2.94)

u(x, 1) = ϕ(x), uy(x, 1) = ψ(x), 0 < x < +∞ (2.95)

Рiвняння (2.94) в розглядуванiй областi належить до гiперболiчного типу й має двi
рiзнi сiм’ї характеристик :

C1 = xy, C2 = x−1y.

Ввiвши новi незалежнi змiннi ξ = xy, η = x−1y, дiстанемо канонiчну форму рiвняння
(2.94):

Uξη −
1

2ξ
Uη = 0. (2.96)

Пряма y = 1 у нових незалежних змiнних буде мати вигляд гiперболи: ξη = 1.
Зi спiввiдношень x = ξ(ξη)−0,5, y = (ξη)0.5 i початкових умов (2.95) маємо

Uξ
∣∣
ξη=1 = 1

2

[
(ξη)−0,5 ux + ξ−1 (ξη)0,5 uy

]
ξη=1

= 1
2

[ϕ′ (ξ) + ξ−1ψ (ξ)] ,

Uη
∣∣∣ξη=1 = 1

2

[
ξ (ξη)−0,5 uy − ξ2 (ξη)−1,5 ux

]
ξη=1

= ξ
2

[ψ (ξ)− ξϕ′ (ξ)] ;
(2.97)

U |ξη=1 = ϕ (ξ) . (2.98)

До задачi Кошi (2.96)–(2.98) застосуємо формулу Рiмана (2.93) (рис. 2.21).

Рис. 2.21:

У нашому випадковi a = 0, f = 0, b = − 1
2ξ
. Отже, згiдно з (2.93)

U(ξ, η) = 0, 5 [ (Uv)Q + (Uv)P +

∫
∪QP

(
vUλ − Uvλ − λ−1Uv

)
dλ−

− (vUµ − Uvµ) dµ ] . (2.99)

Знаходимо функцiю Рiмана v(ξ, η, λ, µ). Вона повинна бути розв’язком задачi Гурса
(див. (2.90), (2.92))

vλµ +
1

2λ
vµ = 0; (2.100)

v(ξ, η, λ, η) = e
−
λ∫
ξ

1
2λ
dλ

=
√

ξ
λ

на MQ,

v(ξ, η, ξ, µ) = 1 на PM.

(2.101)
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Зiнтегрувавши (2.100), дiстанемо

v(ξ, η, λ, µ) = λ −0,5 [f1(ξ, η, λ) + f2(ξ, η, µ)] ,

де f1(ξ, η, λ) i f2 (ξ, η, µ) — довiльнi неперервно диференцiйовнi функцiї. Визначаємо їх
таким чином, щоб функцiя Рiмана задовольняла умови (2.101). Маємо

f1 (ξ, η, λ) + f2 (ξ, η, µ) =
√
ξ,

отже, v(ξ, η, λ, µ) =
√

ξ
λ
.

Беручи до уваги, що

U(P ) = ϕ(ξ), U(Q) = ϕ

(
1

η

)
,

v(P ) = v

(
ξ, η, ξ,

1

ξ

)
= 1, v(Q) = v

(
ξ, η,

1

η
, η

)
=
√
ξη,

з (2.99) матимемо

U(ξ, η) = 0, 5

ϕ(ξ) +
√
ξηϕ

(
1

η

)
+
√
ξ

1
η∫
ξ

(0, 5ϕ(λ)− ψ(λ))λ−3/2dλ

 .
Повертаючись до старих незалежних змiнних x i y, знаходимо розв’язок поставленої

задачi Кошi (2.94), (2.95):

u(x, y) = 0, 5

ϕ(xy) + yϕ

(
x

y

)
+
√
xy

x/y∫
xy

(0, 5ϕ(λ)− ψ(λ))λ−3/2dλ

 .
� П р и к л а д 2.5. Побудуємо розв’язок задачi Кошi (2.85), (2.86) за умови, що при
(t, x) ∈ D a (t, x) = b (t, x) = 0, c (t, x) = c− const.

Для разв’язання поставленої проблеми необхiдно зiнтегрувати задачу Гурса (2.90),
(2.92), яка в нашому випадковi запишеться у виглядi

vξη (t, x, η, ξ) + cv (t, x, η, ξ) = 0,
v (t, x, t, ξ) = v (t, x, η, ξ) = 1.

(2.102)

Шукаємо функцiю Рiмана v (t, x, η, ξ) у виглядi
v (t, x, η, ξ) = q (z), де z = 2

√
c(ξ − x)(t− η) при c > 0, i

z = 2
√
−c(ξ − x)(t− η) при c < 0. Маємо:

vξ = q′(z)
√
±c(t− η)(ξ − x)−1, vξη = ∓ c

z
q′(z)∓ cq′′(z)

(верхнiй знак береться при c > 0, нижнiй — при c < 0). Пiдставляючи знайденi похiднi
в задачу (2.102), дiстанемо

z2q′′(z) + zq′(z)∓ z2q(z) = 0, q(0) = 1 (2.103)

Рiвняння (2.103) є рiвнянням Бесселя. Оскiльки в точцi z = 0 розв’язок цього рiвняння
повинен бути обмеженим i дорiвнювати одиницi, то, як вiдомо з теорiї звичайних ди-
ферецiальних рiвнянь, у випадку c > 0, q(z) = I0(z), а при c < 0 дiстаємо q(z) = J0(z),
де

I0(z) =
∞∑
k=0

1

(k!)2
(0, 5z)2k ≡ 1

π

π∫
0

ch(zcosθ)dθ
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— модифiкована функцiя Бесселя першого роду нульового порядку, а

J0(z) =
∞∑
k=0

(−1)k
1

(k!)2
(0, 5z)2k ≡ 1

π

π∫
0

cos(z cos θ)dθ =
1

π

π∫
0

cos(z sin θ)dθ−

— функцiя Бесселя першого роду нульового порядку.
Отже,

ν(t, x, η, ξ) =


∞∑
k=0

[c(ξ−x)(t−η]k

(k!)2
≡ 1

π

π∫
0

ch(z cos θ)dθ, c > 0,

∞∑
k=0

(−1)k
[−c(ξ−x)(t−η)]k

(k!)2
≡ 1

π

π∫
0

cos(z cos θ)dθ, c < 0.

(2.104)

Звiдси маємо:

νξη =


− c
π

π∫
0

ch(z cos θ)dθ, c > 0,

− c
π

π∫
0

cos(z cos θ)dθ, c < 0,

а отже, пiдставляючи (2.104) та знайденi похiднi в (2.102) переконуємось, що (2.104)
справдi є розв’язком задачi Гурса (2.102), причому в класi регулярних розв’язкiв вiн єдиний
при (t, x) ∈ D.

У точках P i Q маємо:

u(P ) = ϕ(x), u(Q) = ϕ(k(t)), (t = g(x)⇒ x = k(t)),
ν
∣∣
P = ν

∣∣
Q = 1.

На ∪PQ : u = ϕ(ξ), uη = ψ(ξ), uξ = ϕ′(ξ)− g′(ξ)ψ(ξ),

ν =
1

π

π∫
0

ch(z1 cos θ)dθ, z1 = 2
√
a(ξ − x)(t− g(ξ)), c > 0

ν =
1

π

π∫
0

cos(z1 cos θ)dθ, z1 = 2
√
−a(ξ − x)(t− g(ξ)), c < 0,

νξ =


1
π

π∫
0

2c sin2 θ(t− g(ξ))ch(z1 cos θ)dθ, c > 0,

1
π

π∫
0

2c sin2 θ(t− g(ξ)) cos(z1 cos θ)dθ, c < 0,

νη =


1
π

π∫
0

2c sin2 θ(x− ξ)ch(z1 cos θ)dθ, c > 0,

1
π

π∫
0

2c(x− ξ) sin2 θ cos(z1 cos θ)dθ, c < 0.

Пiдставляючи наведенi значення u(t, x) та v(t, x, η, ξ) у точках P i Q та на ∪PQ у
формулу Рiмана (2.93), дiстанемо шуканий розв’язок поставленої задачi:

u(t, x) = ϕ(x) +
1

π

π∫
0

k(t)∫
x

{2c(t− g(ξ))ϕ(ξ) sin2 θ + g′(ξ)ψ(ξ) }×
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×ch(z1 cos θ)dξ dθ − 1

π

π∫
0

k(t)∫
x

t∫
g(ξ)

f(η, ξ)ch(z cos θ)dη dξ dθ, c > 0, (2.105)

u(t, x) = ϕ(x) +
1

π

π∫
0

k(t)∫
x

{
2c(t− g(ξ))ϕ(ξ) sin2 θ + g′(ξ)ψ(ξ) } ×

× cos(z1 cos θ)dξ dθ − 1

π

π∫
0

k(t)∫
x

t∫
g(ξ)

f(η, ξ) cos(z cos θ)dη dξ dθ, c < 0.

♦ Зауваження 2.5. Якщо в рiвняннi (2.85) a(t, x) ∈ C(0.1)(D), b(t, x) ∈ C(1.0)(D), c(x, y),
f(x, y) ∈ C(D), а

ax(t, x) = bt(t, x), (2.106)

то пiдстановкою
u(t, x) = exp(ν(t, x))W (t, x),

де

ν(t, x) = −
t∫

t0

a(τ, x)dτ −
x∫

x0

b(τ, t0)dτ,

рiвняння (2.85) зводиться до рiвняння вигляду

Wtx + (c− ab− ax)W = f(t, x) exp(−ν(t, x)).

У випадку, коли c−ab−ax = const, за допомогою формул (2.105) можемо побудувати
розв’язок задачi (2.85), (2.86), (2.106).

2.13 Задачi Дарбу для рiвняння коливання струни

Вище було показано, що задача Кошi та задача Гурса для рiвнянь гiпер-
болiчного типу поставленi коректно. Розглянемо ще двi досить поширенi на
практицi задачi для рiвняння коливання струни.

� Перша задача Дарбу (рис. 2.22): в областi

D = {(t, x) | −x < t < 0, 0 < x < +∞}

знайти розв’язок рiвняння
utt = uxx, (2.107)

який задовольняє умови

u(0, x) = ϕ(x), u(−x, x) = ψ(x), ϕ(0) = ψ(0), x ≥ 0, (2.108)

де ϕ(x) i ψ (x) — заданi дiйснi функцiї класу C2(0,+∞).
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Рис. 2.22:

Для вiдшукання розв’язку задачi (2.107), (2.108) скористаємося загальним
розв’язком рiвняння (2.107) [див. формулу (2.16)]:

u(t, x) = f1(x+ t) + f2(x− t). (2.109)

Пiдставивши (2.109) в умови (2.108), дiстанемо{
f1(x) + f2(x) = ϕ(x),
f1(0) + f2(2x) = ψ(x),

x ≥ 0.

З останнiх спiввiдношень маємо

f2(x) = ψ
(
x
2

)
− f1(0),

f1(x) = ϕ(x)− ψ
(
x
2

)
+ f1(0).

Пiдставивши знайденi функцiї в (2.109), дiстанемо розв’язок поставленої за-
дачi Дарбу

u(t, x) = ϕ(x+ t)− ψ
(
x+ t

2

)
+ ψ

(
x− t

2

)
. (2.110)

Зазначимо: якщо в першiй з умов (2.108) носiєм даних є вiдрiзок [OB]
осi t = 0, то для однозначного визначення розв’язку задачi (2.107), (2.108)
у трикутнику OBC у другiй з умов (2.108) носiєм даних має бути вiдрiзок
[OC], де C — точка з координатами

(
b
2 , −

b
2

)
.

� Друга задача Дарбу (рис. 2.23): в областi

B = {(t, x) | −γ (x) < t < 0, 0 < x < +∞}

знайти розв’язок диференцiального рiвняння (2.107), якщо вiдоме його зна-
чення на пiвосi t = 0, x ≥ 0 i кривiй t = −γ (x), тобто

u(0, x) = ϕ(x), u(−γ(x), x) = ψ(x), (2.111)
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Рис. 2.23:

де крива t = −γ (x) з неперервною кривизною задовольняє умови

γ (0) = 0, 0 < γ′ (x) < 1. (2.112)

Для побудови розв’язку задачi Дарбу (2.107), (2.111) пiдставимо (2.109) у
(2.111). Маємо

f1(x) + f2(x) = ϕ(x),
f1(x− γ (x)) + f2(x+ γ (x)) = ψ(x), x ≥ 0.

(2.113)

Оскiльки γ (0) = 0, то за умови (2.112) iз рiвностi x+γ (x) = ξ однозначно
можемо визначити x як функцiю вiд ξ. Нехай ця функцiя є x = δ (ξ). Тодi
другу умову (2.113) можна записати у виглядi

f1(δ (ξ)− γ (δ (ξ))) + f2(ξ) = ψ(δ (ξ)).

Виключаючи з першої з умов (2.113) та добутої рiвностi f2(ξ), маємо

f1(ξ)− f1(δ (ξ)− γ (δ(ξ))) = ϕ(ξ)− ψ(δ(ξ)). (2.114)

Беручи до уваги, що

d

dξ
[δ(ξ)− γ(δ(ξ))] =

1− γ′ (x)

1 + γ′ (x)
,

а
0 <

1− γ′ (x)

1 + γ′ (x)
< 1,

то для визначення функцiї f1(ξ) iз рiвняння (2.114) можна використати метод
iтерацiй. У результатi одержимо

f1(ξ) =
∞∑
k=0

[
ϕ(λ k(ξ))− ψ(δ(λ k(ξ)))

]
, (2.115)
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де

λ0(ξ) = ξ; λ 1(ξ) = λ (ξ), . . . ; λ k(ξ) = λ k−1(λ (ξ));λ(ξ) = δ (ξ)− γ (δ (ξ)).

Тодi з першої з рiвностей (2.113) маємо

f2(x) = ϕ(x)−
∞∑
k=0

[
ϕ(λ k(x))− ψ(δ (λ k(x)))

]
. (2.116)

Пiдставивши (2.115) i (2.116) в (2.109), дiстанемо розв’язок другої задачi
Дарбу

u(t, x) =
∞∑
k=0

[
ϕ(λ k(x+ t))− ψ(δ (λ k(x+ t)))

]
+ ϕ(x− t)−

−
∞∑
k=0

[
ϕ(λ k(x− t))− ψ(δ (λ k(x− t)))

]
.

Iз побудови розв’язкiв першої i другої задач Дарбу випливає їх єдинiсть.
Зазначимо, що розглядаються й iншi варiанти постановки задач Гурса та

Дарбу.

2.14 Задача Кошi з даними на гiперплощинi.
Перетворення Лоренца

Розглянемо один метод побудови розв’язку задачi Кошi для тривимiрного
хвильового рiвняння в тому випадковi, коли початковi умови заданi не при
t = 0, а на деякiй гiперплощинi L, яка проходить через початок координат
x = y = z = t = 0 i нахилена до осi t пiд кутом, бiльшим arctg a. Не
зменшуючи загальностi мiркувань можемо вважати, що рiвняння гiперпло-
щини L має вигляд t = v

a2x, v — довiльний параметр, v < a, оскiльки цього
завжди можна домогтися ортогональним перетворенням координат, за якого
тривимiрний оператор Лапласа переходить в тривимiрний оператор Лапласа
за новими незалежними змiнними. Отже, розглянемо задачу Кошi:

utt(t, x, y, z) = a2∆u(t, x, y, z),

u
∣∣∣t= v

a2
x = ϕ(x, y, z), ut

∣∣∣t= v
a2
x = ψ(x, y, z), (2.117)

де ϕ(x, y, z) ∈ C3(E3), ψ(x, y, z) ∈ C2(E3).

Розв’язок задачi (2.117) побудуємо введенням нових незалежних змiнних.

I Означення 2.4. Будь–яке лiнiйне однорiдне перетворення змiнних t, x,
y, z з дiйсними коефiцiєнтами,за якого квадратична форма t2− x2− y2− z2

залишається незмiнною, називається перетворенням Лоренца.
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Можна показати, що всяке перетворення Лоренца є комбiнацiєю ортого-
нального перетворення змiнних x, y, z, яке залишає t незмiнним, перетворен-
ня вигляду

x′ =
x− β t√

1− β2
, y′ = y, z′ = z, t′ =

t− β x√
1− β2

,

де t′, x′, y′, z′ — новi змiннi; β — число за модулем менше одиницi, i змiни
знаку в деяких змiнних (вiдображення).

Введемо в (2.117) новi незалежнi змiннi за допомогою перетворення Ло-
ренца

x′ = 1√
1−β2

(x− vt), y = y′, z = z′,

t′ = 1√
1−β2

(t− v
a2x), β = v

a .
(2.118)

Рiвняння гiперплощини L : t = v
a2x у нових незалежних змiнних запише-

ться у виглядi t′ = 0. Iз (2.118) маємо:

x =
1√

1− β2
(x′ + vt′), y = y′, z = z′, t =

1√
1− β2

(
v

a2
x′ + t′).

Позначимо :

W (t′, x′, y′, z′) = u(
1√

1− β2
(
v

a2
x′ + t′),

1√
1− β2

(x′ + v t′), y′, z′).

Тодi

ux = Wx′
1√

1− β2
− v

a2
√

1− β2
Wt′, ut =

1√
1− β2

Wt′ −
v√

1− β2
Wx′,

uyy = Wy′y′, uzz = Wz′z′,

uxx =
1

1− β2
Wx′x′ − 2Wx′t′

v

(1− β2)a2
+

v2

a4(1− β2)
Wt′t′,

utt =
v2

1− β2
Wx′x′ − 2Wx′t′

v

1− β2
+

1

1− β2
Wt′t′.

Пiдставивши знайденi похiднi в (2.117), дiстанемо

utt − a2∆u(t, x, y, z) = Wt′t′ − a2∆W (t′, x′, y′, z′) = 0,

W |t′=0 = ϕ

(
x′√

1− β2
, y′, z′

)
, (2.119)

Wt′ |t′=0 =
√

1− β2ψ

(
x′√

1− β2
, y′, z′

)
+
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+
v√

1− β2
ϕx

(
x′√

1− β2
, y′, z′

)
.

Таким чином, хвильове рiвняння є iнварiантом вiдносно перетворення Ло-
ренца. Зауважимо, що всяке неособливе лiнiйне перетворення незалежних
змiнних t, x, y, z iз дiйсними коефiцiєнтами, яке не змiнює вигляду хвильо-
вого рiвняння utt = a2∆u(t, x, y, z) є комбiнацiєю перетворення Лоренца, пе-
ренесення початку координат у просторi t, x, y, z i перетворення подiбностi в
цьому просторi.

Згiдно з формулою Кiрхгофа розв’язок задачi Кошi (2.119) запишеться у
виглядi

W (t′, x′, y′, z′) =
1

4π a

∂

∂ t′

∫∫
S
at′(x

′,y′,z′)

ϕ

(
1√

1−β2
ξ, η, ζ

)
at′

dσt′+

+
1

4πa

∫∫
S
at′(x

′,y′,z′)

ψ

(
1√

1−β2
ξ, η, ζ

)√
1− β2 + v√

1−β2
ϕx

(
1√

1−β2
ξ, η, ζ

)
at′

dσt′.

Повертаючись в останнiй нерiвностi до старих незалежних змiнних згiдно
з (2.118), дiстанемо шуканий розв’язок задачi Кошi (2.117).

На завершення даної теми зазначимо також, що розв’язок задачi Кошi

uττ(t, x, y, z, τ) +
2

τ
uτ(t, x, y, z, τ) = ∆u(t, x, y, z, τ), (2.120)

u |τ=0 = ϕ(t, x, y, z), uτ |τ=0 = 0, (2.121)

де t — параметр, ϕ(t, x, y, z) ∈ C2((0,+∞)× E3), дається формулою

u(t, x, y, z, τ) =
1

4 π τ 2

∫∫
Sτ (x,y,z)

ϕ(t, α, β, γ)dστ , (2.122)

Sτ(x, y, z) : (α− x)2 + (β − y)2 + (γ − z)2 = τ 2.

Рiвняння (2.120) називається рiвнянням Дарбу, а iнтеграл в правiй час-
тинi рiвностi (2.122) — усередненим значенням функцiї ϕ(t, x, y, z).

Маємо
u(t, x, y, z, τ) =

1

4 π τ 2

∫∫
Sτ (x,y,z)

ϕ(t, α, β, γ)dστ =

=
1

4 π

∫∫
S1(x,y,z)

ϕ(t, x+ (x− ξ)τ, y + (y − η)τ, z + (z − ζ)τ)dσ1, (2.123)
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де (ξ, η, ζ) — змiнна точка сфери S1(x, y, z) : (ξ−x)2 +(η−y)2 +(ζ−z)2 = 1.
Iз (2.123) випливає, що

u(t, x, y, z, 0) =
1

4 π

∫∫
S1(x,y,z)

ϕ(t, x, y, z)dσ1 = ϕ(t, x, y, z),

тобто перша з умов (2.123) виконується.
Здиференцiювавши (2.123) за τ , дiстанемо

uτ(t, x, y, z, τ) =
1

4 π

∫∫
S1(x,y,z)

[
ϕα(x− ξ) + ϕβ(y − η) + ϕγ(z − ζ)

]
dσ1 =

=
1

4 π τ 2

∫∫
Sτ (x,y,z)

[
ϕα
α− x
τ

+ ϕβ
β − y
τ

+ ϕγ
γ − z
τ

]
dστ =

=
1

4 π τ 2

∫∫∫
Kτ (x,y,z)

∆ϕ(t, α, β, γ)dα, dβ, dγ, (2.124)

Kτ(x, y, z) : (α− x)2 + (β − y)2 + (γ − z)2 ≤ τ 2.

На пiдставi теореми про середнє значення з (2.124) маємо

uτ |τ=0 =
1

4π τ 2
∆ϕ(t, α̃, β̃, γ̃)

∫∫∫
Kτ (x,y,z)

dα dβ dγ |τ=0 =

=
τ

3
∆ϕ(t, α̃, β̃, γ̃) |τ=0 = 0,

(α̃, β̃, γ̃) — деяка точка в Kτ(x, y, z).
Отже, функцiя (2.122) задовольняє початковi умови (2.121). Диферен-

цiюючи (2.124) за τ , дiстаємо

uττ(t, x, y, z, τ) = −2

τ
uτ +

1

4 π τ 2

∫∫
Sτ (x,y,z)

∆ϕdστ ,

або
uττ +

2

τ
uτ =

1

4 π τ 2

∫∫
Sτ (x,y,z)

∆ϕ(t, α, β, γ)dστ . (2.125)

Оскiльки

∆u(t, x, y, z, τ) =
1

4 π τ 2

∫∫
Sτ (x,y,z)

∆ϕ(t, α, β, γ)dστ ,
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то, зiставивши добуту рiвнiсть iз (2.125), переконуємося, що (2.122) справдi є
розв’язком задачi Кошi (2.120), (2.121).

Припустимо тепер, що ϕ(t, x, y, z) є розв’язком задачi Кошi

ϕtt(t, x, y, z) = a2∆ϕ(t, x, y, z), (2.126)

ϕ |t=0 = Φ(x, y, z), ϕt |t=0 = ψ(x, y, z). (2.127)

Тодi ∆u(t, x, y, z, τ) = 1
a2utt i на пiдставi (2.120) усереднене значення розв’язку

ϕ(t, x, y, z) визначене за формулою (2.122), буде розв’язком рiвняння

uτ τ −
1

a2
ut t +

2

τ
uτ = 0.

Домноживши останню рiвнiсть на τ , дiстанемо

∂2

∂ τ 2
(τ u)− 1

a2

∂2

∂ t2
(τ u) = 0,

а отже,
τ u(t, x, y, z, τ) = f(at+ τ) + f1(at− τ),

де f(at+ τ) i f1(at− τ) — довiльнi двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї
своїх аргументiв.

Поклавши в останнiй рiвностi τ = 0, маємо

f(at) = −f1(at),

тобто
u(t, x, y, z, τ) =

1

τ
[f(at+ τ)− f(at− τ ] . (2.128)

Переходячи в останнiй рiвностi до границi, коли τ → 0, i беручи до уваги
першу з початкових умов (2.121), дiстанемо

u(t, x, y, z) = 2f ′(at). (2.129)

Отже, для вiдшукання розв’язку задачi Кошi (2.126), (2.127) залишилось
визначити таку функцiю f ′(at), щоб ϕ(t, x, y, z) задовольняла початковi умо-
ви (2.127).

Iз (2.128) маємо

∂(τ u)

∂ τ
= f ′(at+ τ) + f ′(at− τ),

∂(τ u)

∂ t
= a [f ′(at+ τ)− f ′(at− τ)] ,

тобто
2f ′(at+ τ) =

∂(τ u)

∂ τ
+

1

a

∂(τ u)

∂ t
.
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Поклавши в останнiй рiвностi t = 0 та урахувавши (2.123), дiстанемо

2f ′(τ) =

[
∂

∂ τ

1

4π τ

∫∫
Sτ (x,y,z)

ϕ(t, α, β, γ)dστ+

+
1

a

1

4 π τ

∫∫
Sτ (x,y,z)

ϕ
t
(t, α, β, γ)dστ

]
t=0

.

На пiдставi початкових умов та (2.127) остаточно маємо

ϕ(t, x, y, z) =
1

4 π a2

∂

∂ t

∫∫
Sat(x,y,z)

Φ(α, β, γ)

t
dσat+

+
1

4 π a2

∫∫
Sat(x,y,z)

ψ(α, β, γ)

t
dσat,

i ми знову дiстали формулу Кiрхгофа.

� П р и к л а д 2.6. 1. Зiнтегрувати диференцiальнi рiвняння:

1)uxy + 2uyy + ux + 2uy = 0;

2) (x2 + cos y)uxy − sin yux + 2xuy = 0;

3) eyuxy + uyy + e2yux + (ey − 1)uy = 0;

4) uxx − 2xuxy − (2x+ 1)uyy − 1
x+1

(ux + uy) = 0, x 6= −1;

5) uyy − 2uxy + 2ux − uy = 4ex;

6) ∂
∂ x

(x2 ∂ u
∂ x

) = x2 ∂
2u

∂ y2
;

7) uxx − 2 cosxuxy − (3 + sin2 x)uyy + ux + (sinx− cosx− 2)uy = 0;

8) (x− y)uxy − ux + uy = 0;

9) uxy + yux + xuy + xyu = 0;

10) chxuxy + (shx+ ychx)uy + chxu = 0.
2.Знайти закон вiльних коливань однорiдної нескiнченної струни (записати форму-

ли, якi визначають профiль струни при t ≥ 0 i закон руху точок струни з рiзними
абсцисами) та графiчно побудувати її профiль у рiзнi моменти часу за таких умов:

а) струна збуджена локальним початковим вiдхиленням у формi параболи

ϕ(x) =


0, x ∈ (−∞,−c) ,
h(1− x2

c2
), x ∈ [−c, c] ,

0, x ∈ (c,+∞) ;
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б) початкова швидкiсть задається рiвностями

ut(x, 0) =

 0 при |x| ≥ h,
a

100
при x ∈ [0, h] ,

− a
100

при x ∈ (−h, 0) ,

а початкове вiдхилення рiвне нулю;

в) початкове вiдхилення не дорiвнює нулю тiльки на промiжках (−2c,−c), (c, 2c) i
має форму ламаної з вершинами в точках −2c,−1, 5c,−c, c, 1, 5c, 2c, а початкова швид-
кiсть нульова;

г) початкове вiдхилення точок струни рiвне нулю, а

ut(x, 0) =

 0 при x < c,
h
2c2
x(2c− x) при x ∈ [c, 2c] ,

0 при x > 2c;

д) початкове вiдхилення ненульове тiльки на промiжку (0, π), де воно становить
2 sinx, а початкова швидкiсть дорiвнює нулю;

е) початкове вiдхилення дорiвнює нулю, а початкова швидкiсть має стале значення
ψ0 на промiжку струни (x1, x2) i нульова поза цим промiжком;

є) початкове вiдхилення точок струни задається рiвнiстю

u(x, 0) = h2
sinx

x
,

а початкова швидкiсть дорiвнює нулю.

3. Дослiдити процес вимушених коливань однорiдної нескiнченної струни, якщо по-
чаткове вiдхилення й швидкiсть дорiвнюють нулю, а f(t, x) = 2tx.

Показати, що функцiя

u(t, x, y, z) = ϕ(m1x+m2y +m3z +mt)

описує процес поширення хвиль, i знайти швидкiсть хвилi.

4. Показати, що функцiя

u(t, x, y, z) = x2 + y2 + z2 + b2t2

описує процес поширення хвиль, i знайти швидкiсть хвилi.

5. Дослiдити процес вiльних коливань однорiдної нескiнченної мембрани, якщо:

а) початкове вiдхилення її точок становить x2y2,а швидкiсть дорiвнює нулю;

б) у початковий момент часу швидкiсть її точок дорiвнює xy, а u(0, x, y) = 0.

6. Дослiдити процес поширення звуку, якщо u(0, x, y, z) = 1/x, а початкова швид-
кiсть дорiвнює нулю (x 6= 0, x2 6= t2) ;
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7. Методом Рiмана знайти розв’язок задач Кошi:
а) utt = uxx + f(t, x), u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x);

б) xuxx − uyy + ux = 0 (x > 0), u(x, 0) = ϕ(x), uy(x, 0) = ψ(x).

8. Знайти розв’язок задач Кошi:

а) y2uyy − x2uxx = 0, u(x, 1) = sinx, uy(x, 1) = 0;

б) yuxx + x(2y − 1)uxy − 2x2uyy − y
x
ux = 0, u(0, x) = x2, uy(0, x) = 1, x > 0;

в) uxx + 2 cosxuxy − sin2 xuyy − sinxuy = 0, u(x, sinx) = x+ cosx, uy(x, sinx) = sinx;

г) 2uxy − uyy = 0, u(x,−x) = 5x, uy(x,−x) = e−x;

д) 2uxx − 5uxy + 3uyy = 0, u(0, y) = 0, ux(0, y) = 3y;

е) uxx − 2uxy + 4ey = 0, u(0, y) = ϕ(y), ux(0, y) = ψ(y);

є) uxy + uyy + ux + uy = 0, u
(
x, x

2

)
= 2− x, uy

(
x, x

2

)
= 0.

Тема 3
ХВИЛЬОВI ПРОЦЕСИ В ОБМЕЖЕНИХ

I НАПIВОБМЕЖЕНИХ ОБЛАСТЯХ

2.15 Постановка мiшаних задач

Як уже зазначалося, для повної характеристики хвильового процесу не-
достатньо лише диференцiальних рiвнянь: до них необхiдно приєднати деякi
додатковi умови. В розглянутому випадку необмежених областей цими до-
датковими спiввiдношеннями були початковi умови (початковий стан дослi-
джуваного процесу).

Якщо ж деяке явище природи дослiджується в обмеженiй або в напiвобме-
женiй областi, то для однозначного його описання, крiм задання початкових
умов, необхiдно також урахувати режим на межi областi, в якiй вiдбувається
це явище (задати крайовi умови). Справдi, якщо розглянути вiльнi коливання
скiнченної однорiдної струни, закрiпленої на кiнцях, то внаслiдок початково-
го вiдхилення й початкової швидкостi влiво i вправо по струнi побiжать хвилi.
Досягнувши кiнцiв струни, вони вiдiб’ються i пiдуть у зворотному напрямi,
iстотно впливаючи на хвильовий процес. Отже, якщо не враховувати режи-
му на кiнцях струни, то тим самим не враховуватиметься вплив на процес
коливання вiдбитих хвиль.

У випадку рiвняння коливання скiнченної струни залежно вiд режиму на
її кiнцях (x = 0 i x = l) розглядають три основних типи крайових
умов:
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1. кiнцi струни рухаються за заданими законами µ1(t) i µ2 (t) вiдповiдно,
тобто

u(t, 0) = µ1(t), u(t, l) = µ2(t), t ≥ 0; (2.130)

2. до кiнцiв струни прикладенi сили вiдповiдно v1(t) i v2(t), якi дiють в
напрямку коливань. Тодi крайовi умови запишуться у виглядi

ux(t, 0) = v1(t), ux(t, l) = v2(t), t ≥ 0; (2.131)

3. до кiнцiв струни прикрiпленi пружини, якi дiють уздовж осi Ox. Тодi
сили натягу Eux на кiнцях зрiвноважуватимуться силами дiї пружин,
якi дорiвнюють αu (α — коефiцiєнт жорсткостi). Нехай пружини, своєю
чергою, рухаються за законами γ1(t) i γ2 (t) вiдповiдно. Тодi режим на
кiнцях струни запишеться у виглядi

ux(t, 0)− h [u(t, 0)− γ1(t)] = 0,
ux(t, l) + h [u(t, l)− γ2(t)] = 0, t ≥ 0,

(2.132)

де h = α/E.

Для дво– й тривимiрного випадкiв розглянутi типи крайових умов запи-
шуться у виглядi

u |M∈S = µ (t,M), t ≥ 0, (2.133)
∂ u

∂ ~n
|M∈S = v(t,M), t ≥ 0, (2.134)[

∂ u

∂ ~n
+ hu

] ∣∣∣
M∈S

= γ (t,M), t ≥ 0, (2.135)

де S — поверхня, яка обмежує область D1 змiни точки M ; ∂ u
∂ ~n — похiдна по

зовнiшнiй нормалi до поверхнi S.
Таким чином, дослiджуючи хвильовi процеси в обмежених областях, роз-

глядають три основнi мiшанi задачi:

• перша задача — в просторi функцiй C2(D), D = D1 × (0, T ), знайти
розв’язок хвильового рiвняння

utt(t,M) = a2∆u(t,M) + f(t,M), (2.136)

який задовольняє початковi

u(0,M) = ϕ(M), ut(0,M) = ψ(M), M ∈ D + S (2.137)

i крайовi умови (2.133);

• друга i третя задачi ставляться аналогiчно iз замiною крайових умов
(2.133) на умови (2.134), (2.135) вiдповiдно.
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Зауважимо, що всi розглянутi типи крайових умов (2.133)–(2.135) можна
записати одним спiввiдношенням(

β1(M)
∂u

∂ n
+ β2(M)u

) ∣∣∣
M∈S

= γ(t,M), t ≥ 0.

Якщо β1(M) ≡ 0, то дiстаємо крайову умову (2.133), при β2(M) ≡ 0 — умову
(2.134), а при β1(M) 6= 0 i β2(M) 6= 0 — умову (2.135).

Крайовi й початковi умови мають задовольняти умову узгодженостi[
β1(M)

∂ ϕ(M)

∂ n
+ β 2(M)ϕ(M)

] ∣∣∣
M∈S

= γ(0,M).

Зазначимо, що проблеми практики часто приводять до мiшаних задач,
коли на рiзних частинах краю S областi D задаються рiзнi крайовi умови.
Наприклад, якщо вивчається процес коливання струни завдовжки l, яка не-
рухомо закрiплена на правому кiнцi й вiльна на лiвому, то крайовi умови
запишуться у виглядi

∂ u

∂ x
|
x=0

= 0, u(t, l) = 0, t ≥ 0.

I Означення 2.5. Струну називають напiвнескiнченною, якщо один її
кiнець розмiщений у початку координат x = 0, а iнший знаходиться на
такiй вiдстанi вiд початку координат, яка значно перевищує величину at
(a — стала, яка фiгурує в рiвняннi коливання струни, t — час).

Математично описуючи процес коливання однорiдної напiвнескiнченної
струни (хвильовий процес в напiвобмеженiй областi), ми також приходимо до
мiшаної задачi: в просторi функцiй C2(B = {(t, x)|t > 0, x ∈ (0,+∞)})
знайти розв’язок рiвняння коливання струни

utt(t, x) = a2uxx(t, x) + f(t, x),

який задовольняє початковi умови

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x), x ∈ [0,+∞)

i одну iз крайових (2.130)–(2.132) при x = 0 (в залежностi вiд режиму на
лiвому кiнцi струни).

Покажемо, що сформульованi мiшанi задачi однозначно описують вiдпо-
вiднi хвильовi процеси в обмежених та напiвобмежених областях. Для цього
наведемо два методи побудови розв’язкiв мiшаних задач для рiвнянь гiпер-
болiчного типу.
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2.16 Метод характеристик

� Побудова розв’язку мiшаної задачi у випадку напiвнескiнченної
струни. Спочатку розглянемо таку задачу: дослiдити процес вiльних коли-
вань однорiдної напiвнескiнченної струни, якщо початкове вiдхилення точок
струни та їхня початкова швидкiсть становлять ϕ(x) та ψ(x) вiдповiдно, а
лiвий кiнець нерухомо закрiплений.

Вiдповiдна математична модель: в областi

B = {(t, x) | t ∈ (0, T ] , x ∈ (0,+∞), T = const} (2.138)

знайти розв’язок диференцiального рiвняння

ut2(t, x) = a2ux2(t, x), (2.139)

який задовольняє початковi

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x), x ∈ [0,+∞) (2.140)

та крайову
u(t, 0) = 0, t ∈ [0, T ] (2.141)

умови.
Для побудови розв’язку мiшаної задачi (2.139)–(2.141) застосуємо метод

характеристик.
Як було показано в темi 2, загальний розв’язок рiвняння (2.139) має ви-

гляд
u(t, x) = f1(x− at) + f2(x+ at), (2.142)

Тут f1(z) i f2(z), z = x±at— довiльнi функцiї, визначенi при z ∈ (−∞,+∞).
Оскiльки в нашому випадковi функцiї ϕ(x) i ψ (x) визначенi тiльки при x ≥ 0,
то згiдно з початковими умовами при x− at > 0 маємо

f1(x− at) =
1

2
ϕ(x− at) +

1

2a

0∫
x−at

ψ(z)dz − C, (2.143)

f2(x+ at) =
1

2
ϕ(x+ at) +

1

2a

x+at∫
0

ψ(z)dz + C, (2.144)

тобто при x− at > 0

u(t, x) =
1

2
[ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)] +

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(z)dz, . (2.145)
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Знайдемо розв’язок мiшаної задачi (2.139)–(2.141) при x − at < 0. За-
уважимо, що функцiя f2(x + at) визначена за формулою (2.144) для всiх
x ≥ 0, t > 0.

Знайдемо функцiю f1(x − at) при x − at < 0. Для цього використаємо
крайову умову (2.141). Маємо

f1(−at) + f2(at) = 0, t ≥ 0. (2.146)

Покладемо −at = z. Тодi на пiдставi (2.146) дiстаємо

f1(z) = −f2(−z), z < 0, (2.147)

а отже, внаслiдок (2.144) визначаємо f1(x− at) при x− at < 0 :

f1(x− at) = −f2(−x+ at) = −1

2
ϕ(at− x)− 1

2a

at−x∫
0

ψ(z)dz − C. (2.148)

Пiдставляючи (2.148) , (2.144) в (2.142), знаходимо розв’язок задачi (2.139)–
(2.141) при x− at < 0 :

u(t, x) =
1

2
[ϕ(x+ at)− ϕ(at− x)] +

1

2a

x+at∫
at−x

ψ(z)dz. (2.149)

Отже, розв’язок мiшаної задачi (2.139)-(2.141) дається формулою Д’Алам-
бера (2.145) при x− at > 0 i формулою (2.149) при x− at < 0.

� Геометрична iнтерпретацiя побудови розв’язку задачi (2.138)–
(2.140). Розв’язок мiшаної задачi будується в два етапи.

• Перший етап. Загальний розв’язок (2.142) ДРЧП (2.139) пiдставляємо
в початковi умови (2.140) i знаходимо функцiї f1(x − at)та f2(x + at) в
точках осi Ox.
Тепер функцiя f1(x − at) вiдома на всiх характеристиках
x− at = const > 0, оскiльки f1(x−at) — стала вздовж таких характерис-
тик (рис.2.24).
Цi характеристики заповнюють всю область x − at > 0. З iншого боку,
хвиля f2(x+ at) вiдома для всiх x > 0 i t > 0. Справдi, вона є сталою на
характеристиках x+at = const, а такi характеристики, випущенi з точок
осi Ox, покривають усю область x > 0, t > 0.

Отже, початковi умови дають можливiсть визначити розв’язок мiшаної
задачi (2.139)–(2.141) у тiй частинi областi x > 0, t > 0, де на рис. 2.24
проходять характеристики x − at = const > 0 i x + at = const (тобто
пiд головною характеристикою x− at = 0).
Iз рис. 2.24 бачимо, що над головною характеристикою x− at = 0 хвиля
f1(x− at) невiдома, але вiдома зворотна хвиля f2(x+ at).
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Рис. 2.24:

• Пiдставляємо загальний розв’язок (2.142) у крайову умову (2.141), яка
задана в точках осi Ot. Хвиля f2(x+ at) у цих точках визначена з почат-
кових умов. Таким чином, крайова умова (2.141) дає змогу встановити
спiввiдношення мiж прямою та зворотною хвилями в точках осi Ot, звiд-
ки визначаємо f1(x− at) у цих точках. Але тодi f1(x− at) визначається
й на характеристиках x − at = const < 0 (штриховi лiнiї над головною
характеристикою), тобто розв’язок мiшаної задачi u(t, x) побудовано у
всiй областi x < at.

I Означення 2.6. В областi 0 < x < at функцiю f2(x + at) називають
хвилею, що падає на лiвий кiнець струни x = 0, а f1(x− at) — вiдоб-
раженою вiд цього кiнця хвилею.

У зв’язку з цим означенням розглянутий метод побудови розв’язку мiша-
них задач називають також методом падаючої та вiдображеної хвиль.

� Умова неперервностi розв’язку мiшаної задачi (2.139)–
(2.141) вздовж головної характеристики. Iз вищевикладеного випливає,
що розв’язок мiшаної задачi (2.139)–(2.141) дається формулою Д’Аламбера
(2.145) при x− at > 0 i формулою (2.149) при x− at < 0. У зв’язку з цим
уздовж головної характеристики цей розв’язок може бути розривним.

Знайдемо умову неперервностi розв’язку мiшаної задачi (2.139)–(2.141)
уздовж лiнiї x−at = 0. Зазначимо, що розрив довiльного розв’язку рiвняння
(2.139) уздовж головної характеристики є сталою величиною. Справдi, хвиля
f2(x + at) неперервна при переходi через головну характеристику, оскiльки
її лiнiї рiвня x + at = const перетинають пряму x = at, а хвиля f1(x − at)
пiд i над головною характеристикою x− at = 0 має границi, що дорiвнюють
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f1(0+) та f1(0−) вiдповiдно. Таким чином,

u |x−at=0+ − u |x−at=0− = f1(0+)− f1(0−), (2.150)

а отже, умова неперервностi розв’язку мiшаної задачi (2.139)–(2.141) на го-
ловнiй характеристицi має вигляд

f1(0+) = f1(0−), (2.151)

або, беручи до уваги (2.143), (2.148), дiстаємо

f1(0+) =
1

2
ϕ(0)− C, f1(0−) = −1

2
ϕ(0)− C,

тобто
1

2
ϕ(0) = −1

2
ϕ(0)⇔ ϕ(0) = 0. (2.152)

Вираз (2.152) є умовою узгодженостi початкових i крайової умов (умова не-
перервностi граничних значень розв’язку u(t, x) в початку координат (0, 0)).

Отже, робимо висновок: умова (2.152) узгодженостi початкових i кра-
йової умов мiшаної задачi (2.139)–(2.141) є необхiдною та достатньою умо-
вою неперервностi розв’язку на всiй головнiй характеристицi x− at = 0.

Аналогiчно будуються розв’язки мiшаних задач для напiвнескiнченної
струни й у випадку iнших крайових умов. Наприклад, якщо кiнець струни
x = 0 вiльний, то крайова умова запишеться у виглядi

∂ u

∂ x

∣∣
x=0

= 0. (2.153)

Розв’яжемо мiшану задачу (2.139), (2.140), (2.153).
Якщо x > at, то справедлива формула Д’Аламбера (2.149). Визначимо

f1(x − at)у випадку, коли x − at < 0. Для цього пiдставляємо загальний
розв’язок (2.143), (2.144) в крайову умову (2.153):

f ′1(−at) + f ′2(at) = 0, t > 0, (2.154)

звiдки, позначаючи z = −at, дiстаємо

f ′1(z) + f ′2(−z) = 0, z < 0.

Iнтегруючи останню рiвнiсть за z, маємо

f1(z)− f2(−z) = C1 = const. (2.155)

Взявши до уваги (2.144), iз (2.155) дiстаємо

f1(x− at) = f2(at− x) + C1 =
1

2
ϕ(at− x) +

1

2a

at−x∫
0

ψ(z)dz + C1 + C,
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тобто при x− at < 0

u(t, x) =
1

2
[ϕ(at− x) + ϕ(x+ at)] +

+
1

2a

 at−x∫
0

ψ(z)dz +

x+at∫
0

ψ(z)dz

+ C1 + 2C.

З умови неперервностi розв’язку мiшаної задачi на головнiй характерис-
тицi x− at = 0 маємо

f1(0−) =
1

2
ϕ(0) + C1 + C, f1(0+) =

1

2
ϕ(0)− C,

1

2
ϕ(0) + C1 + C =

1

2
ϕ(0)− C ⇔ C1 + 2C = 0,

отже,

u(t, x) =



1
2 [ϕ(x+ at) + ϕ(x− at)] + 1

2a

x+at∫
x−at

ψ(z)dz, x− at > 0,

1
2 [ϕ(x+ at) + ϕ(at− x)] +

+ 1
2a

[
at−x∫

0

ψ(z)dz +
x+at∫

0

ψ(z)dz

]
, x− at < 0.

♦ Зауваження 2.6. Для розглянутих задач ми будували тiльки неперервнi розв’язки,
оскiльки розривнi розв’язки для мiшаних задач у випадку рiвняння коливання струни
або стержня не мають фiзичного змiсту (розрив розв’язку означає розрив струни або
стержня). Однак у теорiї акустики чи газовiй динамiцi розривнi розв’язки мають фi-
зичний змiст i називаються ударними хвилями.

� Геометричне зображення процесу вiльних коливань напiвнескiн-
ченної струни. Для цього, крiм загального методу, викладеного вище, iнодi
зручно застосувати також методи парного i непарного продовження. Розгля-
немо їх на прикладах.

Метод непарного продовження. Нехай нам потрiбно геометрично
зобразити розв’язок мiшаної задачi (2.139)–(2.141) при t = 1, ..., 5, якщо
a = 1, ψ(x) = 0,

ϕ(x) =

 0, x ∈ [0, 3) ∪ [5,+∞) ,
x− 3, x ∈ [3, 4) ,
5− x, x ∈ [4, 5) .

(2.156)

Розглянемо розв’язок z(t, x) задачi Кошi

zt2(t, x) = zx2(t, x), t ∈ (0,+∞) , x ∈ (−∞,+∞) ,
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z(0, x) = ϕ1(x) =

{
ϕ(x), x ≥ 0,
−ϕ(−x), x < 0,

(2.157)

zt(0, x) = 0.

Покладемо u(t, x) = z(t, x) |x≥0.
Очевидно, функцiя u(t, x) задовольняє рiвняння (2.143) i початковi умови

(2.156). Надалi покажемо, що через непарнiсть функцiї z(t, x) по x функцiя
u(t, x) задовольняє також крайову умову.

Зобразимо графiчно (рис.2.25) розв’язок задачi Кошi (2.157) для
t = 0, 1, 2, 3, 4, 5 (див. тему 2).

Рис. 2.25:

Як бачимо з рисунка (стрiлками показано напрями руху хвиль: прямої —
вправо, зворотної — влiво), крайова умова (2.141) виконується для всiх t ≥ 0,
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оскiльки функцiя z(t, x) непарна по x (суцiльною лiнiєю зображено функцiю
u(t, x)).

Область x < 0 називатимемо фiктивною.
Аналогiчно можна графiчно зобразити процес вiльних коливань напiвне-

скiнченної струни, якi вiдбуваються лише за рахунок початкової швидкостi
(тобто в мiшанiй задачi (2.139)–(2.141) ϕ(x) ≡ 0, ψ(x) 6= 0).

Як приклад розглянемо коливання напiвнескiнченної однорiдної струни
iз закрiпленим кiнцем, якi здiйснюються внаслiдок удару по нiй молоточком
(коливання струни рояля). За такого процесу вiдшукують роз’язок мiшаної
задачi (2.139)–(2.141), де ϕ(x) ≡ 0, а початкова швидкiсть має вигляд, як на
рис. 2.26.

Рис. 2.26:

Зобразимо профiль струни при t = 1, ..., 6. Для цього в задачi Кошi
(2.157) покладемо (рис. 2.27)

z(x) ≡ 0,

zt(0, x) =

{
ψ(x), x ≥ 0,
−ψ(x), x < 0.

Рис. 2.27:

У нашому випадковi (див. тему 2)

z(t, x) = Φ(x+ t)− Φ(x− t),

де Φ(x) = 1
2

x∫
−∞

zt(0, τ)dτ
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Рис. 2.28:

Маємо (див. рис. 2.28)

Φ(x) =


0, x ∈ (−∞,−5),

−0, 5(x+ 5), x ∈ [−5,−3),
−1, x ∈ [−3, 3),

0, 5(x− 5), x ∈ [3, 5),
0, x ∈ [5,+∞).

Покажемо, що й у цьому випадковi

u(t, x) ≡ z(t, x) |x≥0 .

Справдi, функцiя u (t, x) задовольняє рiвняння (2.139) i початковi умови
(2.140). Зобразимо профiль струни в рiзнi моменти часу (рис. 2.29) i переко-
наємося, що крайова умова (2.141) також виконується.

Далi, зi зростанням часу t в областi x ≥ 0 трапецiя рухатиметься в напря-
мi осi Ox, а у фiктивнiй областi — у зворотному напрямку. Крайова умова
(2.141), очевидно, виконується для довiльного t.

Метод парного продовження. Для iлюстрацiї методу парного про-
довження зобразимо графiчно розв’язок задачi (2.139), (2.140), (2.153) при
t = 1; 2; 3, 5; 4; 4, 5; 5, якщо a = 1, ψ(x) ≡ 0, а ϕ(x) визначається за фор-
мулою (2.156).

Розглянемо задачу Кошi:

ztt = zxx, t ∈ (0,+∞), x ∈ (−∞,+∞),

z(0, x) =

{
ϕ(x), x ≥ 0,
ϕ(−x), x < 0,

zt(0, x) = 0. (2.158)

Дiстаємо рис. 2.30, з якого бачимо, що функцiя u(t, x) ≡ z(t, x) |x≥0 (на
графiках — суцiльна лiнiя) є розв’язком поставленої мiшаної задачi (2.139),
(2.140), (2.153), де ψ(x) = 0, а ϕ(x) визначається за формулою (2.156). Стрiл-
ками показано напрями руху хвиль.

� Випадок скiнченої струни. Процес вiльних коливань однорiдної струни
довжини l iз нерухомо закрiпленими кiнцями, якi вiдбуваються за рахунок
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Рис. 2.29:

103



Рис. 2.30:

початкового вiдхилення ϕ(x) та початкової швидкостi ψ(x), зводиться до мi-
шаної задачi: в областi B = {(t, x) | t ∈ (0,+∞), x ∈ (0, l)} знайти розв’язок
диференцiального рiвняння (2.139), який задовольняє початковi умови (2.140)
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при x ∈ [0, l] та крайовi умови

u(t, 0) = 0, u(t, l) = 0, t ∈ [0,+∞) . (2.159)

Для побудови розв’язку мiшаної задачi (2.139), (2.140), (2.159) застосову-
ємо метод характеристик.

Загальний розв’язок диференцiального рiвняння (2.143) представляється
у виглядi (2.144). Оскiльки початковi умови (2.140) у нашому випадковi за-
данi в точках t = 0, x ∈ [0, l, ], то на пiдставi (2.140) розв’язок мiшаної задачi
(2.139), (2.140), (2.159) при 0 ≤ x± at ≤ l дається формулою Д’Аламбера (на
рис. 2.31 — область I).

Пiдставляючи загальний розв’язок (2.144) в крайову умову u (t, 0) = 0,
знаходимо вiдображену хвилю f1 (x− at) за вiдомою падаючою
хвилею f2 (x+ at) у точках вiдрiзка OC. Це дає змогу побудувати розв’язок
розглядуваної мiшаної задачi в областi II (трикутник OBC).

Використовуючи другу крайову умову u (t, 1) = 0, знаходимо вiдображену
хвилю f2 (x+ at) за вiдомою падаючою хвилею f1 (x− at) у точках вiдрiзка
AE. Це дає змогу знайти шуканий розв’язок в областях III i IV (трикутник
ACE).

Рис. 2.31:

Повторюючи вищеприведенi мiркування, можна побудувати розв’язок мi-
шаної задачi (2.139), (2.140), (2.159) у всiй областi B.

Так само будуються розв’язки мiшаних задач для рiвняння вiльних коли-
вань струни у випадку складнiших, нiж (2.159) крайових умов.
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� Геометричне зображення процесу вiльних коливань
скiнченої струни.

Розглянемо задачу: зобразити графiчно профiль однорiдної струни зав-
довжки l = 6 iз нерухомо закрiпленими кiнцями при t = 1, 12, якщо коли-
вання струни здiйснюються лише за рахунок початкового вiдхилення

ϕ(x) =

 0, x ∈ [0, 3] ∪ [5, 6] ,
x− 3, x ∈ (3, 4] ,
5− x, x ∈ (4, 5) ,

а a = 1. Визначити перiод T коливань струни.
Згiдно з умовою задачi в областi B = {(t, x) | t ∈ (0,+∞), x ∈ (0, 6)}

потрiбно знайти розв’язок рiвняння вiльних коливань струни

utt (t, x) = uxx (t, x) , (2.160)

який задовольняє початковi умови

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = 0, x ∈ [0, 6] , (2.161)

та крайовi
u(t, 0) = 0, u(t, 6) = 0, t ≥ 0 (2.162)

умови.
Для зображення розв’язку мiшаної задачi (2.160)–(2.162) розглянемо за-

дачу Кошi (2.159), де ϕ1(x) = ϕ(x) при x ∈ [0, 6], а на промiжках (−∞, 0) i
(6,+∞) будуємо її так: продовжуємо функцiю ϕ(x) на вiдрiзок [6, 12] непар-
ним чином вiдносно прямої x = 6, а потiм добутий графiк на вiдрiзку [6, 12]
непарним чином вiдносно прямої x = 12 продовжуємо на вiдрiзок [12, 18] i
т. д. Аналогiчно будується функцiя ϕ1(x) на промiжку (−∞, 0) (рис. 2.32).

Рис. 2.32:

Покажемо, що функцiя

u(t, x) = z(t, x) |x∈[0,6] (2.163)

є розв’язком мiшаної задачi (2.160)–(2.162). Справдi, функцiя u (t, x), визна-
чена за правилом (2.163), задовольняє рiвняння (2.160) i початковi умови
(2.161). Профiль струни при t = 1, 12 графiчно зображено на рис. 2.33.
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Рис. 2.33:

Таким чином, за час t = 12 цикл замкнувся, отже, перiод коливання стру-
ни T = 12 = 21/a. Iз рис. 2.33 видно, що функцiя u (t, x), визначена за пра-
вилом (2.163), задовольняє також крайовi умови (2.162), тобто є розв’язком
мiшаної задачi (2.160)– (2.162).

Розглянутий метод побудови профiлю струни називається методом не-
парних вiдображень. У випадку, коли кiнцi струни вiльнi, тобто крайовi умо-
ви мають вигляд ux (t, 0) = ux (t, 6) = 0, для побудови профiлю струни в
довiльний момент часу застосовують метод парних вiдображень (продовжен-
ня графiкiв здiйснюють парним чином).
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2.17 Вiльнi коливання скiнченої струни.
Метод вiдокремлення змiнних (Метод Фур’є)

Розглянемо задачу: дослiдити процес вiльних коливань однорiдної струни
завдовжки l, нерухомо закрiпленої на кiнцях, якщо в початковий момент часу
t = 0 змiщення точок струни вiд їх прямолiнiйного положення дорiвнює ϕ(x),
а їхня початкова швидкiсть становить ψ(x).

Зi сформульованої задачi випливає, що необхiдно знайти розв’язок дифе-
ренцiального рiвняння

utt(t, x) = a2uxx(t, x), t > 0, 0 < x < l, (2.164)

який задовольняє початковi умови

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l, (2.165)

та крайовi
u(t, 0) = 0, u(t, l) = 0, t ≥ 0. (2.166)

Внаслiдок умов узгодженостi

ϕ(0) = ϕ(l) = 0, ψ(0) = ψ(l) = 0. (2.167)

� Формальна схема методу побудови розв’язку мiшаної
задачi (2.162)–(2.164). Шукаємо нетривiальнi розв’язки рiвняння (2.164),
якi задовольняють крайовi умови (2.166), у виглядi

u(t, x) = T (t)X(x) 6= 0 (2.168)

Пiдставивши (2.168) у рiвняння (2.164) i роздiливши змiннi, дiстанемо

T ′′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
.

Функцiя (2.168) буде розв’язком рiвняння (2.164), якщо остання рiвнiсть
виконується тотожно в областi D = (0, l)×(0, T ). Але лiва частина цiєї рiвно-
стi є функцiєю тiльки вiд t, а права — тiльки вiд x. Зафiксувавши аргумент t
(або x), у лiвiй (правiй) частинi рiвностi одержимо сталу, а отже, для всiх x
(або t) права (лiва) частина стала. Таким чином, остання рiвнiсть можлива
тодi й лише тодi, коли

T ′′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= λ,

звiдки
T ′′(t)− λa2T (t) = 0, T (t) ≡ 0, (2.169)

X ′′(x)− λX(x) = 0, X(x) ≡ 0. (2.170)
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Пiдставивши (2.168) у крайовi умови (2.166), дiстанемо

T (t)X (0) = 0, T (t)X (l) = 0.

Оскiльки T (t) 6= 0, то iз останнiх рiвностей маємо

X(0) = 0, X(l) = 0. (2.171)

Таким чином, потрiбно знайти ненульовi розв’язки рiвняння (2.169) i кра-
йової задачi (2.170), (2.171). Задача (2.170), (2.171) не для всяких λ має не-
тривiальнi розв’язки.

I Означення 2.7. Тi значення параметра λ, за яких задача (2.170), (2.171)
має нетривiальнi розв’язки, називають власними значеннями, а вiдпо-
вiднi ненульовi розв’язки цiєї задачi — власними функцiями.

Задача (2.170), (2.171) вiдшукання власних значень i власних функцiй
називається задачею Штурма–Лiувiля.

Дослiдимо задачу Штурма–Лiувiля (2.170), (2.171). Для цього покажемо
спочатку, що вона може мати тiльки дiйснi власнi значення.

Припустимо супротивне: нехай λ = a+ ib є власним значенням. Тодi вiд-
повiдна власна функцiя також має бути комплексна.

Нехай X (x) = u (x) + iv (x). Але тодi λ̄ = a − ib теж буде власним зна-
ченням i вiдповiдна власна функцiя X (x) = u (x)− iv (x). Справдi,

u′′ + iv′′ − (a+ ib)(u+ iv) ≡ 0⇒ u′′ − au+ bv ≡ 0,

v′′ − av − bu ≡ 0.

Але тодi

u′′ − iv′′ − (a− ib)(u− iv) = u′′ − au+ bv − i [v′′ − bu− av] ≡ 0.

Легко бачити, що

l∫
0

(
X(x)X ′′(x)−X(x)X ′′(x)

)
dx = (XX ′ −XX ′) |l0 = 0.

Отже,

0 =

l∫
0

[
X(x)λX(x)−X(x)λX(x)

]
dx = −2ib

l∫
0

(u2 + v2)dx,

звiдки b = 0, що й треба було довести.
Знайдемо власнi значення та власнi функцiї. Для цього розглянемо окремо

випадки, коли λ додатнi, нульовi й вiд’ємнi.
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• Нехай λ > 0. Тодi загальний розв’язок рiвняння (2.170) має вигляд

X(x) = C1e
√
λx + C2e

−
√
λx.

Пiдставивши знайдений розв’язок у крайовi умови (2.171), дiстанемо{
C1 + C2 = 0,

C1e
√
λl + C2e

−
√
λl = 0.

Визначник системи ∣∣∣∣ 1 1

e
√
λl e−

√
λl

∣∣∣∣ = e−
√
λl − e

√
λl

при λ > 0 не дорiвнює нулю, тому система має тiльки нульовий розв’язок
C1 = C2 = 0, тобто X (x) ≡ 0. Отже, λ > 0 не є власним значенням.

• Нехай λ = 0. Тодi загальний розв’язок рiвняння (2.170) має вигляд

X (x) = C3x+ C4.

Пiдставивши його в крайовi умови (2.171), матимемо C4 = 0, C3l+C4 = 0.
Отже,

C3 = C4 = 0iX (x) ≡ 0.

• Нехай λ < 0. Тодi загальний розв’язок рiвняння (2.170) має вигляд

X(x) = C5 cos
√
−λx+ C6 sin

√
−λx.

Згiдно з крайовими умовами одержимо

C5 = 0, C6 sin
√
−λl = 0.

Задача (2.170), (2.171) матиме нетривiальнi розв’язки лише тодi, коли
C6 6= 0, а sin

√
−λl = 0, тобто коли

λ = −
(π n
l

)2

, n = ±1, ±2, ...

Знайденим власним значенням вiдповiдають власнi функцiї
Xn(x) = C6 sin πn

l x, якi визначаються з точнiстю до сталого множника. У
зв’язку з цим надалi вважатимемо, що n = 1, 2, 3, ....

Пiдставивши власнi значення в рiвняння (2.169) i зiнтегрувавши його,
дiстанемо

Tn(t) = C7 cos
πna

l
t+ C8 sin

πna

l
t.
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Згiдно з (2.168) функцiї

un(t, x) =
(
an cos

πna

l
t+ bn sin

πna

l
t
)

sin
πn

l
x, n = 1, 2, 3,

де an = C6C7, bn = C6C8, задовольняють рiвняння (2.164) i крайовi умови
(2.166) за довiльних an i bn.

Розглянемо ряд

u(t, x) =
∞∑
n=1

[
an cos

πna

l
t+ bn sin

πna

l
t
]

sin
πn

l
x. (2.172)

Справедлива наступна лема.

Лема 2.1. Якщо функцiї un (x1, x2, ..., xn),n = 1, 2, 3, ... є частинними
розв’язками лiнiйного i однорiдного диференцiального рiвняння

Lu ≡
S1∑
k1=0

S2∑
k2=0

...

Sr∑
kr=0

ak1... kr(x1, ..., xr)
∂k1+...+kru(x1, ... , xr)

∂xk11 ... ∂x
kr
r

= 0, (2.173)

то функцiя
u(x1, x2, ... , xr) =

=
∞∑
n=1

Cnun(x1, x2, ... , xr), Cn = const (2.174)

також буде розв’язком рiвняння (2.173), якщо обчислення похiдних вiд цiєї
функцiї, якi входять в рiвняння (2.173), можна здiйснити шляхом почлен-
ного диференцiювання ряду (2.174).

Доведення. Позначимо k = (k1, k2, ..., kr). Iз курсу математичного аналiзу
вiдомо, що функцiональний ряд (2.174) можна почленно диференцiювати,

якщо вiн збiгається в розглядуванiй областi, а ряди
∞∑
n=1

CnD
kun(x1, ... , xr)

збiгаються рiвномiрно в цiй областi. Внаслiдок того, що рiвномiрно збiжнi
ряди можна почленно додавати, маємо

L

( ∞∑
n=1

Cnun

)
=

S1∑
k1=0

S2∑
k2=0

...

Sr∑
kr=0

akD
k

( ∞∑
n=1

Cnun

)
=

=

S1∑
k1=0

S2∑
k2=0

...

Sr∑
kr=0

∞∑
n=1

akCnD
kun =

∞∑
n=1

CnLun ≡ 0.

Лема доведена.
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Припустимо, що ряд (2.172) збiгається i його можна почленно диференцi-
ювати двiчi за t i двiчi за x в областi D. Тодi внаслiдок доведеної леми ряд
(2.172) також буде розв’язком рiвняння (2.164), який, очевидно, задовольняє
i крайовi умови (2.166).

Для побудови розв’язку мiшаної задачi (2.164)–(2.166) залишилося в рядi
(2.172) так вибрати коефiцiєнти an i bn, щоб вiн задовольняв i початковi умови
(2.165). Для цього пiдставимо ряд (2.172) у початковi умови (2.165):

∞∑
n=1

an sin
πn

l
x = ϕ(x),

∞∑
n=1

bn
πna

l
sin

πn

l
x = ψ(x). (2.175)

Нехай функцiї ϕ(x) i ψ(x) є кусково–диференцiйовними на промiжку [0, l].
Тодi їх можна розвинути в ряди Фур’є

ϕ(x) =
∞∑
n=1

a′n sin
πn

l
x, ψ(x) =

∞∑
n=1

b′n sin
πn

l
x, (2.176)

де

a′n =
2

l

l∫
0

ϕ(ξ) sin
πn

l
ξdξ; b′n =

2

l

l∫
0

ψ(ξ) sin
πn

l
ξdξ.

Порiвнюючи ряди (2.175), (2.176), матимемо

an = a′n, bn =
l

πna
b′n.

Пiдставивши знайденi коефiцiєнти в (2.172), дiстанемо розв’язок задачi
(2.164)–(2.166):

u(t, x) =
∞∑
n=1

2

l

l∫
0

ϕ(ξ) sin
πn

l
ξdξ cos

πna

l
t+

+
2

πna

l∫
0

ψ(ξ) sin
πn

l
ξdξ sin

πna

l
t

]
sin

πn

l
x. (2.177)

Наведену схему побудови розв’язку задачi (2.164)–(2.166) вперше запро-
понував французький математик Ж. Б. Ж. Фур’є i виклав її в опублiкованiй
1822 р. монографiї "Аналiтична теорiя тепла". Тому в лiтературi метод вiд-
окремлення змiнних часто називають методом Фур’є.
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� Обґрунтування методу Фур’є. Для цього необхiдно показати, що ряд
(2.177) збiгається рiвномiрно i його можна почленно диференцiювати двiчi за
t i x.

Теорема 2.4. Якщо ϕ(x) на вiдрiзку [0, l], двiчi неперервно диференцiйовна,
має кусково–неперервну третю похiдну й задовольняє умови

ϕ(0) = ϕ(l) = 0, ϕ′′(0) = ϕ′′(l) = 0, (2.178)

а ψ (x) неперервно диференцiйовна на [0, l], має кусково–неперервну другу
похiдну й задовольняє умови узгодженостi (2.167), то функцiя u (t, x), ви-
значена рядом (2.177), має неперервнi похiднi до другого порядку включно й
задовольняє рiвняння (2.164) i умови (2.165), (2.166). При цьому ряд (2.177)
можна почленно диференцiювати два рази за t i x, i добутi ряди збiгаються
абсолютно й рiвномiрно при x ∈ [0, l], t ≥ 0.

Доведення. Iнтегруючи у виразах для an i bn частинами й беручи до уваги
(2.167), (2.178), маємо

an = −
(
l

π

)3
b

(3)
n

n3
, bn = −

(
l

π

)3
a

(2)
n

n3
,

де

b(3)
n =

2

l

l∫
0

ϕ′′′(ξ) cos
πn

l
ξ dξ ; a(2)

n =
2

l

l∫
0

ψ′′(ξ)

a
sin

πn

l
ξ dξ.

Пiдставляючи добутi результати в (2.177), дiстанемо

u(t, x) = −
(
l

π

)3 ∞∑
n=1

1

n3

[
b(3)
n cos

π na

l
t+ a(2)

n sin
π na

l
t
]

sin
πn

l
x. (2.179)

Ряд (2.179) мажорується збiжним рядом(
l

π

)3 ∞∑
n=1

1

n3

[ ∣∣∣b(3)
n

∣∣∣+
∣∣∣a(2)
n

∣∣∣ ] ,
а отже, на пiдставi ознаки Вейєрштрасса ряд (2.179) збiгається рiвномiрно й
абсолютно в областi D = [0, l]× [0, T ] .

Здиференцiюємо почленно ряд (2.179) двiчi за t i x:

utt(t, x) = la2

π

∞∑
n=1

1
n

[
b

(3)
n cos πna

l t+ a
(2)
n sin πna

l t
]

sin πn
l x,

uxx(t, x) = l
π

∞∑
n=1

1
n

[
b

(3)
n cos πna

l t+ a
(2)
n sin πna

l t
]

sin πn
l x.

(2.180)
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Ряди (2.180) мажоруються числовим рядом

lA

π

∞∑
n=1

1

n

[ ∣∣∣b(3)
n

∣∣∣+
∣∣∣a(2)
n

∣∣∣ ] , A = sup (1, a2). (2.181)

Згiдно з нерiвнiстю Кошi–Буняковського,∣∣∣b(3)
n

∣∣∣
n
≤ 1

2

[ ∣∣∣b(3)
n

∣∣∣2 +
1

n2

]
,

∣∣∣a(2)
n

∣∣∣
n
≤ 1

2

[ ∣∣∣a(2)
n

∣∣∣2 +
1

n2

]
. (2.182)

Iз теорiї рядiв Фур’є вiдомо, що ряди
∞∑
n=1

∣∣∣b(3)
n

∣∣∣2 , ∞∑
n=1

∣∣∣a(2)
n

∣∣∣2
збiгаються, а тодi на пiдставi нерiвностей (2.182) збiгається й ряд (2.181).
Збiжнiсть ряду (2.181) забезпечує рiвномiрну збiжнiсть в областi D рядiв
(2.180).

Теорему доведено.

� Фiзична iнтерпретацiя розв’язку (2.177). Введемо позначення:

an = An sinϕn, bn = An cosϕn.

Тодi розв’язок (2.177) запишеться у виглядi

u(t, x) =
∞∑
n=1

An sin
πn

l
x sin

(πna
l
t+ ϕn

)
. (2.183)

Кожен член ряду (2.183) є так званою стоячою хвилею

un(t, x) = An sin
πn

l
x sin

(πna
l
t+ ϕn

)
,

за якої точки струни здiйснюють гармонiчнi коливальнi рухи з одними й тими
самими частотою ωn = πna

l i фазою ϕn, a амплiтуди коливання An sin πn
l x

залежать вiд абсциси x точки струни. За такого коливання всi точки струни
одночасно досягають свого максимального вiдхилення в той чи iнший бiк i
одночасно проходять положення рiвноваги.

Форма струни в момент часу t для випадкiв n = 1, 2, 3, 6 показано на
рис. 2.34.

Як бачимо, точки x = ml
n

(
m = 1, n− 1

)
, в яких sin πn

l x = 0, протягом
всього процесу залишаються нерухомими й називаються вузлами стоячої
хвилi un (t, x). Точки x = 2m+1

2n l
(
m = 0, n− 1

)
, в яких sin πn

l x = ±1, здiйс-
нюють коливання з максимальною амплiтудою й називаються пучностями
стоячої хвилi.

У момент часу t, за якого sin
(
πna
l t+ ϕn

)
= ±1, вiдхилення досягають мак-

симальних значень, а швидкiсть руху рiвна нулю. В момент часу t, за якого
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Рис. 2.34:

sin
(
πna
l t+ ϕn

)
= 0, вiдхилення точок струни дорiвнює нулю, а швидкiсть їх

руху максимальна.
Розв’язок (2.183) складається з окремих стоячих хвиль un (t, x), причому,

враховуючи, що

An =
√
a2
n + b2

n =

(
l

πn

)3
√(

b
(3)
n

)2

+
(
a

(2)
n

)2

,

маємо
un(t, x)

(t,x)
=⇒
n→∞

0. (2.184)

Звiдси випливає, що основну роль у хвильовому процесi вiдiграють першi
члени ряду (2.183).

Коливання струни сприймаються за її звучанням. Звуки можна класифi-
кувати на музичнi й немузичнi. Першi називаються нотами, другi — шума-
ми. Ноти розмiщуються в певному порядку за їхньо висотою. Тi ноти, якi
орган слуху неспроможний розрiзнити за висотою, називаються тонами.

Висота звучання залежить вiд частоти коливання ωn струни, а сила то-
ну — вiд амплiтуди. Частота основного(найнижчого) тону виражається
формулою ω1 = π

l

√
T
ρ . Тони, якi вiдповiдають вищим за основну часто-

там (кратним ω1) називаються обертонами. Обертони, частота яких є крат-
ною основнiй частотi, називаються гармонiками (un (t, x)). Першою гармонi-
кою вважаємо основний тон, другою гармонiкою (u2 (t, x)) — тон з частотою
ω2 = 2ω1 i т.д.

Розв’язок (2.183) складається з окремих гармонiк i внаслiдок (2.184) вплив
їх на звучання струни зi зростанням nшвидко спадає. Вся дiя вищих гармонiк
зводиться до створення тембру звучання. Тембр звучання рiзних музичних
iнструментiв рiзний, що й поснюється наявнiстю гармонiк.

Розкладання (2.183) звучання струни на простi тони не є чисто матема-
тичною операцiєю. Простi тони можна видiлити експериментально за допо-
могою резонаторiв.

Коливальних систем iз гармонiчними обертонами небагато, але вони є
основними для побудови майже всiх музичних iнструментiв, оскiльки звук
iз гармонiчними обертонами здається особливо милозвучним.
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Iз наведених мiркувань випливає, що висота звучання струни буде тим
вища, чим бiльша сила натягу струни й меншi її довжина та густина.

Якщо коливну струну притиснути точно посерединi, тобто в пучностi її
основного тону, то перетворяться в нуль амплiтуди не лише цього тону, але й
усiх iнших, якi мають пучностi в цiй точцi, тобто непарних гармонiк. Навпаки,
на парнi гармонiки, якi мають вузол у цiй точцi, це не впливатиме. Таким
чином, залишаються тiльки парнi гармонiки найнижчої частоти ω2 = 2π

l

√
T
ρ ,

i струна видаватиме не свiй основний звук, а його октаву, тобто звук з удвiчi
бiльшим числом коливань за секунду.

Якщо притиснути струну в точцi на вiддалi 1/3 її довжини вiд краю, то
висота основного тону пiдвищується втроє, тому що при цьому зберiгаються
тiльки гармонiки, якi мають вузли в точцi x = l/3.

Цей прийом змiни тону застосовується у грi майже на всiх струнних iнстру-
ментах i має назву флажолета.

2.18 Вимушенi коливання скiнченної струни

Розглянемо задачу: дослiдити процес вимушених коливань однорiдної
струни завдовжки l, нерухомо закрiпленої на кiнцях, якщо на неї дiє рiвномiр-
но розподiлена зовнiшня сила iнтенсивнiстю f (t, x), а в початковий момент
струна має форму u (0, x) = ϕ (x) i швидкiсть ut (0, x) = ψ (x).

Для розв’язання поставленої задачi необхiдно знайти розв’язок диферен-
цiального рiвняння

utt = a2uxx + f(t, x), t > 0, x ∈ (0, l), (2.185)

який задовольняє початковi умови

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x), x ∈ [0, l] (2.186)

i крайовi
u(t, 0) = 0, u(t, l) = 0, t ≥ 0. (2.187)

Розв’язок мiшаної задачi (2.185)–(2.187) шукатимемо у виглядi

u(t, x) = z(t, x) + v(t, x), (2.188)

де z (t, x) — розв’язок однорiдного рiвняння коливання струни, який задо-
вольняє умови (2.187), (2.188); v (t, x) — розв’язок рiвняння (2.185) з однорiд-
ними початковими умовами й крайовими умовами (2.187).

Згiдно з формулою (2.177)

z(t, x) =
∞∑
n=1

2

l∫
0

[
1

l
ϕ(ξ) cos

πna

l
t+

1

πna
ψ(ξ) sin

πna

l
t

]
×
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× sin
πn

l
ξ dξ sin

πn

l
x. (2.189)

Функцiю v (t, x) шукаємо у виглядi

v(t, x) =
∞∑
n=1

Tn(t)Xn(x), (2.190)

де Xn (x) — власнi функцiї вiдповiдної задачi Штурма–Лiувiля. В нашому
випадковi Xn(x) = sin πn

l x (за рiзних крайових умов дiстанемо рiзнi власнi
функцiї).

Надалi вважатимемо, що ряд (2.190) збiгається рiвномiрно i його можна
почленно диференцiювати двiчi за t i x. Зазначимо, що ряд (2.190) задоволь-
няє крайовi умови. Залишилось функцiї Tn (t) вибрати таким чином, щоб ряд
(2.190) задовольняв рiвняння (2.185) та однорiднi початковi умови.

Нехай функцiю f (t, x) можна розвинути в ряд Фур’є за системою власних
функцiй sin πn

l x. Тодi маємо

f(t, x) =
∞∑
n=1

fn(t) sin
πn

l
x; fn(t) =

2

l

l∫
0

f(t, ξ) sin
πn

l
ξdξ. (2.191)

Пiдставивши (2.190) i (2.191) у рiвняння (2.185), дiстанемо
∞∑
n=1

[
T ′′n (t) +

(πna
l

)2

Tn(t)− fn(t)
]

sin
πn

l
x = 0.

Остання рiвнiсть можлива тодi й лише тодi, коли

T ′′n (t) +
[πna

l

)2

Tn(t) = fn(t). (2.192)

Для того, щоб функцiя v (t, x) задовольняла однорiднi початковi умови,
слiд покласти

Tn(0) = 0, T ′n(0) = 0. (2.193)

Iнтегруючи задачу Кошi (2.192), (2.193), дiстаємо

Tn(t) =
l

πna

t∫
0

fn(τ) sin
πna

l
(t− τ)dτ. (2.194)

Пiдставивши (2.194) в (2.190), а потiм добутий результат i (2.189) у (2.188),
матимемо розв’язок поставленої мiшаної задачi

u(t, x) =
∞∑
n=1

2

l∫
0

[
1

l
ϕ(ξ) cos

πna

l
t+

1

πna
ψ(ξ) sin

πna

l
t

]
×
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× sin
πn

l
ξ dξ sin

πn

l
x+

∞∑
n=1

2

πna

t∫
0

l∫
0

f(τ, ξ) sin
πn

l
ξ dξ×

× sin
πna

t
(t− τ) dτ sin

πn

l
x.

Можна показати, що добутий ряд буде розв’язком поставленої задачi,
якщо f (t, x) неперервна, має неперервнi похiднi за x до другого порядку
включно й

f (t, 0) = f (t, l) = 0приt ≥ 0.

NВправа. Показати: якщо Ω (t− τ, x) є розв’язком мiшаної задачi:

Ωtt(t− τ, x) = a2Ωxx(t− τ, x), t ∈ (τ, +∞), x ∈ (0, l);

Ω(0, x) = 0, Ωt(0, x) = f(τ, x), x ∈ [0, l] ;

Ω(t− τ , 0) = Ω(t− τ, l) = 0, t ∈ [ τ, +∞) ,

то функцiя v (t, x), визначена за формулою

v(t, x) =

t∫
0

Ω(t− τ, x) dτ,

є розв’язком задачi vtt = a2vxx + f(t, x); t ∈ (0, +∞), x ∈ (0, l),

v(0, x) = vt(0, x) = 0, x ∈ [0, l] ,

v(t, 0) = v(t, l) = 0, t ∈ [0, +∞) .

♦ Зауваження 2.7. Якщо в мiшанiй задачi крайовi умови (2.187) неоднорiднi, то iнтегру-
вання такої задачi завжди можна звести до iнтегрування мiшаної задачi з однорiдними
крайовими умовами. Справдi, нехай нам потрiбно знайти розв’язок рiвняння (2.185),
який задовольняє початковi (2.186) i крайовi умови

u(t, 0) = µ1(t), u(t, l) = µ2(t), t ≥ 0. (2.195)

Тодi розв’язок поставленої задачi (2.185), (2.186), (2.195) шукаємо у виглядi

u(t, x) = v(t, x) + ω(t, x), (2.196)

де ω (t, x) — довiльна з класу C2 (t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ l) функцiя, яка задовольняє крайовi умови
(2.195). Шукаємо її у виглядi

ω(t, x) = a(t)x+ b(t), (2.197)

де a (t) i b (t) ∈ C2 (t ≥ 0).
Пiдставивши (2.197) у (2.195), знаходимо b(t) = µ1(t), a(t) = (µ2(t)− µ1(t))/l, тобто

ω(t, x) = µ1(t) + x(µ2(t)− µ1(t))/l.

Пiдставивши функцiї (2.196) в мiшану задачу (2.185), (2.186), (2.195), дiстанемо

vtt = a2vxx + f(t, x)− ωtt, t > 0, x ∈ (0, l),

v(0, x) = ϕ(x)− ω(0, x), vt(0, x) = ψ(x)− ωt(0, x),

v(t, 0) = 0, v(t, l) = 0, t ≥ 0, x ∈ [0, l] ,

що й треба було показати.
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N Вправа. Побудувати функцiю ω (t, x) за таких крайових умов:

а) ux(t, 0) = ν1(t), ux(t, l) = ν2(t), t ≥ 0;
б) ux(t, 0)− hu (t, 0) = γ1(t), ux(t, l) + hu (t, l) = γ2(t), t ≥ 0;
в) u(t, 0) = µ1(t), ux(t, l) = ν2(t), t ≥ 0;
г) ux(t, 0) = ν1(t), u(t, l) = µ2(t), t ≥ 0;

д) u(t, 0) = µ1(t), ux(t, l) + hu (t, l) = γ2(t), t ≥ 0.

2.19 Мiшанi задачi з стацiонарними неоднорiдностями

Розглянемо мiшану задачу: знайти розв’язок диференцiального рiвняння

utt − a2uxx = f(x), t > 0, x ∈ (0, l), (2.198)

який задовольняє початковi умови

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x), x ∈ [0, l] , (2.199)

i крайовi

u(t, 0) = u1, u(t, l) = u2; u1, u2 = const, t ≥ 0. (2.200)

I Означення 2.8. Мiшану задачу (2.198)–(2.200) називають задачею зi
стацiонарними неоднорiдностями, якщо права частина рiвняння (2.198)
i крайовi умови (2.200) не залежать вiд часу.

У цьому випадковi розв’язок шукаємо у виглядi

u(t, x) = z(x)− v(x, t), (2.201)

де z (x) — стацiонарне положення струни (статичний прогин), яке визнача-
ється з крайової задачi

a2zxx + f(x) = 0, x ∈ (0, l), z(0) = u1, z(l) = u2, (2.202)

а v (x, t) — вiдхилення вiд стацiонарного положення.
Зiнтегрувавши крайову задачу (2.202), дiстанемо

z(x) = u1 +
u2 − u1

l
x+

1

a2

l∫
0

G(x, ξ)f(ξ) dξ, (2.203)

де

G(x, ξ) =

{
ξ
(
1− x

l

)
, ξ ∈ [0, x) ,

x
(

1− ξ
l

)
, ξ ∈ [x, l] .
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Пiдставивши (2.201) у (2.198)–(2.200) та врахувавши (2.202), матимемо

vtt = a2vxx, t > 0, x ∈ (0, l),

v(0, x) = ϕ(x)− z(x), vt(0, x) = ψ(x), x ∈ [0, l] ,

v(t, 0) = 0, v(t, l) = 0, t ≥ 0.

Згiдно з формулою (2.177)

v(t, x) =
∞∑
n=1

2

l

l∫
0

[
(ϕ(ξ)− z(ξ)) cos

πna

l
t − l

πna
ψ(ξ) sin

πna

l
t

]
×

× sin
πn

l
ξdξ sin

πn

l
x. (2.204)

Пiдставивши (2.203) i (2.204) в (2.201), дiстанемо розв’язок поставленої
мiшаної задачi (2.198)–(2.200).

♦ Зауваження 2.8. Якщо на кiнцi струни дiють сталi сили, то замiсть крайових умов
(2.200) матимемо

ux(0, t) = u1, ux(l, t) = u2, t ≥ 0,

а крайова задача (2.202) запишеться у виглядi

a2z′′(x) + f(x) = 0, z′(0) = u1, z′(l) = u2.

Остання крайова задача може мати безлiч розв’язкiв, або не мати жод-
ного. В цьому випадку викладену вище схему побудови розв’язку мiшаних
задач з стацiонарними неоднорiдностями застосувати не можна.

2.20 Загальна схема методу вiдокремлення змiнних

Метод Фур’є побудови розв’язку мiшаної задачi можна застосувати тiльки
для певного класу лiнiйних ДРЧП другого порядку. У зв’язку з цим розгля-
немо диференцiальне рiвняння

a(t)utt + b(t)ut + c(x)uxx + d(x)ux + [e(x) + f(t)] u = 0, (2.205)

де коефiцiєнти a (t) , b (t) , c (x) , d (x) , e (x) , f (x) — досить гладкi функцiї
при t ≥ 0, x ∈ [0, l], u = u(t, x) i

a(t) > a0 > 0, c(x) < c0 < 0; a0, c0 = const.

На пiдставi останнiх умов рiвняння (2.205) належить до гiперболiчного
типу.
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Нехай потрiбно знайти розв’язок рiвняння (2.205) при t > 0, x ∈ (0, l),
який задовольняв би початковi умови

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x), x ∈ [0, l] (2.206)

i крайовi
αu(t, 0) + β ux(t, 0) = 0,

γ u(t, l) + δ ux(t, l) = 0, t ≥ 0,
(2.207)

де сталi α, β, γ, δ такi, що α2 + β2 6= 0, γ2 + δ2 6= 0.

�Формальна схема методу вiдокремлення змiнних.Побудову розв’яз-
ку мiшаної задачi (2.205)–(2.207) роздiлимо на два етапи.

• Перший етап. Шукаємо нетривiальнi розв’язки рiвняння (2.205), якi
задовольняли б крайовi умови (2.207), у виглядi

u(t, x) = T (t)X(x) 6= 0 (2.208)

Пiдставивши (2.208) у рiвняння (2.205), крайовi умови (2.207) та роздi-
ливши змiннi, дiстанемо

a(t)T ′′(t) + b(t)T ′(t) + [f(t) + λ] T (t) = 0, (2.209)

c(x)X ′′(x) + d(x)X ′(x) + [e(x)− λ] X(x) = 0, (2.210)

αX(0) + βX ′(0) = 0, γX(l) + δX ′(l) = 0, (2.211)

де λ — довiльна стала.
Таким чином, ми прийшли до задачi Штурма–Лiувiля: визначити тi зна-

чення параметра λ (власнi значення), при яких задача (2.210), (2.211) має
нетривiальнi розв’язки (власнi функцiї), i знайти цi розв’язки.

Сукупнiсть всiх власних значень задачi (2.210), (2.211) називається
її спектром.

Припустимо, що задачу Штурма–Лiувiля (2.210), (2.211) розв’язано i λn
(n = 1, 2, 3, ...) — її власнi значенням, а Xn (x) — вiдповiднi власнi функцiї.

Унаслiдок однорiдностi рiвняння (2.210) i крайових умов (2.211) власнi
функцiї визначаються з точнiстю до сталого множника. Але всякому власно-
му значенню задачi (2.210), (2.211) вiдповiдає тiльки одна лiнiйно незалежна
власна функцiя. (В цьому випадку кажуть, що власнi значення розглядува-
ної задачi Штурма–Лiувiля є простими). Справдi, якщо власному значенню
λn вiдповiдали б двi лiнiйно незалежнi власнi функцiї Xn,1 (x) i Xn,2 (x), то
функцiя

Xn(x) = C1Xn,1(x) + C2Xn,2(x)

була б загальним розв’язком рiвняння (2.210) при λ = λn, який задовольняє
крайовi умови (2.211). Але це неможливо, бо завжди можна знайти розв’язок
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рiвняння (2.210) за таких початкових умов X(0) i X ′(0), що вiн не задо-
вольнятиме першу з крайових умов (2.211) (наприклад, поклавши X(0) = α,
X ′(0) = β)

Покажемо, шо рiвняння (2.210) можна подати у виглядi

[p(x)X ′(x)]
′
− g(x)X(x) + λ ρ(x)X(x) = 0, (2.212)

де ρ (x) > 0 — цiлком визначена для заданого рiвняння функцiя. Справдi,
домноживши (2.210) на ρ (x), дiстанемо

ρ(x)c(x)X ′′(x) + ρ(x)d(x)X ′(x) + ρ(x) [e(x)− λ]X(x) = 0. (2.213)

Виберемо ρ (x) таким чином, щоб

(ρ(x)c(x))
′
= ρ(x)d(x). (2.214)

Маємо
ρ(x) = e

∫ d(x)−c′(x)
c(x) dx > 0.

Введемо позначення:−ρ (x) c (x) = p (x), e (x) ρ (x) = g (x). Тодi внаслiдок
(2.214) рiвняння (2.213) запишеться у виглядi (2.212).

Оскiльки власнi функцiї визначаються з точнiстю до сталого множника,
то виберемо його таким чином, щоб

l∫
0

ρ(x)X2
n(x) dx = 1. (2.215)

Власнi функцiї, якi задовольняють умову (2.215), називаються нормова-
ними.

Всяка власна функцiя Xn (x), помножена на число

(
l∫

0

ρ(x)X2
n(x) dx

)− 1
2

,

стає нормованою. Очевидно, що кожному власному значенню задачiШтурма–
Лiувiля (2.210), (2.211) вiдповiдає нормована власна функцiя, яка визнача-
ється з точнiстю до знака.

Теорема 2.5. Якщо λ1 i λ2 — два рiзних власних значення задачi Штурма–
Лiувiля (2.210), (2.211), то вiдповiднi їм власнi функцiї X1 (x) i X2 (x) ор-
тогональнi з вагою ρ (x) на вiдрiзку [0, l], тобто

l∫
0

ρ (x)X1(x)X2(x)dx = 0.

122



Доведення. Згiдно з умовою теореми справедливi рiвностi[
ρ (x)X

′

1(x)
]′
− g(x)X1(x) + λ1ρ (x)X1(x) = 0,

[
ρ (x)X

′

2(x)
]′
− g(x)X2(x) + λ2ρ (x)X2(x) = 0.

Помноживши першу рiвнiсть на X2 (x), а другу — на X1 (x) i вiднявши по-
членно, дiстанемо[

ρ (x)X
′

1(x)
]′
X2(x)−

[
ρ (x)X

′

2(x)
]′
X1(x)+

+(λ1 − λ2)ρ (x)X1(x)X2(x) = 0.

Iнтегруючи останню тотожнiсть за x у межах вiд 0 до l, маємо

(λ2 − λ1)

l∫
0

ρ (x)X1(x)X2(x) dx =

= p (l)
[
X
′

1(l)X2(l)−X
′

2(l)X1(l)
]
−

−p (0)
[
X
′

1(0)X2(0)−X ′

2(0)X1(0)
]
.

Унаслiдок умов (2.211) права частина останньої рiвностi дорiвнює нулю.

Оскiльки λ1 6= λ2, то
l∫

0

ρ(x)X1(x)X2(x)dx = 0.

Теорему доведено.
З умови ортогональностi власних функцiй випливає дiйснiсть власних зна-

чень. Справдi, якщо iснує комплексне власне значення λn, якому вiдповiдає
комплексна власна функцiя Xn (x), то на пiдставi того, що коефiцiєнти рiв-
няння (2.210) i крайових умов (2.211) є дiйсними, комплексно–спряжене число
λn також буде власним i йому вiповiдатиме комплексно–спряжена до Xn (x)
власна функцiя Xn(x). З умови ортогональностi маємо

l∫
0

ρ (x)Xn(x)Xn(x) dx =

l∫
0

ρ (x) |Xn(x)|2 dx = 0,

тобто, Xn (x) = 0, а це означає, що комплексне число λn не є власним зна-
ченнням.

Теорема 2.6. Якщо iснують власнi значення задачi Штурма–
Лiувiля (2.210), (2.211), де αβ ≤ 0, γδ ≥ 0 e (x) ≥ 0, то вони додатнi.
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Доведення. Нехай λn — власне значення, а Xn (x) — вiдповiдна власна
функцiя. Маємо[

p (x)X
′

n(x)
]′
− g(x)Xn(x) + λnρ (x)Xn(x) = 0.

Помножимо останню тотожнiсть на Xn (x) i зiнтегруємо результат за x у
межах вiд 0 до l:

λn =

l∫
0

[
g(x)X2

n(x) + p(x)X ′
2
n(x)

]
dx− [p(x)X ′n(x) ·Xn(x)]

∣∣∣∣∣∣
l

0

.

Оскiльки αβ ≤ 0, γδ ≥ 0, то p(x)X ′n(x)Xn(x) |l0 ≤ 0, а тому λn > 0.
Зазначимо, що власнi функцiї Xn (x) задачi (2.210), (2.211) створюють

повну систему, тобто не iснує ненульової квадратно сумовної функцiї, яка
була б ортогональною до всiх власних функцiй.

Переходимо до iнтегрування рiвняння (2.209). Пiдставивши в нього власне
значення λn, знаходимо два його частинних розв’язки T1,n (t), T2,n (t), якi
задовольняли б умови

T1,n(0) = 1, T ′1,n(0) = 0;
T2, n(0) = 0, T ′2, n(0) = 1.

(2.216)

Очевидно, розв’язки T1,n (t)i T2,n (t) є лiнiйно незалежними, а отже загальний
розв’язок рiвняння (2.209) можна записати у виглядi

Tn(t) = An T1, n(t) +Bn T2, n(t),

де An, Bn — довiльнi сталi.
Згiдно з (2.208) маємо

un(t, x) = (An T1, n(t) +Bn T2, n(t)) Xn(x).

Функцiї un (t, x) за будь–яких n задовольняють рiвняння (2.205) i крайовi
умови (2.207).

• Другий етап. За допомогою знайдених нетривiальних розв’язкiв un (t, x),
будуємо розв’язок поставленої мiшаної задачi (2.205)–(2.207).

Розглянемо ряд

u(t, x) =
∞∑
n=1

[An T1, n(t) +Bn T2, n(t)] Xn(x) (2.217)
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i припустимо, що при t ≥ 0, x ∈ [0, l] вiн збiгається рiвномiрно i його можна
почленно диференцiювати двiчi за t i двiчi за x. Тодi ряд (2.217) буде розв’яз-
ком рiвняння (2.205) через його лiнiйнiсть та однорiднiсть i задовольнятиме
крайовi умови (2.207).

Пiдставивши (2.217) у початковi умови (2.206) i врахувавши (2.216), дiста-
немо

u(0, x) =
∞∑
n=1

AnXn(x) = ϕ(x),

ut(0, x) =
∞∑
n=1

BnXn(x) = ψ(x),

Помножимо добутi рiвностi на ρmXm (x) i зiнтегруємо їх за x у межах вiд
0 до l. Тодi, врахувавши ортонормованiсть власних функцiй, матимемо

Am =

l∫
0

ϕ (ξ)ρm(ξ)Xm(ξ) dξ,

Bm =

l∫
0

ψ (ξ)ρm(ξ)Xm(ξ) dξ.

Пiдставивши знайденi коефiцiєнти Am, Bm у ряд (2.217), дiстанемо розв’я-
зок мiшаної задачi (2.205)–(2.207):

u(t, x) =
∞∑
m=1

{
l∫

0

ϕ(ξ)ρm(ξ)Xm(ξ) dξ T1,m(t)+

+
l∫

0

ψ(ξ)ρm(ξ)Xm(ξ) dξ T2,m(t)

}
Xm(x).

(2.218)

�Обґрунтування методу вiдокремлення змiнних. Для цього необхiдно
показати:

• iснування розв’язку задачi Штурма–Лiувiля (2.210), (2.211);

• можливiсть розвинення функцiй ϕ (x) i ψ (x) на вiдрiзку [0, l] у ряди за
системою власних функцiй задачi Штурма– Лiувiля (2.210), (2.211);

• рiвномiрну збiжнiсть ряду (2.218) при t ≥ 0, x ∈ [0, l] i його почленну
диференцiйовнiсть двiчi за t i двiчi за x.

Для доведення iснування розв’язку задачi Штурма–Лiувiля (2.210),
(2.211) зведемо її до еквiвалентного iнтегрального рiвняння. Для цього роз-
глянемо функцiю Грiна задачi (2.210), (2.211).
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I Означення 2.9. Функцiєю Грiна задачi (2.210), (2.211) називається
функцiя G (x, s), визначена в квадратi x ∈ [0, l], s ∈ [0, l], яка задовольняє
такi умови:

1) G (x, s) як функцiя x, s неперервна, а при x 6= s має неперервнi похiднi
за x до другого порядку включно й задовольняє однорiдне рiвняння

[p(x)Gx(x, s)] x − g (x)G(x, s) = 0; (2.219)

2) G (x, s) як функцiя x задовольняє крайовi умови (2.211);
3)похiдна першого порядку G′x(x, s) при x = s терпить розрив першого

роду й має скачок, що дорiвнює 1/p (s), тобто

Gx(s+ 0, s)−Gx(s− 0, s) =
1

p(s)
.

Для спрощення наступних викладок вважатимемо, що в крайових умовах
(2.211) α = γ = 1, β = δ = 0.

Будуємо функцiю Грiна у виглядi

G(x.s) =

{
E(s)X1(x), 0 ≤ x ≤ s,
F (s)X2(x), s ≤ x ≤ l,

(2.220)

де E(s), F (s) — довiльнi функцiї, визначенi на [0, l], а X1(x), X2(x) — два не-
тривiальних частинних розв’язки рiвняння (2.219), якi задовольняють умови

X1(0) = 0, X2(l) = 0. (2.221)

Розв’язки X1(x), X2(x) iснують i є лiнiйно незалежними. Справдi, якщо
б X1(x) ≡ cX2(x), то згiдно з умовами (2.221) ми мали б

X1(0) = X1(l) = 0, X2(0) = X2(l) = 0,

тобто λ = 0 було б власним значенням задачiШтурма–Лiувiля (2.210), (2.211),
а це суперечить доведенiй теоремi 2.6 про додатнiсть власних значень.

З умови неперервностi функцiї Грiна в прямокутнику 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ s ≤ l
маємо

E(s)X1(s) = F (s)X2(s),

тобто
E(s)

X2(s)
=

F (s)

X1(s)
= K(s).

Визначивши з цього вiдношення функцiї E (s) i F (s) та пiдставивши їх у
(2.220), дiстанемо функцiю

G(x, s) =

{
K(s)X2(s)X1(x), 0 ≤ x ≤ s,
K(s)X1(s)X2(x), s ≤ x ≤ l,
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яка задовольняє першу й другу умови означення функцiї Грiна. Згiдно з
третьою умовою маємо

K(s) [X1(s)X
′
2(s)−X2(s)X

′
1(s)] = [p(s)]−1 ,

тобто
K(s) = {p(s) [X1(s)X

′
2(s)−X2(s)X

′
1(s)] }

−1
.

Вираз в квадратних дужках є детермiнант Вронського W [X1 (s) , X2 (s)]
лiнiйно незалежних розв’язкiв рiвняння (2.219) i згiдно з вiдомою з курсу
звичайних диференцiальних рiвнянь формулою Лiувiля

W [X1(s), X2(s)] = W0 e
−
∫ p′(s)

p(s) dx = W0 [p (s)]−1 ,

де W0 — стала величина.
Таким чином, K (s) = W−1

0 i шукана функцiя Грiна має вигляд

G(x, s) =

{
W−1

0 X2(s)X1(x), 0 ≤ x ≤ s,
W−1

0 X1(s)X2(x), s ≤ x ≤ l.
(2.222)

Iз (2.222) випливає симетричнiсть функцiї Грiна, тобто G (x, s) = G (s, x).

Теорема 2.7. Задача Штурма–Лiувiля (2.212), (2.211) та iнтегральне рiв-
няння

X(x) + λ

l∫
0

G(x, s)ρ(s)X(s) ds = 0 (2.223)

є еквiвалентнi.

Доведення. Безпосередньою пiдстановкою легко переконатись, що будь–
який розв’язок рiвняння (2.223) є також розв’язком задачi (2.212), (2.211).

Покажемо, що справедливе й обернене твердження. Для цього припусти-
мо, що X (x) є деяким розв’язком задачi (2.212), (2.211). Помноживши рiвня-
ння (2.212) на G (x, s), а рiвняння (2.219) — на X (x) i вiднявши одну рiвнiсть
вiд iншої, дiстанемо

[p(x)X ′(x)]
′
G(x, s)− [p(x)Gx(x, s)]xX(x)+

+λG(x, s) ρ (x)X(x) = 0. (2.224)

Очевидно,
s∫

0

[p (x)X ′(x)]
′
G(x, s) dx = p (x)X ′(s)G(s, s)−

−
s∫

0

p (x)Gx(x, s)X
′(x) dx = p (s)X ′(s)G(s, s)−
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−p (s)Gx(s− 0, s)X(s) +

s∫
0

[p (x)Gx(x, s)]xX(x) dx.

Iнтегруючи (2.224) за x у межах вiд 0 до s i беручи до уваги попередню
рiвнiсть, маємо

p (s)X ′(s)G (s, s)− p (s)Gx(s− 0, s)X(s)+

+λ

s∫
0

G(x, s) ρ (x)X(x) dx = 0.

Аналогiчними мiркуваннями на промiжку [s, l] одержимо

−p (s)X ′(s)G(s, s) + p (s)Gx(s+ 0, s)X(s)+

+λ

l∫
s

G(x, s)ρ (x)X(x) dx = 0.

Додавши останнi двi рiвностi й урахувавши третю умову означення функцiї
Грiна та її симетричнiсть, матимемо

X(x) + λ

l∫
0

G(x, s) ρ (s)X(s) ds ≡ 0,

тобто X (x) є розв’язком рiвняння (2.223).
Теорему доведено.

Введемо позначення:

Y (x) =
√
ρ(x)X(x), K(x, s) = G(x, s)

√
ρ(x)ρ(s).

Тодi помноживши рiвняння (2.223) на
√
ρ(x), дiстанемо

Y (x) + λ

l∫
0

K(x, s)Y (s) ds = 0. (2.225)

Отже, задача Штурма–Лiувiля (2.212), (2.211) еквiвалентна iнтегрально-
му рiвнянню Фредгольма другого роду з дiйсним симетричним ядромK (x, s).

Для iнтегрального рiвняння (2.225) справедливi наступнi теореми.

Теорема 2.8. (ГIЛЬБЕРТА) Iнтегральне рiвняння (2.225) з дiйсним си-
метричним ядром, яке не дорiвнює тотожно нулю, має принаймi одне влас-
не значення .
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Теорема 2.9. Усi власнi значення рiвняння (2.225) iз симетричним ядром
є дiйсними числами.

Теорема 2.10. Усi власнi функцiї iнтегрального рiвняння з дiйсним симет-
ричним ядром є дiйсними.

Отже, на еквiвалентностi iнтегрального рiвняння (2.225) i задачi Штурма–
Лiувiля (2.212), (2.211) можемо стверджувати:

1) розв’язок задачi Штурма–Лiувiля (2.212), (2.211) iснує;
2) власнi значення є дiйсними числами, а власнi функцiї — дiйсними фун-

кцiями.
Наведемо достатнi умови розвинення на промiжку [0, l] функцiї ϕ (x) та

ψ (x) у рiвномiрно збiжнi ряди за системою власних функцiй задачi Штурма–
Лiувiля (2.212), (2.211). Для цього доведемо наступну теорему.

Теорема 2.11. (Теорема Стеклова.) Нехай ω (x) — довiльна з
класу C2 [0, l] функцiя, яка задовольняє умови

ω(0) = ω(l) = 0. (2.226)

Тодi ω (x) на вiдрiзку [0, l] розвивається в рiвномiрно й абсолютно збiжний
ряд за системою власних функцiй Xn (x) задачi Штурма–Лiувiля (2.212),
(2.211).

Доведення. Нехай

[p(x)ω′(x)]
′
− g(x)ω(x) = f(x), (2.227)

де f (x) — неперервна функцiя.
Згiдно з доведеною теоремою 2.7 про еквiвалентнiсть задачi (2.212), (2.211)

та iнтегральним рiвнянням (2.223), iз (2.227), (2.226), маємо

ω (x) =

l∫
0

G(x, s)f(s) ds. (2.228)

Домножимо (2.228) на
√
ρ(x) i введемо позначення:√

ρ(x)ω(x) = Ω(x),
f(s)√
ρ(s)

= h(s).

Тодi (2.228) запишеться у виглядi

Ω(x) =

l∫
0

K(x, s)h(s) ds, (2.229)

де K(x, s) — симетричне ядро iнтегрального рiвняння (2.225).
Iз теорiї iнтегральних рiвнянь вiдома наступна теорема.
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Теорема 2.12. (Теорема Гiльберта–Шмiдта). Всяка функцiя Ω (x), яку
можна подати у виглядi (2.229), де K (x, s) — симетричне ядро рiвнян-
ня (2.225), а h (x) — довiльна iнтегровна з квадратом функцiя(

l∫
0

h2(x) dx <∞

)
, розвивається на промiжку [0, l] в абсолютно й рiвномiр-

но збiжний ряд за системою власних функцiй Yn (x) iнтегрального рiвняння
(2.225), тобто

Ω(x) =
∞∑
n=1

cn Yn(x), (2.230)

де

cn =

l∫
0

Ω(x)Yn(x) dx.

Ураховуючи введенi позначення та рiвномiрну збiжнiсть ряду (2.230),
дiстаємо

ω(x) =
∞∑
n=1

cnXn(x),

де

cn =

l∫
0

ρ (x)ω(x)Xn(x) dx.

Теорему Стеклова доведено.
На пiдставi цiєї теореми можемо ствержувати: якщо ϕ (x), ψ (x) ∈ C2 [0, l]

i задовольняють умови узгодженостi, то вони розвиваються в рiвномiрно
збiжнi ряди за системою власних функцiй задачi (2.212), (2.211) на промiжку
[0, l].

Для завершення обґрунтування методу вiдокремлення змiнних встанови-
мо достатнi умови, коли ряд (2.218) збiгається рiвномiрно при t ≥ 0, x ∈ [0, l]
i що його можна почленно диференцiювати двiчi за x та t.

У подальших мiркуваннях вважатимемо, що коефiцiєнти рiвняня (2.205)
неперервнi разом iз похiдними до третього порядку включно в розглядуванiй
областi.

Введемо позначення

L(ω(x)) = [p(x)ω′(x)]
′
− g(x)ω(x).

Теорема 2.13. Якщо функцiя ϕ (x) ∈ C3 [0, l] i задовольняє умови

ϕ(0) = ϕ(l) = 0, L(ϕ(x)) | x = 0
x = l

= 0, (2.231)
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а
ψ(x) ∈ C2 [0, l] i ψ(0) = ψ(l) = 0, (2.232)

то ряд (2.218) збiгається рiвномiрно i його можна почленно диференцiюва-
ти двiчi за x i двiчi за t при t > 0, x ∈ (0, l).

Доведення. Для спрощення наступних викладок покладемо

a(t) = 1, b(t) = 0, c′(x) = d(x), f(t) = 0, β = δ = 0, α = γ = 1.

Тодi
ρ (x) = 1, p (x) = −c, g (x) = e(x),

Tn(t) = An cos
√
λnt+

Bn√
λn

sin
√
λnt

i ряд (2.218) запишеться у виглядi

u(t, x) =
∞∑
m=1

 l∫
0

ϕ(ξ)Xm(ξ) dξ cos
√
λmt+

+
1√
λm

l∫
0

ψ(ξ)Xm(ξ) dξ sin
√
λmt

 Xm(x). (2.233)

Для доведення рiвномiрної збiжностi ряду (2.233) i рядiв, якi дiстають
унаслiдок почленного його диференцiювання двiчi за x i двiчi за t на про-
мiжку [0, l], досить довести рiвномiрну збiжнiсть таких рядiв

∞∑
m=1

[
|Am|λm +

√
λm |Bm|

]
|Xm(x)| , (2.234)

∞∑
m=1

[
|Am|+

1√
λm
|Bm|

]
|X ′m(x)| , (2.235)

∞∑
m=1

[
|Am|+

1√
λm
|Bm|

]
|X ′′m(x)|. (2.236)

Оскiльки внаслiдок (2.212)

X ′′m(x) = −p
′(x)

p(x)
X ′m(x) +

g(x)− λm
p(x)

Xm(x), (2.237)

то з рiвномiрної збiжностi рядiв (2.234), (2.235) випливає рiвномiрна збiжнiсть
ряду (2.236).
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Введемо позначення:

Hf =

l∫
0

(p(x)f ′2(x))ds;

H(f, v) =

l∫
0

[p(x)f ′(x)v′(x) + g(x)f(x)v(x)]dx.

Лема 2.2. Нехай функцiя f (x) ∈ C [0, l] задовольняє умови f (0) = f (l) = 0
i має на промiжку [0, l] кусково–неперервну похiдну, iнтегровну з квадра-
том. Тодi справедлива нерiвнiсть

∞∑
m=1

λmc
2
m ≤ Hf, (2.238)

де

cm =

l∫
0

f(x)Xm(x)dx.

Доведення. Оскiльки p (x) > 0 g (x) ≥ 0, тоHf ≥ 0. Iнтегруючи частинами,
маємо

H(f,Xm) =

l∫
0

[p(x)f ′(x)X ′m(x) + g(x)f(x)Xm(x)] dx =

= −
l∫

0

f(x)
{

[p(x)X ′m(x)]
′
− g(x)Xm(x)

}
dx =

= λm

l∫
0

f(x)Xm(x) dx = λmcm,

H(Xm, Xm) = HXm = λm

l∫
0

X2
m(x) dx = λm.

Використовуючи цi рiвностi, дiстаємо

0 ≤ H

(
f −

N∑
m=1

cmXm(x)

)
=

l∫
0

p(x)

(
f ′(x)−

N∑
m=1

cmX
′
m(x)

)2

+
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+g(x)

(
f(x)−

N∑
m=1

cmXm(x)

)2
 dx = Hf − 2H

(
f,

N∑
m=1

cmXm(x)

)
+

+H

(
N∑
m=1

cmXm(x)

)
= Hf − 2

N∑
m=1

cmH(f,Xm) +
N∑
m=1

c2
mHXm =

= Hf −
N∑
m=1

c2
m λm.

Остання нерiвнiсть виконується для довiльних N , а отже, й при N =∞.
Лему доведено.
Функцiя H (ϕ (x)) задовольняє умови леми. Отже,

HL(ϕ(x)) ≥
∞∑
m=1

c2
m λm.

Оскiльки

cm =

l∫
0

L(ϕ(x))Xm(x) dx = −λm

l∫
0

ϕ(x)Xm(x) dx = −Amλm,

то

HL(ϕ(x)) ≥
∞∑
m=1

λ3
mA

2
m. (2.239)

Маємо

Am =

l∫
0

ϕ(ξ)Xm(ξ) dξ = − 1

λm

l∫
0

ϕ(ξ)L(Xm(ξ)) dξ =

= − 1

λm

l∫
0

ϕ(ξ) [p(ξ)X ′m(ξ)]
′
dξ +

1

λm

l∫
0

ϕ(ξ)g(ξ)Xm(ξ)dξ =

=
1

λm

l∫
0

ϕ′(ξ) p(ξ)X ′m(ξ) dξ +
1

λm

l∫
0

ϕ(ξ) g(ξ)Xm(ξ) dξ =

=
1

λm

− l∫
0

[p(ξ)ϕ′(ξ)]
′
Xm(ξ) dξ +

l∫
0

ϕ(ξ) g(ξ)Xm(ξ) dξ

 =

= − 1

λm

l∫
0

L(ϕ(ξ))Xm(ξ) dξ.
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Аналогiчно

Bm =

l∫
0

ψ(ξ)Xm(ξ) dξ = − 1

λm

l∫
0

L(ψ(ξ))Xm(ξ) dξ.

Вiдома нерiвнiсть Бесселя: для довiльної нескiнченної ортонормованої по-
слiдовностi {Xm (x)} i довiльної iнтегровної з квадратом функцiї f (x) на [0, l]
виконується нерiвнiсть

∞∑
m=1


l∫

0

f(x)Xm(x) dx


2

≤
l∫

0

f 2(x) dx.

Беручи до уваги попереднi рiвностi та нерiвнiсть Бесселя, дiстаємо

∞∑
m=1

 l∫
0

Xm(x)L(ψ(x)) dx

2

≤
∞∑
m=1

λ2
mB

2
m ≤

l∫
0

[L(ψ(x))]2 dx. (2.240)

Рiвнiсть (2.226) еквiвалентна рiвностi

Xm(x) + λm

l∫
0

G(x, s)Xm(s) ds = 0,

звiдки

1

λm
Xm(x) = −

l∫
0

G(x, s)Xm(s) ds. (2.241)

Таким чином, 1
λm
Xm(x) за фiксованого x єm–м коефiцiєнтом Фур’є функ-

цiї G (x, s), яка задовольняє як функцiя s ∈ [0, l] умови доведеної леми. Тому
∞∑
m=1

X2
m(x)

λm
≤ HG ≤M1 при x ∈ [0, l] . (2.242)

Диференцiюючи (2.241) i застосовуючи нерiвнiсть Бесселя, дiстаємо

∞∑
m=1

X ′2m(x)

λ2
m

≤
l∫

0

G2
x(x, s) ds ≤M2 при x ∈ [0, l] (2.243)

Покажемо тепер, що ряд (2.234) рiвномiрно збiжний на [0, l]. Справдi, засто-
сувавши нерiвнiсть Кошi–Буняковського, маємо

m+n∑
k=m

(
λk |Ak|+

√
λk |Bk|

)
|Xk(x)| =

m+n∑
k=m

|Xk(x)|√
λk

λ
3/2
k |Ak|+
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+
m+n∑
k=m

|Xk(x)|√
λk

λk |Bk| ≤

√√√√m+n∑
k=m

X2
k(x)

λk


√√√√m+n∑

k=m

λ3
k |Ak|2 +

+

√√√√m+n∑
k=m

λ2
k |Bk|2

 ≤M
1/2
1


√√√√m+n∑

k=m

λ3
kA

2
k +

√√√√m+n∑
k=m

λ2
kB

2
k

 .

Унаслiдок нерiвностей (2.239), (2.240) ряди
∞∑
m=1

λ3
mA

2
m,

∞∑
m=1

λ2
mB

2
m збiжнi,

а тодi з останньої нерiвностi випливає рiвномiрна збiжнiсть ряду (2.234).
Беручи до уваги (2.243), дiстаємо∑m+n

k=m
|X ′k(x)|
λk

[
λk |Ak|+

√
λk |Bk|

]
≤

≤
√
M2

(√
m+n∑
k=m

λ2
k A

2
k +

√
m+n∑
k=m

λk B2
k

)
.

(2.244)

Але

∞∑
m=1

 l∫
0

Xm(x)L(ϕ(x)) dx

2

=
∞∑
m=1

λ2
mA

2
m ≤

l∫
0

[L(ϕ(x))]2 dx,

∞∑
m=1

λmB
2
m ≤ Hψ,

i отже, ряди
∞∑
m=1

λ2
mA

2
m,

∞∑
m=1

λmB
2
m збiжнi. Тодi iз (2.244) випливає рiвномiр-

на збiжнiсть при x ∈ [0, l] ряду (2.235).
Теорему доведено.

Основнi результати з обґрунтування методу вiдокремлення змiнних нале-
жать видатному росiйському математику В.А. Стеклову.

♦ Зауваження 2.9. Якщо крайовi умови (2.207) або рiвняння (2.205) неоднорiднi, то для
побудови розв’язкiв мiшаних задач (2.205)–(2.207) мiркуємо аналогiчно випадку вимуше-
них коливань струни.

� П р и к л а д 2.7. В областi B = {(t, x| t > 0, x ∈ (0, 2)} знайдемо розв’язок рiвняння

2(t+ 1)Utt(t, x) + 3Ut(t, x)− Uxx(t, x)− 2Ux(t, x)− U(t, x) + 2x = 0, (2.245)

який задовольняє умови:

U(0, x) = 0, Ut(0, x) = 0, x ∈ [0, 2], (2.246)

U(t, 0) = 0, U(t, 2) = 0, t ≥ 0. (2.247)
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Мiшана задача (2.245)–(2.247) є задачею зi стацiонарними неоднорiдностями. У зв’язку
з цим шукаємо її розв’язок у виглядi

U(t, x) = w(x) + z(t, x), (2.248)

де w (x) ∈ C2 [0, l] i є розв’язком крайової задачi{
w′′(x) + 2w′(x) + w(x) = 2x,
w(0) = 0, w(2) = 0,

(2.249)

а z (t, x) ∈ C2 (B) i є розв’язком мiшаної задачi 2(t+ 1)ztt + 3zt − zxx − 2zx − z = 0,
z(0, x) = −w(x), zt(0, x) = 0, x ∈ [0, 2] ,
z(t, 0) = 0, z(t, 2) = 0, t ≥ 0.

(2.250)

Зiнтегрувавши крайову задачу (2.249), дiстанемо

w(x) = 2(x− 2)(1− e−x). (2.251)

Розв’язок задачi (2.250) будуємо за допомогою методу Фур’є. Маємо

Z(t, x) = T (t)X(x) 6= 0; (2.252)

2(t+ 1)T ′′(t) + 3T ′(t) + (λ− 1)T (t) = 0, (2.253)

X ′′(x) + 2X ′(x) + λX(x) = 0, (2.254)

X(0) = X(2) = 0. (2.255)

Як показано вище, задача Штурма–Лiувiля (2.254)–(2.255) має розв’язки й усi власнi
значення λ > 0. Легко також переконатися, що λ ∈ (0, 1] не є власними значеннями. Отже,
загальний розв’язок рiвняння (2.254) має вигляд

X(x) = e−x(c1 cos
√
λ− 1x+ c2 sin

√
λ− 1x).

На пiдставi крайових умов (2.255) дiстаємо:

c1 = 0, c2e
−2 sin

√
λ− 12 = 0⇒ λk = 1 +

(
kπ

2

)2

, k = 1, 2, 3, ... .

Таким чином
X(x) = c2e

−x sin
kπ

2
x. (2.256)

Пiдставивши знайденi власнi значення λk у рiвняння (2.253), маємо

2(t+ 1)T ′′(t) + 3T ′(t) +

(
kπ

2

)2

T (t) = 0. (2.257)

Поряд iз рiвнянням (2.257) розглянемо рiвняння

2(t+ 1)θ′′(t) + θ′(t) +

(
kπ

2

)2

θ(t) = 0. (2.258)

Здиференцiюємо (2.258):

2(t+ 1)θ′′′(t) + 3θ′′(t) +

(
kπ

2

)2

θ′(t) = 0.
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Поклавши θ′(t) = T (t), дiстанемо рiвняння (2.257). Iнтегруємо рiвняння (2.258). Для цього
покладемо

τ =
√

2(t+ 1), θ (t) = θ

(
τ 2

2
− 1

)
= Ω (τ) : θ′(t) = Ω′(τ) [2(t+ 1)]−0,5 ;

θ′′(t) = [2(t+ 1)]−1 Ω′′(τ)− [2(t+ 1)]−3/2 Ω′(τ).

Пiдставивши знайденi похiднi в (2.258), дiстанемо

Ω′′(τ) +

(
kπ

2

)2

Ω(τ) = 0,

звiдки

Ω(τ) = c3 cos
kπ

2
τ + c4 sin

kπ

2
τ,

або
θ(t) = c3 cos

kπ

2

√
2(t+ 1) + c4 sin

kπ

2

√
2(t+ 1),

тобто

Tk(t) =
kπ

2
√

2(t+ 1)

[
c3 sin

kπ

2

√
2(t+ 1) + c4 cos

kπ

2

√
2(t+ 1)

]
,

де −cc3 = c3.
Отже, згiдно з (2.252) маємо

Zk(t, x) =
kπ

2
√

2(t+ 1)

[
Ak sin

kπ

2

√
2(t+ 1) +Bk cos

kπ

2

√
2(t+ 1)

]
e−x sin

kπ

2
x.

Розглянемо ряд

Z(t, x) =
∞∑
k=1

kπ

2
√

2(t+ 1)

[
Ak sin

kπ

2

√
2(t+ 1)+

+Bk cos
kπ

2

√
2(t+ 1)

]
e−x sin

kπ

2
x. (2.259)

i припустимо, шо вiн збiгається рiвномiрно в областi B i його можна почленно диферен-
цiювати двiчi за x i за t. Тодi вiн також буде розв’язком однорiдного рiвняння в задачi
(2.250) i задовольнятиме крайовi однорiднi умови за довiльних Ak та Bk.

Унаслiдок початкових умов задачi (2.250) дiстаємо
∞∑
k=1

kπ
2
√
2

(
Ak sin kπ√

2
+Bk cos kπ√

2

)
e−x sin kπ

2
x = 2(2− x)(1− e−x),

∞∑
k=1

kπ
4
√
2

[(
kπ√
2

cos kπ√
2
− sin kπ√

2

)
Ak −

(
kπ√
2

sin kπ√
2

+ cos kπ√
2

)
Bk

]
e−x sin kπ

2
x = 0,

звiдки 
(
kπ√
2

cos kπ√
2
− sin kπ√

2

)
Ak −

(
kπ√
2

sin kπ√
2

+ cos kπ√
2

)
Bk = 0,

Ak sin kπ√
2

+Bk cos kπ√
2

=
√
2

kπ

2∫
0

(2− x)(ex − 1) sin kπ
2
xdx = −16(4+(−1)k(kπ)2e2)

kπ(4+(kπ)2)2
.
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Розв’язавши останню систему вiдносно невiдомих Ak та Bk i пiдставивши їх у (2.209),
дiстанемо

Z(t, x) =
∞∑
k=1

−
8
[
4 + (−1)k(kπe)2

]
kπ
√

2(t+ 1) [4 + (kπ)2]2

[(
kπ sin

kπ√
2

+

+
√

2 cos
kπ√

2

)
sin

kπ√
2

√
2(t+ 1) +

(
kπ cos

kπ√
2
−
√

2 sin
kπ√

2

)
×

× cos
kπ√

2

√
2(t+ 1)

]
e−x sin

kπ

2
x.

На пiдставi (2.248) остаточно маємо

U(t, x) = 2(x− 2)(1− e−x)−
∞∑
k=1

8
[
4 + (−1)k(kπe)2

]
kπ
√

2(t+ 1) [4 + (kπ)2]2
×

×
[(
kπ sin

kπ√
2

+
√

2 cos
kπ√

2

)
sin

kπ√
2

√
2(t+ 1) +

(
kπ cos

kπ√
2
−

−
√

2 sin
kπ√

2

)
cos

kπ√
2

√
2(t+ 1)

]
e−x sin

kπ

2
x.

2.21 Вiльнi коливання прямокутної мембрани.
Метод вiдокремлення змiнних

Дослiдимо коливання однорiдної прямокутної мембрани iз сторонами b i c,
якi вiдбуваються внаслiдок початкового вiдхилення й початкової швидкостi,
якщо край мембрани нерухомо закрiплений.

Як було показано в п. 2.15, для визначення вiдхилення мембрани вiд по-
ложення рiвноваги, тобто функцiї u (t, x, y), необхiдно знайти розв’язок ди-
ференцiального рiвняння

utt = a2(uxx + uyy), t > 0, 0 < x < b, 0 < y < c, (2.260)

який задовольняє початковi

u(0, x, y) = ϕ(x, y), ut(0, x, y) = ψ(x, y), 0 ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ c (2.261)

i крайовi умови
u(t, 0, y) = u(t, b, y) = 0, (2.262)

u(t, x, 0) = u(t, x, c) = 0, t ≥ 0. (2.263)

Для побудови розв’язку мiшаної задачi (2.260)–(2.263) розв’яжемо спочат-
ку допомiжну задачу: знайти нетривiальнi розв’язки рiвняння (2.260), якi б
задовольняли крайовi умови (2.262), (2.263).

Шукатимемо цi розв’язки у виглядi

u(t, x, y) = T (t)V (x, y) 6= 0 (2.264)
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Пiдставляючи (2.264) у рiвняння (2.260) та крайовi умови (2.262), (2.263)
i вiдокремивши змiннi, дiстанемо

T ′′(t) + a2λT (t) = 0, (2.265) Vxx + Vyy + λV = 0 ,
V (0, y) = V (b, y) = 0,
V (x, 0) = V (x, c) = 0, λ = const.

(2.266)

Перше з рiвнянь системи (2.266) називається рiвнянням Гельмгольца.
Задачу на власнi значення (2.266) для диференцiального рiвняння з час-

тинними похiдними другого порядку також розв’язуємо методом вiдокремле-
ння змiнних. Вiзьмемо

V (x, y) = X(x)Y (y) 6= 0 (2.267)

Вiдокремлюючи змiннi в задачi (2.266), дiстаємо{
X ′′(x) + µX(x) = 0,
X(0) = X(b) = 0,

(2.268)

{
Y ′′(y) + (λ− µ)Y (y) = 0,
Y (0) = Y (c) = 0.

(2.269)

Повторюючи мiркування, викладенi в дослiдженнi задачiШтурма–Лiувiля
(2.170), (2.171), матимемо

µ =
(πn
b

)2

, Xn(x) = C1 sin
π n

b
x, n = 1, 2, 3, ...,

λ− µ =
(πm
c

)2

, Ym(y) = C2 sin
πm

c
y, m = 1, 2, 3, ....

Отже, згiдно з (2.267) власним значенням задачi (2.266)

λn,m =
(πn
b

)2

+
(πm
c

)2

вiдповiдатимуть власнi функцiї

Vn.m(x, y) = An,m sin
πn

b
x sin

πm

c
y, n.m = 1, 2, 3, ...,

де An,m = C1C2 — деякий сталий множник. Виберемо його таким чином, щоб
норма власної функцiї Vn,m (x, y) з вагою 1 дорiвнювала одиницi, тобто

b∫
0

c∫
0

V 2
n,mdy dx = A2

n,m

b∫
0

c∫
0

sin2 πn

b
x sin2 πm

c
y dy dx = 1.
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З останньої рiвностi знаходимо An,m = 2 (bc)−1/2.
Ортогональнiсть функцiй {Vn,m (x, y)} в розглядуваному прямокутнику

очевидна i не вимагає доведення.
Отже, система функцiй

Vn,m(x, y) = 2(bc)−1/2 sin
πn

b
x sin

πm

c
y (2.270)

є ортонормованою системою власних функцiй прямокутної мембрани.
Зазначимо, що серед знайдених власних значень λn,m можуть бути й крат-

нi, тобто такi, яким вiдповiдає не одна, а кiлька лiнiйно незалежних власних
функцiй. Кiлькiсть лiнiйно незалежних власних функцiй, якi вiдповiдають
власному значенню λn,m, залежить вiд кiлькостi цiлочислових розв’язкiв n i
m рiвняння (nπ

b

)2

+
(mπ
c

)2

= λn.m.

Наприклад, якщо b = c = 1, то власному значенню λ1,2 = λ2,1 = 5π2

будуть вiдповiдати двi лiнiйно незалежнi функцiї

V1,2(x, y) = 2 sin π x sin 2π y, V2,1(x, y) = 2 sin 2π x sinπ y,

тобто λ1,2 є двократним власним значенням.

�Деякi додатковi поняття й означення. Нехай f(x, y) — довiльна задана
в прямокутнику [0, b; 0, c] дiйсна iнтегровна з квадратом функцiяR(f) =

b∫
0

c∫
0

f 2(x, y) dy dx < +∞

 .

Числа Cn,m =
b∫

0

c∫
0

f(x, y)Vn,m(x, y)dydx, n,m = 1, 2, 3, ... називаються

коефiцiєнтами Фур’є функцiї f (x, y) вiдносно ортонормованої системи (2.270).

Розглянемо вираз
r∑

n=1

l∑
m=1

αn,m Vn,m(x, y), де αn,m — деякi сталi.

Число

N =

b∫
0

c∫
0

[
f(x, y)−

r∑
n=1

l∑
m=1

αn,m Vn,m(x, y)

]2

dy dx

називається середньою квадратичною похибкою. Маємо

N = R(f) +
r∑

n=1

l∑
m=1

(αn,m − Cn,m)2 −
r∑

n=1

l∑
m=1

C2
n,m ≥ 0.
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Таким чином, середня квадратична похибка за фiксованих r i l буде мiнi-
мальною при αn,m = Cn,m, n = 1, r, m = 1, l.

Якщо маємо вираз
r∑

n=1

l∑
m=1

Cn,m Vn,m(x, y), то з нерiвностi

b∫
0

c∫
0

[
f(x, y)−

r∑
n=1

l∑
m=1

Cn,m Vn,m(x, y)

]2

dydx ≥ 0

випливає, що
r∑

n=1

l∑
m=1

C2
n,m ≤ R(f) для довiльних r i l.

Отже, ряд, складений iз квадратiв коефiцiєнтiв Фур’є функцiї f (x, y),
збiгається:

∞∑
n=1

∞∑
m=1

C2
n,m ≤ R(f).

Добуте спiввiдношення називається нерiвнiстю Бесселя.

I Означення 2.10. Ортонормовану систему функцiй Vn,m (x, y) у прямо-
кутнику [0, b; 0, c] називають повною, якщо для всякої неперервної i iн-
тегровної з квадратом у цьому прямокутнику функцiї f (x, y) має мiсце
рiвнiсть Парсеваля–Стеклова

∞∑
n=1

∞∑
m=1

C2
n,m = R(f).

Легко довести, що система функцiй (2.270) є повною.
Виконання умови повноти не означає, що функцiю f (x, y) можна розви-

нути в рiвномiрно збiжний у прямокутнику [0, b; 0, c] ряд Фур’є за системою
функцiй Vn,m (x, y).

Якщо f (x, y) ∈ C2 [0, b; 0, c], то таке розвинення завжди можливе.
Покажемо, що система (2.270) мiстить усi власнi функцiї задачi (2.266).

Для цього доведемо таке твердження.

Твердження 2.1. Власнi функцiї Vk (x, y) i Vs (x, y), якi вiдповiдають рiз-
ним власним значенням λk, λs задачi (2.266), є ортогональними.

Доведення. Маємо
Vkxx + Vkyy + λkVk = 0,

Vsxx + Vsyy + λsVs = 0.

Помножимо першу з рiвностей на Vs (x, y), а другу — на Vk (x, y) i вiднiмемо
їх:

(VkxxVs − VsxxVk) +
(
VkyyVs − VsyyVk

)
= (λs − λk) VsVk.
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Зiнтегруємо останню рiвнiсть за x вiд 0 до b i за y вiд 0 до c. Дiстанемо
c∫

0

b∫
0

(VkxxVs − VsxxVk) dxdy +

b∫
0

c∫
0

(
VkyyVs − VsyyVk

)
dydx =

= (λs − λk)
b∫

0

c∫
0

VsVk dydx.

Взявши у лiвiй частинi iнтеграли частинами й урахувавши крайовi умови,
матимемо

(λs − λk)
b∫

0

c∫
0

VsVk dydx = 0.

Оскiльки λs 6= λk, то функцiї Vs (x, y) та Vk (x, y) є ортогональними в розгля-
дуваному прямокутниковi.

Теорему доведено.
Припустимо тепер, що задача (2.266) має власну функцiю Vs (x, y), яка

не належить системi (2.270). Згiдно з доведеним твердженням вона є ортого-
нальною до всiх функцiй (2.270). Iз теорiї кратних рядiв Фур’є вiдомо: якщо
функцiя Vs (x, y) ∈ C2 (0 < x < b, 0 < y < c) i задовольняє крайовi умови за-
дачi (2.266), то її можна розвинути в абсолютно й рiвномiрно збiжний ряд
за системою власних функцiй (2.270). Унаслiдок ортогональностi Vs (x, y) i
Vn,m (x, y) у розвиненнi функцiї Vs (x, y) за системою (2.270) залишиться тiль-
ки скiнченне число членiв, якi вiдповiдають власному значенню λn,m = λs.
Тому Vs (x, y) є лiнiйною комбiнацiєю лише тих функцiй (2.270), якi вiдповi-
дають власному значенню λn,m = λs. Таким чином, всi власнi функцiї пря-
мокутної мембрани даються формулою (2.270).

Пiдставивши знайденi власнi значення λn,m у рiвняння (2.265) i зiнтегру-
вавши його, дiстанемо

Tn,m(t) = Bn,m cos a
√
λn,m t+ Cn,m sin a

√
λn,m t,

де Bn,m, Cn,m — довiльнi сталi. Пiдставляючи (2.270) i Tn,m (t) у рiвняння
(2.264), маємо

un.m(t, x, y) =

=
(
Bn,m cos a

√
λn,mt+ Cn,m sin a

√
λn.mt

)
Vn,m(x, y). (2.271)

Ми дiстали нескiнченну множину частинних розв’язкiв лiнiйного однорiд-
ного рiвняння (2.260), якi задовольняють крайовi умови (2.262), (2.263).

Згiдно з доведеною в п. 2.17 лемою 2.1 ряд

u(t, x, y) =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

un,m(t, x, y) (2.272)
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також буде розв’язком рiвняння (2.260) i задовольнятиме крайовi умови
(2.262), (2.263), якщо вiн збiгається рiвномiрно i його можна почленно ди-
ференцiювати двiчi за t, x, y у розглядуванiй областi

D = {(t, x, y) | t > 0, 0 < x < b, 0 < y < c} .

Визначаємо коефiцiєнти Bn,m i Cn,m таким чином, щоб ряд (2.272) задо-
вольняв i початковi умови (2.261). Для цього пiдставляємо (2.272) у (2.261):

ϕ(x, y) =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

Bn,m Vn,m(x, y),

ψ(x, y) =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

a
√
λn,mCn,m Vn,m(x, y).

(2.273)

Припустимо, що ряди (2.273) збiгаються рiвномiрно в прямокут-
нику 0 ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ c. Тодi, помноживши їх на функцiю Vk,s (x, y) та
зiнтегрувавши одержаний результат по прямокутнику, матимемо

Bn,m =

b∫
0

c∫
0

ϕ(x, y) Vn,m(x, y) dydx,

Cn,m =
1

a
√
λn,m

b∫
0

c∫
0

ψ(x, y)Vn,m(x, y) dydx.

Пiдставивши знайденi значенняBn,m i Cn,m у ряд (2.272), дiстанемо розв’я-
зок мiшаної задачi (2.270)–(2.263).

� Обгрунтування методу вiдокремлення змiнних.

Теорема 2.14. Якщо функцiї ϕ (x, y) та ψ (x, y) неперервнi разом iз похiд-
ними до четвертого порядку включно в прямокутнику [0, b; 0, c], то ряд
(2.272) збiгається рiвномiрно в областi D i його можна почленно диферен-
цiювати двiчi за t, x i y.

Доведення. Унаслiдок крайових умов

ϕ(0, y) = ϕ(x, 0) = ϕ(b, y) = ϕ(x, c) = 0;

ψ(0, y) = ψ(x, 0) = ψ(b, y) = ψ(x, c) = 0.

Беручи це до уваги та iнтегруючи по частинах, дiстаємо

Bn,m =

(
bc

nmπ2

)2
b∫

0

c∫
0

∂4ϕ(x, y)

∂x2∂y2
Vn,m(x, y) dx dy =

(
bc

nmπ2

)2

αn,m; (2.274)
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Cn,m =
1

a
√
λn,m

(
bc

nmπ2

)2
b∫

0

c∫
0

∂4ψ(x, y)

∂x2∂y2
Vn.m(x, y)dydx =

=
1

a
√
λn,m

(
bc

nmπ2

)2

βn,m.

Очевидно, iснує така стала K, що

sup

{
|αn,m| ,

|βn,m|
a
√
λn,m

}
≤ K.

Але тодi ряд
∞∑
n=1

∞∑
m=1

4K b3/2c3/2

n2m2π4 є мажорантним для ряду (2.272), а отже, остан-

нiй збiгається абсолютно й рiвномiрно в областi D.
Здиференцiюємо почленно ряд (2.272) двiчi x, y i t. Маємо

uxx(t, x, y) = −
∞∑
n=1

∞∑
m=1

(πn
b

)2

Tn,m(t)Vn,m(x, y),

uyy(t, x, y) = −
∞∑
n=1

∞∑
m=1

(πm
c

)2

Tn,m(t) Vn,m(x, y), (2.275)

utt(t, x, y) = −
∞∑
n=1

∞∑
m=1

a2λn,mTn,m(t)Vn,m(x, y).

Унаслiдок (2.274) мажорантними для рядiв (2.275) будуть числовi ряди

∞∑
n=1

∞∑
m=1

4Kc3/2

m2π2b1/2
;
∞∑
n=1

∞∑
m=1

4Kb3/2

n2π2c1/2
;
∞∑
n=1

∞∑
m=1

4Ka2

(bc)1/2 π2

(
c2

m2
+
b2

n2

)
,

якi є збiжними. Але тодi ряди (2.275) абсолютно й рiвномiрно збiжнi
в областi D.

Теорему доведено.
Зазначимо, що твердження теореми є справедливим i тодi, коли

ϕ(x, y) ∈ C4 [0, b; 0, c] , а ψ(x, y) ∈ C3 [0, b; 0, c] .

� Фiзична iнтерпретацiя розв’язку (2.272). Введемо позначення:

Bn,m = Mn,m sinϕn,m, Cn,m = Mn,m cosϕn,m.

Тодi (2.271) запишеться у виглядi

un,m(t, x, y) = Vn,m(x, y)Mn,m sin
(
a
√
λn,mt+ ϕn,m

)
. (2.276)
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Кожен член ряду (2.272) представляє собою стоячу хвилю для прямо-
кутної мембрани. З (2.276) бачимо, що кожна точка (x, y) мембрани здiйс-
нює простi гармонiчнi коливання з частотою a

√
λn,m, перiодом

2bc
(
a
√
n2c2 +m2b2

)−1
i амплiтудою

2 (bc)−1/2Mn,m sin
πn

b
x sin

πm

c
y.

Усi точки мембрани проходять положення рiвноваги в один i той самий
момент часу

a
√
λn,mt+ ϕn,m = kπ, k = 0, 1, 2, ... ,

а при a
√
λn,mt+ϕn,m = 2k+1

2 π вони одночасно досягають максимального вiд-
хилення в той чи iнший бiк. Найбiльшу амплiтуду коливань матимуть точки,
для яких sin πn

b x = ±1 i sin πm
c y = ±1, тобто з координатами

(
2k−1

2n b, 2s−1
2m c

)
,

k = 1, n, s = 1,m. Цi точки мембрани називаються пучностями.
Лiнiї, точки яких не коливаються, називаються вузловими лiнiями. Оче-

видно, що крiм контура мембрани вузловими лiнiями будуть прямi

x =
kb

n
, y =

sc

m
, k = 1, n− 1, s = 1, m− 1.

Цi лiнiї роздiлять мембрану на mn прямокутникiв, причому в двох сусiд-
нiх вiдхилення будуть напрямленi в рiзнi боки. Центр кожного такого пря-
мокутника буде пучнiстю. Розглянемо стоячi хвилi u1,1 (t, x, y), u1,2 (t, x, y),
u2,1 (t, x, y), u2,2 (t, x, y) i зобразимо мембрану в той момент часу, коли всi її
точки досягають найбiльшого вiдхилення (рис. 2.35).

Наступнi стоячi хвилi мають складнiший вигляд.
У випадку кратних власних значень вузловi лiнiї можуть мати вигляд

кривих досить складної форми. Цi кривi iнколи називають фiгурами Лiсса-
жу.

Як приклад розглянемо мембрану зi сторонами b = c = π. Тодi при n = 1,
m = 2 або n = 2, m = 1 маємо двi хвилi (обертони):

u1,2(t, x, y) =
2

π
M1,2 sin

(
a
√

5t+ ϕ1,2

)
sinx sin 2y;

u2,1(t, x, y) =
2

π
M2,1 sin

(
a
√

5t+ ϕ2,1

)
sin 2x sin y

з однiєю i тiєю ж частотою a
√

5. Загальне коливання квадратної мембрани з
частотою a

√
5 представляється сумою стоячих хвиль

4

π

[
M1,2 sin

(
a
√

5t+ ϕ1,2

)
cos y +M2,1 sin

(
a
√

5t+ ϕ2,1

)
cosx

]
×

× sinx sin y =
4

π

[
(C1,2 cos y + C2,1 cosx) sin a

√
5t+
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Рис. 2.35:

+ (B1,2 cos y +B2,1 cosx) cos a
√

5t
]

sinx sin y.

Вузловi лiнiї такого коливання, вiдмiннi вiд сторiн мембрани, наберуть ви-
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гляду
d1 cos y + d2 cosx = 0, d1, d2 = const.

Якщо d1 = 0, то вузловою лiнiєю буде пряма x = π/2 (рис. 2.36, а), а при
d2 = 0 — вiдрiзок прямої y = π/2 (рис. 2.36, б). Якщо d1 = −d2, то y = x i
вузловою лiнiєю буде дiагональ квадрата, а при d1 = d2 маємо y = π − x, i
дiстаємо другу дiагональ (рис. 2.36, в).

Рис. 2.36:

За довiльних d1 i d2 вузлова лiнiя має складну форму, але вона завжди
проходить через центр квадрата.

Таким чином, процес коливання мембрани вiдрiзняється вiд процесу ко-
ливання струни, тому що для останньої кожнiй частотi власних коливань
вiдповiдає тiльки одна форма струни, а у випадку мембрани однiй i тiй са-
мiй частотi може вiдповiдати кiлька форм мембрани з рiзними положеннями
вузлових лiнiй.

♦ Зауваження 2.10. Метод Фур’є може використовуватися й для побудови розв’яз-
ку мiшаної задачi для рiвняння коливання однорiдної мембрани, обмеженої довiльною
кусково–гладкою жордановою кривою, а також у випадку мiшаних задач для рiвнянь
гiперболiчного типу вигляду

utt(t,M) =
n∑
i=1

n∑
j=1

∂

∂xi

[
aij(M)uxj(t,M)

]
− a(M)u(t,M)+

+b(t)ut(t,M) n ≥ 3,

де
M = M(x1, ..., xn); a(M) ≥ 0; aij = aji;

n∑
i=1

n∑
j=1

aijξiξj ≥ α

n∑
i=1

ξ2i , α > 0

у розглядуванiй областi (остання умова вказує на те, що задане диференцiальне рiвняння
належить до гiперболiчного типу).

N Вправа. Дослiдити вимушенi коливання прямокутної мембрани.
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2.22 Єдинiсть розв’язку мiшаних задач.
Iнтеграл енергiї

Розглянемо мiшану задачу: в просторi функцiй C2(D)
⋂
C1(D),

D = {(t, x, y, z) | t > 0, (x, y, z) ∈ D1}, знайти розв’язок хвильового рiвнян-
ня

utt(t, x, y, z) = a2∆u(t, x, y, z) + f(t, x, y, z), (2.277)

який задовольняє початковi умови

u | t=0 = ϕ(x, y, z), u |t=0 = ψ(x, y, z), (x, y, z) ∈ D1 = D1 ∪ S, (2.278)

де S — поверхня, яка обмежує область D1, та крайовi умови(
αu+ β

∂u

∂~n

) ∣∣∣∣
(x,y,z)∈S

= 0, t ≥ 0, (2.279)

~n — зовнiшня нормаль до поверхнi S.
Надалi вважаємо, що α(x, y, z), β(x, y, z) ∈ C(S), α ≥ 0, β ≥ 0, α + β > 0,

S — кусково–гладка поверхня, а f(t, x, y, z) ∈ C(D), ϕ(x, y, z) ∈ C1(D1),
ψ(x, y, z) ∈ C(D1), i виконується умова узгодженостi(

αϕ(x, y, z) + β
∂ϕ(x, y, z)

∂~n

) ∣∣∣∣
(x,y,z)∈S

= 0.

Для дослiдження мiшаних задач (2.277)–(2.279) ефективний так званий
метод iнтегралiв енергiї.

Нехай u (t, x, y, z) — розв’язок задачi (2.277)–(2.279). Тодi справедливе
спiввiдношення

E2(t) = E2(0) +
1

a2

t∫
0

∫∫∫
D1

f(τ, x, y, z)×

×∂u(τ, x, y, z)

∂τ
dxdydzdτ, τ ≥ 0 (2.280)

де

E2(t) =
1

2

∫∫∫
D1

[
1

a2
u2
t + u2

x + u2
y + u2

z

]
dxdydz +

1

2

∫∫
S0

α

β
u2ds, (2.281)

E2(0) =
1

2

∫∫∫
D1

[
1

a2
ψ2 + ϕ2

x + ϕ2
y + ϕ2

z

]
dxdydz +

1

2

∫∫
S0

α

β
ϕ2ds,
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Рис. 2.37:

S0 — та частина поверхнi S, де α > 0 i β > 0 одночасно.
Справдi, нехай ε > 0 — довiльне число, а D′1 ⊂ D1, де D′1 — область,

обмежена кусково–гладкою поверхнею S ′ (Рис. 2.37).
Помноживши рiвняння (2.277) на ut i iнтегруючи по областi

D′ = D′1 × (ε, T ), дiстанемо

1

a2

T∫
ε

∫∫∫
D′1

f(t, x, y, z)
∂u

∂t
dxdydzdt =

T∫
ε

∫∫∫
D′1

∂u

∂t

[
1

a2
utt −∆u

]
dxdydzdt =

=

∫∫∫
D′1

1

a2

T∫
ε

ututtdtdxdydz−

−
T∫
ε

∫∫∫
D′1

ut∆udxdydzdt =
1

2

∫∫∫
D′1

1

a2
(ut)

2
∣∣∣T
ε
dxdydz−

−
T∫
ε

∫∫∫
D′1

{
∂

∂ x
(utux) +

∂

∂ y
(utuy) +

∂

∂ z
(utuz) −

− 1

2

∂

∂ t

(
u2
x + u2

y + u2
z

)}
dx dy dz dt.

Користуючись формулою Гауса–Остроградського, з попередньої рiвностi
маємо

1

a2

T∫
ε

∫∫∫
D′1

f(t, x, y, z)utdxdydzdt =
1

2

∫∫∫
D′1

[
1

a2
u2
t+

149



+
(
u2
x + u2

y + u2
z

)]T
ε
dxdydz −

T∫
ε

∫∫
S′

ut
∂u

∂~n
ds′dt.

Переходячи в останнiй рiвностi до границi, коли ε→ 0, i D′1 → D1 та корис-
туючися тим, що u ∈ C ′(D) i f(t, x, y, z) ∈ C(D), дiстаємо рiвнiсть

1

a2

T∫
ε

∫∫∫
D1

f(t, x, y, z)utdxdydzdt =

1

2

∫∫∫
D1

[
1

a2
u2
t + u2

x + u2
y + u2

z

]t
0

dxdydz −
T∫

0

∫∫
S

ut
∂u

∂~n
dsdt. (2.282)

Iз крайової умови (2.279) випливає спiввiдношення на поверхнi S: ∂u∂~n = −α
βu,

якщо β > 0; u = 0 при β = 0. У зв’язку з цим

−
T∫

0

∫∫
S

ut
∂u

∂~n
dsdt =

T∫
0

∫∫
S0

α

β
utudsdt =

1

2

∫∫
S0

α

β
u2
∣∣T
0
ds.

Пiдставивши добутий результат в (2.282) та замiнивши T на t, дiстанемо
формулу (2.280).

Функцiя E2 (t) має простий фiзичний змiст. Обмежуючися для спрощення
мiркувань одновимiрним випадком, знайдемо вираз для енергiї поперечних
коливань струни E2 = K+V , деK, V — вiдповiдно кiнетична та потенцiальна
енергiї. Кiнетична енергiя елемента струни dx, який рухається iз швидкiстю
V = ut, становить 0, 5mv2 = 0, 5ρ (ut)

2dx, тобто кiнетична енергiя всiєї струни

K = 0, 5

l∫
0

ρ(x) [ut(x, t)]
2 dx,

де ρ (x) — лiнiйна густина струни.
Потенцiальна енергiя поперечних коливань струни, яка в момент часу

t = t0 має форму u(x, t) = u0(x), дорiвнює роботi, яку потрiбно здiйснити,
щоб струна перейшла з положення рiвноваги в положення u0(x).

Нехай u (x, 0) = 0. Елемент dx пiд дiєю рiвнодiйної сили натягу
T ux(x+ dx, t)− T ux(x, t) = T uxxdx за час dt проходить шлях ut(x, t) dt.

Робота, яка здiйснюється всiєю струною за час dt, l∫
0

T uxxutdx

 dt = dt

T uxut|l0 − l∫
0

T uxuxtdx

 =
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=
1

2
dt

− d
dt

l∫
0

T (ux)
2 dx+ T0uxut|l0

 .

Iнтегруючи добутий результат за t вiд 0 до t0, маємо

−0, 5

l∫
0

T (ux)
2dx
∣∣t0
0

+

t0∫
0

T uxut|l0 dt = −0, 5

l∫
0

T [ux(x, t0)]
2 dx+

t0∫
0

T uxut|l0 dt.

Iнтеграл
t0∫
0

T uxut|x=0 dt представляє роботу, яку потрiбно витратити на

змiщення кiнця x = 0. Аналогiчний змiст має доданок
t0∫
0

T uxut |x=l dt. Якщо

кiнцi струни нерухомо закрiпленi, то робота на кiнцях струни дорiвнюватимеu
∣∣∣∣∣∣∣ x = 0
x = l

= ut

∣∣∣∣∣∣∣ x = 0
x = l

= 0

. Отже, в цьому випадку робота, яка здiйс-

нюється струною, дорiвнюватиме

−0, 5

l∫
0

T [u′0(x)]
2
dx

— потенцiальнiй енергiї струни в момент t = t0 з протилежним знаком. Отже,
повна енергiя струни

E2(t) = 0, 5

l∫
0

[
T u2

x + ρ u2
t

]
dx = 0, 5T

l∫
0

[
u2
x +

1

a2
u2
t

]
dx.

Таким чином, функцiя E2 (t), визначена формулою (2.281), є повною енер-
гiєю системи, яка перебуває в процесi коливання.

I Означення 2.11. Функцiю E2 (t), визначену згiдно з формулою (2.281),
називають iнтегралом енергiї.

Якщо в рiвняннi (2.277) f (t, x, y, z) = 0, то рiвнiсть (2.280) набирає ви-
гляду

E2(t) = E2(0), t ≥ 0,

тобто повна енергiя системи, яка перебуває в коливальному процесi, за вiд-
сутностi зовнiшнiх збурень не змiнюється з часом (закон збереження енергiї).

Використаємо рiвнiсть (2.280) для доведення єдиностi розв’язку мiшаних
задач для хвильових рiвнянь.
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Теорема 2.15. Якшо в просторi функцiй C2(D)
⋂
C1(D) iснує розв’язок мi-

шаної задачi (2.277)–(2.279), то цей розв’язок єдиний.

Доведення. Припустимо, що в розглядуванiй областi D iснують два роз-
в’язки мiшаної задачi (2.277)– (2.279): u1(t, x, y, z) i u2(t, x, y, z). Тодi функцiя

u(t, x, y, z) = u1(t, x, y, z)− u2(t, x, y, z) (2.283)

буде розв’язком мiшаної задачi

utt(t, x, y.z) = a2∆u(t, x, y, z), (t, x, y, z) ∈ D, (2.284)

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0, (x, y, z) ∈ D, (2.285)(
αu+ β

∂u

∂~n

)∣∣∣∣
(x,y,z)∈S

= 0, t ≥ 0. (2.286)

Покажемо, що розв’язок задачi (2.284)–(2.286) тотожно дорiвнює нулю.
Справдi, для розв’язкiв мiшаної задачi (2.284)–(2.286) рiвнiсть (2.280) запи-
шеться у виглядi

E2(t) = 0. (2.287)

Унаслiдок невiд’ємностi пiдiнтегральних виразiв у (2.281) iз (2.287) ви-
пливає

ut = ux = uy = uz = 0⇒ u(t, x, y, z) = const

для всiх (t, x, y, z) ∈ D. На пiдставi (2.285) u|t=0 = 0, отже u(t, x, y, z) ≡ 0 в
областi D.

Теорему доведено.

♦ Зауваження 2.11. Теореми про єдинiсть розв’язку мiшаних задач для хвильових рiв-
нянь у випадках однiєї та двох просторових незалежних змiнних доводяться аналогiчно,
тiльки потрiбно використати iнтеграли енергiї для струни та мембрани вiдповiдно.

N Вправа. Довести теореми про єдинiсть розв’язку мiшаних задач для рiвнянь коливання
мембрани та струни.

2.23 Неперервна залежнiсть розв’язку мiшаних задач
вiд вихiдних даних

Теорема 2.16. Нехай функцiї u1(t, x, y, z) i u2(t, x, y, z), що належать класу

C2(D)
⋂

C1(D), D =
{

(t, x, y, z) | t ∈ [0, T ] , (x, y, z) ∈ D1

}
,

T > 0 — довiльне, є розв’язками рiвнянь

u1tt(t, x, y, z) = a2∆u1(t, x, y, z) + f1(t, x, y, z), (t, x, y, z) ∈ D,
u2tt(t, x, y, z) = a2∆u2(t, x, y, z) + f2(t, x, y, z), (t, x, y, z) ∈ D, (2.288)
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вiдповiдно, якi задовольняють одну й ту саму крайову умову(
αu+ β

∂u

∂~n

)∣∣∣∣
(x,y,z)∈S

= X(t, x, y, z), t ≥ 0, (2.289)

а в початковий момент часу

(u1 − u2)|t=0 = ϕ(x, y, z),
(u1t − u2 t)|t=0 = ψ(x, y, z), (x, y, z) ∈ D1

(2.290)

Тодi для всякого як завгодно малого числа ε > 0 iснує таке число δ = δ(ε) > 0,
що як тiльки

|ϕ(x, y, z)| < δ, |ϕx(x, y, z)| < δ, |ϕy(x, y, z)| < δ, |ϕz(x, y, z)| < δ
|ψ(x, y, z)| < δ, |f1(t, x, y, z)− f2(t, x, y, z)| < δ, (x, y, z) ∈ D1,
(t, x, y, z) ∈ D,

(2.291)

то |u1(t, x, y, z)− u2(t, x, y, z)| < ε для всiх (t, x, y, z) ∈ D.

Доведення. Функцiя u(t, x, y, z) = u1(t, x, y, z)−u2(t, x, y, z) буде розв’язком
мiшаної задачi

utt(t, x, y, z) = a2∆u(t, x, y, z) + f(t, x, y, z),
f(t, x, y, z) = f1(t, x, y, z)− f2(t, x, y, z),

(2.292)

u|t=0 = ϕ(x, y, z), ut|t=0 = ψ(x, y, z), (x, y, z) ∈ D1, (2.293)(
αu+ β

∂u

∂~n

)∣∣∣∣
(x,y,z)∈S)

= 0, t ≥ 0. (2.294)

Для розв’язку задачi (2.292)–(2.294) справедливе спiввiдношення (2.280).
Здиференцiювавши рiвнiсть (2.280) за t, дiстанемо

2E(t)E ′(t) =
1

a2

∫∫∫
D1

f(t, x, y, z)utdxdydz, t ≥ 0. (2.295)

Застосувавши до правої частини (2.295) нерiвнiсть Кошi–Буняковського, ма-
тимемо

2E(t)E ′(t) ≤ 1

a2

∫∫∫
D1

|f(t, x, y, z)|2 dxdydz

1/2∫∫∫
D1

∣∣u2
t

∣∣ dxdydz
1/2

=

=
1

a2
‖f‖ · ‖ut‖ (2.296)
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Згiдно з (2.281) 1
a2 ‖ut‖

2 ≤ 2E2(t), тобто

1

a2
‖ut‖ ≤

√
2E(t). (2.297)

Аналогiчно переконуємося в справедливостi оцiнок

{‖ux‖ , ‖uy‖ , ‖uz‖ } ≤
√

2E(t). (2.298)

Пiдставляючи нерiвнiсть (2.297) в (2.296), дiстаємо

E ′(t) ≤ 1

a
√

2
‖f‖ , t ≥ 0.

Iнтегруючи добуту нерiвнiсть у межах вiд 0 до t маємо

E(t) ≤ E(0) +
1√
2a

t∫
0

‖f‖ dτ. (2.299)

Iз нерiвностей (2.297), (2.298) та (2.299) дiстаємо оцiнки

‖ut‖ ≤ a
√

2E(0) +

t∫
0

‖f‖ dτ, t ≥ 0, (2.300)

{‖ux‖ , ‖uy‖ , ‖uz‖} ≤
√

2E(0) +
1

a

t∫
0

‖f‖ dτ, t ≥ 0. (2.301)

Знайдемо оцiнку функцiї ‖u‖ =

(∫∫∫
D1

u2dxdydz

)1/2

. Диференцiюючи

рiвнiсть

‖u‖2 =

∫∫∫
D1

u2(t, x, y, z) dxdydz

за t i користуючися нерiвнiстю Кошi–Буняковського, на пiдставi оцiнки (2.300)
дiстанемо

2 ‖u‖ ‖u‖
′
= 2

∫∫∫
D1

u · utdxdydz ≤ 2 ‖u‖ ‖ut‖ ≤

≤ 2 ‖u‖

√2aE(0) +

t∫
0

‖f‖ dτ

 ,
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звiдки пiсля скорочення на 2 ‖u‖ випливає нерiвнiсть

‖u‖
′
≤
√

2aE(0) +

t∫
0

‖f‖ dτ.

Iнтегруючи одержану диференцiальну нерiвнiсть у межах вiд 0 до t, маємо

‖u‖ ≤ ‖u‖0 +
√

2aE(0)t+

t∫
0

ξ∫
0

‖f‖ dτ dξ,

де ‖u‖0 — значення функцiї ‖u‖ у точцi t = 0, тобто

‖u‖2
0 =

∫∫∫
D1

u2(x, y, z, 0)dxdydz =

∫∫∫
D1

ϕ2(x, y, z)dxdydz = ‖ϕ‖2 .

Отже,

‖u‖ ≤ ‖ϕ‖+
√

2aE(0)t+

t∫
0

(t− τ) ‖ f‖ dτ, t ≥ 0. (2.302)

Унаслiдок нерiвностей (2.291) маємо

2E2(0) ≤
∫∫∫
D1

[
1

a2
+ 3

]
δ2 +

∫∫
S0

α

β
δ2ds ≤

≤
[(

3 +
1

a2

)
V + σmax

S0

α

β

]
δ2 = c2δ2,

де σ — площа поверхнi S0; V — об’єм областi D1, c2 =
(
3 + 1

a2

)
V + σmax

S0

α
β .

Таким чином √
2E(0) ≤ cδ.

Але тодi з нерiвностей (2.302) дiстаємо

‖u‖ < δ
√
V + atcδ + δ

√
V

t∫
0

(t− τ)dτ ≤
(√

V + aTc+
√
V
T 2

2

)
δ = c1δ,

де c1 =
(
1 + 0, 5T 2

)√
V + aTc.

Поклавши δ = ε
c1
, маємо |u(t, xx, y, z)| =|u1(t, x, y, z)− u2(t, x, y, z)| < ε.

Теорему доведено.
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Рис. 2.38:

У випадку мiшаної задачi для рiвняння коливання струни завдовжки l,
область D матиме вигляд, як на рис. 2.38.
N Вправа. Довести неперервну залежнiсть розв’язку мiшаних задач вiд вихiдних даних
для рiвняння коливання струни.

Задачi для самостiйного розв’язування

1. Однорiдну струну, кiнцi якої закрiпленi в точках x = 0 i x = l, вiдтягнуто в початко-
вий момент часу в точцi x = c на величину h i вiдпущено без початкової швидкостi.
Визначити змiщення u(t, x) довiльної точки струни й дати фiзичну iнтерпретацiю
добутого результату.

2. Знайти закон коливання однорiдної струни, початкову форму змiщення якої зобра-
жено на рис 2.39, а початкова швидкiсть всiх її точок рiвна нулю. Дати фiзичну
iнтерпретацiю добутого результату.

Рис. 2.39:

3. Дослiдити вiльнi коливання однорiдної струни, закрiпленої на кiнцях x = 0 i x = l,
якщо в початковому положеннi вона перебуває в спокої i її точкам на промiжку (α, γ)
надано сталу початкову швидкiсть V0.

4. Знайти закон коливання однорiдної струни, закрiпленої на кiнцях x = −l, x = l,
якщо в початковий момент часу вона мала форму параболи, симетричної вiдносно
свого центра, причому максимальне початкове змiщення становить h, а початкова
швидкiсть дорiвнює нулю.

5. Дослiдити вимушенi поперечнi коливання однорiдної струни, закрiпленої на кiнцi
x = 0, яка зазнає на кiнцi x = l дiї збурювальної гармонiчної сили, що спричиняє
змiщення Asinωt. Початкова швидкiсть та початкове вiдхилення точок струни дорiв-
нюють нулю.
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6. Дослiдити вимушенi коливання однорiдної струни, закрiпленої на кiнцях x = 0, x = l,
на яку в момент часу t = 0 починає дiяти стала сила −pg. Початкова швидкiсть i
початкове вiдхилення точок струни дорiвнюють нулю.

7. Дослiдити вимушенi коливання однорiдної струни без початкових змiщень i швидкос-
тей, яка закрiплена на кiнцях x = 0, x = l, якщо на неї дiє рiвномiрно розподiлена
сила з густиною Aρsinωt (ρ — лiнiйна густина струни, ω = const).

8. Знайти закон вiльних коливань однорiдної струни завдовжки l, якщо в початковий
момент їй було надано форму кривої ϕ(x) = l

100
sinπx

2l
, а потiм — вiдпущено без почат-

кової швидкостi. Струну закрiплено в лiвому кiнцi x = 0, а правий x = l — вiльний.

9. Кiнцi однорiдної струни завдовжки l утримуються за допомогою пружних сил на
прямих, паралельних осi Ou. Дослiдити вiльнi поперечнi коливання струни, якщо
початкове вiдхилення її точок становить x2(x−t)2

4
, а їхня початкова швидкiсть дорiвнює

нулю.

10. Дослiдити поздовжнi коливання однорiдного цилiндричного стержня завдовжки l,
один кiнець якого нерухомо закрiплений, а до другого — прикладена сила F = Asinωt,
ω = const, напрям якої збiгається з вiссю стержня.

11. Однорiдна квадратна мембрана, яка в початковий момент часу t = 0 має форму
Axy(b− x)(b− y), A = const, почала коливатися без початкової швидкостi. Дослiдити
вiльнi коливання мембрани, закрiпленої по контуру ( b — сторона мембрани).

12. Визначити поперечнi коливання однорiдної прямокутної мембрани 0 ≤ x ≤ a,
0 ≤ y ≤ b, закрiпленої по контуру, якi спричиненi початковою швидкiстю
ut(x, y, 0) = Axy(a− x)(b− y). Опором навколишнього середовища знехтувати.

13. Визначити поперечнi коливання прямокутної мембрани 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b iз
закрiпленим краєм, якi спричиненi неперервно розподiленою по мембранi й перпен-
дикулярною до її поверхнi силою з густиною

F (x, y, t) = ρ(x, y)sinωt, 0 < t < +∞, ω = const.

14. Знайти закон вiльних коливань однорiдної прямокутної мембрани x ∈ [0, a], y ∈ [0, b],
якщо краї x = 0 i x = a нерухомо закрiпленi, а u(x, 0, t) = u(x, b, t) = hsinπx

a
. У

початковий момент часу мембрана мала форму u(x, y, 0) = hsinπx
a
, а швидкiсть усiх

точок була рiвна V0sinπxa (h, V0 = const).

15. Дати фiзичну iнтерпретацiю та знайти розв’язок мiшаних задач:

а) utt = uxx − u+ 2tx, t > 0, x ∈ (0, l),
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ (0, l),
u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0, t ≥ 0;

б) utt = 1
4
uxx − u+ sinx, t > 0, x ∈ (0, l),

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, l],
ux(0, t) = 0, ux(l, t) = 0, t ≥ 0;

в) utt = a2uxx, t > 0, x ∈ [0, 4],
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = x, x ∈ [0, 4],
u(0, t) = 0, ux(4, t)− hu(4, t) = 0, t ≥ 0;
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г) utt = a2uxx, t > 0, x ∈ (0, l),
u(x, 0) = Q/E, ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, l],
ux(0, t) = 0, u(l, t) = Q

E
, t ≥ 0, (Q,E = const);

д) utt = uxx − π
3
ut, x ∈ (0, 3), t > 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 2, x ∈ [0, 3], ux(0, t) = 0, u(3, t) = 2t, t ≥ 0;

е) utt = uxx − frac4x+ 1ux + 2
(x+1)2

u, t > 0, x ∈ (0, 2),

u(x, 0) = x(x− 2), ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, 2],
u(0, t) = 0, u(2, t) = 0, t ≥ 0
(ввести замiну:u(x, t) = 1

(x+1)2
z(x, t));

є) utt = uxx + πn
(
thπn

2
x
)
ux +

(
chπn

2
x
)−1

, t > 0, x ∈ (0, 2),
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, 2],
ux(0, t) = 0, u(2, t) = 0

(ввести замiну:u(x, t) =
(
chπn

2
x
)−1

z(x, t));

ж) utt = 1
4
(uxx + uyy), t > 0, x ∈ (0, 1), y ∈ (0, 2),

u(x, y, 0) = 0, ut(x, y, 0) = x(2− y), x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 2],
u(0, y, t) = 0, ux(1, y, t) = 0, y ∈ [0, 2], t ≥ 0,
uy(x, 0, t) = 0, u(x, 2, t) = 0, x ∈ [0, 1], t ≥ 0;

з) utt = uxx + uyy + 2tx, t > 0, x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1],
ux(0, y, t) = ux(1, y, t) = 0, y ∈ [0, 1], t ≥ 0,
u(x, 0, t) = u(x, 1, t) = 0, x ∈ [0, 1], t ≥ 0.
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Роздiл 3

РIВНЯННЯ ПАРАБОЛIЧНОГО ТИПУ

Нехай u = u(t, x1, x2, . . . , xn). Згiдно з означенням канонiчна форма лi-
нiйного рiвняння параболiчного типу має вигляд

n∑
i=1

uxixi + c0ut +
n∑
i=1

ciuxi + αu = f(t, x1, x+ 2, . . . , xn), (3.1)

де коефiцiєнти c0, ci, α, i = 1, n — функцiї незалежних змiнних t, x1, x2, . . . , xn.
Покажемо, що рiвняння вигляду (3.1) описують процеси теплопровiдностi

та дифузiї.

Тема 1

ЗАДАЧI, ЯКI ПРИВОДЯТЬ ДО
РIВНЯНЬ ПАРАБОЛIЧНОГО ТИПУ

У тривимiрному просторi розглянемо тверде iзотропне тiло G, температу-
ра якого в точцi (x, y, z) у момент часу t визначається функцiєю u(t, x, y, z).
Якщо температура тiла не постiйна, то в ньому виникають тепловi потоки
вiд бiльш нагрiтих частин до менш нагрiтих.

Дослiдимо задачу розподiлу тепла в тiлi G. Видiлимо в ньому довiльний
об’єм V , обмежений гладкою поверхнею S, i розглянемо змiну кiлькостi теп-
лоти в цьому об’ємi за iнтервал часу (t1, t2).

Згiдно з законом Фур’є кiлькiсть теплоти q1, яка пройде через поверхню
S у напрямi зовнiшньої до неї нормалi ~n iнтервал часу (t1, t2), становить

q1 = −
∫ t2

t1

∫∫
S

K(x, y, z)
∂u

∂~n
ds

 dt, (3.2)

де K(x, y, z) > 0 — коефiцiєнт внутрiшньої теплопровiдностi тiла в точцi
(x, y, z) , i внаслiдок iзотропностi тiла вiн не залежить вiд напрямку нормалi
~n до поверхнi S в розглядуванiй точцi (x, y, z).

Позначимо через F (t, x, y, z) iнтенсивнiсть внутрiшнiх джерел теплоти,
тобто кiлькiсть теплоти, яка видiляється або поглинається одиницею об’єму
тiла за одиницю часу внаслiдок дiї теплових джерел. Тодi кiлькiсть тепло-
ти q2, яка видiляється або поглинається в об’ємi V за iнтервал часу (t1, t2),
становитиме

q2 =

∫ t2

t1

∫∫∫
V

F (t, x, y, z)dxdydz

 dt. (3.3)



Отже, загальна кiлькiсть теплоти q3, яку дiстане об’єм V за iнтервал часу
(t1, t2), визначається рiвнiстю

q3 = q2 − q1. (3.4)

(1.3) Цю саму кiлькiсть теплоти можна визначити через змiну температури
в об’ємi V за iнтервал часу (t1, t2):

q3 =

∫∫∫
V

(x, y, z)ρ(x, y, z)×

×[u(t2, x, y, z)− u(t1, x, y, z)]dxdydz, (3.5)

де ρ(x, y, z) — густина; C(x, y, z) — теплоємнiсть тiла в точцi (x, y, z).
Пiдставляючи (3.2), (3.3), (3.4) у рiвняння теплового балансу (3.4), дiста-

ємо ∫∫∫
V

Cρ[u(t2, x, y, z)− u(t1, x, y, z)]dxdydz =

=

∫ t2

t1

∫∫∫
V

F (t, x, y, z)dxdydz +

∫∫
S

K(x, y, z)
∂u

∂~n
ds

 dt.
Надалi вважатимемо, що u ∈ C(1,2,2,2)((0,+∞)×G), F ∈ C((0,+∞)×G),

K ∈ C(1,1,1)(G), C, ρ ∈ C(G). Тодi останню рiвнiсть можна подати у виглядi∫ t2

t1

∫∫∫
V

(
Cρ

∂u

∂t
− F (t, x, y, z)

)
dxdydz

 dt =

∫ t2

t1

∫∫
S

K
∂u

∂~n
ds

 dt.
Застосувавши до поверхневого iнтеграла в правiй частинi формулу Гауса–

Остроградського, маємо∫ t2

t1

[∫∫∫
V

{
Cρ

∂u

∂t
− F (t, x, y, z)− ∂

∂x

(
K
∂u

∂x

)
− ∂

∂y

(
K
∂u

∂y

)
−

∂

∂z

(
K
∂u

∂z

)}
dxdydz

]
dt = 0.

Унаслiдок довiльностi iнтервалу часу (t1, t2) i об’єму V остання рiвнiсть мож-
лива тiльки тодi, коли пiдiнтегральний вираз дорiвнює нулю, тобто

Cρ
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
K
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
K
∂u

∂y

)
+

∂

∂z

(
K
∂u

∂z

)
+ F (t, x, y, z). (3.6)

Рiвняння (3.6) називається рiвнянням теплопровiдностi неоднорiдного
iзотропного тiла.
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Якщо тiло однорiдне, то C, ρ i K є сталими й рiвняння (3.6) запишеться
у виглядi

ut(t, x, y, z) = a2∆u(t, x, y, z) + f(t, x, y, z), (3.7)

де a2 = K
Cρ ; f = F

ρ ; ∆ — оператор Лапласа.
Якщо дослiджується процес розподiлу температури в дуже тонкiй одно-

рiднiй пластинцi з теплоiзольованою поверхнею, то u = u(t, x, y) , i рiвняння
(3.7) матиме вигляд

ut(t, x, y) = a2∆u(t, x, y) + f(t, x, y). (3.8)

У випадку поширення теплоти в тiлi лiнiйного розмiру, наприклад, в одно-
рiдному стержнi з теплоiзольованою бiчною поверхнею, u = u(t, x), i рiвняння
(3.7) набере вигляду

ut(t, x) = a2∆u(t, x) + f(t, x). (3.9)

Якщо через бiчну поверхню стержня вiдбувається теплообмiн iз зовнiшнiм
середовищем, температура якого дорiвнює u0(t, x), то згiдно iз законом Нью-
тона кiлькiсть теплоти, яка пройде крiзь бiчну поверхню стержня, пропорцiй-
на рiзницi температур, а отже, в цьому випадку рiвняння теплопровiдностi
матиме вигляд

ut(t, x) = a2∆uxx(t, x)− bu(t, x) + f1(t, x). (3.10)

де

b =
K1σ

Cρω
; f1(t, x) = f(t, x) + bu0(t, x);

K1 — коефiцiєнт зовнiшньої теплопровiдностi; σ, ω — вiдповiдно периметр i
площа поперечного перерiзу стержня.

3.1 Рiвняння дифузiї

Припустимо, що деякий просторовий об’єм G нерiвномiрно заповнений газом
або концентрацiя розчиненої речовини в G не стала. В цьому разi буде вiдбу-
ватися дифузiя частинок газу або рiдини з мiсць бiльшої концентрацiї в мiсця
меншої, причому пiд концентрацiєю в момент часу t розумiємо функцiю

u(t, x, y, z) =
dQ

dτ
,

де dQ — кiлькiсть речовини або газу в елементi об’єму dτ , який заповнений
розчином або газом.

Нехай
u(t, x, y, z) ∈ C(1,2,2,2)((0,+∞)×G);
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d(x, y, z) > 0 — коефiцiєнт дифузiї, d ∈ C(1,1,1)(G); c(x, y, z) > 0 — коефiцiєнт
пористостi середовища, який дорiвнює вiдношенню об’єму пор до повного
об’єму розглядуваної областi,

c(x, y, z) ∈ C(G), G1 = (0,+∞)×G;

F (t, x, y, z) — iнтенсивнiсть джерел речовини або газу, F ∈ C(G1).
Щоб вивести рiвняння дифузiї, видiлимо в G довiльний об’єм V iз досить

гладкою поверхнею S i обчислимо баланс речовини або газу в цьому об’ємi
за довiльний iнтервал часу (t1, t2).

Згiдно з експериментальним законом Вальтера Нернста кiлькiсть речови-
ни або газу, яка дифундує в V крiзь елемент поверхнi ds у напрямi нормалi
~n за одиницю часу становить

dq1 = −d(x, y, z)
∂u

∂~n
ds,

де d(x, y, z) — коефiцiєнт дифузiї.
Таким чином, кiлькiсть речовини або газу, що надходить в об’єм V крiзь

поверхню S за iнтервал часу (t1, t2),

q1 =

∫ t2

t1

[∫∫
Sd
∂u

∂~n
ds

]
dt =

∫ t2

t1

[∫∫∫
V

{
∂

∂x

(
d
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
d
∂u

∂y

)
+

+
∂

∂z

(
d
∂u

∂z

)}
dxdydz

]
dt.

Вiд джерел (наприклад, якщо вiдбувається хiмiчна реакцiя з видiленням
речовини) в об’єм V за iнтервал часу (t1, t2) надiйде кiлькiсть речовини або
газу

q2 =

∫ t2

t1

∫∫∫
V

F (t, x, y, z)dxdydz

 dt.
Унаслiдок приросту, який дiстає функцiя u(t, x, y, z) за iнтервал часу

(t1, t2),
u(t2, x, y, z)− u(t1, x, y, z) ≈ ut(t, x, y, z)(t2 − t1),

загальна кiлькiсть речовини або газу, яка йде на змiну концентрацiї в об’ємi
V за iнтервал часу (t1, t2), становитиме

q3 =

∫ t2

t1

∫∫∫
V

ut(t, x, y, z)dxdydz

 dt.
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Отже,

q1 + q2 − q3 =

∫ t2

t1

{[∫∫∫
V

∂

∂x

(
d
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
d
∂u

∂y

)
+

∂

∂z
+

+F (t, x, y, z)− c∂u
∂t

]
dxdydz

}
dt = 0.

Унаслiдок довiльностi об’єму V та iнтервалу часу (t1, t2) з останньої рiвностi
маємо

c
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
d
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
d
∂u

∂y

)
+

∂

∂z
+ F (t, x, y, z). (3.11)

Рiвняння (3.11) є рiвнянням дифузiї в неоднорiдному середовищi. Якщо
середовище однорiдне, то d i c сталi, й рiвняння (3.11) запишеться у виглядi

ut(t, x, y, z) = a24u(t, x, y, z) + f(t, x, y, z), (3.12)

де a2 = d/c; f = F/c.
У процесi дифузiї деяких газiв (наприклад, еманацiї радiю — видiлення

в навколишнє середовище радiоактивного газу радону) вiдбувається реакцiя
розпаду молекул цих газiв. Швидкiсть реакцiї розпаду зазвичай вважається
пропорцiйною концентрацiї газу, й тому рiвняння дифузiї (3.12) у цьому разi
матиме вигляд

ut = a24u− β

c
u+ f(t, x, y, z), (3.13)

де β > 0 — коефiцiєнт пропорцiйностi.
Якщо вивчається процес дифузiї, який супроводжується "ланцюговими"

реакцiями (частинки рiдини або газу, що дифундує, вступають у реакцiю з
навколишнiм середовищем i розмножуються), то в дифузiйному наближеннi
(швидкiсть реакцiї пропорцiйна концентрацiї) цей процес описується також
рiвнянням (3.13), але β < 0.

Зазначимо, що рiвняння (3.13) замiною

v(t, x, y, z) = u(t, x, y, z)e
β
c t

зводиться до (3.12).
Очевидно, що й рiвняння теплопровiдностi, й рiвняння дифузiї належать

до параболiчного типу.

♦ Зауваження 3.1. Математично описуючи процес поперечних коливань стержня, на
який дiють рiвномiрно розподiлене вздовж нього зовнiшнє навантаження f(t, x) i повз-
довжня (напрямлена по осi) стискальна або розтягальна сила iнтенсивнiстю P (t, x),
приходять до рiвняння вигляду

µ(x)utt(t, x) +
∂2

∂x2
(EJuxx(t, x))− ∂

∂x
(P (t, x)ux(t, x)) = f(t, x), (3.14)

163



де u(t, x) — вiдхилення точок стержня x вiд їхнього прямолiнiйного положення в мо-
мент часу t; µ(x) — маса одиницi довжини стержня (кг · с2/см2); EJ — жорсткiсть
на прогин (E — модуль пружностi, Па, J — момент iнерцiї площi поперечного перерi-
зу стержня вiдносно нейтральної осi перерiзу, перпендикулярної до площини коливань,
см2).

Рiвняння (3.14) виведено за таких умов.

• Пружна вiсь (геометричне мiсце точок, прикладання зовнiшнiх сил до
яких спричиняє прогин стержня без кручення) стержня прямолiнiйна й
збiгається з лiнiєю центрiв ваги поперечних перетинiв стержня. Ця пря-
молiнiйна вiсь береться за координатну вiсь Ox, i вiд неї вiдлiчуються вiд-
хилення елементiв стержня за поперечних коливань, причому змiщення
окремих точок осi стержня вiдбуваються перпендикулярно до прямолi-
нiйного недеформованого її напрямку (змiщеннями цих точок, паралель-
ними осi, нехтують).

• Змiщення точок осi стержня за поперечних коливань вiдбуваються в однiй
площинi й є малими вiдхиленнями.

• Довжина стержня значно перевищує решту його розмiрiв.

Якщо стержень однорiдний зi сталою жорсткiстю EJ i масою µ,
а P (t, x) = const, то рiвняння (3.14) запишеться у виглядi

utt(t, x) + c2uxxxx(t, x)− puxx(t, x) = F (t, x), (3.15)

де c2 = EJ/µ; p = P/µ; F (t, x) = f(t, x)/µ.
Рiвняння (3.15) є рiвнянням четвертого порядку параболiчного типу.

3.2 Принцип максимуму для розв’язкiв однорiдного рiвняння
теплопровiдностi

У площинi t = 0 розглянемо скiнченну область D, обмежену кривою L
(рис. 3.1).

Побудуємо цилiндричну поверхню з напрямною L i твiрною, паралель-
ною осi Ot. Частину цилiндричної поверхнi мiж площинами t = 0 i t = T
(T — додатна стала) позначимо через BT , а проекцiю областi D на площину
t = T — через DT . Область з межею S = D ∪ BT ∪DT позначимо через VT ,
a V̄T = VT ∪ S.
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Рис. 3.1:

Теорема 3.1. Нехай функцiя u (t, x, y) належить перерiзу

C
(
VT
)
∩ C(1,2,2)VT ∪DT

i задовольняє в VT однорiдне рiвняння теплопровiдностi

ut(t, x, y) = a2(uxx(t, x, y) + uyy(t, x, y)). (3.16)

Тодi функцiя u (t, x, y) своє найбiльше та найменше значення в областi V̄T
набуває на D ∪BT .

Доведення. Зауважимо, що функцiя u (t, x, y) ≡ const задовольняє всi умо-
ви теореми, а її значення всюди в областi V̄T є однаковим. Але це не супере-
чить твердженню теореми, оскiльки найбiльше та найменше значення функ-
цiї u (t, x, y) ≡ const в областi Vt ∪DT не бiльше й не менше за значення цiєї
функцiї на D ∪BT (вони збiгаються).

Теорему достатньо достатньо для випадку найбiльшого значення. Справ-
дi, якщо функцiя u (t, x, y) в деякiй точцi розглядуваної областi досягає най-
бiльшого значення, то в цiй точцi функцiя −u (t, x, y) досягає найменшого
значення, а остання задовольняє всi умови сформульованої теореми.

Доведення теорему вiд супротивного.
Нехай

M = max
(t,x,y)∈ V̄T

u (t, x, y) , m = max
(t,x,y)∈D∪BT

u (t, x, y) .

Очевидно, що m ≤ M . Згiдно з твердженням теореми m = M . Припустимо,
щоm < M . Тодi неперервна в V̄T функцiя u (t, x, y) досягає свого найбiльшого
значення в деякiй точцi (t0, x0, y0) ∈ VT ∪DT :

u(t0, x0, y0) = M.

165



Розглянемо допомiжну функцiю

v(t, x, y) = u(t, x, y) +
M −m

2T
(t0 − t). (3.17)

Якщо точка (t, x, y) ∈ D ∪BT , то t0 − t ≤ t0 ≤ T, а отже,

v(t, x, y)

∣∣∣∣(t,x,y)∈D∪BT ≤ m+
M −m

2
=
M +m

2
< M.

З iншого боку, v(t0, x0, y0) = u(t0, x0, y0) = M. Тому, в VT ∪ DT iснує
точка, де v = M, а на D∪BT v < M. Звiдси випливає, що свого найбiльшого
значення функцiя v(t, x, y) досягає або в VT , або на DT.

Позначимо через (t1, x1, y1) точку, в якiй функцiя ν(t, x, y) набуває свого
найбiльшого значення, й припустимо спочатку, що (t1, x1, y1) ∈ VT . Тодi в цiй
точцi мають виконуватися необхiднi умови максимуму

∂ v

∂ t
= 0,

∂ v

∂ x
= 0,

∂ v

∂ y
= 0,

∂2v

∂ x2
≤ 0,

∂2v

∂ y2
≤ 0.

Отже, [
vt − a2(vxx + vyy)

] ∣∣∣(t1x1,y1) ≥ 0.

З iншого боку, для всяких (t, x, y) ∈ V
T

vt − a2(vxx + vyy) = ut − a2(uxx + yyy)︸ ︷︷ ︸
≡0

−M −m
2T

< 0,

i ми прийшли до суперечностi.
Нехай тепер точка (t1, x1y1) ∈ DT . Це означає, що t1 = T , а (x1, y1) ∈ D,

тобто t1 є граничною точкою промiжку (0, T ), а (x1, y1) — внутрiшньою точ-
кою областi D. У цьому випадковi умови, за яких функцiя v(t, x, y) досягне
найбiльшого значення в точцi (t1, x1, y1), матимуть вигляд

∂ v

∂ t
≥ 0,

∂ v

∂ x
=
∂ v

∂ y
= 0,

∂ 2v

∂ x2
≤ 0,

∂2v

∂ y2
≤ 0.

Отже, [
v1 − a2(vxx + vyy)

] ∣∣∣(t1,x1,y1) ≥ 0,

а вираз у квадратних дужках менший за нуль для всiх (t, x, y) ∈ DT , i ми
знову прийшли до суперечностi. Таким чином, найбiльше значення функцiя
набуває тiльки в точках областi D ∪BT .

Iз доведення принципу максимуму для рiвняння теплопровiдностi випли-
ває справедливiсть наступної теореми.
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Теорема 3.2. Нехай функцiя u(t, x, y) належить перерiзу

C(V T ) ∩ C(1,2,2)(VT ∪DT ).

Якщо ut − a2(uxx + uyy) ≤ 0 всюди в VT , то функцiя u(t, x, y) досягає свого
найбiльшого значення на D∪BT . Якщо ж ut−a2(uxx+uyy) ≥ 0 всюди в VT ,
то на D ∪BT функцiя u(t, x, y) досягає найменшого значення.

IНаслiдок.Якщо два розв’язки однорiдного рiвняння теплопровiдностi
u1(t, x, y), u2(t, x, y) задовольняють умову

v(t, x, y) ≡ u1(t, x, y)− u2(t, x, y) ≤ 0 при (t, x, y) ∈ D ∪BT

i належать класу C(V T )
⋂
C(1,2,2)(VT ∪ DT ), то v(t, x, y) ≤ 0 для

всiх (t, x, y) ∈ V T .

Зауважимо, що аналогiчно доводиться справедливiсть принципу макси-
муму й у випадку багатовимiрного простору.

Фiзичний змiст теореми про найбiльше значення розв’язку однорiдного
рiвняння теплопровiдностi очевидний: якщо температура на межi тiла й у
початковий момент часу t = 0 не перевищує деякого значення m, то за вiд-
сутностi внутрiшнiх джерел теплоти температура всерединi тiла не може бути
бiльшою за m.

Саме рiвняння (3.7) не описує однозначно процесiв поширення теплоти
або дифузiї. Тому для однозначного математичного описання того чи iншо-
го фiзичного процесу потрiбно до рiвняння (3.7) потрiбно приєднати деякi
додатковi умови. Як i в разi рiвнянь гiперболiчного типу, розглянемо два
основних випадки, а саме: випадок обмежених i необмежених областей.

Тема 2

ПРОЦЕСИ ДИФУЗIЇ ТА ПОШИРЕННЯ ТЕПЛОТИ В
ОБМЕЖЕНИХ ОБЛАСТЯХ

3.3 Постановка мiшаних задач

У тривимiрному просторi (x, y, z) розглянемо однорiдне тiло V з почат-
ковою температурою ϕ(x, y, z), в якому є внутрiшнi джерела тепла iнтенсив-
нiстю F (t, x, y, z).

Нехай потрiбно визначити температуру u(t, x, y, z) тiла V у довiльний мо-
мент часу t > 0, якщо на його досить гладкiй поверхнi S:

1) задана температура ψ(t, x, y, z);
2) заданий тепловий потiк ω (t, x, y, z);
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3) проходить теплообмiн iз зовнiшнiм середовищем, температура якого
µ(t, x, y, z).

Для розв’язання поставленої фiзичної задачi складемо вiдповiдну мате-
матичну модель.

Як було показано в п. 3.1 (див. рiвняння (3.7)), шукана температура
u(t, x, y, z) при t > 0, (x, y, z) ∈ V має бути розв’язком диференцiального
рiвняння

ut(t, x, y, z) = a2∆u(t, x, y, z) + f(t, x, y, z). (3.18)

Згiдно з умовою задачi в початковий момент часу

u(0, x, y, z) = ϕ(x, y, z), (x, y, z) ∈ V ∪ S = V . (3.19)

З умов на поверхнi S тiла V маємо:

1.
u
∣∣∣(x,y,z)∈S = ψ (t, x, y, z), t ≥ 0, (x, y, z) ∈ S; (3.20)

2. на пiдставi закону Фур’є

∂ u

∂~n

∣∣∣∣
(x,y,z)∈S

= −K−1ω (t, x, y, z), t ≥ 0, (x, y, z) ∈ S, (3.21)

де K — коефiцiєнт теплопровiдностi ; ~n — зовнiшня нормаль до S;

3. за законом Ньютона

∂ u

∂ ~n

∣∣∣∣
(x,y,z)∈S

= −λ [u(t, x, y, z)− µ (t, x, y, z)]
∣∣∣(x,y,z)∈S , (3.22)

де λ— коефiцiєнт теплообмiну.

Таким чином, залежно вiд теплового режиму на поверхнi тiла V прихо-
димо до однiєї iз задач:

1. В класi функцiй

C ([0,+∞)× V̄ ≡ Ω̄ ) ∩ C(1,2,2,2)((0,+∞)× V ≡ Ω )

знайти розв’язок диференцiального рiвняння (3.18), який задовольняє по-
чаткову (3.19) i крайову (3.20) умови.

2. У класi функцiй
C(0,1,1,1)

(
Ω
)
∩ C(1,2,2,2) (Ω)

знайти розв’язок диференцiального рiвняння (3.18), який задовольняє по-
чаткову (3.19) i крайову (3.21) умови.
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3. У класi функцiй
C(0,1,1,1)

(
Ω
)
∩ C(1,2,2,2) (Ω)

знайти розв’язок диференцiального рiвняння (3.18), який задовольняє по-
чаткову (3.19) i крайову (3.22) умови.

Задачi 1)–3) називаються вiдповiдно першою, другою i третьою основни-
ми мiшаними задачами для рiвнянь параболiчного типу. Зазначимо: ставля-
чи всi мiшанi задач, вважають, що початкова й крайовi умови не суперечливi,
тобто вони задовольняють умову узгодженостi. У випадку першої мiшаної за-
дачi умова узгодженостi має вигляд

ϕ (x, y, z)
∣∣∣(x,y,z)∈S = ψ (0, x, y, z). (3.23)

До сформульованих задач приходять, дослiджуючи також процеси ди-
фузiї в об’ємi V , тiльки в цьому разi функцiя u(t, x, y, z) є концентрацiєю
розчину або газу в точцi (x, y, z) ∈ V в момент часу t.

Аналогiчно ставляться мiшанi задачi й у випадках дво– i одновимiрного
середовищ.

Зауважимо, що на практицi коло мiшаних задач значно ширше.
Наприклад, нехай S = S1 ∪ S2 ∪ S3, i потрiбно знайти розв’язок рiвняння

(3.18), який задовольняє початкову умову (3.19), а на поверхнi S

u
∣∣∣(x,y,z)∈S1

= ψ (t, x, y, z), ∂ u
∂ ~n

∣∣∣(x,y,z)∈S2
= ω (t, x, y, z),

∂ u
∂ ~n

∣∣∣
(x,y,z)∈S3

= −λ [u(t, x, y, z)− µ (t, x, y, z)]
∣∣∣(x,y,z)∈S3

.
(3.24)

Можливi й складнiшi, нiж розглянутi вище, крайовi умови на поверхнi S.
Але надалi розглядатимемо тiльки першу, другу й третю мiшанi задачi.

3.4 Єдинiсть розв’язку мiшаних задач i його неперервна
залежнiсть вiд початкової та крайових умов

Теорема 3.3. У класi функцiй C
(
Ω
)⋂

C(1,2,2,2) (Ω) розв’язок першої мiша-
ної задачi (3.18)–(3.20) єдиний i неперервно залежить вiд початкової та
крайових умов.

Доведення. Доведемо спочатку єдинiсть розв’язку першої мiшаної задачi.
Для цього припустимо, що iснують два розв’язки: u1(t, x, y, z) i u2(t, x, y, z).

Тодi функцiя u(t, x, y, z) = u1(t, x, y, z)−u2(t, x, y, z) буде розв’язком одно-
рiдного рiвняння теплопровiдностi з однорiдними початковою та крайовими
умовами.

Оскiльки u(0, x, y, z) = u
∣∣∣(x,y,z)∈S = 0, то внаслiдок принципу максимуму

u(t, x, y, z) ≡ 0 в областi Ω, i єдинiсть доведено.
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Для доведення неперервної залежностi розв’язку вiд початкової та крайо-
вих умов припустимо, що u1(t, x, y, z) µ u2(t, x, y, z) задовольняють одне й
те саме рiвняння (3.18), а

|u1(0, x, y, z)− u2(0, x, y, z)| < ε при (x, y, z) ∈ V,
|u1(t, x, y, z)− u2(t, x, y, z)| < ε при t ≥ 0, (x, y, z) ∈ S.

Функцiї u(t, x, y, z) = u1(t, x, y, z) − u2(t, x, y, z) i v(t, x, y, z) = ±ε є розв’яз-
ками однорiдного рiвняння теплопровiдностi, а −ε < u(0, x, y, z) < ε i
−ε < u(t, x, y, z) < ε при t ≥ 0, (x, y, z) ∈ S.

Тодi на пiдставi наслiдку принципу максимуму дiстаємо, що

| u1(t, x, y, z)− u2(t, x, y, z) | < ε∀(t, x, y, z) ∈ Ω.

Теорему доведено.

Теорема 3.4. У класi функцiй C(0,1,1,1)
(
Ω
)
∩C(1,2,2,2) (Ω) розв’язки другої та

третьої основних мiшаних задач єдинi.

Доведення. Нехай мiшанi задачi (3.18), (3.19), (3.21) i (3.18), (3.19), (3.22)
мають два розв’язки. Позначимо через u(t, x, y, z) їх рiзницю. Тодi, очевидно,
функцiя u(t, x, y, z) буде розв’язком однорiдного рiвняння теплопровiдностi
й задовольнятиме однорiднi початкову та крайовi умови

u(0, x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ V , (3.25)

∂ u

∂ ~n

∣∣∣(x,y,z)∈S = 0,

[
∂ u

∂ ~n
+ λu

] ∣∣∣(x,y,z)∈S = 0, t ≥ 0 (3.26)

Розглянемо iнтеграл

I = 0, 5

∫∫∫
V

u2(t, x, y, z)dxddydz ≥ 0. (3.27)

Маємо
∂ I

∂ t
=

∫∫∫
V

u
∂ u

∂ t
dxdydz = a2

∫∫∫
V

u∆udxdydz.

Згiдно з формулою Гауса–Остроградського∫∫
S

u
∂ u

∂
→
n
dS =

∫∫∫
V

u∆udxdydz +

∫∫∫
V

[
u2
x + u2

y + u2
z

]
dxdydz.

Тодi
∂ I

∂ t
= a2

∫∫
S

u
∂ u
→
∂ n

dS − a2

∫∫∫
V

[
u2
x + u2

y + u2
z

]
dxdydz.

170



Унаслiдок умов (3.26) перший iнтеграл дорiвнює нулю у випадку другої
мiшаної задачi й недодатний у випадку третьої мiшаної задачi.

Таким чином,∂ I∂ t ≤ 0. Але з початкової умови (3.25) маємо I |t=0 = 0.
Отже, I як функцiя часу t є невiд’ємною, в розглядуванiй областi не зростає(
∂ I
∂ t ≤ 0

)
i дорiвнює нулю при t = 0. Але тодi I ≡ 0 i iз (3.27) дiстаємо, що

u(t, x, y, z) ≡ 0 в областi Ω.
Теорему доведено.

� Вправа. За аналогiєю довести теорему єдиностi розв’язку мiшаних задач для рiв-
нянь параболiчного типу у випадку двовимiрного простору.

3.5 Iнтегрування першої мiшаної задачi
для рiвняння теплопровiдностi
у випадку одновимiрного простору.
Метод Фурьє

Розв’яжемо таку фiзичну задачу: дослiдити процес розподiлу теплоти в
однорiдному стержнi завдовжки l iз теплоiзольованою бiчною поверхнею,
якщо його початкова температура рiвна ϕ(x), а на кiнцях пiдтримується ну-
льова температура.

Згiдно з мiркуваннями, наведеними в п. 3.4, потрiбно в областi
Ω=(0,+∞)×(0, l) знайти розв’язок диференцiального рiвняння

ut(t, x) = a2uxx(t, x), (3.28)

який задовольняє початкову умову

u(0, x) = ϕ(x), x ∈ [0, l] (3.29)

i крайовi
u(t, 0) = 0, u(t, l) = 0, t ≥ 0. (3.30)

Вважаємо, що функцiя ϕ(x) задовольняє умови узгодженостi

ϕ(0) = ϕ(l) = 0. (3.31)

Як було показано в п. 3.5, мiшана задача (3.28) – (3.30) в просторi функцiй
C(Ω) ∩ C(1,2)(Ω) може мати лише єдиний розв’язок, i шукатимемо його у
виглядi

u(t, x) = T (t)X(x) 6= 0. (3.32)

Пiдставивши (3.32) у рiвняння (3.28) i крайовi умови (3.30) та вiдокре-
мивши змiннi, дiстанемо

T ′(t) + a2λT (t) = 0, (3.33)
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X ′′(x) + λX(x) = 0, (3.34)

X(0) = 0, X(l) = 0, (3.35)

де λ — довiльна стала.
Задачау Штурма–Лiувiля (3.34), (3.35) дослiджено в гл. 2 (див. зада-

чу (2.170), (2.171)) i, як показано, власними значеннями є λn = (πn/l)2,
n = 1, 2, . . . , а вiдповiднi власнi функцiї мають вигляд

Xn(x) = cn sin
πn

l
x, cn = const. (3.36)

Пiдставивши власнi значення в рiвняння (3.33) та зiнтегрувавши його,
дiстанемо

Tn(t) = bne
−(πnal )

2
t, bn = const. (3.37)

Пiдставляючи (3.36) i (3.37) у (3.32), знаходимо

un(t, x) = ane
−(πnal )

2
t sin

πn

l
x, n = 1, 2, 3, ...,

де an — довiльнi сталi.
Отже, дiстали нескiнченну систему частинних розв’язкiв рiвняння (3.28),

якi задовольняють крайовi умови (3.30).
Згiдно з доведеною в розд. 2 лемою 2.1 ряд

u(t, x) =
∞∑
n=1

ane
−(πnal )

2
t sin

πn

l
x (3.38)

також буде розв’язком рiвняння (3.28), якщо вiн збiгається i його можна по-
членно диференцiювати один раз за t i двiчi за x, причому цей ряд задоволь-
няє i крайовi умови (3.30).

Припустимо, що умови (3.30) виконуються. Тодi для вiдшукання єдиного
розв’язку мiшаної задачi (3.28)–(3.30) залишилосья вибрати коефiцiєнти an
таким чином, щоб ряд (3.38) задовольняв i початкову умову, тобто щоб

u(0, x) =
∞∑
n=1

an sin
πn

l
x = ϕ(x). (3.39)

Нехай функцiя ϕ(x) ∈ C1 ([0, l]), де C1 ([0, l]) — клас неперервних функцiй,
якi мають кусково-неперервну похiдну при x ∈ [0, l] i задовольняють умови
узгодженостi (3.31). Тодi на вiдрiзку [0, l] функцiя ϕ(x) розкладається в ряд
Фур’є за системою власних функцiй sin

πn

l
x, i з рiвностi (3.39) маємо

an =
2

l

l∫
0

ϕ(ξ) sin
πn

l
ξdξ. (3.40)
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Пiдставивши знайденi коефiцiєнти (3.40) в ряд (3.38), дiстанемо формаль-
ний розв’язок мiшаної задачi (3.28)–(3.30).

Для обгрунтування добутого результату доведемо таке твердження.

Твердження 3.1. Якщо функцiя ϕ(x) ∈ C1 ([0, l]), то ряд (3.38), де коефi-
цiєнти an визначаються за формулою (3.40), в областi Ω можна почленно
диференцiювати довiльну кiлькiсть разiв як за x, так i за t, причому вiн
визначає неперервну функцiю в Ω̄.

Доведення. За умовою твердження при t > 0 маємо∣∣∣∣∂k+sun(t, x)

∂tk∂xs

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣2l
l∫

0

ϕ(ξ) sin
πn

l
ξdξ(−1)k

(π
l

)2k+s

sin
(πn
l
x+

sπ

2

)∣∣∣∣∣∣ a2kn2k+s×

× exp

[
−
(πna

l

)2

t

]
≤ 2M

(πn
l

)2k+s

a2k exp

[
−
(πna

l

)2

t

]
≡ An,

(3.41)

де M ≥ |ϕ(x)| при x ∈ [0, l].
Оскiльки

lim
n→∞

∣∣∣∣An+1

An

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(n+ 1)2k+s exp

[
−
(πa
l

)2

(n2 + 2n+ 1)t

]
n2k+s exp

[
−
(πa
l

)2

n2t

]
 =

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)2k+s

exp

[
−
(πa
l

)2

(2n+ 1)t

]
= 0,

то згiдно з ознакою Д’Аламбера ряд
∞∑
n=1

An збiгається, а отже, на пiдставi

(3.41) ряди
∞∑
n=1

∂k+sun(t, x)

∂tk∂xs
, k, s = 0, 1, 2, ...

збiгаються рiвномiрно при t > 0.
При t = 0 справедлива оцiнка

|un(t, x)| ≤ |an| , (t, x) ∈ Ω̄.

Але, якщо ϕ(x) ∈ C1 ([0, l]), то iз теорiї рядiв Фур’є вiдомо, що ряд
∞∑
n=1
|an|

збiгається, а отже, ряд (3.38) в областi Ω̄ збiгається рiвномiрно, й твердження
доведено.
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Пiдставивши (3.40) у (3.38), дiстанемо

u(t, x) =
∞∑
n=1

1∫
0

{
2

l
exp

[
−
(πna

l

)2

t

]
sin

πn

l
x sin

πn

l
ξ

}
ϕ(ξ)dξ.

Оскiльки ряд

G(x, ξ, t) =
∞∑
n=1

2

l
exp

[
−
(πna

l

)2

t

]
sin

πn

l
x sin

πn

l
ξ (3.42)

при t > 0 збiгається рiвномiрно, то порядок пiдсумовування й iнтегрування
в попереднiй рiвностi можна змiнювати, а отже,

u(t, x) =

l∫
0

G(x, ξ, t)ϕ(ξ)dξ.

Функцiя (3.42) називається функцiєю Грiна першої мiшаної задачi для
рiвняння теплопровiдностi (3.28).

♦ Зауваження 3.2. Якщо на кiнцях стержня задано iншi тепловi режими, але крайо-
вi умови є однорiдними, то для побудови розв’язку мiшаних задач потрiбно повторити
вищеприведенi мiркування й у кожному конкретному випадковi дослiдити вiдповiдну за-
дачу Штурма–Лiувiля.

Що ж до загальної мiшаної задачi для рiвняння теплопровiдностi й задачi
зi стацiонарними неоднорiдностями, а також мiшаних задач у двовимiрному
просторi, то пiдхiд до їх iнтегрування залишається той самий, що i у випадку
вiдповiдних мiшаних задач для хвильового рiвняння.

Отже, ми показали, що розв’язок мiшаної задачi для рiвняння теплопро-
вiдностi iснує, вiн єдиний i неперервно залежить вiд початкової та крайових
умов в областi Ω̄, тобто мiшану задачу в Ω̄ поставлено коректно.

H Вправа 1. Показати, що мiшану задачу (3.28)–(3.30) в областi Ω∗ = (−∞, 0 ] × [0, l]
поставлено некоректно.
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Тема 3

ПРОЦЕСИ ДИФУЗIЇ ТА ПОШИРЕННЯ ТЕПЛОТИ
В НЕОБМЕЖЕНИХ ОБЛАСТЯХ

3.6 Постановка задачi Кошi та єдинiсть її розв’язку

Нехай в тривимiрному просторi E3 задано тiло G досить великих розмi-
рiв iз поверхнею S. У центральнiй його частинi розглянемо об’єм V , який
знаходиться на значнiй вiдстанi вiд поверхнi S. Тодi очевидно, що протягом
певного iнтервалу часу процес розподiлу теплоти в об’ємi V не залежатиме
вiд температурного режиму на поверхнi S i враховувати розмiри тiла G немає
потреби.

В задачах такого типу зазвичай вважають, що тiло G необмежене, а отже,
на процес розподiлу теплоти впливатиме тiльки його початкова температу-
ра. Таким чином, поставлена фiзична проблема приводить до iнтегрування
задачi Кошi: у фазовому просторi Ω = (0,+∞)× E3 знайти розв’язок дифе-
ренцiального рiвняння

ut(t, x, y, z) = a2∆u(t, x, y, z) + f(t, x, y, z), (3.43)

який задовольняє початкову умову

u(0, x, y, z) = ϕ(x, y, z), (x, y, z) ∈ E3, (3.44)

де ϕ(x, y, z) — вiдома неперервна й обмежена функцiя в просторi E3.
Зазначимо, що замiною змiнної τ = a2t рiвняння (3.43) зведеться до ви-

гляду
uτ(τ, x, y, z) = ∆u(τ, x, y, z) + f1(τ, x, y, z).

Тому надалi вважатимемо, що в (3.43) a2 = 1.

Теорема 3.5. Якщо в класi обмежених у всьому фазовому просторi функцiй
iснує розв’язок задачi Кошi (3.43), (3.44), то вiн єдиний.

Доведення. Припустимо супротивне: нехай u1(t, x, y, z) i u2(t, x, y, z) є роз-
в’язками задачi Кошi (3.43), (3.44). Тодi функцiя

u(t, x, y, z) = u1(t, x, y, z)− u2(t, x, y, z)

буде розв’язком однорiдного рiвняння теплопровiдностi й задовольнятиме
однорiдну початкову умову.

Згiдно з умовою теореми iснує така стала M , що для всiх (t, x, y, z) ∈ Ω
|ui(t, x, y, z)| ≤M , i = 1, 2, а тому |u(t, x, y, z)| ≤ 2M .
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Розглянемо функцiю

v(t, x, y, z) = 4Ml−2
(
0, 5r2 + 3t

)
,

де r2 = x2 + y2 + z2; l = const. Очевидно, функцiя ν(t, x, y, z) також буде
розв’язком однорiдного рiвняння теплопровiдностi, а при t = 0 i r = l маємо

v(0, x, y, z) = 2Mr2l−2 ≥ 0 = u(0, x, y, z),

v(t, x, y, z)
∣∣
r=l = 2M + 12Mtl−2 ≥ 2M ≥ |u(t, x, y, z)| .

На пiдставi принципу максимуму останнi нерiвностi справедливi всюди в
областi

Ω̄∗ =
{

(t, x, y, z)
∣∣t ≥ 0, r2 ≤ l2

}
,

тобто

−4Ml−2
(
0, 5r2 + 3t

)
≤ u(t, x, y, z) ≤ 4Ml−2

(
0, 5r2 + 3t

)
,

(t, x, y, z) ∈ Ω̄∗.
(3.45)

Зафiксувавши в Ω∗ довiльну точку (t0, x0, y0, z0) i перейшовши в (3.45) до
границi, коли l→∞, дiстанемо

u(t0, x0, y0, z0) = 0.

Унаслiдок довiльностi точки (t0, x0, y0, z0) остання рiвнiсть виконується
тотожно в просторi Ω, i теорему доведено.

3.7 Iснування розв’язку задачi Кошi

Розглянемо спочатку задачу Кошi на нескiнченнiй прямiй: у фазовiй пло-
щинi

Ω = {(t, x) |0 < t < +∞, −∞ < x < +∞}
знайти обмежений розв’язок рiвняння теплопровiдностi

ut(t, x) = a2uxx(t, x), (3.46)

який задовольняє початкову умову

u(0, x) = ϕ(x), −∞ < x < +∞, (3.47)

де ϕ(x) – вiдома, неперервна й обмежена на всiй осi функцiя. Вважаємо, що
u(t, x) при t = 0 неперервна, тобто

lim
t→0
x→x0

u(t, x) = ϕ(x0).
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Шукатимемо нетривiальнi обмеженi розв’язки рiвняння (3.46) у виглядi

u(t, x) = T (t)X(x) 6= 0. (3.48)

Пiдставляючи (3.48) у рiвняння (3.46) та вiдокремлюючи змiннi, дiстанемо

T ′(t) + λa2T (t) = 0, (3.49)

X ′′(x) + λX(x) = 0, (3.50)
де λ — довiльна стала. Рiвняння (3.49), (3.50) мають обмеженi розв’язки тiль-
ки тодi, коли λ ≥ 0; отже,

X(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx,

T (t) = C3e
−λa2t.

Покладемо λ = k2, −∞ < k < +∞. Тодi, згiдно з (3.48) маємо

uk(t, x) = e−k
2a2t(A(k) cos kx+B(k) sin kx), (3.51)

де A(k) = C1C3, B(k) = C2C3 — довiльнi сталi, якi залежать вiд довiльного
параметра k.

Функцiя uk(t, x), визначена за формулою (3.51), є розв’язком рiвняння
(3.46) за довiльних A (k) i B (k). Тому функцiя

u(t, x) =

+∞∫
−∞

e−k
2a2t(A(k) cos kx+B(k) sin kx)dk (3.52)

також буде розв’язком рiвняння (3.46), якщо iнтеграл в правiй частинi (3.52)
рiвномiрно збiгається i його можна диференцiювати пiд знаком iнтеграла
один раз за t i двiчi за x. Нехай цi умови виконуються.

Згiдно з початковою умовою (3.47) маємо

ϕ(x) =

+∞∫
−∞

(A(k) cos kx+B(k) sin kx)dk. (3.53)

Представимо функцiю ϕ(x) формулою Фур’є:

ϕ(x) =
1

2π

+∞∫
−∞

dk

+∞∫
−∞

ϕ(ξ) cos k(ξ − x)dξ =

=
1

2π

+∞∫
−∞

cos kx

+∞∫
−∞

ϕ(ξ) cos kξdξ + sin kx

+∞∫
−∞

ϕ(ξ) sin kξdξ

 dk.
(3.54)
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Порiвнюючи (3.53) i (3.54), дiстаємо

A(k) =
1

2π

+∞∫
−∞

ϕ(ξ) cos kξdξ, B(k) =
1

2π

+∞∫
−∞

ϕ(ξ) sin kξdξ.

Пiдставляючи знайденi коефiцiєнти в (3.52), матимемо

u(t, x) =
1

2π

+∞∫
−∞

dk

+∞∫
−∞

ϕ(ξ)e−a
2k2t cos k(ξ − x)dξ =

=
1

π

+∞∫
0

dk

+∞∫
−∞

ϕ(ξ)e−a
2k2t cos k(ξ − x)dξ.

В останнiй рiвностi використано парнiсть пiдiнтегральної функцiї як функцiї
вiд k. Змiнюючи в цiй рiвностi порядок iнтегрування i користуючись форму-
лою

+∞∫
0

e−c
2k2 cos βkdk =

√
π

2c
e−

β2

4c2 , c 6= 0,

(виведення див. нижче), дiстаємо

u(t, x) =

+∞∫
−∞

ϕ(ξ)dξ

+∞∫
0

e−k
2a2t 1

π
cos k(ξ − x)dk =

=

+∞∫
−∞

ϕ(ξ)
1

2a
√
πt
e−

(ξ−x)2

4a2t dξ.

(3.55)

Формула (3.55) називається формулою Пуассона.
Безпосередньою перевiркою легко переконатися, що функцiя

G(t, x, ξ) =
1

2a
√
πt
e−

(ξ−x)2

4a2t (3.56)

як функцiя (t, x) ∈ Ω є також розв’язком рiвняння (3.46), i її називають
фундаментальним розв’язком рiвняння теплопровiдностi.

Покажемо, що для довiльної неперервної i обмеженої функцiї ϕ(x) фор-
мула Пуассона є розв’язком рiвняння теплопровiдностi (3.46). Для цього по-
трiбно довести, що iнтеграл (3.55) i iнтеграли, якi одержуються з (3.55) ди-
ференцiюванням пiд знаком iнтеграла один раз за t i двiчi за x, збiгаються
рiвномiрно при t > 0.
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Здиференцiюємо (3.55) один раз за t i двiчi за x. Маємо

ut(t, x) =
1

2a
√
πt

+∞∫
−∞

[
(ξ − x)2

4a2t2
− 1

2t

]
ϕ(ξ)e−

(ξ−x)2

4a2t dξ,

ux(t, x) =
1

2a
√
πt

+∞∫
−∞

(ξ − x)

2a2t
ϕ(ξ)e−

(ξ−x)2

4a2t dξ,

uxx(t, x) =
1

2a
√
πt

+∞∫
−∞

[
(ξ − x)2

4a4t2
− 1

2a2t

]
ϕ(ξ)e−

(ξ−x)2

4a2t dξ.

Як бачимо, вирази для похiдних складаються iз суми iнтегралiв вигляду

I =
1

tk

+∞∫
−∞

ϕ(ξ)(ξ − x)me
(ξ−x)2

4a2t dξ, (3.57)

де k i m — деякi невiд’ємнi сталi.
В (3.57) покладемо

α =
ξ − x
2a
√
t
, t > 0. (3.58)

Тодi (3.57) запишеться у виглядi

I = (2a)m+1t
m+1
2 k

+∞∫
−∞

ϕ(x+ 2aα
√
t)αme−α

2

dα.

Функцiя ϕ(x) обмежена, отже, iснує така скiнчена стала M , що для всiх
x ∈ (−∞,+∞) |ϕ(x)| ≤ M . Тодi при t > 0 пiдiнтегральний вираз мажору-
ється функцiєюM |a|m e−α2, яка є iнтегровною в промiжку (−∞,+∞). Отже,
iнтеграл (3.57) збiгається рiвномiрно за довiльних невiд’ємних сталих k i m,
а тому в (3.55) можна диференцiювати пiд знаком iнтеграла за t i двiчi за x.
Легко бачити, що в (3.55) можна диференцiювати пiд знаком iнтеграла за t i
за x довiльну кiлькiсть разiв при t > 0.

Покажемо тепер, що функцiя (3.55) задовольняє й початкову умову (3.47),
тобто

lim
t→0

u(t, x) = ϕ(x), ∀x ∈ (∞,+∞).
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Для цього у формулi Пуассона замiсть ξ введемо нову змiнну iнтегрування
α за (3.58). Тодi дiстанемо

u(t, x) =
1√
π

+∞∫
−∞

ϕ(x+ 2αa
√
t)e−α

2

dα. (3.59)

У теорiї невласних iнтегралiв вiдома рiвнiсть

1√
π

+∞∫
−∞

e−α
2

dα = 1. (3.60)

Домножимо (3.60) на ϕ(x) i вiднiмемо з (3.59). Дiстанемо

u(t, x)− ϕ(x) =
1√
π

+∞∫
−∞

[
ϕ(x+ 2aα

√
t)− ϕ(x)

]
e−α

2

dα,

а отже,

|u(t, x)− ϕ(x)| ≤ 1√
π

+∞∫
−∞

∣∣∣ϕ(x+ 2aα
√
t)− ϕ(x)

∣∣∣ e−α2

dα. (3.61)

Унаслiдок обмеженостi функцiї ϕ(x) для довiльних x, t i α маємо∣∣∣ϕ(x+ 2aα
√
t)− ϕ(x)

∣∣∣ ≤ 2M.

Ураховуючи останню нерiвнiсть, iз (3.61) дiстаємо

|u(t, x)− ϕ(x)| ≤ 2M√
π

−N∫
−∞

e−α
2

dα+

+
1√
π

N∫
−N

∣∣∣ϕ(x+ 2aα
√
t)− ϕ(x)

∣∣∣ e−α2

dα +
2M√
π

+∞∫
N

e−α
2

dα,

(3.62)

де N — довiльна стала. Через збiжнiсть iнтеграла (3.60) для всякого як зав-
годно малого числа ε > 0 можна вибрати настiльки велике число N , що

2M√
π

−N∫
−∞

e−α
2

dα ≤ ε

3
,

2M√
π

+∞∫
N

e−α
2

dα ≤ ε

3
.
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Оскiльки функцiя ϕ(x) неперервна, то для всiх t, досить близьких до нуля,
й при |α| ≤ N маємо ∣∣∣ϕ(x+ 2aα

√
t)− ϕ(x)

∣∣∣ ≤ ε

3
,

а отже, з (3.62) дiстаємо для t, досить близьких до нуля,

|u(t, x)− ϕ(x)| ≤ 2

3
ε+

ε

3
√
π

N∫
−N

e−α
2

dα ≤ ε

3

2 +
1√
π

+∞∫
−∞

e−α
2

dα

 = ε.

З останньої нерiвностi внаслiдок довiльностi ε випливає, що

lim
t→0

u(x, y) = ϕ(x),

тобто формула Пуассона задовольняє також початкову умову (3.47).
Ми довели наступну теорему.

Теорема 3.6. Якщо функцiя ϕ(x) неперервна й обмежена на промiжку
(−∞,+∞), то єдиний у класi неперервних i обмежених у Ω функцiй розв’я-
зок задачi Кошi (3.46), (3.47) дається формулою Пуассона.

Зазначимо: якщо початкова функцiя ϕ(x) має скiнчену кiлькiсть точок
розриву першого роду, то iнтеграл (3.55) є також єдиним у класi обмежених
функцiй розв’язком рiвняння (3.46), який неперервний всюди, за винятком
точок розриву функцiї ϕ(x).

У випадку n-вимiрного середовища фундаментальним розв’язком одно-
рiдного рiвняння теплопровiдностi буде функцiя

G(t, P,Q) =
1

(2
√
πt)n

e−
r2

4t , a2 = 1,

P = P (x1, ..., xn), Q = Q(ξ1, ..., ξn),

де r2 =
n∑
i=1

(xi − ξi)2, а розв’язок вiдповiдної задачi Кошi в класi обмежених

функцiй дається формулою Пуассона

u(t, P ) =

+∞∫
−∞

...

+∞∫
−∞

ϕ(Q)G(t, P,Q)dQ, dQ = dξ1dξ2...dξn. (3.63)

Розв’язок задачi Кошi

ut(t, P ) = ∆u(t, P ) + f(t, P ), (t, P ) ∈ Ω = (0,+∞)× En,

u(0, P ) = ϕ(p), P ∈ En,
(3.64)
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де функцiї f(t, P ) та ϕ(P ) неперервнi й обмеженi, набирає вигляду

u(t, P ) =

+∞∫
−∞

...

+∞∫
−∞

ϕ(Q)G(t, P,Q)dQ+

+

t∫
0

+∞∫
−∞

...

+∞∫
−∞

f(τ,Q)G(t− τ, P,Q)dQdτ,

(3.65)

причому в класi обмежених функцiй цей розв’язок єдиний.
H Вправа 2. Показати, що розв’язок задачi Кошi (3.64) дається формулою (3.65) (за-
стосувати принцип Дюгамеля).

Доведемо справедливiсть рiвностi
+∞∫
0

e−c
2k2 cos βkdk =

√
π

2c
e−

β2

4c2 , c 6= 0.

Для цього позначимо I(β) =
+∞∫
0

e−c
2k2 cos βkdk. Диференцiюючи останню рiв-

нiсть за параметром β, дiстаємо

dI(β)

dβ
= −

+∞∫
0

e−c
2k2k sin βkdk =

1

2c2

+∞∫
0

sin βkd(e−c
2k2) =

=
1

2c2
sin βke−c

2k2
∣∣∣+∞
0
− β

2c2

+∞∫
0

e−c
2k2 cos βkdk = − β

2c2
I(β).

Iз диференцiального рiвняння

I ′(β) +
β

2c2
I(β) = 0

знаходимо
I(β) = C1e

− β2

4c2 .

Оскiльки

I(0) =

+∞∫
0

e−c
2k2dk =

1

2c

√
π,

то C1 =
1

2c

√
π, а отже,

I(β) =
1

2c

√
πe−

β

4c2 .
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3.8 Фiзична iнтерпретацiя фундаментального розв’язку (3. 56)
однорiдного рiвняння теплопровiдностi
та формули Пуассона (3.55)

Розглянемо достатньо малий елемент стержня [x0 − ε, x0 + ε] навколо то-
чки x0 i вважатимемо, що в початковий момент часу температура стержня
поза цим елементом нульова, а при x ∈ [x0 − ε, x0 + ε] вона є постiйною й
дорiвнює u0.

Такий початковий розподiл температури називають фiзичним тепловим
iмпульсом.

Фiзичний тепловий iмпульс виникає, якщо в стержень, температура якого
в кожнiй точцi спочатку нульова, в момент t = 0 на вiдрiзку [x0 − ε, x0 + ε]
раптово введено кiлькiсть теплоти q = 2εcρu0, яка спричиила пiдвищення
температури цього промiжку стержня на u0.

У наступнi моменти часу розподiл температури в стержнi визначається
за формулою Пуассона (3.55)

u(t, x) =

+∞∫
−∞

ϕ(ξ)
1

2a
√
πt
e−

(ξ−x)2

4a2t dξ =

x0+ε∫
x0−ε

u0

2a
√
πt
e−

(ξ−x)2

4a2t dξ.

Застосовуючи теорему про середнє, дiстаємо

u(t, x) =
2u0ε

2a
√
πt
e−

(ξ0−x)
4a2t ,

де ξ0 — деяка точка, яка лежить у промiжку iнтегрування (x0 − ε, x0 + ε).
Оскiльки u0 = q(2εcρ)−1, то

u(t, x) =
q

cp2a
√
πt
e−

(ξ0−x)2

4a2t . (3.66)

Ми дiстали розв’язок у випадку фiзичного теплового iмпульсу. Тепер дослi-
димо точковий тепловий iмпульс. Для цього в (3.66) перейдемо до границi,
коли ε→ 0. Очевидно, що тодi ξ0 → x0 i з (3.66) маємо

u(t, x) = q
(
cρ2a
√
πt
)−1

e
(x0−x)

2

4a2t . (3.67)

Таким чином, фундаментальний розв’язок (3.56) дає розподiл температу-
ри, який спричиняється миттєвим точковим джерелом теплоти iнтенсивнiстю
q = cρ, розмiщеним в початковий момент t = 0 в точцi стержня x = ξ .

Розглянемо тепер, як поширюється теплота в стержнi пiсля точкового
iмпульсу. Для цього побудуємо графiки фундаментального розв’язку (3.56)
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за фiксованим ξ для рiзних моментiв часу 0 < t1 < t2 < t3 < ... (рис. 3.2).
Кривi, зображенi на рисунку, називаються кривими Гауса.

Як бачимо, для всiх ti, i = 1, 2, 3, . . . , графiки фундаментального розв’яз-
ку симетричнi вiдносно прямої x = ξ. Максимум досягається при x = ξ, i вiн
дорiвнює

(
2a
√
πti
)−1 (максимальна температура — в точцi прикладання iм-

пульсу). Оскiльки a2 = K(cρ)−1, то в кожний фiксований момент часу макси-
мальна температура обернено пропорцiйна коефiцiєнту теплопровiдностi K.

Oбчислимо iнтеграл:

+∞∫
−∞

1

2a
√
πt
e−

(ξ−x)2

4a2t dξ =

+∞∫
−∞

1√
π
e−α

2

dα = 1.

Це означає, що площа пiд кожною кривою дорiвнює 1, тобто кiлькiсть теплоти
q = cρ у стержнi залишається незмiнною з плином часу.

З рис. 3.2 бачимо, що вся площа обмежена кривою (3.56) i вiссю абсцис,
знаходиться над промiжком (ξ − ε, ξ + ε), де ε — як завгодно мале число,
якщо тiльки t > 0 — досить мале. За модулем ця площа, помножена на −ρ,
дорiвнює кiлькостi теплоти, яку було пiдведено в початковий момент часу
t = 0. Таким чином, для малих значень t > 0 майже вся теплота зосереджена
в малому околi точки ξ. Iз цих мiркувань випливає, що в момент часу t = 0
вся кiлькiсть теплоти зосереджена в точцi x = ξ, тобто ми маємо миттєве
точкове джерело теплоти.

Рис. 3.2:

Формула (3.67) показує, що у всякiй точцi стержня x температура, яка
створюється миттєвим початковим джерелом теплоти, котра дiє при t = 0,
не дорiвнює нулю для як завгодно малих t > 0.

Отже, хоча би яке мале було t i хоч би як далеко знаходилася точка x вiд
x0, теплота вiд точки x0 за iнтервал часу t встигає дiйти до точки x. Це озна-
чає, що теплота поширюється в стержнi з нескiнченною швидкiстю. Однак
це суперечить молекулярно-кiнетичним уявленням про природу теплоти. Ця
суперечнiсть зумовлена тим, що пiд час виведення рiвняння теплопровiдностi
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не враховувалась iнерцiйнiсть процесу руху молекул. Однак добутий фiзично
суперечливий висновок на практицi ускладнень не спричиняє. Якщо |x− x0|
велике, а t мале, то у формулi (3.67) вiд’ємний показник великий за модулем
i температура u(t, x) є настiльки малою, що нею можна нехтувати. Отже,
практично з точнiстю до величини, якими можна нехтувати, швидкiсть по-
ширення теплоти є скiнченною.

Тепер на пiдставi вищенаведених мiркувань легко дати фiзичну iнтерпре-
тацiю формули Пуассона. Розв’язок (3.55) можна розглядати як результат
суперпозицiї (накладання) температур, що виникають у точцi x у момент
часу t унаслiдок неперервно розподiлених у стержнi теплових iмпульсiв iн-
тенсивнiстю ϕ(ξ) в точцi ξ, прикладених у початковий момент часу t = 0.

3.9 Неперервна залежнiсть розв’язку задачi Кошi
вiд початкової температури та iнтенсивностi
внутрiшнiх джерел тепла

Нехай функцiї u1(t, P ) i u2(t, P ), P = P (x1, x2, ..., xn) є розв’язками задач
Кошi:

u1t(t, P ) = ∆u1(t, P ) + f1(t, P ), (t, P ) ∈ Ω = (0; +∞)× En,

u1(0, P ) = ϕ1(P ), P ∈ En,

(3.68)

u2t(t, P ) = ∆u2(t, P ) + f2(t, P ), (t, P ) ∈ Ω,

u2(0, P ) = ϕ2(P ), P ∈ En,

(3.69)

де fi(t, P ), ϕi(P ), i = 1, 2 — неперервнi й обмеженi функцiї в Ω iEn вiдповiдно.

Теорема 3.7. В класi обмежених функцiй розв’язок задачi Кошi неперерв-
но залежить вiд початкової температури та iнтенсивностi внутрiшнiх
джерел тепла, тобто ∀ε > 0 i t1 > 0 ∃δ > 0, що як тiльки

|f1(t, P )− f2(t, P )| < δ, (t, P ) ∈ Ω1 = (0, t1)× En,

|ϕ1(P )− ϕ2(P )| < δ, P ∈ En,

(3.70)

то |u1(t, P )− u2(t, P )| < ε.

Доведення. Функцiї u1(t, P ) i u2(t, P ) є розв’язками задачi Кошi (3.68),
(3.69). Отже, беручи до уваги, що

+∞∫
−∞

...

+∞∫
−∞

G(t, P,Q)dQ = 1,
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внаслiдок (3.65) та нерiвностей (3.70) маємо

|u1(t, P )− u2(t, P )| ≤
+∞∫
−∞

...

+∞∫
−∞

G(t, P,Q) |ϕ1(Q)− ϕ2(Q)| dQ+

+

t∫
0

+∞∫
−∞

...

+∞∫
−∞

G(t− τ, P,Q) |f1(τ,Q)− f2(τ,Q)| dQdτ < δ(1 + t1).

Якщо δ =
ε

1 + t1
, то |u1(t, P )− u2(t, P )| < ε ∀(t, P ) ∈ Ω1.

Теорему доведено.
Таким чином, задача Кошi для рiвняння теплопровiдностi в класi непе-

рервних i обмежених у фазовому просторi Ω = (0,+∞) × En функцiй має
єдиний розв’язок, який неперервно залежить вiд функцiї f (t, P ) i початко-
вої функцiї, тобто задачу Кошi для рiвняння теплопровiдностi поставлено
коректно.

3.10 Поширення тепла у напiвнескiнченному стержнi
з теплоiзольованою бiчною поверхнею

Розглянемо один граничний випадок основних мiшаних задач для рiвнян-
ня теплопровiдностi.

Нехай дано досить довгий стержень з теплоiзольованою бiчною поверх-
нею. Потрiбно визначити розподiл температури в малiй частинi стержня, яка
знаходиться бiля одного з його кiнцiв i значно вiддалена вiд iншого. В цьо-
му випадковi процес розподiлу теплоти в розглядуванiй частинi залежатиме
вiд початкової температури стержня та теплового режиму ближнього кiн-
ця. В задачах подiбного типу вважають, що стержень напiвнескiнченний, i
координата, яка вiдлiчується вiд дослiджуванного кiнця, змiнюється в ме-
жах 0 ≤ x < +∞. Таким чином, приходимо до однiєї iз задач: в областi
Ω = (0,+∞)× (0,+∞) знайти розв’язок диференцiального рiвняння

ut(t, x) = a2uxx(t, x) + f(t, x) (3.71)

(стержень однорiдний), який задовольняє початкову умову

u(0, x) = ϕ(x), x ∈ [0,+∞) (3.72)

та одну з крайових умов:

u(t, 0) = µ1(t), t ≥ 0 (3.73)
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(задано температуру);
ux(t, 0) = µ2(t), t ≥ 0 (3.74)

(задано тепловий потiк);

ux(t, 0) = h [u(t, 0)− θ(t)] , t ≥ 0 (3.75)

(задано теплообмiн iз зовнiшнiм середовищем, температура якого дорiвнює
θ(t)).

Надалi детально зупинимося на дослiдженнi задачi: в областi Ω знайти
розв’язок диференцiального рiвняння

ut(t, x) = a2uxx(t, x), (3.76)

який задовольняє початкову (3.72) i крайову (3.73) умови.
Для того щоб умови (3.72) i (3.73) однозначно визначали розв’язок по-

ставленої задачi в просторi обмежених функцiй, надалi вимагатимемо, щоб
ϕ(x) була неперервна й обмежена при x ∈ [0,+∞), а µ1(t) — неперервно
диференцiйовною при t ≥ 0, причому

ϕ(0) = µ1(0) = 0.

Шукатимемо розв’язок задачi (3.76), (3.72), (3.73) у виглядi

u(t, x) = u1(t, x) + u2(t, x), (3.77)

де u1(t, x) i u2(t, x) є розв’язком рiвняння (3.76), а

u1(0, x) = ϕ(x), u1(t, 0) = 0, (3.78)

u2(0, x) = 0, u2(t, 0) = µ1(t). (3.79)
Очевидно, що сума (3.77) буде розв’язком поставленої задачi (3.76), (3.72),

(3.73).
Знайдемо розв’язок задачi (3.76), (3.78). Для цього розглянемо функцiю

Ψ(x) =

{
ϕ(x), x > 0,

−ϕ(−x), x < 0.

Функцiя Ψ(x) є обмеженою при x ∈ (−∞,+∞) i непарною. Покажемо, що
функцiя

u1(t, x) =
1

2
√
π

+∞∫
−∞

Ψ(ξ)
1√
a2t

e−
(x−ξ)2

4a2t dξ (3.80)

при x ≥ 0 є розв’язком задачi (3.76), (3.78). Справдi,

u1(t, 0) =
1

2
√
π

+∞∫
−∞

Ψ(ξ)
1√
a2t

e−
ξ2

4a2tdξ = 0,
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оскiльки пiдiнтегральна функцiя обмежена й непарна.
У п. 3.8 було показано, що з (3.80) lim

t→0
u1(t, x) = ψ(x), тобто при

x > 0 lim
t→0

u1(t, x) = ϕ(x), а отже, (3.80) є розв’язком задачi (3.76), (3.78).

Перетворимо (3.80). Використовуючи непарнiсть функцiї ϕ(x), дiстаємо

u1(x, t) =
1

2
√
π


0∫

−∞

ψ(ξ)
1√
a2t

e−
(ξ−x)2

4a2t dξ +

+∞∫
0

ψ(ξ)
1√
a2t

e−
(x−ξ)2

4a2t dξ

 =

= − 1

2
√
π

0∫
−∞

ϕ (−ξ′) 1√
a2t

e−
(x−ξ′)2

4a2t dξ′ +
1

2
√
π

+∞∫
−∞

ϕ(ξ)
1√
a2t

e−
(x−ξ)2

4a2t dξ.

У першому iнтегралi покладемо ξ = −ξ′. Тодi

u1(t, x) = − 1

2
√
π

+∞∫
0

ϕ(ξ)
1√
a2t

e−
(x+ξ)2

4a2t dξ+

+
1

2
√
π

+∞∫
0

ϕ(ξ)
1√
a2t

e−
(x−ξ)2

4a2t dξ =
1

2
√
π

+∞∫
0

ϕ(ξ)×

× 1√
a2t

[
e−

(x−ξ)2

4a2t − e−
(x+ξ)2

4a2t

]
dξ.

(3.81)

Покажемо, що розв’язок задачi (3.76), (3.79) представляється у виглядi

u2(t, x) =
a2

2
√
π

t∫
0

x

[a2(t− τ)]3/2
e
− x2

4a2(t−τ)µ1(τ)dτ. (3.82)

Введемо нову змiнну iнтегрування

z =
x

2a
√
t− τ

, dz =
xdτ

4a(t− τ)3/2
, τ = t− x2

(2az)2
.

Тодi з (3.82)

u2(t, x) =
2√
π

+∞∫
x[2a
√
t]
−1

e−z
2

µ1

(
t− x2

4a2z2

)
dz. (3.83)
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Iз (3.82) маємо u2(0, x) = 0, a з (3.83) дiстаємо

u2(t, 0) =
2√
π

+∞∫
0

e−z
2

µ1(t)dz = µ1(t),

тобто умови (3.79) виконуються.
Беручи до уваги, що u2(0, 0) = µ1(0), з (3.83), диференцiюючи один раз

за t i двiчi за x, матимемо

u2t(t, x) =
2√
π

+∞∫
x[2a
√
t]
−1

µ′1

(
t− x2

4a2z2

)
e−z

2

dz.

u2x(t, x) = − 2√
π

+∞∫
x[2a
√
t]
−1

µ′1

(
t− x2

4a2z2

)
x

2a2z2
e−z

2

dz =

=
2√
π

+∞∫
x[2a
√
t]
−1

µ′1

(
t− x2

4a2z2

)
1− 2z2

x
e−z

2

dz,

u2xx(t, x) =
2√
πa2

+∞∫
x[2a
√
t]
−1

µ′1

(
t− x2

4a2z2

)
e−z

2

dz−

− 2√
π

+∞∫
x[2a
√
t]
−1

µ1

(
t− x2

4a2z2

)
2a2z2

e−z
2

dz − 2√
π

+∞∫
x[2a
√
t]
−1

µ1

(
t− x2

4a2z2

)
×

×1− 2z2

x2
e−z

2

dz =
2√
πa2

+∞∫
x[2a
√
t]
−1

µ′1

(
t− x2

4a2z2

)
e−z

2

dz.

Отже, функцiя (3.82) задовольняє й рiвняння (3.76).
Пiдставивши (3.81) i (3.82) в (3.77), дiстанемо розв’язок поставленої задачi
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(3.76), (3.72), (3.73):

u(t, x) =
1

2
√
π

+∞∫
0

ϕ(ξ)√
a2t

[
e−

(x−ξ)2

4a2t − e−
(x+ξ)2

4a2t

]
dξ+

+
1

2
√
π

t∫
0

xµ1(τ)

a(t− τ)3/2
e
− x2

4a2(t−τ)dτ.

Якщо кiнець x = 0 є теплоiзольованим, тобто

ux(t, 0) = 0, t ≥ 0, (3.84)

то розв’язок задачi (3.76), (3.72), (3.84) дається формулою

u(t, x) =
1

2
√
π

+∞∫
0

ϕ(ξ)√
a2t

[
e−

(x−ξ)2

4a2t + e−
(x+ξ)2

4a2t

]
dξ. (3.85)

Для побудови розв’язку (3.85) функцiю ϕ(x) продовжуємо на промiжок
(−∞, 0) таким чином, щоб вона була парною.

Зауважимо, що в теорiї диференцiальних рiвнянь дослiджуються й за-
дачi без початкових умов. Такi задачi трапляються в дослiдженнi процесiв
теплопровiдностi в момент, достатньо вiддалений вiд початкового, а отже,
початкова умова практично не впливає на розподiл теплоти в момент спосте-
реження.

Задачi для самостiйного розв’язування

1. Однорiдне iзотропне тiло G в початковий момент має температуру f(x, y, z). Мiж
цим тiлом i навколишнiм середовищем, температура якого у всiх точках дорiвнює ψ(t),
проходить теплообмiн. Теплообмiн у тiлi вiльний. Визначити рiвняння й початковi та кра-
йовi умови, якi задовольняє температура u(t, x, y, z) точок цього тiла.

2. В однорiдному iзотропному тiлi G вiдбувається вiльний теплообмiн. Тiло теплоiзо-
льоване вiд навколишнього середовища. Визначити крайовi умови, якi має задовольняти
температура u (t, x, y, z) точок цього тiла.

3. Не користуючись рiвнянням теплопровiдностi для тривимiрного тiла, вивести рiв-
няння розподiлу теплоти в тонкому однорiдному iзотропному стержнi постiйного перерiзу,
якщо бiчна поверхня цього стержня теплоiзольована. Теплообмiн в стержнi вiльний.

4. Поставити мiшану задачу про визначення температури однорiдного iзотропного
стержня завдовжки l iз теплоiзольованою бiчною поверхнею, якщо його початкова темпе-
ратура є довiльною функцiєю x, за таких умов:
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а) лiвий кiнець стержня теплоiзольований, а на правому — задано температуру ν(t);

б) через правий кiнець стержня вiдбувається теплообмiн iз навколишнiм середовищем,
температура якого дорiвнює θ(t), а лiвий кiнець пiдтримується за нульової температури;

в) на кiнцях стержня задано тепловi потоки µ1(t) i µ2(t) вiдповiдно.

5. Скласти математичну модель процесу розподiлу температури в однорiдному iзо-
тропному стержнi завдовжки l, початкова температура якого становить ϕ(x), якщо через
його бiчну поверхню вiдбувається теплообмiн iз навколишнiм середовищем нульової тем-
ператури, iнтенсивнiсть внутрiшнiх джерел теплоти стержня дорiвнює f(t, x), а його кiнцi
теплоiзольованi.

6. Вивести рiвняння дифузiї в середовищi, яке рухається зi сталою швидкiстю в на-
прямi осi Ox, якщо поверхнями рiвної концентрацiї в кожен момент часу t є площини,
перпендикулярнi до осi Ox.

Вказiвка. Для описання процесу дифузiї потрiбно видiлити елемент з постiйною пло-
щею перерiзу (рис. 3.3), паралельною осi Ox, i розглянути кiлькiсть речовини, яка прохо-
дить через перерiзи x i x + ∆x за рахунок дифузiї i перенесення рухомим середовищем.
Для визначення концентрацiї u (t, x) речовини, що дифундує, дiстанемо рiвняння

ut(t, x) = duxx(t, x)− σux(t, x),

де d — коефiцiєнт дифузiї; σ — швидкiсть руху середовища.

Рис. 3.3:

7. Знайти закон розподiлу температури в однорiдному iзотропному стержнi завдовж-
ки l з постiйною початковою температурою u0, якщо в лiвому кiнцi стержня температура
змiнюється за законом u0 coswt (w = const), а в правому — пiдтримується температура
u0. Всерединi стержня є джерела й поглиначi теплоти; їхня iнтенсивнiсть (у розрахунку

на одиницю маси стержня) дорiвнює −u0ω
l − x
l

sinωt. Бiчна поверхня стержня теплоiзо-
льована.

8. Дано тонкий однорiдний iзотропний стержень завдовжки l, початкова температура
якого дорiвнює нулю. На кiнцi x = l пiдтримується нульова температура, а на кiнцi x = 0
вона зростає пропорцiйно часу, що минає: u (t, 0) = At, A = const. Бiчна поверхня стержня
теплоiзольована. Знайти закон змiни температури всерединi стержня.

9. Знайти закон змiни температури в однорiдному iзотропному стержнi завдовжки l за
вiльного теплообмiну, якщо його початкова температура задана рiвнiстю u(0, x) = u0

(x
l

)
,
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u0 = const. Бiчна поверхня та лiвий кiнець стержня теплоiзольованi, а в правому кiнцi
пiдтримується постiйна температура u0.

10. У скiнченному стержнi завдовжки l обидва кiнцi теплоiзольованi, а його початкова
температура постiйна й дорiвнює u0. Визначити температуру стержня u (t, x) у будь-який
момент часу, якщо стержень однорiдний iзотропний i його бiчна поверхня теплоiзольована.

11. Дано тонкий однорiдний стержень завдовжки l, початкова температура якого до-
рiвнює u0 +

x

l
(u1 − u0), u0, u1 = const. Кiнцi стержня x = 0 i x = l мають постiйнi тем-

ператури u0 i u1 вiдповiдно. Через бiчну поверхню стержня вiдбувається теплообмiн iз
навколишнiм середовищем, температура якого дорiвнює нулю. Визначити температуру
стержня в довiльний момент часу t.

12. Дано тонкий однорiдний стержень завдовжки l, початкова температура якого до-
рiвнює u0 = const. На кiнцi x = l пiдтримується постiйна температура u0, а на кiнцi x = 0
i через бiчну поверхню стержня вiдбувається теплообмiн iз навколишнiм середовищем,
температура якого дорiвнює нулю. Визначити температуру стержня в довiльний момент
часу t.

13. Знайти закон змiни температури в однорiдному iзотропному стержнi завдовжки
l за вiльного теплообмiну, якщо початкова температура цього стержня дорiвнює нулю,
на лiвому кiнцi вона змiнюється за законом A (1− e−αt), A,α = const, а через правий —
вiдбувається теплообмiн iз навколишнiм середовищем, температура якого нульова. Бiчна
поверхня стержня теплоiзольована.

14. Дано тонкий однорiдний iзотропний стержень завдовжки l, бiчна поверхня якого
теплоiзольована. Початкова температура стержня

u(0, x) =

{
x, при 0 ≤ x ≤ 0, 5l,

l − x, при 0, 5l ≤ x ≤ l.

На обох кiнцях стержня вiдбувається теплообмiн iз навколишнiм середовищем, темпера-
тура якого нульова. Визначити температуру стержня в момент часу t > 0.

15. Проiнтегрувати мiшанi задачi та дати їх фiзичну iнтерпретацiю:

а) ut = uxx − α2u, 0 < t ≤ T, x ∈ (0, l),
u(0, x) = x(x− l), x ∈ [0, l],
ux(t, 0) = 0, ux(l, t) = 0, t ∈ [0, T ];

б) ut = a2uxx + x sin t, t ∈ ( 0, T ] , x ∈ (0, l),
u(x, 0) = 0, x ∈ [0, l],
ux(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ∈ [0, T ];

в) ut = uxx − u+ 4x, t ∈ ( 0, T ] , x ∈ (0, l),
u(x, 0) = 0, x ∈ [0, l],
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ∈ [0, T ];
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г) ut = a2uxx, t ∈ (0, T ], x ∈ (0, 2),
u(x, 0) = 0, x ∈ [0, 2],
u(0, t) = sinωt, u(2, t) = 0, t ∈ [0, T ] , ω = const;

д) ut = 0, 25uxx, t ∈ (0, T ] , x ∈ (0, 1),
u(x, 0) = 2x, x ∈ [0, l],
u(0, t) = 0, [ux − hu] |x=1 = 0, t ∈ [0, T ] , h = const .

16. Розчинена речовина з початковою концентрацiєю c0 = const дифундує з розчину,
який замкнений мiж площинами x = 0, x = h, в розчинник, обмежений площинами x = h
i x = l. Визначити процес вирiвнювання концентрацiї, вважаючи, що краї x = 0, x = l
непроникнi для речовини.

Вказiвка. Задача зводиться до iнтегрування рiвняння

ut = a2uxx, t ∈ (0, T ], x ∈ (0, l)

за умов

ux(0, t) = ux(l, t) = 0, u(x, 0) =

{
c0, при x ∈ [0, h) ,
0, при x ∈ [h, l] .

17. Дано однорiдну iзотропну кулю радiусом R iз центром у початку координат. Вi-
домо, що початкова температура довiльної точки кулi залежить тiльки вiд вiдстанi ρ цiєї
точки вiд центра кулi. Зовнiшня поверхня кулi має нульову температуру. Визначити тем-
пературу довiльної точки кулi в момент часу t > 0.

Вказiвка. Якщо в початковий момент часу температура в кожнiй точцi залежить
тiльки вiд її вiдстанi ρ вiд центра кулi, то й для довiльного t > 0 температура u залежатиме
тiльки вiд ρ i часу t. Унаслiдок радiальної симетрiї рiвняння теплопровiдностi у сферичних
координатах запишеться у виглядi

ut = a2
(
uρρ +

2

ρ
uρ

)
.

Переходячи до нової невiдомої функцiї v = ρu(ρ, t), дiстаємо мiшану задачу

vt = a2υρρ, ρ ∈ (0, R), t ∈ (0, T ] ,

v(ρ, 0) = ρϕ(ρ), ρ ∈ [0, R] ,

v(0, t) = 0, v(R, t) = 0, t ∈ [0, T ] .

Перша крайова умова є наслiдком обмеженостi температури в центрi кулi

v(0+, t) = lim
ρ→0+

ρu(ρ, t) = 0.

18. Визначити розподiл температури в однорiднiй iзотропнiй кулi радiусом R. У кулi,
починаючи з моменту часу t = 0, дiють джерела тепла зi сталою густиною Q, а поверхня
кулi має нульову температуру. Початкова температура кулi також нульова.
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19. Початкова температура однорiдної iзотропної кулi 0 ≤ ρ ≤ R становить
u |t=0 =u0 =const , а на поверхнi кулi задано сталий тепловий потiк густиною q. Знайти
температуру кулi при t > 0.

20. Визначить розподiл температури в нескiнченному однорiдному iзотропному кру-
говому цилiндрi радiусом R за умови, що його початкова температура

u |t=0 = u0

(
1− ρ2

R2

)
, u0 = const,

а на бiчнiй поверхнi пiдтримується нульова температура.

21. Дослiдити радiальний розподiл температури в нескiнченному однорiдному iзотро-
пному круговому цилiндрi радiусом R, бiчна поверхня якого має постiйну температуру u0.
Початкова температура в цилiндрi дорiвнює нулю.

22. Знайти закон розподiлу температури в нескiнченному однорiдному iзотропному
круговому цилiндрi радiусом R iз початковою температурою ψ(ρ, ϕ), якщо на його бiчнiй
поверхнi пiдтримується нульова температура.

23. Знайти температуру необмеженого однорiдного iзотропного кругового цилiндра
радiусом R, якщо його початкова температура

u |t=0 = f(ρ, ϕ), ρ ∈ [0, R] , ϕ ∈ [0, 2π] ,

а на поверхнi вiдбувається конвективний теплообмiн iз навколишнiм середовищем, темпе-
ратура якого дорiвнює нулю.

24. Знайти розв’язок рiвняння

uxx =
3

2
(1− x2)ut, t ∈ (0, T ] , x ∈ (0, 1),

який задовольняє умови

u(x, 0) = 1, x ∈ [0, 1] ,

u(0, t) = 0, ux(1, t) = 0, t ∈ [0, T ] .

25. Знайти розв’язок рiвняння

ut = a2uxx − uux, t > 0, x ∈ (0, l),

який задовольняє умови

u(x, 0) = f(x), x ∈ [0, l] ,

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0.
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Вказiвка. Нехай θ(x, t) — розв’язок рiвняння θt = a2θxx. Тодi u(x, t) = −2a2
θx
θ

є
розв’язком рiвняння ut + uux = a2uxx. Але

θ(x, t) = c(t)e
− 1

2a2

x∫
0

u(ξ,t)dξ
,

отже,

θ(x, 0) = c0e
− 1

2a2

x∫
0

u(ξ,t)dξ
= θ0(x).

Унаслiдок крайових умов маємо

θx(0, t) = θx(l, t) = 0, t ≥ 0.

26. Знайти розподiл температури в нескiнченному однорiдному iзотропному стержнi,
якщо в початковий момент часу температура була розподiлена так:

u(x, 0) =


0, при |x| > h,

−T, при − h < x < 0,

T, при 0 < x < h.

Теплообмiн вiльний.

27. Початковий розподiл температури в нескiнченному однорiдному iзотропному
стержнi задається формулою u(x, 0) = u0e

−x
2

l2 , де u0 i l — заданi сталi величини. Теплообмiн
вiльний. Знайти закон розподiлу температури в стержнi при t > 0.

28. Визначити розподiл температури в напiвнескiнченному однорiдному iзотропному
стержнi, який розмiщений на промiжку прямої 0 ≤ x < +∞, якщо лiвий кiнець має
нульову температуру, а початковий розподiл температури в стержнi задається рiвнiстю
u(x, 0) = f(x), де f(x) —функцiя, абсолютно iнтегрована на промiжку (0,+∞). Теплообмiн

вiльний. Розглянути випадок, коли f(x) = e−
x2

4a2 .

29. Дано напiвнескiнченний однорiдний iзотропний стержень iз теплоiзольованими
бiчною поверхнею та лiвим кiнцем, початкова температура якого дорiвнює ϕ(x). Теплооб-
мiн вiльний. Знайти розподiл температури в стержнi при t > 0.

30. Знайти розподiл температури в напiвнескiнченному однорiдному iзотропно-
му стержнi з теплоiзольованою бiчною поверхнею, початкова температура якого дорiвнює
ϕ(x). На кiнцi стержня проходить теплообмiн iз навколишнiм середовищем нульової тем-
ператури. Теплообмiн вiльний.
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Роздiл 4

РIВНЯННЯ ЕЛIПТИЧНОГО ТИПУ

На пiдставi введеної в розд. 1 класифiкацiї ДРЧП квазiлiнiйне рiвняння
n∑

i,j=1

aij(ξ1, ξ2, ..., ξn)Uξiξj(ξ1, ..., ξn) =

= F (ξ1, ..., ξn, U, Uξ1, ..., Uξn)

у D називається рiвнянням елiптичного типу, якщо в кожнiй точцi областi
D за допомогою невиродженого перетворення незалежних змiнних
xi = xi(ξ1, ξ2, ..., ξn), i = 1, n його можна звести до вигляду

∆u ≡
n∑
i=1

uxixi(x1, x2, ..., xn) = f(x1, x2, ..., xn, u, ux1, ..., uxn).

Покажемо, що до рiвнянь елiптичного типу приводять дослiдження ста-
цiонарних процесiв рiзної фiзичної природи.

Тема 1

ФIЗИЧНI ПРОЦЕСИ, ЯКI ПРИВОДЯТЬ ДО
РIВНЯНЬ ЕЛIПТИЧНОГО ТИПУ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ

4.1 Рiвняння для потенцiалу тяжiння

Нехай в точцi (x, y, z) розташоване тiло з одиничною масою, а в точцi
(x0, y0, z0) — тiло масоюM . Згiдно з установленим Ньютоном законом всесвiт-
нього тяжiння, мiж двома довiльними тiлами дiє сила притягання F (x, y, z),
яка прямо пропорцiйна їхнiм масам i обернено пропорцiйна квадрату вiдстанi
мiж ними.

Замiсть сили F (x, y, z) розглянемо її потенцiал

u(x, y, z) = γ
M

r
, r2 = (x− x0)2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2,

де γ — деяка стала. Щоб обчислити компоненти Fx, Fy, Fz сили F (x, y, z),
потрiбно покласти

Fx =
∂u

∂x
, Fy =

∂u

∂y
, Fz =

∂u

∂z
.

Поле потенцiалу u(x, y, z) повнiстю визначає векторне поле {Fx, Fy, Fz}.



У випадку, коли в точках (xi, yi, zi), i = 1, n, розташованi тiла, що при-
тягуються, з масами Mi вiдповiдно, силу можна обчислити за тими самими
формулами, якщо за потенцiал взяти функцiю

u(x, y, z) = γ
n∑
i=1

Mi

ri
, r2

i = (x− xi)2 + (y − yi)2 + (z − zi)2. (4.1)

Вивчаючи тяжiння, П. С. Лаплас запропонував користуватися не потен-
цiалом u(x, y, z), а диференцiальним рiвнянням, яке задовольняє потенцiал.
Це рiвняння можна дiстати так.

Розглянемо спочатку в (4.1) тiльки один доданок

ui(x, y, z) =
Mi

ri

i обчислимо частиннi похiднi першого та другого порядкiв. Маємо

uix = −γMi
x− xi
r3
i

, uiy = −γMi
y − yi
r3
i

, uiz = −γMi
z − zi
r3
i

,

uixx = γMi

[
−r3

i + 3
(x− xi)2

r5
i

]
,

uiyy = γMi

[
−r3

i + 3
(y − yi)2

r5
i

]
,

uizz = γMi

[
−r3

i + 3
(z − zi)2

r5
i

]
.

Додамо останнi рiвностi:

∆ui ≡ uixx + uiyy + uizz = 0.

Оскiльки u =
n∑
i=1

ui, то справедлива рiвнiсть

∆u(x, y, z) = 0, (4.2)

яка називається рiвнянням Лапласа в тривимiрному просторi.
Таким чином, П. С. Лаплас запропонував вiдмовитися вiд явної формули

для сил далекодiї i замiнити її диференцiальним рiвняння для поля потенцiа-
лу u(x, y, z). Можна вважати, що диференцiальне рiвняння описує взаємодiю
сусiднiх елементiв поля u(x, y, z). Отже, Лапласу належить iдея введення рiв-
нянь для описання цього поля u(x, y, z) рiвнянь, якi справедливi всюди поза
точками, в яких зосередженi самi маси, що притягуються (в точках x = xi,
y = yi, z = zi не можна обчислити похiднi за наведеними вище формулами).
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Якщо поле тяжiння спричинене рiвномiрно розподiленою в деякому об’ємi
масою, то потенцiал u(x, y, z) задовольняє рiвняння Пуассона

∆u(x, y, z) = −4πρ(x, y, z),

де ρ(x, y, z) — густина розподiлу мас, i вона є неперервно диференцiйовною
функцiєю.

4.2 Потенцiальний потiк нестисливої рiдини

В просторi x, y, z розглянемо довiльний об’єм G, обмежений поверхнею S.
Нехай у розглядуваному просторi рiдина рухається зi швидкiстю ~υ(t, x, y, z).
Зазначимо, що ~υ(t, x, y, z) — швидкiсть рiдини в кожнiй данiй точцi (x, y, z)
простору в момент часу t, тобто стосується певних точок простору, а не части-
нок рiдини. Позначимо через ρ(t, x, y, z) густину рiдини, а через f(t, x, y, z)
— iнтенсивнiсть джерел, тобто кiлькiсть рiдини, яка видiляється одиницею
об’єму за одиницю часу.

Загальна кiлькiсть рiдини, яка поступає в G за одиницю часу,

q = −
∫∫
S

ρυ~nds+

∫∫∫
G

f(t, x, y, z)dxdydz =

=

∫∫∫
G

[− div(ρ~υ) + f ] dxdydz,

де υ~n — проекцiя вектора ~υ(t, x, y, z) на зовнiшню нормаль до поверхнi S.
На пiдвищення густини рiдини в елементi об’єму dxdydz на величину dρ

за одиницю часу пiде кiлькiсть рiдини
∂ρ

∂t
dxdydz, а отже, загальна кiлькiсть

рiдини, яка йде на пiдвищення густини в об’ємi G за одиницю часу, буде
становитеме ∫∫∫

G

∂ρ

∂t
dxdydz.

Прирiвнюючи цю кiлькiсть рiдини до величини q i беручи до уваги, що G —
довiльний об’єм, одержуємо так зване рiвняння нерозривностi

∂ρ

∂t
+ div(ρ~υ) = f(t, x, y, z). (4.3)

Розглянемо тепер усталений (стацiонарний) потiк нестисивої рiдини, тоб-
то рiдини з постiйною густиною. Нехай рух рiдини потенцiальний, iнакше
кажучи, швидкiсть ~υ(t, x, y, z) є потенцiальним вектором

~υ(x, y, z) = − gradu(x, y, z), (4.4)
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де u(x, y, z) — потенцiальна функцiя потоку. Тодi, пiдставивши (4.4) в рiвня-
ння нерозривностi (4.3), дiстанемо

div(gradu) ≡ ∆u(x, y, z) = −f(x, y, z)

ρ
,

тобто знову прийшли до рiвняння Пуассона.

4.3 Стацiонарне теплове поле.
Постановка крайових задач для рiвнянь елiптичного типу

Вивчаючи рiвняння параболiчного типу, ми показали, що процес розподi-
лу температури в однорiдному тiлi описується диференцiальним рiвнянням

ut = a2∆u(t, x, y, z) + f(t, x, y, z).

Якщо ж розглянути стацiонарний процес розподiлу температури, то
u = u(x, y, z), i iнтенсивнiсть внутрiшнiх джерел теплоти також не залежа-
тиме вiд часу, тобто дiстанемо

∆u(x, y, z) = − 1

a2
f(x, y, z). (4.5)

Отже, всi розглянутi стацiонарнi процеси описуються рiвнянням елiптич-
ного типу.

Найпростiшим i найпоширенiшим рiвнянням елiптичного типу є n–вимiрне
рiвняння Лапласа

∆u(x1, x2, ..., xn) ≡
n∑
i=1

uxixi = 0. (4.6)

Позначимо через D область, обмежену кусково-гладкою замкненою по-
верхнею S, а через D∗ — частину простору, що лежить поза D.

I Означення 4.1. Функцiю u(x1, . . . , xn) називають гармонiчною в обме-
женiй областi D (рис. 4.1), якщо u ∈ C2(D) i є розв’язком рiвняння Лап-
ласа (4.6).

Функцiю u(x1, x2, ..., xn) називають гармонiчною в необмеженiй об-
ластi D∗, якщо в кожнiй точцi цiєї областi, яка знаходиться на скiнчен-
нiй вiдстанi вiд початку координат, функцiя два рази неперервно диферен-

цiйовна, задовольняє рiвняння Лапласа й для досить великих r =

√
n∑
i=1

x2
i

справедлива нерiвнiсть

|u(x1, x2, ..., xn)| ≤
C

rn−2
, (4.7)

де C — деяка стала.
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Рис. 4.1:

Зауважимо: у випадку двовимiрного простору умова (4.7) означає, що
гармонiчна функцiя в необмеженiй областi D∗ має бути обмеженою.

Умову (4.7) iнколи ще називають умовою регулярностi на нескiнченнос-
тi.

Очевидно, що для однозначного описання дослiджуваного стацiонарно-
го фiзичного процесу потрiбно враховувати й режим на краю розглядуваної
областi, тобто до рiвняння елiптичного типу необхiдно приєднати вiдповiднi
крайовi умови.

Як приклад розглянемо стацiонарний процес розподiлу температури в
однорiдному середовищiD, що обмежене кусково-гладкою поверхнею S, якщо
iнтенсивнiсть внутрiшнiх джерел тепла дорiвнює f(x1, x2, ..., xn), а на поверх-
нi S задано:

а) або температуру ϕ(x1, x2, ..., xn);
б) або тепловий потiк Ψ(x1, x2, ..., xn);
в) або теплообмiн iз зовнiшнiм середовищем, температура якого

ω(x1, x2, ..., xn).
Щоб визначити температуру u(x1, x2, ..., xn) у довiльнiй точцi областi D,

потрiбно в класi функцiй C2(D)∩C(D) знайти розв’язок рiвняння Пуассона

∆u(x1, x2, ..., xn) = −f(x1, x2, ...xn), (4.8)

який задовольняє одну з крайових умов:

u |S = ϕ(x1, x2, ..., xn), (4.9)

lim
P→P ′

∂u

∂~n
= Ψ(x1, x2, ..., xn); (4.10)

lim
P→P ′

∂u

∂~n
+K1 [u− ω(x1, ..., xn)] = 0 (4.11)
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на поверхнi S, де точка P ∈ D, а P ′ ∈ S; ϕ(x1, ..., xn), Ψ(x1, ..., xn),
ω(x1, ..., xn) — вiдомi на S функцiї; ~n — зовнiшня нормаль до S; K1 — коефi-
цiєнт зовнiшньої теплопровiдностi.

Задача (4.8), (4.9) називається першою внутрiшньою крайовою задачею
Дiрiхле, задача (4.8), (4.10) — другою внутрiшньою крайовою задачею Ней-
мана, а задача (4.8), (4.11) — третьою внутрiшньою крайовою задачею для
рiвнянь елiптичного типу.

Аналогiчно ставляться крайовi задачi для рiвнянь елiптичного типу й у
випадку необмеженої областi D∗ (зовнiшньої щодо поверхнi S), тiльки додат-
ково вимагається виконання умови регулярностi на нескiнченностi (4.7). У
цьому разi вiдповiдна перша, друга й третя крайовi задачi називають зовнiш-
нiми.

Зауважимо: якщо розв’язок рiвняння (4.8) шукається у класi функцiй
C2(D) ∩ C1(D̄), то крайовi умови (4.10), (4.11) матимуть вигляд

∂u

∂~n
|S = Ψ(x1, x2, ..., xn),[

∂u

∂~n
+K1(u− ω(x1, ..., xn))

] ∣∣∣∣ S = 0.

Щодо умови (4.7), то її виконання вимагається для однозначностi розв’яз-
ку вiдповiдної зовнiшньої крайової задачi для рiвняння Лапласа.

Наприклад, якщо

D∗ =
{

(x, y, z)
∣∣x2 + y2 + x2 > R2, R = const

}
,

то розв’язок зовнiшньої задачi Дiрiхле

∆u(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ D∗,

u |S = A = const, S : x2 + y2 + z2 = R2
(4.12)

у разi виконання умови регулярностi на нескiнченостi буде

u(x, y, z) =
AR

r
.

Якщо ж виконання умови (4.7) не вимагається, то задача (4.12) матиме й
розв’язок u(x, y, z) = A.

Сформульованi вище три крайовi задачi є основними в теорiї рiвнянь елiп-
тичного типу. Разом iз цим зазначимо, що на практицi коло задач для рiвнянь
елiптичного типу є значно ширше.

Як узагальнення основних крайових задач можна розглянути задачу вiд-
шукання в D розв’язку рiвняння (4.8), коли на однiй частинi поверхнi S за-
дано умову (4.9), на другiй — умову (4.10), а на третiй — умову (4.11).
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4.4 Оператор Лапласа у сферичних i
цилiндричних координатах

Розглянемо допомiжне питання про представлення рiвняння Лапласа в
рiзних системах координат. Цi представлення використаємо в подальших мiр-
куваннях.

Сферичнi координати ρ, ϕ, θ пов’язанi з декартовими спiввiдношеннями
(рис. 4.2)

x = ρ sin θ cosϕ, y = ρ sin θ sinϕ, z = ρ cos θ. (4.13)

Рис. 4.2:

Очевидно, що перетворення незалежних змiнних (4.13) є невиродженим. Ма-
ємо

∂ρ

∂x
=
x

ρ
,

∂ρ

∂y
=
y

ρ
,

∂ρ

∂z
=
z

ρ
,

∂θ

∂x
=

cos θ cosϕ

ρ
,

∂θ

∂y
=

cos θ sinϕ

ρ
,

∂θ

∂z
= −sin θ

ρ
,

∂ϕ

∂x
= − sinϕ

ρ sin θ
,

∂ϕ

∂y
=

cosϕ

ρ sin θ
,

∂ϕ

∂z
= 0,

∆ρ =
2

ρ
, ∆θ =

cos θ

ρ2 sin θ
, ∆ϕ = 0.

Пiдставивши знайденi похiднi у вираз для оператора Лапласа

∆u(x, y, z) = l(ρ, ρ)uρρ + l(θ, θ)uθθ + l(ϕ, ϕ)uϕϕ + 2l(ρ, θ)uρθ+

+2l(θ, ϕ)uθϕ + 2l(ρ, ϕ)uρϕ + ∆ρuρ + ∆θuθ + ∆ϕuϕ,
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де l(υ, ω) = υxωx + υyωy + υyωz, дiстанемо

∆u ≡ 1

ρ2

∂

∂ρ

(
ρ2∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1

ρ2 sin2 θ

∂2u

∂ϕ2
= 0. (4.14)

У випадку цилiндричних координат ρ, ϕ i z (рис. 4.3) маємо: x = ρ cosϕ,
y = ρ sinϕ, z = z. Повторюючи попереднi мiркування, дiстаємо вираз для
рiвняння Лапласа в цилiндричних координатах

∆u ≡ uρρ +
1

ρ
uρ +

1

ρ2
uϕϕ + uzz = 0.

Рис. 4.3:

Якщо задано рiвняння Лапласа в двовимiрному просторi, тобто u = u(x, y),
то з останнього рiвняння одержуємо його вираз у полярнiй системi координат

∆u ≡ uρρ +
1

ρ
uρ +

1

ρ2
uϕϕ = 0.

Тема 2

ВЛАСТИВОСТI ГАРМОНIЧНИХ ФУНКЦIЙ

4.5 Принцип максимуму та його наслiдки

На промiжку (a, b) розглянемо рiвняння Лапласа в одновимiрному про-
сторi u′′(x) = 0. Зiнтегрувавши його, дiстанемо сiм’ю прямих u(x) = C1x+C2.
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Очевидно, свого найбiльшого та найменшого значень вони досягають на кiн-
цях вiдрiзка [a, b]. Виявляється, цю властивiсть мають гармонiчнi функцiї i в
багатовимiрному просторi.

Надалi для простоти викладок розглядатимемо в основному три– та дво-
вимiрний простори.

Теорема 4.1. Гармонiчна в обмеженiй областi D i неперервна в D̄ = D∪S
функцiя u(x, y, z) набуває свого найбiльшого та найменшого значень на краю
областi S.

Доведення. Позначимо через m найбiльше значення гармонiчної функцiї
на краю S i припустимо, що в деякiй точцi (x0, y0, z0) ∈ D

u(x0, y0, z0) = M > m.

Розглянемо допомiжну функцiю

v(x, y, z) = u(x, y, z) +
M −m

2d2
r2

0,

де d — дiаметр областi D; r2
0 = (x− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2.
Iз нерiвностi r2

0 ≤ d2 випливає, що на поверхнi S

v(x, y, z) ≤ m+
M −m

2d2
d2 =

M +m

2
< M,

а v(x0, y0, z0) = M . Звiдси дiстаємо, що функцiя v(x, y, z) свого найбiльшого
значення досягає також в деякiй внутрiшнiй точцi областi D. Нехай ця точка
буде (x1, y1, z1). Тодi в нiй функцiя v(x1, y1, z1) досягає максимуму, а отже, в
точцi (x1, y1, z1)

∂v

∂x
=
∂v

∂y
=
∂v

∂z
= 0,

∂2v

∂x2
≤ 0,

∂2v

∂y2
≤ 0,

∂2v

∂z2
≤ 0,

тобто ∆v(x1, y1, z1) ≤ 0.
З iншого боку,

∆v(x, y, z) = ∆u(x, y, z) +
M −m

2d2
∆r2

0 = 3
M −m
d2

> 0

для всiх (x, y, z) ∈ D, в тому числi й для (x1, y1, z1).
Ця суперечнiсть показує, що для всiх точок (x, y, z) ∈ D

u(x, y, z) ≤ sup
S
u(x, y, z).

Для доведення нерiвностi

u(x, y, z) ≥ inf
S
u(x, y, z)
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достатньо застосувати добутий результат до гармонiчної функцiї −u(x, y, z),
i теорему доведено.

Iз доведення теореми випливає, що гармонiчна функцiя в областi D не
має екстремумiв.
Наслiдок 1. Нехай функцiї u(x, y, z) i v(x, y, z) гармонiчнi в D i неперервнi
в D. Якщо u(x, y, z) ≤ v(x, y, z), (x, y, z) ∈ S, то ця нерiвнiсть справедлива
для всiх (x, y, z) ∈ D.
Доведення. Функцiя ω(x, y, z) = u(x, y, z)−v(x, y, z) гармонiчна в D i непе-
рервна вD. Згiдно з умовою наслiдку ω(x, y, z)≤0 при (x, y, z)∈S. На пiдста-
вi принципу максимуму ω(x, y, z) ≤ sup

S
ω(x, y, z) ≤ 0 для всiх (x, y, z) ∈ D, i

наслiдок доведено.
Наслiдок 2. Нехай функцiї u(x, y, z) i v(x, y, z) гармонiчнi в D i неперервнi
в D. Якщо |u(x, y, z)| ≤ v(x, y, z) на краю S, то ця нерiвнiсть виконується
для всiх (x, y, z) ∈ D.
Доведення. На краю S областi D маємо

−v(x, y, z) ≤ u(x, y, z) ≤ v(x, y, z).

Застосувавши двiчi наслiдок 1, дiстанемо, що дана нерiвнiсть виконується
всюди в D.

Теорема 4.2. Якщо послiдовнiсть {ui(x, y, z)} гармонiчних в D i неперерв-
них в D функцiй збiгається рiвномiрно на краю S, то вона збiгається рiв-
номiрно й усюди в областi D.

Доведення. Унаслiдок рiвномiрної збiжностi послiдовностi {ui(x, y, z)} на
краю S маємо, що для довiльного ε > 0 знайдеться таке число N , що як тiль-
ки i1, i2 > N , то |ui1(x, y, z)− ui2(x, y, z)| < ε для всiх (x, y, z) ∈ S. Оскiльки
ε є гармонiчною функцiєю, то згiдно з наслiдком 2 iз принципу максимуму
випливає, що остання нерiвнiсть справедлива всюди в областi D, якщо во-
на справджується на краю S. Але тодi на пiдставi критерiю Кошi можемо
стверджувати, що послiдовнiсть функцiй {ui(x, y, z)} рiвномiрно збiгається в
областi D.

Теорема 4.3. Якщо внутрiшня або зовнiшня задачi Дiрiхле має розв’язок,
то цей розв’язок єдиний.

Доведення. Розглянемо внутрiшню задачу Дiрiхле. Припустимо, що в облас-
тi D iснують два розв’язки u1(x, y, z) i u2(x, y, z) однiєї i тiєї самої задачi
Дiрiхле

∆u(x, y, z) = f(x, y, z), (4.15)

u |S = ϕ(x, y, z), (x, y, z) ∈ S. (4.16)

Тодi функцiя v(x, y, z) = u1(x, y, z) − u2(x, y, z) буде гармонiчною в D, а на
краю S v(x, y, z) ≡ 0. Звiдси на пiдставi принципу максимуму v(x, y, z) ≡ 0
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всюди в D, оскiльки в противному разi гармонiчна функцiя v(x, y, z) досягла
б найбiльшого або найменшого значення в деякiй внутрiшнiй точцi областi
D, що неможливо.

Розглянемо тепер задачу Дiрiхле (4.15), (4.16) в областi D∗ i також при-
пустимо, що вона має два розв’язки: u1(x, y, z) i u2(x, y, z). Тодi гармонiчна в
D∗ функцiя v(x, y, z) = u1(x, y, z) − u2(x, y, z) на S тотожно дорiвнює нулю,
i згiдно з умовою регулярностi на нескiнченностi вона прямує до нуля, коли
точка M(x, y, z) → ∞, тобто для всякого ε > 0 iснує таке R, що як тiльки
вiдстань точки M вiд початку координат r ≥ R, то |v(M)| < ε.

Нехай P0(x0, y0, z0) — довiльна точка областi D∗. Проведемо сферу Sr iз
центром у початку координат i радiусом r ≥ R настiльки великим, щоб точка
P0 i поверхня S знаходились усерединi сфери. На Sr буде |v(M)| < ε, а на
поверхнi S — v(x, y, z) ≡ 0. Тодi, застосувавши наслiдок 2 до областi, обме-
женої поверхнями S i Sr, дiстанемо, що |v(P0)| < ε. Унаслiдок довiльностi
ε > 0 i точки P0 звiдси випливає, що v(x, y, z) ≡ 0 для всiх (x, y, z) ∈ D∗.

Зауважимо, що останнi мiркування справедливi тiльки у випадку, коли
вимiрнiсть розглядуваного простору n ≥ 3.

Для доведення єдиностi розв’язку зовнiшньої задачi Дiрiхле у випадку
площини здiйснимо перетворення незалежних змiнних за формулами

ξ =
x

r2
, η =

y

r2
, r2 = x2 + y2. (4.17)

Перетворення (4.17) називається iнверсiєю. Внаслiдок iнверсiї область D∗ з
краєм S переходить в обмежену область D′ з краєм S ′, а нескiнченно вiддале-
на точка вiдобразиться в точку (0, 0). Не зменшуючи загальнiсть мiркувань,
будемо вважати, що точка (0, 0) ∈ D′.

Розглянемо функцiю ω(ξ, η) = v
(
ξ/r2

1, η/r
2
1

)
, r2

1 = ξ2 + η2. Якщо функцiя
v(x, y) гармонiчнa в областi D∗, то ω(ξ, η) гармонiчнa в D′. Дiйсно, беручи
до уваги, що x = ξ/r2

1, y = η/r2
1, маємо

ωξ =
η2 − ξ2

r4
1

vx −
2ξη

r4
1

vy, ωη = −2ξη

r4
1

vx +
ξ2 − η2

r4
1

vy,

ωξξ =

(
η2 − ξ2

r4
1

)2

vxx − 4
ξη(η2 − ξ2)

r8
1

vxy + 4
ξ2η2

r8
1

vyy+

+2
ξ3 − 3ξη2

r6
1

vx − 2
η3 − 3ξ2η

r6
1

vy,

ωηη = 4
ξ2η2

r8
1

vxx − 4
ξη(ξ2 − η2)

r8
1

vxy +
(ξ2 − η2)2

r8
1

vyy−

−2
ξ3 − 3ξη2

r6
1

vx + 2
η3 − 3ξ2η

r6
1

vy.
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Отже,
∆ω(ξ, η) = r4∆v(x, y) ≡ 0, (ξ, η) ∈ D′. (4.18)

Оскiльки
ω(ξ, η) |S′ = v|S = 0, (4.19)

то згiдно з доведеним вище задача Дiрiхле (4.18), (4.19) у D′ має тiльки
нульовий розв’язок, а отже, i v(x, y) = ω

(
x/r2, y/r2

)
≡ 0 при (x, y) ∈ D∗.

Теорема 4.4. (про неперервну залежнiсть розв’язку задачi Дiрiхле
вiд крайової умови). Нехай u(x, y, z) — розв’язoк задачi Дiрiхле (4.15),
(4.16), а v(x, y, z) — розв’язoк рiвняння (4.15), який задовольняє крайо-
ву умову v |S = ϕ1(x, y, z). Тодi, якщо |ϕ(x, y, z)− ϕ1(x, y, z)| < ε, то
|u(x, y, z)− v(x, y, z)| < ε всюди в областi D.

Доведення. Функцiя ω(x, y, z) ≡ u(x, y, z)−v(x, y, z) є гармонiчною в облас-
тi D, а на поверхнi S |ω(x, y, z)| < ε. Тодi згiдно з наслiдком 2 |ω(x, y, z)| < ε
для всiх (x, y, z) ∈ D̄, i теорему доведено.
�Фундаментальний розв’язок рiвняння Лапласа. В n-вимiрному про-
сторi розглянемо функцiю

Ω(P,M) =


r2−n
PM

n− 2
, n > 2,

−1nrPM , n = 2,

(4.20)

де M(x1, x2, ..., xn) i P (ξ1, ξ2, ..., ξn) — довiльнi точки розглядуваного просто-

ру, а rPM =

√
n∑
i=1

(xi − ξi)2 — вiдстань мiж ними. Покажемо, що функцiя

Ω(P,M) є розв’язком рiвняння Лапласа при P 6= M як за P , так i за M .
Справдi, при P 6= M iз (4.20) дiстанемо

∂2Ω(P,M)

∂x2
i

= nr−n−2
PM (xi − ξi)2 − r−nPM .

Пiдставивши знайденi похiднi в рiвняння Лапласа, матимемо

∆Ω(P,M) =
n∑
i=1

[
nr−n−2

PM (xi − ξi)2 − r−nPM
]

= nr−nPM − nr
−n
PM = 0,

тобто, Ω(P,M) як функцiя точки P при P 6= M i n > 2 є розв’язком рiвняння
Лапласа. Оскiльки Ω(P,M) є симетрична вiдносно точок P i M , то можемо
стверджувати, що ця функцiя задовольняє рiвняння Лапласа й за M , коли
M 6= P .

Аналогiчно можна показати, що при n = 2 i P 6= M функцiя (4.20) також
задовольняє рiвняння Лапласа.

Визначена за формулою (4.20) функцiя Ω(P,M) називається елементар-
ним або фундаментальним розв’язком рiвняння Лапласа.
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♦ Зауваження 4.1. На практицi часто трапляється задача Дiрiхле з розривними кра-
йовими умовами. В цьому разi неперервна функцiя в замкнутiй областi не може бути
розв’язком цiєї задачi. В зв’язку з цим необхiдно уточнити постановку першої крайової
задачi у розглядуваному випадковi.

Нехай на поверхнi S, яка обмежує область D, задано кусково-неперервна
функцiю ϕ(P ′).

Постановка задачi Дiрiхле: в класi функцiй C2(D) знайти розв’язок
рiвняння Пуассона, який неперервно примикає до заданої на краю S функцiї
ϕ(P ′) у точках її неперервностi i є обмеженим в замкненiй областi D̄ = D∪S.

Зазначимо, що додаткова вимога обмеженостi розв’язку u (P ) в D̄ фак-
тично стосується околiв точок розриву функцiї ϕ(P ′).

Теорема 4.5. Розв’язок задачi Дiрiхле з кусково–неперервними крайовими
умовами єдиний.

Доведення. Нехай u1(P ) i u2(P ) — два розв’язки поставленої задачi. То-
дi рiзниця u(P ) = u1(P ) − u2(P ) буде гармонiчною функцiєю в областi D
(рис. 4.4),

Рис. 4.4:

яка неперервно примикає до нульових крайових значень на S, за винятком
точок розриву функцiї ϕ(P ′), в яких вона може мати розрив, i є обмеженою
в D, тобто iснує така стала A, що для всiх P ∈ D̄ |u(P )| < A. Побудуємо
гармонiчну функцiю

v(P ) = ε
m∑
i=1

dr2−n
i

n− 1

(
ν(P ) = ε

m∑
i=1

ln
d

ri
, n = 2

)
,

де ε — довiльне додатне число; d — дiаметр областi D; ri — вiдстань розгля-
дуваної точки P до i–ї точки розриву Pi. Вважатимемо, що n = 3. Функцiя
v(P ) додатна, тому що всi доданки бiльшi за нуль.
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Побудуємо в кожнiй точцi розриву Pi кулю Kδ(Pi) такого радiуса δ < 1,
щоб кожен доданок εdr−1

i на вiдповiднiй сферi Sδ(Pi) був бiльший за A, тобто
щоб εdδ−1 ≥ A. Функцiя u(P ) неперервна в замкнутiй областi

D̄ \
m∑
i=1

Kδ(Pi)= D̄1 i |u(P )| ≤ v(P ) на краю цiєї областi. Внаслiдок принципу

максимуму остання нерiвнiсть справедлива всюди в областi D̄1.
Зафiксувавши довiльну точку P ∈ D i спрямувавши ε → 0, дiстанемо

lim v(P ) = 0. Оскiльки u(P ) не залежить вiд ε, то iз нерiвностi |u(P )| ≤ v(P )
i добутої границi випливає справедливiсть твердження теореми, тобто
u(P ) = u1(P )− u2(P ) = 0, коли P ∈ D.

4.6 Iснування розв’язку задачi Дiрiхле для круга.
Метод Фур’є

Метод вiдокремлення змiнних Фур’є, який було розглянуто в розд. 2 i
3, застосовується й до iнтегрування задачi Дiрiхле у випадку таких простих
областей, як круг, кiльце, прямокутник i т.д. Тут методом Фур’є розв’яжемо
задачу Дiрiхле для круга.

Постановка задачi: в крузi радiусом R iз центром в початку координат
знайти гармонiчну функцiю u(ρ, ϕ), яка на краю круга ρ = R рiвна f(ϕ),
тобто в областi KR = {(ρ, ϕ )| 0 ≤ ρ < R, 0 < ϕ ≤ 2π} знайти розв’язок рiв-
няння Лапласа

uρρ +
1

ρ
uρ +

1

ρ2
uϕϕ = 0, (4.21)

який задовольняє крайову умову

u(R,ϕ) = f(ϕ), 0 < ϕ ≤ 2π. (4.22)

У зв’язку з тим, що задача Дiрiхле (4.21), (4.22) може мати єдиний розв’я-
зок, f(ϕ) i розв’язок u(ρ, ϕ) мають бути перiодичними з перiодом 2π функ-
цiями за ϕ.

Нетривiальнi розв’язки рiвняння (4.21) шукаємо у виглядi

u(ρ, ϕ) = X(ρ)Y (ϕ) 6= 0. (4.23)

Пiдставивши (4.23) у рiвняннi Лапласа (4.21) та вiдокремивши змiннi, дiста-
немо

Y ′′(ϕ) + λY (ϕ) = 0; (4.24)

ρ2X(ρ) + ρX ′(ρ)− λX(ρ) = 0, (4.25)

де λ — довiльна стала. Очевидно, Y (ϕ) = Y (ϕ+ 2π).
Отже, потрiбно знайти тi значення параметра λ, за яких рiвняння (4.24)

має ненульовi перiодичнi з перiодом 2π розв’язки (власнi значення) й побу-
дувати цi розв’язки (власнi функцiї). Легко бачити, що розв’язки рiвняння
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(4.24), якi вiдповiдають двом рiзним власним значенням, ортогональнi на
вiдрiзку [0, 2π]. Покажемо, що всi власнi значення λ дiйснi. Для цього при-
пустимо супротивне: нехай λ = α + iβ є власним значенням, а вiдповiдна
йому власна функцiя буде Y (ϕ) = u(ϕ) + iv(ϕ). Тодi виконується тотожнiсть

u′′(ϕ) + iv′′(ϕ) + (α + iβ)(u(ϕ) + iv(ϕ)) ≡ 0,

а отже,
u′′(ϕ) + αu(ϕ)− βv(ϕ) ≡ 0,

i [v′′(ϕ) + αv(ϕ) + βu(ϕ)] ≡ 0.

Вiднiмаючи почленно цi тотожностi, дiстаємо

u′′(ϕ)− iv′′(ϕ) + (α− iβ)(u(ϕ)− iv(ϕ)) ≡ 0,

тобто λ̄ = α − iβ є власним значенням, а вiдповiдна йому власна функцiя
буде Ȳ (ϕ) = u(ϕ) − iv(ϕ). Унаслiдок ортогональностi власних функцiй має
бути

2π∫
0

Y (ϕ)Ȳ (ϕ)dϕ = 0.

Але
2π∫

0

Y (ϕ)Ȳ (ϕ)dϕ =

2π∫
0

[
u2(ϕ) + v2(ϕ)

]
dϕ 6= 0,

отже, власнi значення не можуть бути комплексними.
Нехай λ = 0. Тодi з (4.24) маємо Y (ϕ) = C1ϕ+C2. Для виконання умови

перiодичностi потрiбно покласти C1 = 0, i ми дiстанемо

Y (ϕ) = C2. (4.26)

При λ > 0 ненульових перiодичних розв’язкiв рiвняння (4.24) не має.
Нехай λ < 0. Тодi, зiнтегрувавши (4.24), дiстанемо загальний розв’язок

Y (ϕ) = C3 cos
√
λϕ+C4 sin

√
λϕ, який буде перiодичним iз перiодом 2π, якщо√

λ = n, n ∈ N .
Отже, ненульовими перiодичними з перiодом 2π розв’язками рiвняння

(4.24) будуть функцiї

Yn(ϕ) = C3 cosnϕ+ C4 sinnϕ, n = 0, 1, 2, 3, ... . (4.27)

Пiдставивши добутi значення λ у рiвняння (4.25), матимемо

ρ2X ′′(ρ) + ρX ′(ρ)− n2X(ρ) = 0. (4.28)
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Рiвняння (4.28) — це рiвняння Ейлера, й пiдстановкою ρ = et воно зво-
диться до вигляду

X ′′(t)− n2X(t) = 0,

звiдки

Xn(t) =

{
C5e

−nt + C6e
nt, n > 0,

C7t+ C8, n = 0
(4.29)

або

Xn(ρ) =

{
C5ρ

−n + C6ρ
n, n > 0,

C7 ln ρ+ C8, n = 0.

Для того щоб функцiя (4.29) у крузi 0 ≤ ρ < R була неперервною, треба
покласти C5 = C7 = 0. Таким чином,

Xn(ρ) = C6ρ
n, n = 0, 1, 2, .... (4.30)

Пiдставляючи (4.27) i (4.30) у (4.23), дiстаємо

un(ρ, ϕ) = ρn(αn cosnϕ+ bn sinnϕ), n = 0, 1, 2, ...,

де an = C3C6; bn = C4C6.
Унаслiдок лiнiйностi та однорiдностi рiвняння Лапласа сума частинних

розв’язкiв

u(ρ, ϕ) =
∞∑
n=0

un(ρ, ϕ) =
a0

2
+
∞∑
n=1

ρn(an cosnϕ+ bn sinnϕ) (4.31)

також буде розв’язком рiвняння Лапласа, якщо ряд (4.31) збiгається рiвно-
мiрно i його можна почленно диференцiювати двiчi за ρ i ϕ в областi KR.
Припустимо, що цi умови виконуються. Тодi для визначення розв’язку зада-
чi Дiрiхле (4.21), (4.22) залишилось так вибрати коефiцiєнти an i bn, щоб ряд
(4.31) задовольняв i крайову умову (4.22), на пiдставi якої

f(ϕ) =
a0

2
+
∞∑
n=1

Rn(an cosnϕ+ bn sinnϕ).

Ми дiстали представлення функцiї f(ϕ) на вiдрiзку [0, 2π] рядом Фур’є.
З математичного аналiзу вiдомо: якщо функцiя f(ϕ) перiодична, неперервна
й кусково-диференцiйовна на вiдрiзку [0, 2π], то її ряд Фур’є в кожнiй точ-
цi ϕ ∈ [0, 2π] збiгається й має суму, що дорiвнює f(ϕ), а коефiцiєнти ряду
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визначаються за формулами

αn = αnR
n =

1

π

2π∫
0

f(ψ) cosnψdψ, n = 0, 1, 2, 3, ...,

βn = bnR
n =

1

π

2π∫
0

f(ψ) sinnψdψ, n = 1, 2, 3, ...

(4.32)

Пiдставивши знайденi коефiцiєнти в ряд (4.31), дiстанемо формальний
розв’язок поставленої задачi Дiрiхле

u(ρ, ϕ) =
α0

2
+
∞∑
n=1

( ρ
R

)n
(αn cosnϕ+ βn sinnϕ). (4.33)

Для обґрунтування добутого розв’язку доведемо наступну теорему.

Теорема 4.6. Якщо функцiя f(ϕ) перiодична з перiодом 2π i неперервна на
вiдрiзку [0, 2π], то функцiя u(ρ, ϕ), визначена рядом (4.33), є гармонiчною в
крузi KR i неперервною в K̄R.

Доведення. Спочатку припустимо, що f(ϕ) є й кусково–диференцiйовною
на вiдрiзку [0, 2π]. Тодi, як вiдомо з теорiї рядiв Фур’є, ряд

|α0|
2

+
∞∑
n=1

(|αn|+ |βn|) (4.34)

збiгається. Оскiльки∣∣∣( ρ
R

)n
αn cosnϕ

∣∣∣ ≤ |αn| , ∣∣∣( ρ
R

)n
βn sinnϕ

∣∣∣ ≤ |βn| ,
то зi збiжностi ряду (4.34) випливає рiвномiрна збiжнiсть ряду (4.33) всюди
в K̄R, а отже, u(ρ, ϕ) є неперервною в K̄R.

Покажемо, що ряд (4.33) можна почленно диференцiювати довiльну кiль-
кiсть разiв i за ρ, i за ϕ при ρ < R.

Здиференцiюємо почленно (4.33) k разiв по ϕ. Маємо

∂ku(ρ, ϕ)

∂ϕk
=

∞∑
n=1

( ρ
R

)n
nk
[
αn cos

(
nϕ+ k

π

2

)
+ βn sin

(
nϕ+ k

π

2

)]
. (4.35)

Позначимо
M = sup {|αn| , |βn|} , t =

ρ

R
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i розглянемо ряд
∞∑
n=1

tn0n
k(|αn|+ |βn|) ≤ 2M

∞∑
n=1

tnnk. (4.36)

Для довiльного ρ0 < R

lim
n→∞

tn+1
0 (n+ 1)k

tn0n
k

= t0 =
ρ0

R
< 1,

а, отже, на пiдставi ознаки Д’Аламбера ряд (4.36) збiгається при ρ < R (уна-
слiдок довiльностi ρ0). Зi збiжностi ряду (4.36) випливає рiвномiрна збiжнiсть
ряду (4.35), тобто ряд (4.33) можна почленно диференцiювати довiльну кiль-
кiсть разiв за ϕ в крузi KR. Аналогiчно доводиться можливiсть почленного
диференцiювання ряду (4.33) за ρ в крузi KR.

Таким чином, якщо функцiя f(ϕ) перiодична з перiодом 2π, неперервна
й кусково-диференцiйовна, то ряд (4.33) є розв’язком задачi Дiрiхле (4.21),
(4.22).

Доведемо тепер, що розв’язок задачi Дiрiхле (4.21), (4.22) представляє-
ться у виглядi ряду (4.33) й у випадку довiльної неперервної функцiї f(ϕ).
Для цього побудуємо послiдовнiсть неперервних i кусково-диференцiйовних
функцiй {fm(ϕ)}, яка рiвномiрно збiгається при ρ = R до функцiї f(ϕ), i
розглянемо задачу Дiрiхле

∆um(ρ, ϕ) = 0, (ρ, ϕ) ∈ KR,

um(R,ϕ) = fm(ϕ), 0 < ϕ ≤ 2π.
(4.37)

Згiдно з доведеним вище розв’язок задачi (4.37) набирає вигляду

um(ρ, ϕ) =
α

(m)
0

2
+
∞∑
n=1

( ρ
R

)n
(α(m)

n cosnϕ+ β(m)
n sinnϕ). (4.38)

Оскiльки послiдовнiсть функцiй {um(ρ, ϕ)} рiвномiрно збiгається при
ρ = R, то вона рiвномiрно збiгається всюди в K̄R до неперервної функцiї
u(ρ, ϕ), причому u(R,ϕ) = f(ϕ). Покажемо, що функцiя u(ρ, ϕ) представля-
ється рядом (4.33), який, згiдно з доведеним, є гармонiчною функцiєю при
ρ < R.

Нехай αn i βn — коефiцiєнти ряду Фур’є функцiї f(ϕ). Тодi внаслiдок
рiвномiрної збiжностi послiдовностi функцiй {fm(ϕ)} для всякого ε > 0 i
досить великого m буде |f(ϕ)− fm(ϕ)| < ε/2, тобто для всiх n∣∣∣αn − α(m)

n

∣∣∣ ≤ 1

π

2π∫
0

|f(ϕ)− fm(ϕ)| |cosnϕ| dϕ < 1

π

2π∫
0

ε

2
dϕ = ε,

∣∣∣βn − β(m)
n

∣∣∣ < ε.
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Беручи до уваги останнi нерiвностi й (4.38), дiстаємо∣∣∣∣∣12α0 +
∞∑
n=1

( ρ
R

)n
(αn cosnϕ+ βn sinnϕ)− um(ρ, ϕ)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

2
|α0 − α(m)

0 |+
∞∑
n=1

( ρ
R

)n
(|αn − α(m)

n |+ |βn − β(m)
n |)

≤ ε

2
+ 2ε

∞∑
n=1

( ρ
R

)n
≤ 2ε

∞∑
n=0

( ρ
R

)n
= 2ε

(
1− ρ

R

)−1

,

а отже, гранична функцiя u(ρ, ϕ) при ρ < R набирає вигляду ряду (4.33).
Теорему доведено.

♦ Зауваження 4.2. Якщо б ми шукали розв’язок зовнiшньої задачi Дiрiхле, то для
виконання умови регулярностi на нескiнченностi в (4.29) потрiбно було б покласти
C6 = C7 = 0, i тодi ми дiстали б розв’язок у виглядi

u(ρ, ϕ) =
α0

2
+
∞∑
n=1

(
R

ρ

)n
(αn cosnϕ+ βn sinnϕ), (4.39)

де αn i βn визначаються за (4.32).

Метод вiдокремлення змiнних аналогiчно використовується й при побу-
дови розв’язку крайових задач для рiвняння Лапласа у випадку областей
вигляду кiльця, кругового сектора, прямокутника тощо.

4.7 Iнтеграл Пуассона

Зведемо розв’язок (4.33) до простiшого вигляду. Для цього пiдставимо
коефiцiєнти Фур’є (4.32) у ряд (4.33) i змiнимо порядок сумування та iнтег-
рування. Дiстанемо

u(ρ, ϕ) =
1

π

2π∫
0

f(ψ)

{
0, 5 +

∞∑
n=1

( ρ
R

)n
(cosnψ cosnϕ+ sinnψ sinϕ)

}
dψ =

=
1

2π

2π∫
0

f(ψ)

{
1 + 2

∞∑
m=1

( ρ
R

)n
cos [n(ψ − ϕ)]

}
dψ.

(4.40)
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Позначимо ψ − ϕ = ω. Беручи до уваги, що в крузi KRt = ρ/R < 1, а
cosnω = Reeinω, маємо

1 + 2
∞∑
n=1

tn cosnω = −1 + 2
∞∑
n=0

tnReeinω = −1 + 2Re
∞∑
n=0

(
teiω
)n

=

= −1 + 2Re
1

1− teiω
= −1 + 2Re

1− t cosω + it sinω

(1− t cosω)2 + t2 sin2 ω
=

=
1− t2

1 + t2 − 2t cosω
=

R2 − ρ2

R2 + ρ 2 − 2ρR cos(ψ − ϕ)
.

Пiдставляючи добутий результат у рiвнiсть (4.40), дiстанемо

u(ρ, ϕ) =
1

2π

2π∫
0

f(ψ)
R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2ρR cos(ψ − ϕ)
dψ. (4.41)

Формула (4.41) називається iнтегралом Пуассона, а пiдiнтегральний ви-
раз

K(ρ, ϕ,R, ψ) =
R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(ψ − ϕ)

— ядром Пуассона. Оскiльки R > ρ i R2 + ρ2 > 2Rρ, то K(ρ, ϕ,R, ψ) > 0.
Iнтеграл Пуассона (4.41) добуто з розв’язку (4.33) за умови, що ρ < R.

Якщо R = ρ, то представлення (4.41) втрачає сенс. Однак покажемо, що
iнтеграл Пуассона задовольняє умову

lim
ρ→R
ϕ→ϕ0

u(ρ, ϕ) = f(ϕ0). (4.42)

Для цього спочатку доведемо справедливiсть рiвностi

1

2π

2π∫
0

K(ρ, ϕ,R, ψ)dψ = 1. (4.43)

Вище було доведено, що при ρ < R виконується рiвнiсть

1 + 2
∞∑
n=1

tn cosnω =
1− t2

1 + t2 − 2t cosω
.

Якщо t < 1, то ряд в лiвiй частинi рiвностi збiгається рiвномiрно й тому його
можна почленно iнтегрувати. Отже,

2π∫
0

dω + 2
∞∑
n=1

tn
2π∫

0

cosnωdω =

2π∫
0

1− t2

1 + t2 − 2t cosω
dω,
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або

2π + 2
∞∑
n=1

tn
sinnω

n

∣∣∣∣∣
2π

0

=

2π∫
0

1− t2

1 + t2 − 2t cosω
dω,

звiдси випливає справедливiсть рiвностi (4.43).
На пiдставi (4.43) й iнтеграла Пуассона (4.41) можемо стверджувати: якщо

f(ϕ) = 1, то розв’язок задачi Дiрiхле (4.21), (4.22) u(ρ, ϕ) ≡ 1. (Цей результат
випливає з теореми єдиностi 4.5.)

Зауважимо: якщо функцiя F (x) неперервна й перiодична з перiодом 2π,
то для довiльних α

α+2π∫
α

F (x)dx =

2π∫
0

F (x)dx. (4.44)

Справдi,

α+2π∫
α

F (x)dx =

0∫
α

F (x)dx+

2π∫
0

F (x)dx+

α+2π∫
2π

F (x)dx.

В останньому iнтегралi введемо замiну x = t+ 2π. Тодi

α+2π∫
2π

F (x)dx =

α∫
0

F (2π + t)dt =

α∫
0

F (t)dt =

α∫
0

F (x)dx,

а отже, з попередньої рiвностi дiстаємо (4.44).
Покладемо в iнтегралi Пуассона (4.41) ψ − ϕ = ω, dψ = dω. Тодi, враху-

вавши перiодичнiсть функцiй f(ψ) i cos(ψ − ϕ), на пiдставi (4.44), поклавши
α = −π, формулу (4.41) та рiвнiсть (4.43) запишемо у виглядi

u(ρ, ϕ) =
1

2π

π∫
−π

f(ω + ϕ)K(ρ, ϕ,R, ψ)dω, (4.45)

1 = (2π)−1

π∫
−π

K(ρ, ϕ,R, ω)dω. (4.46)

Помножимо рiвнiсть (4.46) на f(ϕ0) i вiднiмемо добутий результат вiд
(4.45). Матимемо

u(ρ, ϕ)− f(ϕ0) =
1

2π

π∫
−π

[f(ω + ϕ)− f(ϕ0)]K(ρ, ϕ,R, ψ)dω. (4.47)
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Унаслiдок неперервностi функцiї f(ϕ) для всякого ε > 0 iснує таке
δ2 = δ2(ε) > 0, що як тiльки |ω| < δ i |ϕ− ϕ0| < δ1, δ2 = δ1 + δ, то
|f(ω + ϕ)− f(ϕ0)| < ε/3.

У правiй частинi рiвностi (4.47) промiжок iнтегрування (−π, π) розiб’є-
мо на три частини: (−π,−δ), (−δ, δ), (δ, π), а iнтеграли по цих промiжках
позначимо через I1, I2, I3 вiдповiдно.

Якщо |ϕ− ϕ0| < δ1, то, враховуючи викладене вище,

|I2| ≤
1

2π

δ∫
−δ

|f(ω + ϕ)− f(ϕ0)|K(ρ, ϕ,R, ψ)dω ≤

≤ ε

6π

π∫
−π

K(ρ, ϕ,R, ψ)dω =
ε

3
.

На промiжку (−π,−δ) буде cosω ≤ cos δ, а тому

R2 + ρ2 − 2ρR cosω ≥ R2 + ρ2 − 2ρR cos δ = (R− ρ)2+

+2ρR(1− cos δ) ≥ 4ρR sin2 δ

2
.

Унаслiдок неперервностi f(ϕ ) маємо |f(ω + ϕ)− f(ϕ0)| ≤M . Отже,

|I1| ≤
1

2π

−δ∫
−π

|f(ω + ϕ)− f(ϕ0)|K(ρ, ϕ,R, ψ)dω ≤

≤ M(R2 − ρ2)

8πRρ sin2(δ/2)
(π − δ).

Для iнтеграла I3 оцiнка аналогiчна, тому при ρ → R |I1| → 0 i |I3| → 0,
тобто |I1| < ε/3, |I3| < ε/3 при ρ досить близьких до R.

Урахувавши добутi оцiнки для iнтегралiв I1, I2 та I3, з (4.47) при ρ i ϕ,
досить близьких до R i ϕ0 вiдповiдно, маємо

|u(ρ, ϕ)− f(ϕ0| = |I1 + I2 + I3| ≤ |I1|+ |I2|+ |I3| < ε,

i виконання умови (4.42) доведено.
Отже, iнтеграл Пуассона є розв’язком задачi Дiрiхле (4.21), (4.22). Повто-

рюючи вищенаведенi мiркування, можна показати, що розв’язок зовнiшньої
задачi Дiрiхле для круга (4.39) зводиться до вигляду

u(ρ, ϕ) =
1

2π

2π∫
0

f(ψ)
ρ2 −R2

ρ2 +R2 − 2ρR cos(ψ − ϕ)
dψ.
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Таким чином, всяку гармонiчну в крузi KR i неперервну в K̄R функцiю
u(x, y) можна представити у виглядi iнтеграла Пуассона.

4.8 Формула Грiна

У тривимiрному просторi розглянемо область D, обмежену кусково–глад-
кою орiєнтовною поверхнею S. Нехай функцiї u(x, y, z), v(x, y, z) належать
класу C2(D)

⋂
C1(D̄). Iнтегруючи наступнi тотожностi по областi D

∂

∂x
(uvx) +

∂

∂y
(uvy) +

∂

∂z
(uvz) = uxvx + uyvy + uzvz + u∆v,

∂

∂x
(uvx − vux) +

∂

∂y
(uvy − vuy) +

∂

∂z
(uvz − vuz) = u∆v − v∆u,

та застосовуючи до лiвих частин добутих рiвностей формулу Гауса–
Остроградського, матимемо∫∫

S

u
∂v

∂~n
ds =

∫∫∫
D

(uxvx + uyvy + uzvz + u∆v)dxdydz, (4.48)

∫∫
S

(
u
∂v

∂~n
− v∂u

∂~n

)
ds =

∫∫∫
D

(u∆v − v∆u)dxdydz, (4.49)

де ~n — зовнiшня до S нормаль.
Формули (4.48), (4.49) називаються вiдповiдно першою та другою форму-

лами Грiна. Зауважимо, що областьD може бути обмежена кiлькома замкну-
тими поверхнями Si. Тодi у формулах Грiна S =

⋃
i

Si.

Для функцiй на площинi справедливi аналогiчнi формули Грiна. Напри-
клад, друга формула Грiна (4.49) для плоскої областi D з краєм λ має вигляд∫∫

D

(u∆v(x, y)− v∆u(x, y))dxdy =

∮
λ

(
u
∂v

∂~n
− v ∂u

∂~n

)
dl.

За допомогою формул Грiна доводиться низка теорем теорiї гармонiчних
функцiй.

Теорема 4.7. Якщо гармонiчна в обмеженiй областi D функцiя

v(x, y, z) ∈ C1(D̄), то
∫∫
S

∂v

∂~n
ds = 0.
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Для доведення теореми достатньо в першiй формулi Грiна (4.48) покласти
u(x, y, z) = 1 i врахувати, що ∆v ≡ 0.

Iз теореми випливає, що у випадку задачi Неймана для рiвняння Лапла-
са функцiя ψ(x, y, z), яка входить у крайову умову (4.45), має задовольняти

умову
∫∫
S

ψ(x, y, z)ds = 0. Якщо розглядати стацiонарний процес розподiлу

температури в тiлi D, то з фiзичної погляду умова Пуассона
∫∫
S

∂v

∂~n
ds = 0

означає, що загальна кiлькiсть теплоти, яка проходить через замкнуту по-
верхню S тiла D, дорiвнює нулю. Тому цю умову називають умовою стацiо-
нарностi теплового поля.

Розглянемо внутрiшню задачу Неймана: в класi функцiй C2(D) ∩ C1(D̄)
знайти розв’язок диференцiального рiвняння

∆u(x, y, z) = f(x, y, z), (4.50)

який на поверхнi S задовольняє умову

∂v

∂~n

∣∣∣∣
S

= ψ(x, y, z). (4.51)

Теорема 4.8. Розв’язок внутрiшньої задачi Неймана (4.50), (4.51) визнача-
ється з точнiстю до довiльної сталої.

Доведення. Нехай u1(x, y, z), u2(x, y, z) - два розв’язки задачi Неймана
(4.50), (4.51). Тодi функцiя

u(x, y, z) = u1(x, y, z)− u2(x, y, z)

буде гармонiчною в D, неперервно диференцiйовною в D̄ i
∂v

∂~n

∣∣∣∣
S

. Поклавши

у формулi Грiна (4.48) v = u i врахувавши останнi зауваження, дiстанемо∫∫∫
D

(u2
x + u2

y + u2
z)dxdydz = 0

тобто ux = uy = uz = 0, звiдки u(x, y, z) = const.
Теорему доведено.
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4.9 Основна формула теорiї гармонiчних функцiй

Доведемо спочатку таку теорему.

Теорема 4.9. Якщо функцiя u(x, y, z) належить класу C2(D) ∩ C1(D̄), то
має мiсце формула

Bu(M0) =

∫∫
S

[
1

rPM0

∂u (P )

∂~n
− u(P )

∂

∂~n

(
1

rPM0

)]
ds−

−
∫∫∫
D

∆u(P )

rPM0

dξdηdζ,

(4.52)

де M0 = M0(x, y, z); P = P (ξ, η, ζ), а

B =



0, якщо M0 ∈ E3\D̄, E3— весь простiр,

4π, якщо M0 ∈ D,

2π, якщо M0 ∈ S,

Доведення. 1. Нехай M0 ∈ E3\D̄. Тодi функцiя 1/rPM0
є гармонiчною в D

i неперервною разом iз частинними похiдними 1–го порядку в D̄. Поклавши
в другiй формулi Грiна v = 1/rPM0

, дiстанемо

∫∫∫
D

1

rPM0

∆u(ξ, η, ζ)dξdηdζ =

∫∫
S

(
1

rPM0

∂ u

∂ ~n
− u ∂

∂ ~n

(
1

rPM0

))
ds,

тобто B = 0, якщо M0 ∈ E3\D̄.
2. Нехай M0 ∈ D (рис. 4.5).
Оскiльки в нашому випадку функцiя v = (rPM0

)−1 перетворюється в
нескiнченнiсть при P = M0, то безпосередньо застосувати другу форму-
лу Грiна до функцiй u(x, y, z) i v = (rPM0

)−1 в областi D не можна. Ви-
рiжемо iз областi D кулю малого радiуса ε з центром в точцi M0 i позна-
чимо її через Dε(M0), а вiдповiдну сферу — через Sε(M0). Вважаємо, що
Dε(M0)

⋂
Sε(M0) = D̄ε(M) ⊂ D.

Застосовуючи формулу Грiна (4.49) до функцiй u i v = (rPM0
)−1 в областi
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Рис. 4.5:

D\Dε(M0), дiстаємо∫∫∫
D\Dε(M0)

∆ uv dξ dη dζ =

∫∫
S

(
1

rPM0

∂ u

∂ ~n
− u ∂

∂ ~n

(
1

rPM0

))
ds+

+

∫∫
Sε(M0)

1

rPM0

∂ u

∂ ~n
ds−

∫∫
Sε(M)

u
∂

∂~n

(
1

rPM0

)
ds.

(4.53)

У правiй частинi рiвностi (4.53) тiльки два останнi iнтеграли залежать вiд ε.
Якщо точка P ∈ Sε(M0), то rPM0

= ε. На поверхнi Sε(M0) нормаль ~n i радiус
кулi мають протилежнi напрями, отже,

∂

∂~n

(
1

rPM0

)∣∣∣∣
Sε(M0)

= − ∂

∂r

(
1

rPM0

)∣∣∣∣
r=ε

=
1

ε2
.

Таким чином, застосовуючи теорему про середнє значення, матимемо∫∫
Sε(M0)

1

rPM0

∂u

∂~n
ds =

1

ε

∫∫
Sε(M0)

∂u

∂~n
ds = 4πε

(
∂u

∂~n

)
cep

,

∫∫
Sε(M0)

u
∂

∂~n

1

rPM0

ds =
1

ε2

∫∫
Sε(M0)

uds = 4πucep,

(4.54)

де ucep i
(
∂u

∂~n

)
cep

— середнi значення функцiї u (P ) i
∂u

∂~n
вiдповiдно на по-

верхнi Sε(M0).
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Зауважимо, що внаслiдок умови теореми функцiї u (P ) та її нормальна
похiдна на Sε(M0) обмеженi. Оскiльки

lim
ε→0

∫∫∫
D\Dε(M0)

1

rPM0

∆udξ dη dζ =

∫∫∫
D

1

rPM0

∆udξ dηdζ

за означенням невласного iнтеграла, а lim
ε→0

ucep = u(M0) то пiдставивши (4.54)
у (4.53) i перейшовши до границi, коли ε→ 0, дiстанемо

4πu(M0) =

∫∫
S

(
1

rPM0

∂u

∂~n
− u ∂

∂~n

(
1

rPM0

))
ds−

∫∫∫
D

1

rPM0

∆udξdη dζ,

тобто B = 4π, коли M0 ∈ D.
3. Припустимо, що точка M0 належить поверхнi S i в цiй точцi поверхня

S має дотичну площину з неперервними кутовими коефiцiентами (рис. 4.6).

Рис. 4.6:

Проведемо сферу досить малого радiуса ε з центром в точцi M0. Частину
поверхнi S, яка лежить у кулi Dε(M0), позначимо через S ′, D′ε = D∩Dε(M0),
а через S ′ε — частину поверхнi сфери Sε(M0), яка лежить в областi D.

Згiдно з другою формулою Грiна маємо∫∫∫
D\D′ε

1

rPM0

∆udξ dηdζ =

∫∫
S\S′

(
1

rPM0

∂u

∂~n
− u ∂

∂~n

(
1

rPM0

))
ds+

+

∫∫
S′ε

1

rPM0

∂u

∂ ~n
ds−

∫∫
S′ε

u
∂

∂ ~n

(
1

rPM0

)
ds.

(4.55)
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Повторюючи мiркування, наведенi в п.2, i беручи до уваги, що

lim
ε→0

∫∫
S′ε

u
∂

∂~n

(
1

rPM0

)
ds = 2π u(M0),

iз (4.55) при ε→ 0 дiстаємо

2πu(M0) =

∫∫
S

(
1

rPM0

∂u

∂ ~n
− u ∂

∂ ~n

(
1

rPM0

))
ds−

∫∫∫
D

1

rPM0

∆udξ dη dζ,

а отже, справедлива рiвнiсть (4.52).
Припустимо тепер, що функцiя u (x, y, z) гармонiчна вD i належить класу

C1(D̄). Тодi з (4.52) матимемо

Bu(M0) =

∫∫
S

[
1

rPM0

∂ u(P )

∂~n
− u(P )

∂

∂~n

(
1

rPM0

)]
ds. (4.56)

Спiввiдношення (4.56) називається основною формулою теорiї гармонiч-
них функцiй.

Формула (4.56) має мiсце й у випадку необмеженої областi D∗.
Наслiдок. Всяка гармонiчна функцiя в областi гармонiчностi диференцi-
йовна необмежену кiлькiсть разiв.

Справедливiсть наслiдку випливає з (4.56). Справдi, точка P ∈ S, а
M0(x, y, z) ∈ D. Отже, функцiя (rPM0

)−1 є неперервною на S i має неперервнi

похiднi довiльного порядку за x, y, z, а функцiї u(P ) i
du(P )

d~n
вiд точки M0

на S не залежать. Отже, iнтеграл (4.56) можна диференцiювати за x, y, z, як
за параметрами, необмежену кiлькiсть разiв.

Зауважимо: якщо функцiя u (x, y, z) гармонiчна в D, але u /∈ C1(D̄), то
наслiдок все одно залишається справедливим. Для цього за поверхню S у
(4.56) достатньо взяти поверхню, яка обмежує область D1 � M0 i повнiстю
мiститься в D.

Iз наслiдку випливає справедливiсть такого твердження: якщо функ-
цiя u (x, y, z) гармонiчна в областi D, то будь-яка її похiдна вигляду
∂n1+n2+n3u(x, y, z)

∂xn1∂yn2∂zn3
також буде гармонiчною в цiй областi.

Теорема 4.10. (про середнє значення). Якщо функцiя u (x, y, z) гармо-
нiчна в D, а M0 — деяка внутрiшня точка областi D, то значення гармо-
нiчної функцiї в точцi M0 рiвне середньому значенню цiєї функцiї на довiль-
нiй сферi Sa(M0) радiуса a iз центром у M0, якщо сфера Sa(M0) не виходить
за межi D, тобто

u(M0) =
1

4πa2

∫∫
Sa(M0)

u(P ) ds. (4.57)
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Доведення. Застосовуємо формулу (4.56) до сфери Sa(M0). Маємо

u(M0) =
1

4π

∫∫
Sa(M0)

[
1

rPM0

∂ u(P )

∂ ~n
− u(P )

∂

∂~n

(
1

rPM0

)]
ds. (4.58)

Беручи до уваги, що на сферi Sa(M0)

(rPM0
)−1 = a−1,

∂

∂~n

(
1

rPM0

)∣∣∣∣
Sa(M0)

=
∂

∂r

(
1

r

) ∣∣∣∣
r=a

= − 1

a2
,

∫∫
Sa(M0)

∂ u

∂ ~n
ds = 0,

з (4.58) одразу дiстаємо формулу (4.57).
Теорему доведено.

♦ Зауваження 4.3. У випадку двовимiрного простору формула (4.52) має вигляд

Bu(M0) =

∫
C

[
1

rPM0

∂u(P )

∂~n
− u(P )

∂

∂~n

(
ln

1

rPM0

)]
dl−

−
∫∫
S

∆u(P ) ln
1

rPM0

dxdy,

де C — крива, що обмежує область S, а

B =



2π, якщо M0 є внутрiшньою точкоюS,

π, якщо M0 ∈ C,

0, якщо M0 ∈ E2\S̄,

Основна формула теорiї гармонiчних функцiй (4.56) запишеться у виглядi

Bu(M0) =

∫
C

[
1

rPM0

∂u(P )

∂~n
− u(P )

∂

∂~n

(
ln

1

rPM0

)]
dl,

звiдки випливає справедливiсть теореми 4.10 про середнє значення

u(M0) =
1

2π a

∫
Ca

uds,

де Ca — коло радiуса a з центром в точцi M0.
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4.10 Теореми Гарнака про послiдовностi гармонiчних функцiй
та теорема Лiувiля

Розглядатимемо двовимiрний простiр.

Теорема 4.11. (перша теорема Гарнака). Якщо послiдовнiсть функцiй
{um(x, y)}, гармонiчних в обмеженiй областi D i неперервних у D̄ = D∪S,
збiгається рiвномiрно на краю S, то вона рiвномiрно збiгається всюди в D
i в цiй областi гранична функцiя буде гармонiчною.

Доведення. Рiвномiрну збiжнiсть послiдовностi гармонiчних функцiй
{um(x, y)} в областi D доведено в п. 4.5.

Покажемо, що гранична функцiя буде гармонiчною в D. Для цього в об-
ластi D розглянемо довiльну точку Q i побудуємо круг KR(Q) iз центром в
точцi Q такого радiуса R, щоб KR(Q) цiлком належав D.

У цьому крузi кожну з гармонiчних функцiй um(M) (M — змiнна точка)
представимо у виглядi iнтеграла Пуассона

um(M) =
1

2π

2π∫
0

fm(ψ)
R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2ρR cos(ψ − ϕ)
dϕ, (4.59)

де fm(ψ) — значення гармонiчної функцiї um(M) на краю круга KR(Q).
Унаслiдок рiвномiрної збiжностi послiдовностей {um(M)} i {fm(ψ)} в об-

ластi D, в рiвностi (4.59) можна перейти до границi в обох частинах. Позна-
чаючи граничнi функцiї через u (M) i f (ψ) вiдповiдно, дiстаємо

u (M) =
1

2π

2π∫
0

f (ψ)
R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(ψ − ϕ)
dψ.

Права частина останньої рiвностi є гармонiчною функцiєю, отже , i u (M)
є гармонiчною в KR(Q). Унаслiдок довiльностi точки Q функцiя u(M) є гар-
монiчною всюди в областi D.

Теорему доведено.

Теорема 4.12. (друга теорема Гарнака). Якщо послiдовнiсть гармонiч-
них в областi D функцiй {um(M)} збiгається в деякiй внутрiшнiй точцi A
цiєї областi й для довiльних m та точки M ∈ D

um+1(M) ≥ um(M),

то послiдовнiсть {um(M)} всюди в областi D збiгається до деякої гармо-
нiчної функцiї u(M), причому в усякiй замкнутiй областi D̄1 ⊂ D ця збiж-
нiсть буде рiвномiрною.
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Доведення. Спочатку покажемо, що наша послiдовнiсть збiгається рiвно-
мiрно в усякому крузi K1 радiуса R iз центром у точцi A, якщо вiн разом iз
краєм належить D.

Згiдно з умовою теореми для довiльного цiлого p > 0

vm,p(M) = um+p(M)− um(M) ≥ 0.

Розглянемо круг K∗1 iз центром у точцi A i радiусом R + ε (рис. 4.7), де
ε > 0 таке, що K̄∗1 ⊂ D. У крузi K∗1 гармонiчнi функцiї vm,p (M) представимо
у виглядi iнтеграла Пуассона

vm,p(M) =
1

2π

2π∫
0

vm,p(R + ε, ψ)

[
(R + ε)2 − ρ2

]
dψ

(R + ε)2 + ρ2 − 2(R + ε)ρ cos(ψ − ϕ)
. (4.60)

Рис. 4.7:

Оскiльки −1 ≤ cos(ψ − ϕ) ≤ 1, то

R + ε− ρ
R + ε+ ρ

≤ (R + ε)2 − ρ2

(R + ε)2 + ρ2 − 2 (R + ε) ρ cos(ψ − ϕ)
≤ R + ε+ ρ

R + ε− ρ
,

а отже, з (4.60) маємо

1

2π

R + ε− ρ
R + ε+ ρ

2π∫
0

vm,p (R + ε, ψ) dψ ≤ um,p(M) ≤

≤ 1

2π

R + ε+ ρ

R + ε− ρ

2π∫
0

vm,p(R + ε, ψ)dψ.
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На пiдставi теореми про середнє значення

1

2π

2π∫
0

vm,p(R + ε, ψ)dψ = um,p(0, ψ) = um,p(A).

Таким чином, попередня нерiвнiсть запишеться у виглядi

R + ε− ρ
R + ε+ ρ

vm,p(A) ≤ vm,p(M) ≤ R + ε+ ρ

R + ε− ρ
vm,p(A). (4.61)

Iз нерiвностей (4.61) випливає рiвномiрна збiжнiсть послiдовностi {um(M)} у
крузi K̄1, якщо вона збiгається в точцi A. Згiдно з першою теоремою Гарнака
гранична функцiя буде гармонiчною в K1.

Доведемо збiжнiсть послiдовностi гармонiчних функцiй у довiльнiй внут-
рiшнiй точцi B областi D. Для цього сполучимо цю точку з точкою A ламаної
l, яка складається зi скiнченного числа вiдрiзкiв i повнiстю лежить усерединi
областiD. Ламана l разом iз точками A i B є замкненою множиною. Оскiльки
l не має спiльних точок iз краєм S, то через δ позначимо вiдстань вiд краю
S до ламаної l:

δ = inf rM ′P M ′ ∈ l, P ∈ S.

Очевидно, δ є замкненою множиною.
Вiзьмемо на перетинi ламаної l iз кругом K1 точку A1 i навколо неї, як

iз центра, опишемо круг K2 радiусом δ/2. Згiдно з нашими мiркуваннями
круг K̄2 ∈ D, а отже послiдовнiсть {um} у крузi K̄2 збiгається рiвномiрно
до гармонiчної функцiї. Повторюючи мiркування через скiнчену кiлькiсть
крокiв, доведемо рiвномiрну збiжнiсть послiдовностi гармонiчних функцiй
{um(M)} у крузi радiуса δ/2 iз центром в точцi B. Унаслiдок довiльностi
точки B звiдси випливає, що послiдовнiсть гармонiчних функцiй {um(M)}
рiвномiрно збiгається до гармонiчної функцiї в довiльному крузi K, який
мiститься разом iз краєм в областi D.

Згiдно з теоремою Гейне–Бореля, довiльну замкнену область D̄1, яка ра-
зом iз своїм краєм знаходиться всерединi oбластi D, можемо покрити скiн-
ченним числом кругiв, якi цiлком належать D.

За доведеним, у всiх цих кругах розглядувана послiдовнiсть {um(M)} збi-
гається рiвномiрно, а отже, вона збiгається рiвномiрно й в областi D̄1, причо-
му гранична функцiя буде гармонiчною в D.

Теорема 4.13. (Лiувiля). Гармонiчна на всiй площинi функцiя u (x, y) не
може бути обмеженою зверху або знизу, якщо вона не стала.

Доведення. Нехай гармонiчна функцiя на всiй площинi u (x, y) ≥ A = const.
Тодi функцiя v (x, y) = u (x, y)− A ≥ 0 також гаpмонiчною на всiй площинi.
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Позначимо через Q (x, y) довiльну точку площини й проведемо круг K iз
центром у початку координат такого радiуса R, щоб точка Q була внутрiш-
ньою для цього круга. Внаслiдок гармонiчностi функцiї v (x, y) представимо
її в крузi K за допомогою iнтеграла Пуассона:

v(Q) =
1

2π

2π∫
0

v(R,ψ)
R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(ψ − ϕ)
dψ. (4.62)

Згiдно з (4.61) iз (4.62) дiстанемо

R− ρ
R + ρ

v(0, 0) ≤ v(Q) ≤ R + ρ

R− ρ
v(0, 0).

Перейшовши в останнiх нерiвностях до границi, коли R→∞, матимемо

v (0, 0) ≤ v(Q) ≤ v(0, 0),

тобто v (Q) = v (0, 0). Унаслiдок довiльностi точки Q звiдси випливає, що
u (Q) = v (Q) + A = v (0, 0) + A є сталою на всiй площинi.

Теорему доведено.

4.11 Функцiя Грiна оператора Лапласа

Нехай в тривимiрному просторi задано обмежену поверхнею S область
D. Припустимо, що функцiя u (M0), M0 = M0 (x, y, z), гармонiчна в D i на-
лежить класу C1(D̄). Тодi, як було показано в п. 4.9, справедлива основна
формула теорiї гармонiчних функцiй

u(M0) =
1

4π

∫∫
S

[
1

rPM0

∂ u(P )

∂ ~n
− u(P )

∂

∂ ~n

(
1

rPM0

)]
ds. (4.63)

Нехай вiдома функцiя g (P,M0), яка має такi двi властивостi:
1) як функцiя змiнної точки P вона є гармонiчною в областi D i нале-

жить класу C1
(
D̄
)
;

2) на поверхнi S функцiя g (P,M0) набуває граничних значень
− (4πrPM0

)−1.
Застосовуючи другу формулу Грiна (4.49) до гармонiчних функцiй u (P )

i g (P,M0), дiстаємо∫∫
S

[
u (P )

∂ g(P,M0)

∂ ~n
− g(P,M0)

∂ u(P )

∂ ~n

]
ds = 0.
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Беручи до уваги граничнi значення для функцiї g (P,M0), з останньої
рiвностi матимемо∫∫

S

[
u(P )

∂ g(P,M0)

∂ ~n
+

1

4πrPM0

∂ u(P )

∂ ~n

]
ds = 0.

Вiднявши дану рiвнiсть iз (4.63), дiстанемо

u(M0) = −
∫∫
S

u(P )
∂

∂ ~n

[
1

4πrPM0

+ g(P,M0)

]
ds. (4.64)

Покладемо
G (P,M0) =

1

4πrPM0

+ g(P,M0). (4.65)

I Означення 4.2. Функцiя G (P,M0) називається функцiєю Грiна зада-
чi Дiрiхле для рiвняння Лапласа, якщо вона задовольняє такi умови:

1) як функцiя точки P є гармонiчною в областi D, за винятком точки
M0, де вона перетворюється в нескiнченнiсть;

2) задовольняє крайову умову

G (P,M0) |S = 0; (4.66)

3) в областi D допускає вигляд (4.65), де g (P,M0) — гармонiчна функцiя
всюди в областi D.

Побудова функцiї Грiна зводиться до вiдшукання її регулярної частини
g (P,M0), яка визначається iз задачi Дiрiхле

∆ g(P,M0) = 0, g(P,M0) |S = − 1

4πrPM0

, M0 ∈ D. (4.67)

Згiдно з формулою (4.64), розв’язок внутрiшньої задачi Дiрiхле

∆u(M0) = 0, u(P ) |S = f(P ), M0 ∈ D, P ∈ S, (4.68)

якщо вiн iснує, подається у виглядi

u(M0) = −
∫∫
S

f(P )
∂ G(P,M0)

∂ ~n
ds. (4.69)

Якщо задано задачу Дiрiхле для рiвняння Пуассона

∆u(M0) = ϕ(M0), M0 ∈ D,

u(P ) |S = f(P ), P ∈ S,
(4.70)
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причому u ∈ C2(D) ∩ C1(D̄), то, поклавши у (4.52) замiсть − (4πrPM0
)−1

функцiю Грiна та врахувавши (4.66) i (4.70), дiстанемо

u (M0) = −
∫∫
S

f(P )
∂ G(P,M0)

∂ ~n
ds−

∫∫∫
D

ϕ(P )G(P,M0)dP. (4.71)

Виводячи формули (4.69) i (4.71), ми вважали, що шуканi розв’язки вiд-
повiдних задач Дiрiхле (4.68) та (4.70) належать класу C2 (D) ∩ C1

(
D̄
)
.

О.М.Ляпунов показав, що формули (4.69) та (4.71) представляють розв’яз-
ки задач Дiрiхле (4.68), (4.70) вiдповiдно i в класi функцiй C2 (D) ∩ C1

(
D̄
)
,

якщо поверхня S областi D задовольняє наступнi умови:

1) в кожнiй точцi поверхнi S iснує дотична площина;

2) iснує таке число d > 0, одне й те саме для всiх точок поверхнi, що якщо
P — довiльна точка S, то довiльна сфера з центром у точцi P i радiусом
d або меншим дiлить S на двi частини, одна з яких мiститься всерединi
сфери, а iнша — поза нею, й прямi, паралельнi нормалi до S в точцi P ,
перетинають частину S, яка знаходиться у сферi, не бiльше, нiж в однiй
точцi;

3) якщо θ — гострий кут, утворений нормалями до поверхнi S у двох її
точках P1 i P2, а r1,2 — вiдстань мiж цими точками, то iснують два додатнi
числа a i α (0 < α ≤ 1), незалежнi вiд вибору точок P1 i P2 таких, що
справедлива нерiвнiсть θ ≤ arα1,2 за довiльних положень P1 i P2 на S.

Поверхня, яка задовольняє наведенi три умови, називається поверхнею
Ляпунова.

Зазначимо, що умова 1) означення поверхнi Ляпунова дає змогу в кожнiй
точцi P ∈ S побудувати мiсцеву прямокутну систему координат Pxyz, тобто
таку систему, в якiй точка P є початком координат, дотична площина до
поверхнi S в точцi P є площиною xPy, а нормаль до поверхнi в точцi P
збiгається з вiссю Pz.

Умова 2) показує, що в цiй мiсцевiй системi координат рiвняння частини
поверхнi S, яка мiститься у внутрiшнiй частинi сфери Cd(P ) iз центром у
точцi P i радiусом d, набирає вигляду ς = ω (ξ, η), де (ξ, η, ζ) — змiнна точка
поверхнi S.

Iз умови 3) випливає, що частиннi похiднi ωξ i ωη, iснування яких забез-
печується умовою 1), є неперервними функцiями ξ i η.

Розглянемо деякi властивостi функцiї Грiна.
1. Функцiя Грiна G (P,M0) невiд’ємна в областi D.
Справдi, згiдно з означенням функцiя Грiна на краю S областiD рiвна ну-

лю. Оскiльки lim
P→M0

G (P,M0) = +∞, то на поверхнi сфери Cε (M0) достатньо

малого радiуса ε iз центром в точцiM0 функцiя Грiна функцiя G (P,M0) > 0.
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Таким чином, на краю S ∪ Cε (M0) функцiя G (P,M0) ≥ 0, отже, внаслi-
док принципу максимуму G (P,M0) ≥ 0 всюди в областi D\Kε (M0), де
Kε (M0) — куля радiуса ε iз центром M0. Звiдси можемо зробити висновок,
що G (P,M0) ≥ 0 всюди в D̄.

Оскiльки g (P,M0)|S = − (4πrP,M0
)−1, i вона є гармонiчною в D, то

g (P,M0) < 0 всюди в D̄. Отже, з (4.65) маємо

0 < G (P,M0) <
1

4π rPMo
, P ∈ D. (4.72)

2. Функцiя Грiна G(P,M0) симетрична вiдносно точок P i M0, тобто

G (P,M0) = G (M0, P ) . (4.73)

Для доведення цiєї властивостi розглянемо область
Dε = D\Kε (P ) ∪Kε (M0) , де Kε (M0) i Kε (P ) — кулi досить малого радiуса
ε iз центрами в точках P i M0 вiдповiдно (рис. 4.8).

Рис. 4.8:

Функцiї G (Q,M0) i G (Q,P ) гармонiчнi в областi Dε. Застосувавши до
них в цiй областi другу формулу Грiна (4.49) та врахувавши, що
G (Q,M0) = G (Q,P ) = 0 при Q ∈ S, матимемо∫∫

Cε(P )

[
G(Q,P )

∂ G(Q,M0)

∂ ~n
−G(Q,M0)

∂ G(Q,P )

∂ ~n

]
ds+

+

∫∫
Cε(M0)

[
G(Q,P )

∂ G(Q,M0)

∂ ~n
−G(Q,M0)

∂ G(Q,P )

∂ ~n

]
ds = 0,

(4.74)
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де Cε (P ) i Cε (M0) — сфери радiусами ε iз центрами в точках P i M0 вiдпо-
вiдно.

Беручи до уваги , що

G (Q,P ) = (4πRQP )−1 + g (Q,P ) , G (Q,M0) = (4πRQM0
)−1 + g (Q,M0) ,

де g (Q,P ) i g (Q,M0) — гармонiчнi функцiї, з (4.74) дiстанемо

1

4π

∫∫
Cε(P )

[
1

rQP

∂ G(Q,M0)

∂ ~n
−G(Q,M0)

∂

∂ ~n

(
1

rQP

)]
ds+

+

∫∫
Cε(P )

[
g(Q,P )

∂ G(Q,M0)

∂ ~n
−G(Q,M0)

∂ g(Q,P )

∂ ~n

]
ds =

=
1

4π

∫∫
Cε(M0)

[
1

rQM0

∂ G(Q,P )

∂ ~n
−G(Q,P )

∂

∂ ~n

(
1

rQM0

)]
ds+

+

∫∫
Cε(M0)

[
g(Q,M0)

∂ G(Q,P )

∂ ~n
−G(Q,P )

∂ g(Q,M0)

∂ ~n

]
ds.

Застосувавши до перших поверхневих iнтегралiв у лiвiй i правiй частинах
останньої рiвностi основну формулу теорiї гармонiчних функцiй (4.56) , а до
других iнтегралiв — другу формулу Грiна (4.49) , матимемо

G (P,M0) = G (M0, P ) ,

i симетричнiсть доведено.
♦ Зауваження 4.4. У випадку площини функцiя Грiна має вигляд

G (P,M0) =
1

2π
ln

1

rPM0

+ g(P,M0), M0 = M0(x, y).

4.12 Iнтегрування задачi Дiрiхле для кулi.
Формула Пуассона

У тривимiрному просторi розглянемо кулю KR радiусом R iз центром
у початку координат i розв’яжемо таку задачу: знайти функцiю u (x, y, z),
гармонiчну в кулi KR i неперервну в K̄R = KR ∪ S, якщо на поверхнi S цiєї
кулi вона набуває наперед заданих неперервних значень f (ξ, η, ς).

Спочатку явно побудуємо функцiю Грiна для нашої задачi, а тодi пока-
жемо, що гармонiчна функцiя u (x, y, z), яка визначається формулою (4.69),
задовольняє рiвняння та крайову умову в (4.68) (рис. 4.9).
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Рис. 4.9:

Для цього в кулi KR вiзьмемо довiльну внутрiшню точку M (x, y, z) i
позначимо через ρ вiдстань цiєї точки вiд початку координат O. Через центр
кулi O i точку M у напрямi M проведемо пряму й на нiй вiдкладемо такий
вiдрiзок OM1, щоб

ρρ1 = R2, ρ1 = |OM1| . (4.75)

Перетворення (4.75), яке ставить у вiдповiднiсть точцi M цiлком певну
точку M1, називається перетворенням обернених радiусiв (перетворенням
iнверсiї вiдносно сфери S), а сама точкаM1 називається спряженою з точкою
M .

Вiзьмемо тепер деяку точку P (ξ, η, ς) i позначимо через rPM i rPM1
вiд-

станi цiєї точки до точок M i M1 вiдповiдно. Знайдемо спiввiдношення мiж
rPM i rPM1

, коли точка P знаходиться на поверхнi сфери S. З цiєю метою
розглянемо трикутники OPM i OPM1. Вони подiбнi, оскiльки кут при вер-
шинi O є спiльним, а сторони, якi утворюють цей кут, пропорцiйнi внаслiдок
(4.75):

ρ1

R
=
R

ρ
.

Iз подiбностi трикутникiв випливає, що
rPM
rPM1

=
ρ

R
, або

1

rPM
=

R

ρ rPM1

. (4.76)

Отже, (4.76) є шуканим спiввiдношенням мiж rPM i rPM1
.

Покажемо тепер, що функцiя Грiна для кулi має вигляд

G (P,M) =
1

4π rPM
− 1

4π

R

ρ rPM1

. (4.77)

Справдi, функцiя G (P,M) як функцiя точки P є гармонiчною в кулi KR,
за винятком точки M , де вона перетворюється в нескiнченнiсть. На поверхнi
сфери S внаслiдок (4.76) вона перетворюється в нуль.
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Таким чином, побудована функцiя (4.77) задовольняє всi умови означення
функцiї Грiна задачi Дiрiхле. Пiдставивши (4.77) у формулу (4.69), дiстанемо

u (M) = −
∫∫
S

1

4π
f(P )

∂

(
1

rPM
− R

ρ rPM1

)
∂ ~n

ds. (4.78)

Обчислимо похiдну 4π
∂G(P,M)

∂~n
, де ~n — зовнiшня нормаль до сфери S.

Маємо

∂

∂ ~n

(
1

rPM

)
=

=
∂ (rPM)−1

∂ ξ
cos(~n, ξ) +

∂ (rPM)−1

∂ η
cos(~n, η) +

∂ (rPM)−1

∂ ς
cos(~n, ς) =

= − 1

r2
PM

[
ξ − x
rPM

cos(~n, ξ) +
η − y
rPM

cos(~n, η) +
ς − z
rPM

cos(~n, ς)

]
=

= − 1

r2
PM

[cos(rPM , ξ) cos(~n, ξ) + cos(rPM , η) cos(~n, η)+

+ cos(rPM , ς) cos(~n, ς)] = − 1

r2
PM

cos(rPM , ~n).

Аналогiчно
∂

∂~n
(rPM1

)−1 = −(rPM1
)−2 cos(rPM1

, ~n). Отже,

4π
∂ G(P,M)

∂ ~n
= − 1

r2
PM

cos(rPM , ~n) +
R

ρ r−2
PM1

cos(rPM1
, ~n), P ∈ S. (4.79)

Iз трикутникiв OPM i OPM1 , коли P ∈ S, дiстаємо

ρ2 = R2 + r2
PM − 2RrPM cos (rPM , ~n) ,

ρ2
1 = R2 + r2

PM1
− 2RrPM cos (rPM1

, ~n) .

Визначивши звiдси cos (rPM , ~n) та cos (rPM1
, ~n) i пiдставивши їх у (4.79), ма-

тимемо

4π
∂ G(P,M)

∂ ~n
=
ρ2 −R2 − r2

PM

2Rr3
PM

+
R2 + r2

PM1
− ρ2

1

2ρ1r
3
PM1

.
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На пiдставi (4.75) i (4.76) rPM1
= ρ−1rPMR, ρ1 = ρ−1R2, а отже,

4π
∂ G(P,M)

∂ ~n
=

∂

∂ ~n

(
1

rPM
− R

ρ rPM1

)
=
ρ 2 −R2

2Rr3
PM

− 1

2RrPM
+

+
R2 + ρ −2(r2

PMR
2 −R4)

2ρ ρ−3r3
PMR

3
=
ρ2 −R2

Rr3
PM

, P ∈ S.

Пiдставивши добутий результат у (4.78), остаточно маємо

u (M) =
1

4πR

∫∫
S

R2 − ρ 2

r3
PM

f(P )ds. (4.80)

Формула (4.80) називається формулою Пуассона.
Переконаємося тепер: якщо функцiя f (P ) неперервна, то формула Пуас-

сона (4.80) дає розв’язок внутрiшньої задачi Дiрiхле для кулi. Для цього по-
трiбно показати, що функцiя u (M), визначена формулою (4.80), є гармонiч-
ною в KR, неперервною в замкнутiй кулi K̄R i набуває заданих неперервних
значень f (P ) на поверхнi сфери S, тобто

lim
M→P

u(M) = f (P ) , P ∈ S.

При цьому u (M) стає неперервною функцiєю в K̄R, якщо її вiдповiдним чи-
ном визначити на поверхнi S.

Маємо

∆u (M) =
1

4π R

∫∫
S

∆
R2 − ρ2

r3
PM

f(P )ds =

=
1

4π R

∫∫
S

{
∆
R2 + r2

PM − ρ 2

r3
PM

−∆
1

rPM

}
f(P )ds =

=
1

4π R

∫∫
S

(
−2R∆

∂

∂ ~n

1

rPM

)
f(P )ds =

= − 1

2π

∫∫
S

∂

∂ ~n

(
∆

1

rPM

)
f(P )ds ≡ 0,

отже, при ρ < R функцiя (4.80) є гармонiчною.
Вiзьмемо на поверхнi сфери S довiльну точку N i доведемо, що

lim
M→N

u (M) = f (N).
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Зазначимо, що формула (4.80) є справедливою при f (P ) ≡ 1. Унаслiдок
єдиностi розв’язку задачi Дiрiхле ∆u = 0, u|S = 1 дiстаємо

1 =
1

4π R

∫∫
S

R2 − ρ 2

r3
PM

ds.

Домножимо останню рiвнiсть на f (N) i результат вiднiмемо з формули (4.80).
Маємо

u(M)− f(N) =

∫∫
S

1

4π R
[f(P )− f(N)]

R2 − ρ2

r3
PM

ds. (4.81)

Побудуємо сферу з центром у точцi N i радiусом 2δ, де δ вибираємо таким
малим, щоб у всiх точках поверхнi S, якi потрапляють усередину цiєї сфери,
внаслiдок неперервностi функцiї f (P ), мала мiсце нерiвнiсть

|f (P )− f (N)| < ε

2
, (4.82)

де ε < 0 — довiльно задане мале число.
Позначимо через S1 частину поверхнi S, яка знаходиться всерединi сфери

радiусом 2δ з центром у точцi N (Рис. 4.10).

Рис. 4.10:
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Тодi (4.81) можна записати у виглядi

u (M)− f (N) =
1

4π R

∫∫
S1

[f(P )− f(N)]
R2 − ρ 2

r3
PM

ds+

+
1

4π R

∫∫
S\S1

[f(P )− f(N)]
R2 − ρ 2

r3
PM

ds.

(4.83)

Дамо оцiнку кожного доданка в правiй частинi рiвностi (4.83). Врахову-
ючи (4.82), дiстаємо∣∣∣∣∣∣∣

1

4π R

∫∫
S1

[f(P )− f(N)]
R2 − ρ 2

r3
PM

ds

∣∣∣∣∣∣∣ <
ε

8π R

∫∫
S1

R2 − ρ 2

r3
PM

ds ≤

≤ ε

8π R

∫∫
S

R2 − ρ 2

r3
PM

ds =
ε

2
.

(4.84)

Ця нерiвнiсть справедлива для довiльного положення точки M у кулi KR.
Дамо оцiнку другого доданка в (4.83). Для цього побудуємо сферу радiуса

δ iз центром у точцi N i припустимо, що, наближаючись до точки N , точка
M знаходиться всерединi цiєї сфери. Тодi rPM > δ при P ∈ S\S1.

Унаслiдок неперервностi функцiї f (P ) на сферi S iснує така скiнченна
стала K, що |f (P )| ≤ K.

Отже, ∣∣∣∣∣∣∣
1

4π R

∫∫
S\S1

[f(P )− f(N)]
R2 − ρ 2

r3
PM

ds

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
2K(R2 − ρ 2)R

δ 3
.

Коли M → N , то ρ→ R, i з останньої нерiвностi маємо∣∣∣∣∣∣∣
1

4π R

∫∫
S\S1

[f(P )− f(N)]
R2 − ρ 2

r3
PM

ds

∣∣∣∣∣∣∣ <
ε

2
. (4.85)

Iз рiвностi (4.83), враховуючи (4.84) i (4.85), дiстаємо

|u (M)− f (N)| < ε,

звiдки внаслiдок довiльностi ε < 0, випливає, що lim
M→P

u (M) = f (P ), P ∈ S.
Отже, формула Пуассона (4.80) є розв’язком внутрiшньої задачi Дiрiхле для
кулi, якщо функцiя f (P ) є неперервною на її краю S.
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Запишемо формулу Пуассона (4.80) у сферичнiй системi координат. Має-
мо (рис. 4.11)

ξ = R sin θ′ cosϕ′, η = R sin θ′ sinϕ′, ς = R cos θ′;

x = ρ sin θ cosϕ, y = ρ sin θ sinϕ, z = ρ cos θ.

Позначимо через γ кут мiж векторами ~OP i ~OM . Тодi

Рис. 4.11:

Rρ cos γ = Rρ (sin θ′ cosϕ′ sin θ cosϕ+ sin θ′ sinϕ′ sin θ sinϕ+ cos θ′ cos θ) ,

або
cos γ = cos θ′ cos θ + sin θ sin θ′ cos (ϕ′ − ϕ) . (4.86)

Iз курсу математичного аналiзу вiдомо, що

ds =
√
EG− Fdθ′dϕ′,

де

E =

(
∂ ξ

∂ θ′

)2

+

(
∂ η

∂ θ′

)2

+

(
∂ ς

∂ θ′

)2

,

G =

(
∂ ξ

∂ ϕ′

)2

+

(
∂ η

∂ ϕ′

)2

+

(
∂ ς

∂ ϕ′

)2

,

F =
∂ ξ

∂ θ′
∂ ξ

∂ ϕ′
+
∂ η

∂ θ′
∂ η

∂ ϕ′
+
∂ ς

∂ θ′
∂ ς

∂ ϕ′
.

Отже,
ds = R2 sin θ′dθ′dϕ′. (4.87)
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Беручи до уваги, що rPM =
√
R2 + ρ2 − 2Rρ cos γ, i пiдставляючи (4.87)

у (4.80), дiстаємо

u (ρ, θ, ϕ) =
R

4π

2π∫
0

π∫
0

f(θ′, ϕ′)
(R2 − ρ2) sin θ′dθ′dϕ′

(R2 + ρ2 − 2Rρ cos γ)
3
2

, (4.88)

де cos γ визначається за формулою (4.86), а

f (θ′, ϕ′) = f (R sin θ′ cosϕ′, R sin θ′ sinϕ′, R cos θ′ ) .

Розглянемо тепер зовнiшню задачу Дiрiхле для сфери: в областi
K∗R =

{
(x, y, z)| x2 + y2 + z2 > R

}
знайти гармонiчну функцiю u (x, y, z), не-

перервну в K̄∗R = K∗R ∪S, яка на сферi S : x2 + y2 + z2 = R2 набуває наперед
заданих неперервних значень f (P ).

Покажемо, що розв’язок поставленої задачi дається формулою Пуассона
(див. рис. 4.9)

u (M1) =
1

4πR

∫∫
S

f(P )
ρ 2

1 −R2

r3
PM1

ds. (4.89)

Справдi, як i для внутрiшньої задачi Дiрiхле, легко показати, що функцiя
u (M1), визначена за формулою (4.89), задовольняє рiвняння Лапласа.

Потрiбно ще довести, що u (M1) прямує до нуля рiвномiрно колиM →∞.
Очевидно, rPM1

> ρ1 −R.
Вiзьмемо тепер точку M1 настiльки вiддалену вiд початку координат O,

щоб ρ1 > 2R, тобто R < 0, 5ρ1, а тодi rPM1
> 0, 5ρ1. Звiдси

1

r3
PM1

<
8

ρ3
1

i
ρ 2

1 −R2

r3
PM1

<
8(ρ2

1 −R2)

ρ3
1

<
8

ρ1
.

Отже,

|u (M1)| ≤
1

ρ1

2

π R

∫∫
S

|f(P )| ds =
C

ρ1
,

де

C =
2

π R

∫∫
S

|f(P )| ds.

З останньої оцiнки бачимо, що u (M1) −−−→
ρ1→∞

0.

Аби довести, що u (M1) −−−−→
M1→N

f (N), запишемо iнтеграл Пуассона (4.89)

в сферичнiй системi координат:

u (ρ1, θ, ϕ) =
R

4π

2π∫
0

π∫
0

f(θ′ , ϕ′)
(ρ 2

1 −R2) sin θ′dθ′dϕ′

(R2 − 2Rρ 1 cos γ + ρ2
1)

3
2

, (4.90)
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де (ρ1, θ, ϕ) — сферичнi координати точки M1; γ = ∠M1OP .
Пiддамо точку M1 (ρ1, θ, ϕ) перетворенню iнверсiї (4.75) вiдносно сфери

S. Перетворена точка M1 (ρ1, θ, ϕ) лежатиме на прямiй OM1 усерединi кулi
на вiдстанi ρ вiд центра, причому ρ1 = R2ρ−1. Тодi (4.90) можна записати у
виглядi

u (ρ1, θ, ϕ) =
ρ

4 π

2π∫
0

π∫
0

f(θ′, ϕ′)
(R2 − ρ 2) sin θ′dθ′dϕ′

(R2 − 2Rρ cos γ + ρ2)
3
2

, (4.91)

при цьому ρ < R. Якщо точка M1 (ρ1, θ, ϕ) буде прямувати до довiльної точ-
ки N

(
R, θ̄, ϕ̄

)
на сферi S, то точка M (ρ, θ, ϕ) iз внутрiшньої частини кулi

KR буде прямувати до тiєї самої точки N
(
R, θ̄, ϕ̄

)
. Для внутрiшньої задачi

Дiрiхле ми показали, що

R

4π

2π∫
0

π∫
0

f(θ′, ϕ′)
(R2 − ρ2) sin θ′dθ′dϕ′

(R2 + ρ2 − 2Rρ cos γ)
3
2

→ f(N),

колиM → N . Але тодi права частина (4.91) також прямує до f (N), тому що
ρ→ R при M → N .

Отже, формула Пуассона (4.91) є розв’язком зовнiшньої задачi Дiрiхле
для сфери.

4.13 Деякi наслiдки формул Пуассона

• Розглянемо невiд’ємну в областi D гармонiчну функцiю u (M).
Опишемо з деякої внутрiшньої точки M0 (x0, y0, z0) сферу SR (M0) радiу-

сом R, яка повнiстю мiститься всерединi областi D. Позначимо через
M (x, y, z) довiльну внутрiшню точку кулi KR (M0):

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 < R2.

Оскiльки для довiльної точки M ∈ KR (M0) (рис. 4.12)

1

4π R

R− ρ
(R + ρ)2

≤ 1

4π R

R2 − ρ2

r3
PM

≤ 1

4π R

R + ρ

(R− ρ)2
, ρ = |M0M | ,

то з формули Пуассона (4.80) маємо

R(R− ρ)

(R + ρ)2

1

4π R2

∫∫
SR(M0)

u(P )ds ≤ u(M) ≤ R(R + ρ)

(R− ρ)2

1

4π R2

∫∫
SR(M0)

u(P )ds.

Застосовуючи теорему про середнє значення, дiстаємо нерiвнiсть Гарнака
для невiд’ємних гармонiчних функцiй

R(R− ρ)

(R + ρ)2
u(M0) ≤ u(M) ≤ R(R + ρ)

(R− ρ)2
u(M0). (4.92)
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Рис. 4.12:

Теорема 4.14. Функцiя, гармонiчна у всьому просторi, тотожно рiвна ну-
лю.

Доведення. Нехай u (M) — гармонiчна функцiя в усьому просторi. Побуду-
ємо сферу SR (0) довiльного радiуса R iз центром у початку координат. Тодi
на пiдставi формули Пуассона (4.80) маємо

u (M) =
1

4π R

∫∫
SR(0)

u(P )
R2 − ρ 2

r3
MP

ds. (4.93)

Оскiльки u (M) −−−−→
M→∞

0, то виберемо радiус R таким великим, щоб на
поверхнi сфери SR(0) |u (P )| < ε, де ε > 0 — довiльне як завгодно мале
число. Тодi з (4.93) дiстанемо

|u (M)| ≤ 1

4π R

∫∫
SR(0)

|u(P )| R
2 − ρ 2

r3
MP

ds <
ε

4π R

∫∫
SR(0)

R2 − ρ 2

r3
MP

ds = ε.

Унаслiдок довiльностi ε звiдси випливає, що u (M) = 0. Але точка M
також довiльна, отже u (M) ≡ 0 в усьому просторi.

Теорему доведено.
• Нехай у тривимiрному просторi задано область D, обмежену поверхнею

Σ. Через D∗ позначимо необмежену область, зовнiшню по вiдношенню до D.
Вважаємо, що початок координат належить областi D.
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Доведемо: якщо функцiя u (M1) гармонiчна в D∗, то для достатньо вiд-
далених вiд початку координат точок областi D∗ справедливi нерiвностi∣∣∣∣∂ u∂ x

∣∣∣∣ < A

ρ2
1

,

∣∣∣∣∂ u∂ y
∣∣∣∣ < A

ρ2
1

,

∣∣∣∣∂ u∂ z
∣∣∣∣ < A

ρ2
1

, (4.94)

де A — деяка стала; ρ1 — вiдстань точки M1 вiд початку координат.
Для доведення нерiвностей (4.94) опишемо сферу SR(0) iз центром в по-

чатку координат i такого радiуса R, щоб поверхня Σ лежала всерединi нашої
сфери.

Функцiя u (M1) гармонiчна в D∗, отже, вона буде гармонiчною i в областi
K̄∗ : x2 + y2 + z2 ≥ R2. Тодi в K̄∗ функцiю u (M1) можна представити за
допомогою формули Пуассона (4.89)

u (M1) =
1

4π R

∫∫
SR(0)

u(P )
ρ 2

1 −R2

r3
PM1

ds, (4.95)

де ρ1 = |OM1| =
√
x2 + y2 + z2.

Диференцiюючи (4.95), наприклад, за x, дiстаємо

∂ u

∂ x
=

1

4π R

∫∫
SR(0)

u(P )
∂

∂ x

(
ρ 2

1 −R2

r3
PM1

)
ds, (4.96)

де
∂

∂ x

(
ρ 2

1 −R2

r3
PM1

)
=

2x

r3
PM1

− 3(ρ 2
1 −R2)

r4
PM1

x− ξ
rPM1

.

Нехай точка M1 настiльки вiддалена вiд початку координат, що ρ1 > 2R.

Тодi з нерiвностi трикутника rPM1
> ρ1−R >

1

2
ρ1, тобто

1

rPM1

<
2

ρ1
. Оскiльки

|x| ≤ ρ1,
|x− ξ|
rPM1

≤ 1, то

∂

∂ x

(
ρ 2

1 −R2

r3
PM1

)
≤ 16

ρ 2
1

+
48

ρ2
1

=
64

ρ2
1

,

а отже, з (4.96) маємо∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣ < 1

4πR

∫∫
SR(0)

|u(P )| 64

ρ2
1

ds =
A

ρ2
1

,

де A =
16

πR

∫∫
SR(0)

|u(P )| ds.

Аналогiчно доводяться й решта оцiнок у (4.94).
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4.14 Друга крайова задача для рiвнянь елiптичного типу

В п. 4.8 було показано, що розв’язок внутрiшньої задачi Неймана (4.50),
(4.51) визначається з точнiстю до довiльної сталої. Стосовно зовнiшньої задачi
Неймана доведемо таку теорему.

Теорема 4.15. В класi функцiй C2(D∗)∩C1(D̄∗) розв’язок зовнiшньої задачi
Hеймана єдиний.

Доведення. Припустимо, що зовнiшня задача Неймана має два розв’яз-
ки u1(M) i u2(M). Тодi їх рiзниця u(M) = u1(M) − u2(M) є гармонiчною
функцiєю в D∗, i для неї виконуються умови

∂u

∂~n

∣∣∣∣
Σ

= 0, |u(M)| < A

ρ
. (4.97)

Побудуємо сферу SR(0) з центром у початку координат i такого радiуса R,
щоб поверхня Σ належала внутрiшнiй частинi сфери SR(0). Позначимо через
D1 область, обмежену поверхнями Σ i SR(0). Застосувавши першу формулу
Грiна (4.48) для гармонiчної функцiї u(M) до областi D1 i поклавши
v(M) = u(M), дiстанемо∫∫

SR(0)

u
∂u

∂~n
ds+

∫∫
Σ

u
∂u

∂~n
ds =

∫∫∫
D1

[
u2
x + u2

y + u2
z

]
dxdydz,

або внаслiдок (4.97)∫∫
SR(0)

u
∂u

∂~n
ds =

∫∫∫
D1

[
u2
x + u2

y + u2
z

]
dxdydz. (4.98)

Оскiльки u (M) є гармонiчною в D∗, то для неї справедливi оцiнки (4.94),
а отже , ∣∣∣∣∂u∂~n

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∂u∂x cos(~n, x) +
∂u

∂y
cos(~n, y) +

∂u

∂z
cos(~n, z)

∣∣∣∣ < 3A

R2

при M ∈ SR (0).
Таким чином, ∣∣∣∣∣∣∣

∫∫
SR(0)

u
∂u

∂~n
ds

∣∣∣∣∣∣∣ <
3A2

R3

∫∫
SR(0)

ds =
12πA2

R
.
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Але тодi з (4.98) за досить великих R маємо∫∫∫
D1

(
u2
x + u2

y + u2
z

)
dxdydz < ε

для довiльних як завгодно малих ε > 0, а це можливо тiльки за умови, що
ux = uy = uz = 0, тобто u (M) = const. Унаслiдок умови регулярностi на
нескiнченностi u (M) ≡ 0, а отже, u1 (M) ≡ u2 (M).

Теорему доведено.
В площинi xOy розглянемо внутрiшню задачу Неймана: в класi функцiй

C2 (D) ∩ C1
(
D̄
)
, D̄ = D ∪ S, знайти розв’язок крайової задачi

∆u (x, y) = 0,
∂u

∂~n

∣∣∣∣
S

= f(x, y), (x, y) ∈ S, (4.99)

де ~n — зовнiшня нормаль до краю S.
Вважаємо, що крива S має в кожнiй точцi скiнченну кривину.
Покажемо, що задачу (4.99) можна звести до внутрiшньої задачi Дiрiхле.

Справдi, побудуємо в D̄ функцiю v (x, y) так, щоб в областiD задовольнялись
умови Д’Аламбера-Ейлера:

vx (x, y) = uy (x, y) , vy (x, y) = −ux (x, y) . (4.100)

Очевидно, якщо u (x, y) — гармонiчна функцiя, то й v (x, y) є гармонiчною,
причому вона визначається з рiвнянь (4.100) з точнiстю до сталого доданка.

Нехай напрям ~n одержується поворотом проти годинникової стрiлки де-
якого напрямку~l на кут π/2. Тодi, беручи до уваги (4.100), дiстаємо (рис. 4.13)

∂u

∂~n
=
∂u

∂x
cos(~n, x) +

∂u

∂y
cos(~n, y) = −∂v

∂y
cos(~n, x)+

+
∂v

∂x
cos(~n, y) =

∂v

∂y
cos(~l, y) +

∂v

∂x
cos(~l, x) =

∂v(x, y)

∂~l
.

(4.101)

На краю S областi D зафiксуємо деяку точку A. Позначивши через ~n
нормаль до S в довiльнiй точцi B ∈ S, а через ~l — дотичну в цiй точцi,
внаслiдок рiвностi (4.101) матимемо∫

AB

∂u

∂~n
ds =

∫
AB

∂v

∂~l
ds =

∫
AB

[
∂v

∂x
cos(~l, x) +

∂v

∂y
cos(~l, y)

]
ds =

=

∫
AB

∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy =

∫
AB

du = v(B)− v(A).
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Рис. 4.13:

Таким чином, на пiдставi крайової умови в (4.99) дiстаємо

v (B) = v (A) +

∫
AB

f(x, y)ds. (4.102)

Оскiльки
∫
S

f(x, y)ds = 0, то рiвнiсть (4.102) визначає функцiю v (x, y)

на краю S областi D як всюди неперервну й однозначну функцiю. За вiдо-
мого значення гармонiчної функцiї v (x, y) на краю S однозначно визначимо
її i в областi D. Але тодi з рiвнянь (4.100) з точнiстю до сталого доданка
визначається розв’язок внутрiшньої задачi Неймана (4.99).

У випадку тривимiрного простору аналогiчнi побудови неможливi.

4.15 Розв’язки внутрiшньої та зовнiшньої задач Неймана для
кулi

Позначимо через KR кулю радiусом R iз центром у початку координат, тобто

KR = {(x, y, z)|x2 + y2 + z2 < R2},

а через KR
∗ — область

K∗R = {(x, y, z)|x2 + y2 + z2 > R2}.

Спочатку побудуємо розв’язок внутрiшньої задачi Неймана для кулi: в
класi функцiй C2(KR) ∩ C1(KR) знайти розв’язок другої крайової задачi

∆u(M) = 0,
∂u

∂~n

∣∣∣∣
ρ=R

= ϕ(P ), M = M(ρ, θ, ϕ), P = P (ρ, θ, ϕ), (4.103)

де ρ, θ, ϕ — сферичнi координати точки M .
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Для розв’язання задачi (4.103) доведемо таку властивiсть гармонiчних
функцiй у тривимiрному просторi: якщо функцiя є гармонiчною в деякiй
областi, яка мiстить початок координат, i , то гармонiчною буде й функ-
цiя

ν(M) =

ρ∫
0

u(ρ0, θ, ϕ)
dρ0

ρ0
. (4.104)

Справдi, використавши вираз оператора Лапласа у сферичних координа-
тах (4.14), дiстаємо

∆ν(M) =
1

ρ2

 ∂

∂ρ
[ρu(M)] +

ρ∫
0

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2u

∂ϕ2

]
dρ0

ρ0

 .

Оскiльки ∂
∂ρ [ρu]ρ=0 = 0, то

∂

∂ρ
[ρu(M)] =

ρ∫
0

∂2

∂ρ2
0

(ρ0u) dρ0 =

ρ∫
0

(
ρ0
∂2u

∂ρ2
0

+ 2
∂u

∂ρ0

)
dρ0 =

=

ρ∫
0

∂

∂ρ0

(
ρ0

2 ∂u

∂ρ0

)
dρ0

ρ0
.

Беручи до уваги останню рiвнiсть, маємо тодi функцiя ν(M), визначена фор-
мулою (4.104), є гармонiчною.

Покажемо тепер, що розв’язок внутрiшньої задачi Неймана для кулi (4.103)
можна записати у виглядi

u(ρ, θ, ϕ) = R

ρ∫
0

 1

4πR

∫∫
SR(0)

ϕ(P )
(R2 − ρ2

0) ds

(R2 + ρ2
0 − 2Rρ0 cos γ)

3/2

 dρ0

ρ0
, (4.105)

де SR(0) : ξ2 + η2 + ζ2 = R2.
Справдi, внаслiдок необхiдної умови розв’язностi другої крайової зада-

чi
∫∫

SR(0)

ϕ(P ) ds = 0, отже, iнтеграл Пуассона у фiгурних дужках формули

(4.105) у початку координат дорiвнює нулю, а тому на пiдставi доведеної
властивостi функцiя (4.105) буде гармонiчною в кулi KR.

Очевидно, що ця функцiя є неперервною в KR, а на сферi SR(0)

∂u

∂~n

∣∣∣∣
ρ=R

=
∂u

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=R

=
1

4πR

∫∫
SR(0)

ϕ(P )
(R2 − ρ2) ds

(R2 + ρ2 − 2Rρ cos γ)3/2

∣∣∣∣∣
ρ=R

= ϕ(R).
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Таким чином, функцiя u(ρ, η, ϕ), визначена формулою (4.105), є розв’яз-
ком внутрiшньої задачi Неймана.

Аналогiчно, враховуючи поведiнку гармонiчної функцiї на нескiнченностi,
дiстаємо розв’язок зовнiшньої задачi Неймана для областi K∗R за крайової
функцiї ϕ(P ) у виглядi

u(ρ1, θ, ϕ) =

= −R
ρ1∫

−∞

 1

4πR

∫∫
SR(0)

ϕ(P )
(ρ2

0 −R2) ds

(R2 + ρ2
0 − 2Rρ0 cos γ)

3/2

 dρ0

ρ0
, (4.106)

де точка M1(ρ1, θ, ϕ) ∈ K∗R.
Формули (4.105), i (4.106) можна представити у простiшому виглядi. Так

у випадку внутрiшньої крайової задачi
∫∫

SR(0)

ϕ(P ) ds = 0, i формула (4.105)

запишеться так:
u(ρ, θ, ϕ) =

=
1

4π

ρ∫
0


∫∫
SR(0)

ϕ(P )

[
(R2 − ρ2

0)

(R2 + ρ2
0 − 2Rρ0 cos γ)

3/2
− 1

R

]
ds

 dρ0

ρ0
=

=
1

4π

∫∫
SR(0)

ϕ(P )


ρ∫

0

[
(R2 − ρ2

0)

(R2 + ρ2
0 − 2Rρ0 cos γ)

3/2
− 1

R

]
dρ0

ρ0

 ds. (4.107)

Нехай F (ρ1) = (R2 + ρ2
0 − 2Rρ0 cos γ)

1/2. Тодi маємо

2ρ0
dF (ρ0)

dρ0
= 2ρ0

ρ0 −R cos γ

F (ρ0)
= F (ρ0)−

R2 − ρ2
0

F (ρ0)
,

тобто
R2 − ρ2

0

[F (ρ2
0)]

3 =
1

F (ρ0)
− 2ρ0

1

[F (ρ0)]2
∂F (ρ0)

∂ρ0
=

=
1

F (ρ0)
+ 2ρ0

∂

∂ρ0

(
1

F (ρ0)

)
.

Отже,

J =

ρ∫
0

[
R2 − ρ2

0

[F (ρ0)]3
− 1

R

]
dρ0

ρ0
=

ρ∫
0

[
1

F (ρ0)
+ 2ρ0

∂

∂ρ0

(
1

F (ρ0)

)
− 1

R

]
dρ0

ρ0
=

ρ∫
0

(
1

F (ρ0)
− 1

R

)
dρ0

ρ0
+ 2

(
1

F (ρ)
− 1

R

)
.
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Оскiльки

(
1

F (ρ0)
− 1

R

)
dρ0

ρ0
=

 1

ρ0

(
1 +

(
R
ρ0

)2

− 2R
ρ0

cos γ

)1/2
− 1

R

 dρ0

ρ0
=

= −
(

1

(1 + x2 − 2x cos γ)1/2
− 1

x

)
dx

R
,

де x = R/ρ0, а∫
dx

(1 + x2 − 2x cos γ)1/2
= ln

∣∣∣x− cos γ +
√

1 + x2 − 2x cos γ
∣∣∣+ const,

то
J = 2

(
1

F (ρ0)
− 1

R

)
− 1

R
ln(R− ρ cos γ + F (ρ)) +

ln 2R

R
.

Пiдставляючи знайдений iнтеграл у (4.107) i враховуючи, що∫∫
SR(0)

ϕ(P ) ds = 0, дiстаємо розв’язок внутрiшньої задачi Неймана у виглядi

u(ρ, θ, ϕ) =
1

4π

∫∫
SR(0)

ϕ(P )[2(R2 + ρ2 − 2Rρ cos γ)1/2−

− 1

R
ln(R− ρ cos γ + (R2 + ρ2 − 2Rρ cos γ)1/2)] ds. (4.108)

Аналогiчно, змiнюючи порядок iнтегрування у формулi (4.106), розв’язок
зовнiшньої задачi Неймана для сфери запишемо так:

u(ρ1, θ, ϕ) =
1

4π

∫∫
SR(0)

[2(R2 + ρ2
1 − 2Rρ1 cos γ)1/2 − 1

R
ln([R− ρ1 cos γ+

+(R2 + ρ2
1 − 2Rρ1 cos γ)1/2]ρ−1

1 (1− cos γ)−1)]ϕ(P )ds.

4.16 Потенцiал об’єму простого й подвiйного шарiв.
Основнi означення

Одним iз важливих роздiлiв математичної фiзики є теорiя потенцiалу,
яка дiстала розвиток iсторично досить рано. Вона має важливе значення з
погляду фiзичних застосувань та розвитку методiв розв’язання крайових за-
дач теорiї рiвнянь елiптичного типу.
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Важливу роль у розвитку теорiї потенцiалу й дослiдженнi крайових задач
для рiвнянь Лапласа вiдiграла праця О. М. Ляпунова "Про деякi питання,
пов’язанi iз задачею Дiрiхле"(1898). У данiй темi буде використано низку
результатiв цiєї роботи.

Нехай у деякiй точцi A(a, b, c) тривимiрного простору мiститься елект-
ричний (або магнiтний) заряд q. Тодi на пiдставi закону Кулона цей заряд
створює електростатичне поле, напруга якого ~E в довiльнiй точцi M(x, y, z),
вiдмiнний вiд A(a, b, c), становить

~E = kq
~r

r3

або в проекцiях

Ex = kq
x− a
r3

, Ey = kq
y − b
r3

, Ez = kq
z − c
r3

, (4.109)

де ~r = ~AM ; r = | ~AM |; k — коефiцiєнт пропорцiйностi, що залежить вiд
вибраної системи одиниць. Для простоти вважатимемо, що k = 1.

Неважко бачити, що правi частини формули (4.109) дорiвнюють iз проти-
лежним знаком частинним похiдним вiд функцiї

u(M) =
q

r
+ C1, C1 = const (4.110)

за x, y i z вiдповiдно. Ця функцiя називається потенцiалом електростатич-
ного поля. Вважається, що в (4.110) C1 = 0, щоб u(M)→ 0 при M →∞.

Таким чином, точковий заряд q створює потенцiал

u(M) =
q

r
=

q√
(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2

. (4.111)

Оскiльки за кiлькох точкових зарядiв потенцiали, створенi ними, додаю-
ться, то потенцiали, створенi неперервно розподiленими зарядами, обчислю-
ються у виглядi границi суми, тобто у виглядi iнтеграла.

Нехай заряд розподiлений в об’ємi T з об’ємною густиною f(M). Тодi
потенцiал, створений цим зарядом,

u(M) =

∫∫∫
T

f(N)

r
dτ, r = | ~MN |, N = N(ξ, η, ζ). (4.112)

Права частина формули (4.112) називається об’ємним потенцiалом.
Якщо заряд розподiлений по поверхнi S iз поверхневою густиною ψ(N),

то потенцiал, створений цим зарядом

ν(M) =

∫∫
T

ψ(N)

r
ds, (4.113)
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де r — вiдстань вiд точки M до змiнної точки N на поверхнi S.
Права частина (4.113) називається потенцiалом простого шару.
Припустимо тепер, що два точкових заряди q i −q (рис. 4.14), якi знахо-

дяться на осi l на вiдстанi h, прямують до точки A, причому напрям вiд q до
−q весь час збiгається з додатним напрямом осi l. Тодi потенцiал у довiльнiй
точцi, крiм A, є рiзницею двох величин, якi намагаються стати рiвними одна
однiй; тому цей потенцiал прямує до нуля.

Рис. 4.14:

Якщо ж у процесi руху q змiнюється таким чином, що qh = p = const, то
границя потенцiалу становить

ω(M) = lim
h→0

(
1

r′
− 1

r′′

)
= lim

h→0
p

1/r
′ − 1/r

′′

h

= p
∂

∂~l

(
1

r

)
= p

cos( ~AM ,~l )

r2
. (4.114)

Граничне розмiщення зарядiв у фiзицi називають диполем, величину p —
моментом, а вiсь ~l — вiссю цього диполя. За допомогою точкових зарядiв
диполь може бути реалiзований тiльки наближено (два великих заряди на
малiй вiдстанi один вiд одного).

Нехай тепер дано орiєнтовну поверхню S, тобто таку, на якiй вказано
зовнiшнi й внутрiшнi сторони. Нехай на S розподiлений диполь iз густиною
µ(N), причому в кожнiй точцi N напрям осi диполя збiгається з напрямом
внутрiшньої нормалi до S у точцi N . Тодi потенцiал, створений диполем,

ω(M) =

∫∫
S

µ(N)
cos( ~NM ,~ni )

r2
ds, (4.115)

де вектор ~r напрямлений вiд N до M ; ~ni — внутрiшня нормаль до S.
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Цей iнтеграл називається потенцiалом подвiйного шару, оскiльки розгля-
дуваний розподiл диполя може бути наближено реалiзований як два накла-
денi на поверхню S розподiли зарядiв iз густиною h−1µ(N) −h−1µ(N) на
вiдстанi h (по нормалi до S) один вiд одного, якщо тiльки h досить мале.

Надалi вважатимемо, що вектор ~r напрямлений вiд точки M до N i нор-
маль до S братимемо зовнiшню. Тодi (4.115) можемо записати у виглядi

ω(M) = −
∫∫
S

µ(N)
∂

∂~n

(
1

r

)
dτ =

∫∫
S

µ(N)
cosϕ

r2
ds, (4.116)

де ϕ = (~r, ~n) — кут мiж зовнiшньою нормаллю й вектором ~r = ~MN .

4.17 Об’ємний потенцiал

Розглянемо потенцiал об’єму

ν(M) =

∫∫∫
T

f(N)

r
dτ, r = | ~MN |, (4.117)

де T — скiнченна область, обмежена поверхнею S; T = T ∪ S. Вважаємо,
що функцiя f(N) — обмежена й iнтегрована в T . Iнтеграл (4.117) є власним
iнтегралом, якщо точка M лежить поза T (r 6= 0). У цьому випадку функ-
цiя ν(M) неперервна й має частиннi похiднi всiх порядкiв. Цi похiднi можна
дiстати диференцiюванням пiд знаком iнтеграла, й ν(M) задовольняє рiвнян-
ня Лапласа ∆ν(M) = 0 поза T . Покажемо, що при M → ∞ у довiльному
напрямi функцiя прямує до нуля, так що

|ν(M)| < A/ρ1, A = const,

де ρ1 — вiдстань точки M вiд початку координат.
Розташуємо початок координат у серединi областi T (рис. 4.15).
Тодi MN ≥ OM − ON , або r ≥ ρ1 − ON . Позначимо через d дiаметр

областi T . Тодi r ≥ ρ1 − d. Вважатимемо, що точка M настiльки вiддалена
вiд початку координат, що ρ1 > 2d, тобто d < ρ1/2. Але тодi r ≥ 0, 5ρ1, або
r−1 ≥ 2ρ−1

1 . Ураховуючи дану нерiвнiсть, маємо формулу

|ν(M)| ≤
∫∫∫
T

|f(N)|dτ
r
<

2

ρ1

∫∫∫
T

|f(N)| dτ =
A

ρ1
,

де A = 2
∫∫∫
T

|f(N)| dτ .

Таким чином потенцiал об’єму є гармонiчною функцiєю поза областю T .
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Рис. 4.15:

Нехай тепер точка M ∈ T . Тодi iнтеграл (4.117) буде невласним. Унаслi-
док обмеженостi f(N) iнтеграл (4.117) збiгається, оскiльки |f(N)|r−1 < Cr−1.
Покажемо, що вiн є неперервною функцiєю.

Справдi, нехай M0 — довiльна внутрiшня точка областi T . Вiзьмемо в
областi T область Tδ, яка мiстить точку M0, i обчислимо модуль iнтеграла

|νδ(M)| =

∣∣∣∣∣∣
∫∫∫
Tδ

f(N)

r
dτ

∣∣∣∣∣∣ < C

∫∫∫
Kδ(M0)

r−1 dτ,

де Kδ(M0) — куля радiусом δ iз центром у точцi M0, яка мiстить область
Tδ, Tδ ⊂ Kδ(M0). Для обчислення останнього iнтеграла введемо сферичну
систему координат iз центром у точцi M . Очевидно, що

C

∫∫∫
Kδ(M0)

r−1 dτ < C

∫∫∫
K2δ(M)

r−1 dτ = C

2δ∫
0

π∫
0

2π∫
0

r sin θ dϕ dθ dr = 8Cπδ2,

де K2δ(M) — куля радiусом 2δ iз центром у точцi M . Отже, |νδ(M)| < 8πCδ2

i при δ → 0 |νδ(M)| → 0 незалежно вiд точки M0, тобто, якщо задано ε > 0,
то, вибираючи δ =

(
ε

8πC

)1/2, переконуємося в рiвномiрнiй збiжностi iнтеграла
(4.117) у довiльнiй точцi M0 областi T . Оскiльки рiвномiрну збiжнiсть iнтег-
рала (4.117) доведено за умови обмеженостi густини f(N), то цей iнтеграл
неперервний також i у точках розриву першого роду функцiї f(N).

Справедлива наступна теорема.

Теорема 4.16. Якщо f(N) обмежена й iнтегровна в областi T , то по-
тенцiал ν(M) i його частиннi похiднi першого порядку неперервнi в усьому
просторi, й цi похiднi можна дiстати диференцiюванням пiд знаком iнтег-
рала.
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Доведення. Для доведення теореми залишилося показати, що частиннi по-
хiднi першого порядку νx(M), νy(M), νz(M) в областi T є неперервними i їх
можна дiстати диференцiюванням пiд знаком iнтеграла (4.117).

Для цього розглянемо iнтеграли

X(M) = −
∫∫∫
T

f(N)
x− ξ
r3

dτ,

Y (M) = −
∫∫∫
T

f(N)
y − η
r3

dτ, (4.118)

Z(M) = −
∫∫∫
T

f(N)
z − ζ
r3

dτ,

якi дiстаються диференцiюваннням (4.117) вiдповiдно за x, y i z пiд знаком
iнтеграла.

Повторюючи вищенаведенi мiркування для iнтегралiв (4.118), маємо

|X(M)| < C

∫∫∫
Tδ

|x− ξ|
r3

dτ < C

∫∫∫
Kδ(M0)

r−2 dτ < C

∫∫∫
K2δ(M0)

r−2 dτ = 8πCδ < ε,

|Y (M)| < ε, |Z(M)| < ε,

якщо δ < ε(8πC)−1. Звiдси випливає рiвномiрна збiжнiсть iнтегралiв (4.118)
та їх неперервнiсть у точках розриву функцiї f(N). Точки краю S областi
T можна розглянути як точки розриву густини f(N), яка дорiвнює нулю за
межами T . Отже, потенцiал ν(M) та iнтеграли (4.118) неперервнi в усьому
просторi.

Покажемо, що X(M) = νx для довiльних точок M(x, y, z) ∈ T , для цього
доведемо: ∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0, що як тiльки |∆x| < δ, то∣∣∣∣ν(x+ ∆x, y, z)− ν(x, y, z)

∆x
−X(M)

∣∣∣∣ < ε.

Розглянемо кулю Kδ′(M) досить малого радiуса δ′ iз центром у точцi M ,
яка належить областi T . Вважаємо, що точка M1(x + ∆x, y, z) ∈ Kδ′(M).
Роздiлимо ν(M) на два доданки:

ν(M) = ν1(M) + ν2(M),

де

ν1(M) =

∫∫∫
K
δ
′ (M)

r−1f(N) dτ ;
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ν2(M) =

∫∫∫
T\K

δ
′ (M)

r−1f(N) dτ.

Тодi

ν(x+ ∆x, y, z)− ν(x, y, z)

∆x
=
ν1(x+ ∆x, y, z)− ν1(x, y, z)

∆x
+

+
ν2(x+ ∆x, y, z)− ν2(x, y, z)

∆x
.

Для довiльних фiксованих розмiрiв кулi Kδ′(M)

lim
∆x→∞

ν2(x+ ∆x, y, z)− ν2(x, y, z)

∆x
= X2(M) =

=

∫∫∫
T\K

δ
′ (M)

f(N)
∂

∂x

(
1

r

)
dτ,

тому, що точка M лежить за межами областi T \Kδ′(M).
Поклавши X(M) = X1(M) +X2(M), оцiнимо∣∣∣∣X(M)− ν(x+ ∆x, y, z)− ν(x, y, z)

∆x

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣X2(M)− ν2(x+ ∆x, y, z)− ν2(x, y, z)

∆x

∣∣∣∣+
+ |X1(M)|+

∣∣∣∣ν1(x+ ∆x, y, z)− ν1(x, y, z)

∆x

∣∣∣∣
i покажемо, що кожний доданок можна зробити меншим за ε/3 . Справдi,
оскiльки |f(N)| < C i |r−1(x− ξ)| < 1, то

|X1(M)| =

∣∣∣∣∣∣∣
∫∫∫
K
δ
′ (M)

f(N)
x− ξ
r3

dτ

∣∣∣∣∣∣∣ < C

δ
′∫

0

2π∫
0

π∫
0

r2 sin θ dθ dϕ

r2
dr = 4πCδ

′
.

Розглянемо останнiй доданок

|d| =
∣∣∣∣ν1(x+ ∆x, y, z)− ν1(x, y, z)

∆x

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
∫∫∫
K
′
δ(M)

f(N)(r−1
1 − r−1) dτ

∣∣∣∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫∫∫
K
δ
′
(M)

f(N)
r − r1

r1r
dτ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
де r1 =

√
[(x+ ∆x)− ξ]2 + (y − η)2 + (z − ζ)2. Сторони трикутника MNM1

дорiвнюють r, r1, ∆x, отже, |r−r1| < |∆x|. Унаслiдок нерiвностi 2ab ≤ a2+b2

маємо

|d| ≤ C

∫∫∫
K
δ
′ (M)

(rr1)
−1 dτ ≤ C

2

∫∫∫
K
δ
′ (M)

r−2
1 dτ +

∫∫∫
K
δ
′ (M)

r−2 dτ

 = 8πδ
′
.

Нехай δ′ = ε(18πC)−1. Тодi справедливi оцiнки

|X1(M)| < ε/3, |d| < ε/3. (4.119)

Фiксуємо кулю Kδ′(M). Тодi фiксованою буде й область T \Kδ′(M). Рiв-
нiсть (4.118) вiдносно вибраної областi T \Kδ′(M) означає, що для довiльного
ε > 0 можна взяти таке δ′′, що як тiльки |∆x| < δ

′′, то∣∣∣∣ν2(x+ ∆x, y, z)− ν2(x, y, z)

∆x
−X2(M)

∣∣∣∣ < ε

3
.

Покладемо δ = min(δ
′
, δ
′′
). Тодi враховуючи (4.119), дiстанемо∣∣∣∣ν(x+ ∆x, y, z)− ν(x, y, z)

∆x
−X(M)

∣∣∣∣ < ε,

якщо |∆x| < δ, що й потрiбно було довести.
Аналогiчно доводиться справедливiсть формули Y (M) = νy i Z(M) = νz.

Теорема 4.17. Якщо густина f(N) ∈ C(T̄ ) ∩ C1(T ), то потенцiал об’єму
(4.119) має неперервнi похiднi другого порядку в областi T i задовольняє в
цiй областi рiвняння Пуассона

∆ν(M) = −4πf(M). (4.120)

Доведення. Нехай M0(x0, y0, z0) — довiльна точка областi T . Позначимо че-
рез Kδ(M0) кулю радiусом δ iз центром у точцi M0, яка цiлком мiститься
всерединi областi T , а через T1 — область T1 = T \ Kδ(M0). Як i в теоре-
мi 4.17, роздiлимо потенцiал об’єму (4.117) на два доданки:

ν(M) =

∫∫∫
T1

r−1f(N) dτ +

∫∫∫
Kδ(M0)

r−1f(N) dτ = ν1(M) + ν2(M). (4.121)
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На пiдставi доведеної теореми маємо

νx(M) =

∫∫∫
T1

f(N)
∂

∂x

(
1

r

)
dτ +

∫∫∫
Kδ(M0)

f(N)
∂

∂x

(
1

r

)
dτ. (4.122)

Але

∂

∂x

(
1

r

)
= − ∂

∂ξ

(
1

r

)
, r = [(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2]1/2,

отже,

νx(M) =

∫∫∫
T1

f(N)
∂

∂x

(
1

r

)
dτ −

∫∫∫
Kδ(M0)

f(N)
∂

∂ξ

(
1

r

)
dτ.

Перетворимо другий iнтеграл:

∂ν2(M)

∂x
= −

∫∫∫
Kδ(M0)

f(N)
∂

∂ξ

(
1

r

)
dτ = −

∫∫∫
Kδ(M0)

[
∂

∂ξ

(
f(N)

1

r

)
− 1

r

∂f

∂ξ

]
dτ =

= −
∫∫∫
Kδ(M0)

∂

∂ξ

(
f(N)

1

r

)
dτ +

∫∫∫
Kδ(M0)

r−1∂f

∂ξ
dτ.

Застосовуємо до першого iнтеграла формулу Гауса–Остроградського. Тодi

∂ν2(M)

∂x
= −

∫∫
Sδ(M0)

f(N)
cos (~n, ξ)

r
ds+

∫∫∫
Kδ(M0)

r−1∂f

∂ξ
dτ,

де Sδ(M0) — сфера радiусом δ iз центром у точцi M0; ~n — зовнiшня нормаль
до Sδ(M0) у точцi N .

Пiдставивши знайдену похiдну в (4.122), дiстанемо

νx(M) =

∫∫∫
T1

f(N)
∂

∂x

(
1

r

)
dτ +

∫∫∫
Kδ(M0)

1

r

∂f(N)

∂ξ
dτ−

−
∫∫

Sδ(M0)

f(N)
cos (~n, ξ)

r
ds. (4.123)

Перший доданок у правiй частинi (4.123) є власним iнтегралом для точ-
ки M , яка лежить у кулi Kδ(M0), i вiн має в Kδ(M0) похiднi всiх поряд-
кiв. Те саме можна стверджувати стосовно третього доданка, тому що точка
N ∈ Sδ(M0), а точка M ∈ Kδ(M0).

256



Другий доданок є потенцiалом об’єму з неперервною густиною ∂f(N)
∂ξ i на

пiдставi теореми 4.17 вiн має неперервнi похiднi першого порядку в усьому
просторi.

Таким чином, можна стверджувати, що νx(M) формула має неперервнi
похiднi першого порядку в кулi Kδ(M0). Унаслiдок довiльностi вибору точки
M0 ∈ T звiдси випливає iснування неперервних похiдних першого порядку
вiд функцiї νx(M) всюди в областi T . Застосовуючи аналогiчнi мiркування
до функцiй νy(M) i νz(M), дiстаємо, що величина ν(M) має в областi T
неперервнi похiднi до другого порядку включно.

Покажемо тепер, що об’ємний потенцiал ν(M) задовольняє в областi T
рiвняння Пуассона. Звернемося до формул (4.121), (4.123). Потенцiал ν1(M)
по областi T1 є гармонiчною функцiєю в кулiKδ(M0), тому щоKδ(M0) лежить
поза T1, тобто ∆ν1(M) = 0 в кулi Kδ(M0), а отже, ∆ν(M) = ∆ν2(M) у кулi
Kδ(M0). Таким чином, для обчислення ∆ν(M) достатньо здиференцiювати за
x пiд знаком iнтеграла тi члени в (4.123), в яких iнтегрування здiйснюється по
Kδ(M0) i Sδ(M0), скласти аналогiчнi вирази для похiдних другого порядку
за y i z i додати всi три похiднi. Обчисливши таким чином ∆ν(M) у кулi
Kδ(M0), вiзьмемо всi його значення в точцi M0(x0, y0, z0). Дiстанемо

∆ν(M0) =

=

∫∫∫
Kδ(M0)

[
∂f(N)

∂ξ

ξ − x0

r3
0

+
∂f(N)

∂η

η − y0

r3
0

+
∂f(N)

∂ζ

ζ − z0

r3
0

]
dτ−

−
∫∫

Sδ(M0)

f(N)

[
ξ − x0

r3
0

cos (~n, ξ) +
η − y0

r3
0

cos (~n, η)+

+
ζ − z0

r3
0

cos (~n, ζ)

]
ds, (4.124)

де r0 =
√

[(x0 − ξ]2 + (y0 − η)2 + (z0 − ζ)2.

Формула (4.124) справедлива для всякого δ, якщо Kδ(M0) ⊂ T , а вели-
чина ∆ν(M0) не залежить, очевидно, вiд вибору δ. Доведемо, що при δ → 0

потрiйний iнтеграл прямує до нуля. Справдi, нехай m = max
∣∣∣∂f(N)

∂ξ

∣∣∣ у деякiй
фiксованiй досить малiй кулi Kδ0(M0). Тодi при δ ≤ δ0, беручи до уваги, що
|(ξ − x0)r

−1
0 | = | cos (~n, ξ)| ≤ 1, дiстаємо∣∣∣∣∣∣∣

∫∫∫
Kδ(M0)

∂f(N)

∂ξ

ξ − x0

r3
0

dτ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ m

∫∫∫
Kδ(M0)

r−2
0 dτ.
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Ввiвши сферичнi координати з центром у точцi M0, матимемо∣∣∣∣∣∣∣
∫∫∫
Kδ(M0)

∂f(N)

∂ξ

ξ − x0

r3
0

dτ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ m

δ∫
0

π∫
0

2π∫
0

sin θ dϕ dθ dr = 4πmδ

Аналогiчно оцiнюються решта доданкiв у потрiйному iнтегралi. Отже, по-
трiйний iнтеграл у формулi (4.124) прямує до нуля при δ → 0.

Дослiдимо тепер в (4.124) iнтеграл по сферi Sδ(M0). Оскiльки зовнiшня
нормаль до сфери Sδ(M0) напрямлена вздовж її радiуса, то

(ξ − x0)r
−3
0 cos (~n, ξ) + (η − y0)r

−3
0 cos (~n, η) + (ζ − z0)r

−3
0 cos (~n, ζ) =

= r−2
0 [cos2 (~n, ξ) + cos2 (~n, η) + cos2 (~n, ζ)] =

1

r2
0

,

а отже, iнтеграл по Sδ(M0) можна записати у виглядi

1

δ2

∫∫
Sδ(M0)

f(N) ds.

Застосовуючи до поверхневого iнтеграла теорему 4.10 про середнє значен-
ня, дiстаємо

1

δ2

∫∫
Sδ(M0)

f(N) ds = 4πf(Nδ),

де Nδ — деяка точка Sδ(M0). Коли δ → 0, точка Nδ → M0 i iнтеграл по
Sδ(M0) прямує до 4πf(M0). Отже, формула (4.124) при δ → 0 дає

∆ν(M0) = −4πf(M0),

що й потрiбно було довести.

♦ Зауваження 4.5. Якщо f(N) ∈ C(T ) ∩ C1(T ), то рiвняння ν(M) = −f(M) має час-
тинний розв’язок

ν(M) =
1

4π

∫∫∫
T

f(N)

r
dr, r = |MN |.

4.18 Потенцiал подвiйного шару

Розглянемо потенцiал подвiйного шару неперервної густини µ(N), розпо-
дiленої на поверхнi Ляпунова S:

ω(M) := −
∫∫
S

µ(N)
∂

∂~n

(
1

r

)
ds =

∫∫
S

µ(N)
cos (~r, ~n)

r2
ds, (4.125)
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де похiдна береться за напрямом зовнiшньої нормалi ~n до поверхнi S у точцi
N(ξ, η, ζ); вектор ~r напрямлений вiд точки M(x, y, z) до точки N(ξ, η, ζ).

Потенцiал подвiйного шару поза S всюди має похiднi всiх порядкiв i за-
довольняє рiвняння Лапласа.

Покажемо, що потенцiал подвiйного шару прямує до нуля на нескiнчен-
ностi.

Вiзьмемо початок координат у серединi областi T , обмеженою поверхнею
S (рис. 4.16).

Рис. 4.16:

Тодi MN ≥ OM − ON , або r ≥ ρ1 − ON . Позначимо через L найбiльшу
вiдстань точки поверхнi вiд початку координат. Тодi r ≥ ρ1−L. Вважатимемо,
що точка M настiльки вiддалена вiд початку координат, що ρ1 > 2L, тобто
L < 0, 5ρ1; отже, r > 0, 5ρ1, або r−1 < 2ρ−1

1 .
Ураховуючи останню нерiвнiсть, маємо

|ω(M)| ≤
∫∫
S

|µ(N)| |cos (~r, ~n)|
r2

) ds ≤

≤ 4

ρ2
1

∫∫
S

|µ(N)| ds = Aρ−2
1 ,

де A = 4
∫∫
S

|µ(N)| ds.

Отже, потенцiал подвiйного шару прямує до нуля на нескiнченностi як
ρ−2

1 . Нехай тепер точка M збiгається з деякою точкою N0, що лежить на
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поверхнi S. Тодi r0 = | ~N0N | перетворюється в нуль у разi збiгу точок N i
N0, i iнтеграл (4.125) у цьому разi є невласним. Покажемо, що вiн збiжний.
Для цього достатньо дослiдити пiдiнтегральну функцiю на деякiй частинi
σ0 поверхнi S поблизу точки N0. По частинi поверхнi S \ σ0 iнтеграл має
скiнченне значення, тому, що N0 /∈ S \ σ0.

Поверхня σ0 є поверхнею Ляпунова. Отже, в точцi N0 можна побудувати
мiсцеву систему координат, i рiвняння частини σ0 поверхнi S подається в цiй
системi у виглядi ζ = f(ξ, η).

У мiсцевiй системi координат точка N0 має координати (0, 0, 0), а точка
N — координати (ξ, η, ζ). Тодi r0 =

√
ξ2 + η2 + ζ2.

Знайдемо вираз для cos (~r0, ~n), де ~r0 — напрям ~N0N . Маємо

cos (~r0, ~n) = cos (~r0, ξ) cos (~n, ξ) + cos (~r0, η) cos (~n, η) + cos (~r0, ζ) cos (~n, ζ).

Але
cos (~r0, ξ) = ξr−1

0 , cos (~r0, η) = ηr−1
0 , cos (~r0, ζ) = ζr−1

0 ,

отже,

cos (~r0, ~n) =
1

r0
[ξ cos (~n, ξ) + η cos (~n, η) + ζ cos (~n, ζ)].

Напрямнi косинуси зовнiшньої нормалi до поверхнi σ0 виражаються фор-
мулами

cos (~n, ξ) =
fξ√

1 + f 2
ξ + f 2

η

, cos (~n, η) =
fη√

1 + f 2
ξ + f 2

η

,

cos (~n, ζ) =
1√

1 + f 2
ξ + f 2

η

.

У мiсцевiй системi координат fξ(N0) = fη(N0) = 0. Надалi вважатимемо
поверхню σ0 настiльки малою, що

adα ≤ 1 (4.126)

(див. означення поверхнi Ляпунова в п. 4.11). Тодi кут θ0 = (~n, ξ) мiж нор-
малями в точках N0 i N до поверхнi σ0 менший за 0, 5π. Отже, на пiдставi
третьої умови означення поверхнi Ляпунова маємо

cos θ0 ≥ 1− 1

2
θ2

0 ≥ 1− 1

2
a2r2α

0 , (4.127)

звiдси
1

cos θ0
=
√

1 + f 2
ξ + f 2

η ≤
2

2− a2r2α
0

≤ 1 + a2r2α
0 ≤ 2.
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Унаслiдок (4.126)

f 2
ξ + f 2

η ≤ 2a2r2α
0 + a4r4α

0 ≤ 3a2r2α
0 (4.128)

i
|fξ| ≤

√
3arα0 , |fη| ≤

√
3arα0 (4.129)

Введемо полярнi координати:

ξ = ρ0 cos θ, η = ρ0 sin θ, ρ0 =
√
ξ2 + η2

Тодi
ζ2
ρ0

= (fξ cos θ + fη sin θ)2 ≤ f 2
ξ + f 2

η .

Звiдси беручи до уваги (4.128), дiстаємо

|ζρ0| ≤
√

3arα0 ≤
√

3, arα0 ≤ 1, (4.130)

або
|ζ| ≤

√
3ρ0, (4.131)

але тодi
r0 =

√
ρ2

0 + ζ2 ≤ 2ρ0. (4.132)

Iз нерiвностей (4.130), (4.132) маємо

|ζρ0| ≤
√

3a · 2αρα0 ,

звiдки

|ζ| ≤ 2αρα+1
0

1 + α

√
3a.

При α ≤ 1 буде 2α ≤ 1 + α, а отже, попередню нерiвнiсть можна подати у
виглядi |ζ| ≤ 2aρα+1

0 .
Iз (4.127) i (4.132) дiстаємо

1− cos θ0 ≤
1

2
a2r2α

0 ≤ 22α−1a2ρ2α
0 .

Дамо оцiнку напрямних косинусiв одиничного вектора ~n зовнiшньої нор-
малi до поверхнi S у точцi N . На пiдставi (4.129) i (4.132) маємо

|cos(~n, ξ)| ≤ |fξ| ≤
√

3arα0 ≤
√

3a2αρα0 ,

|cos(~n, η)| ≤ |fη| ≤
√

3a2αρα0 .

Оскiльки cos(~n, ζ) = cos θ0, то cos(~n, ζ) ≥ 0, 5.
Позначимо C = sup{2a,

√
3a2α, 22α−1a2}. Тодi з попереднiх оцiнок дiстає-

мо
|ζ| ≤ Cρα+1

0 , cos(~n, ξ) ≤ Cρα0 , cos(~n, η) ≤ Cρα0 ,
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1− cos(~n, ζ) ≤ Cρ2α
0 , cos (~n, ζ) ≥ 0, 5. (4.133)

Беручи до уваги оцiнки (4.133) та враховуючи очевиднi нерiвностi |ξ| ≤ ρ0,

|η| ≤ ρ0, ρ0 ≤ r0, де ρ0 =
√
ξ2 + η2, маємо∣∣∣∣cos(~r0, ~n)

r2
0

∣∣∣∣ ≤ |cos(~n, ξ)|
r2

0

+
|cos(~n, η)|

r2
0

+
|ζ|
r3

0

≤

≤ 3Cρα−2
0 =

b

ρ2−α
0

, b = 3C. (4.134)

Функцiя µ(N) неперервна на поверхнi S, отже,

|µ(N)| ≤ max
S
|µ(N)| = A. (4.135)

Замiнюючи iнтеграл по σ0 iнтегралом по проекцiї σ′0 частини поверхнi σ0

на площину ξOη мiсцевої системи координат, дiстаємо∫∫
σ0

µ(N)
cos (~r0, ~n)

r2
0

ds =

∫∫
σ
′
0

µ(ξ, η)
cos (~r0, ~n)

r2
0

dξ dη

cos θ0
.

На пiдставi (4.133)–(4.135) легко переконатися в справедливостi оцiнки∣∣∣∣µ(ξ, η)
cos (~r0, ~n)

r2
0

1

cos θ0

∣∣∣∣ ≤ 2Ab

ρ2−α
0

,

звiдки випливає збiжнiсть iнтеграла (4.125), якщо точкаM належить поверх-
нi S. Таким чином, потенцiал подвiйного шару (4.125) визначений у всьому
просторi.

Якщо точка M ∈ S, наприклад, збiгається з точкою N0 поверхнi S, то
значення iнтеграла (4.125) у цiй точцi називається прямим значенням по-
тенцiалу подвiйного шару.

Нехай точка M(x, y, z) знаходиться поза поверхнею S i наближається до
точки N0 ∈ S. Якщо при цьому наближеннi виявиться, що потенцiал по-
двiйного шару ω(M) прямує до деякої скiнченної границi, то казатимемо, що
потенцiал подвiйного шару набуває в точцi N0 граничного значення.

Надалi покажемо, що граничнi значення потенiалу подвiйного шару ω(M),
взагалi кажучи, рiзнi залежно вiд того, ззовнi чи зсередини прямує точка
M до S, i цi граничнi значення не збiгаються з прямими значеннями, тобто
покажемо, що потенцiал подвiйного шару (4.125) зазнає розриву, коли точка
M переходить поверхню S.

Розглянемо спочатку потенцiал (4.125), коли µ(N) ≡ 1. Тодi

ω1(M) = −
∫∫
S

∂

∂~n

(
1

r

)
ds =

∫∫
S

cosϕ

r2
ds.
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Нехай точка M знаходяться поза замкненою поверхнею S. При цьому r−1

є гармонiчною всерединi S iз неперервними похiдними всiх порядкiв аж до
S. Тодi, згiдно з властивостями гармонiчних функцiй,

ω1(M) = −
∫∫
S

∂

∂~n

(
1

r

)
ds = 0 (M − поза S).

Нехай точкаM знаходиться всерединi S. Побудуємо кулю Kδ(M) iз цент-
ром у точцi M i такого малого радiуса δ, щоб Kδ(M) цiлком мiстилася всере-
динi областi T , яка обмежена поверхнею S. Тодi в областi T \Kδ(M) функцiя
r−1 гармонiчна й маємо∫∫

S

∂

∂~n

(
1

r

)
ds+

∫∫
Cδ(M)

∂

∂~n

(
1

r

)
ds = 0,

де Cδ(M) — сфера радiусом δ iз центром у точцi M .
У точках сфери Cδ(M) зовнiшня щодо областi T \ Kδ(M) нормаль має

напрям, протилежний напряму радiуса сфери, а отже

∂

∂~n

(
1

r

)∣∣∣∣
Cδ(M)

= − ∂

∂r

(
1

r

)∣∣∣∣
Cδ(M)

=
1

δ2
.

Таким чином, попередня рiвнiсть запишеться у виглядi∫∫
S

∂

∂~n

(
1

r

)
ds+

1

δ2

∫∫
Cδ(M)

ds = 0,

або ∫∫
S

∂

∂~n

(
1

r

)
ds+ 4π = 0,

звiдки

ω1(M) = −
∫∫
S

∂

∂~n

(
1

r

)
ds = 4π (M − всерединi S).

Припустимо, що точка M знаходиться на поверхнi S. Знайдемо пряме
значення потенцiалу

ω1(M) = −
∫∫
S

∂

∂~n

(
1

r

)
ds.

Проведемо малу сферу Cδ(M) iз центром у точцi M i радiусом δ ≤ d (d —
стала, яка фiгурує в означеннi поверхнi Ляпунова). Ця сфера вирiзає частину
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σ поверхнi S. Згiдно з означенням невласного iнтеграла маємо

lim
δ→0

∫∫
S\σ

∂

∂~n

(
1

r

)
ds =

∫∫
S

∂

∂~n

(
1

r

)
ds.

Нехай C ′δ(M) — частина поверхнi Cδ(M), яка знаходиться всерединi по-
верхнi S (C

′

δ(M) ⊂ T . Розглянемо область, обмежену поверхнями Sσ та
C
′

δ(M). Оскiльки точка M знаходиться поза цiєю областю, то в цiй областi
функцiя r−1 є гармонiчною, i∫∫

S\δ

∂

∂~n

(
1

r

)
ds+

∫∫
C
′
δ(M)

∂

∂~n

(
1

r

)
ds = 0,

або з урахуванням попередньої рiвностi∫∫
S

∂

∂~n

(
1

r

)
ds = − lim

δ→0

∫∫
C
′
δ(M)

∂

∂~n

(
1

r

)
ds. (4.136)

Введемо сферичнi координати з центром у точцi M . Як i ранiше, маємо

∂

∂~n

(
1

r

)∣∣∣∣
C
′
δ(M)

=
1

δ2
, ds = δ2δ sin θdθdϕ.

Тодi ∫∫
C
′
δ(M)

∂

∂~n

(
1

r

)
ds =

∫ 2π

0

∫ π

θ(ϕ)

sin θdθdϕ =

∫ 2π

0

[1 + cos θ(ϕ)]dϕ =

= 2π +

∫ 2π

0

cos θ(ϕ)dϕ. (4.137)

Покажемо, що

lim
δ→0

∫ 2π

0

[1 + cos θ(ϕ)]dϕ = 0.

Для цього введемо мiсцеву систему координат iз початком у точцi M , спря-
мувавши вiсь Mζ по нормалi до S у точцi M , а за площину xMy вiзьмемо
площину, дотичну до поверхнi S у точцi M . Тодi cos θ(ϕ) = ζ/δ.

Зазначимо, що точки (δ, ϕ, θ(ϕ)) лежать на лiнiї перетину сфери Cδ(M)
iз поверхнею Ляпунова S, тому для координат ζ, точок цiєї лiнiї справедлива
оцiнка |ζ| ≤ Cδ1+α [див. оцiнки (4.133)].

Отже, | cos θ(ϕ)| ≤ Cδα, а звiдси випливає, що cos θ(ϕ) → 0 при δ → 0
рiвномiрно, тобто незалежно вiд точки M , i∫ 2π

0

cos θ(ϕ)dϕ→ 0 при δ → 0.
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Таким чином iз (4.137) маємо

lim
δ→0

∫∫
C
′
δ(M)

∂

∂~n

(
1

r

)
ds = 2π

i остаточно з рiвностi (4.136) дiстаємо∫∫
S

∂

∂~n

(
1

r

)
ds = −2π, M ∈ S.

Об’єднаємо добутi результати:

ω1(M) = −
∫∫
S

∂

∂~n

(
1

r

)
ds =

 0 (M − поза S),
2π (M ∈ S),
4π (M − усерединi S).

(4.138)

Iнтеграл ω1(M) називається iнтегралом Гауса, який є розривною функ-
цiєю.

Надалi вважатимемо поверхню S такою, що за довiльного положення точ-
ки M виконується нерiвнiсть∫∫

S

| cosϕ|
r2

ds ≤ C, (4.139)

де C — цiлком певне додатне число. Припустимо, наприклад, що iснує та-
ке цiле додатне число K, що за довiльного положення M можна роздiлити
S на окремi частини, кiлькiсть яких не перевищує K, так, що пряма, яка
проходить через M , перетинає кожну частину не бiльше, нiж в однiй точцi,
причому на кожнiй iз частин cosϕ зберiгає знак. За цiєї умови нерiвнiсть
(4.139) виконується, якщо взяти C = 4πK.

Формули (4.138) показують, що при µ(N) ≡ 1 потенцiал подвiйного шару
(4.124) зазнає розриву неперервностi, коли M перетинає поверхню S. Пока-
жемо, що дане твердження справедливе для довiльної неперервної густини
µ(N).

Теорема 4.18. Потенцiал подвiйного шару ω(M) має границi, коли точка
M прямує до точки N0 ∈ S ззовнi або зсередини. Якщо границю значень
ω(M) ззовнi позначити через ωe(N0), а границю зсередини — через ωi(N0),
то справедливi формули

ωe(N0) =
∫∫
S

µ(N)cosϕ0

r20
ds− 2πµ(N0) = ω(N0)− 2πµ(N0),

ωi(N0) =
∫∫
S

µ(N)cosϕ0

r20
ds+ 2πµ(N0) =

= ω(N0) + 2πµ(N0),

(4.140)
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де ϕ0 кут, утворений напрямом ~r0 = ~N0N i зовнiшньою нормаллю ~n до
поверхнi S у змiннiй точцi N .

Доведення. Нехай N0 — фiксована точка поверхнi S. Складемо потенцiал
подвiйного шару

ω0(M) =

∫∫
S

[µ(N)− µ(N0)]
cosϕ

r2
ds (4.141)

i покажемо, що вiн зберiгає неперервнiсть, коли M перетинає поверхню S у
точцi N0. Нехай ε — задане додатне число. Видiлимо таку частину σ поверх-
нi S, усерединi якої мiститься точка N0 i на якiй внаслiдок неперервностi
виконується нерiвнiсть

|µ(N)− µ(N0)| ≤
ε

4C
, N ∈ σ, (4.142)

де C — стала, що входить в умову (4.139).
Роздiливши поверхню S на двi частини σ i S/σ, матимемо

ω0(M) =

∫∫
S

[µ(N)− µ(N0)]
cosϕ

r2
ds+

+

∫∫
S/σ

[µ(N)− µ(N0)]
cosϕ

r2
ds = ω

(1)
0 (M) + ω

(2)
0 (M). (4.143)

У разi довiльного положення точки M справедлива нерiвнiсть

|ω(1)
0 (M)| ≤

∫∫
σ

|µ(N)− µ(N0)|
| cosϕ0|
r2

ds,

звiдки на пiдставi (4.139), (4.143) дiстаємо

|ω(1)
0 (M)| ≤ ε/4. (4.144)

Iз (4.143) випливає

ω0(M)− ω0(N0) = ω
(1)
0 (M)− ω(1)

0 (N0) + [ω
(2)
0 (M)− ω(2)

0 (N0)],

отже,

|ω0(M)− ω0(N0)| ≤ |ω(1)
0 (M)|+ |ω(1)

0 (N0)|+ |ω(2)
0 (M)− ω(2)

0 (N0)|,

або внаслiдок (4.144)

|ω0(M)− ω0(N0)| ≤ ε/2 + |ω(2)
0 (M)− ω(2)

0 (N0)|. (4.145)
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У потенцiалi подвiйного шару ω(2)
0 (M) iнтегрування здiйснюється по по-

верхнi S \ σ, а точка N0 знаходиться всерединi σ, тому функцiя ω(2)
0 (M) у

точцi N0 та її деякому околi неперервна й має похiднi всiх порядкiв.
Таким чином, за всiх M , досить близьких до N0, маємо

|ω(2)
0 (M)− ω(2)

0 (N0)| ≤ ε/2

i внаслiдок (4.145)
|ω0(M)− ω0(N0)| ≤ ε

звiдки з огляду на довiльнiсть ε > 0 випливає неперервнiсть функцiї ω0(M)
у точцi N0.

Нехай точка M ∈ S. Позначимо її через N . З урахуванням (4.138) маємо

ω0(N) =

∫∫
S

µ(N)
cosϕ

r2
ds− µ(N0)

∫∫
S

cosϕ

r2
ds = ω(N)− 2πµ(N0),

ω0(N0) = ω(N0)− 2πµ(N0), (4.146)

де ω(N0) — значення iнтеграла (4.124) у точцi N0.
Нехай N → N0 (N ∈ S). Унаслiдок доведеної неперервностi ω0(M)

ω0(N)→ ω0(N0) = ω(N0)− 2πµ(N0).

Звiдси за формул (4.146) бачимо, що ω(N) має при цьому границю ω(N0),
тобто функцiя ω(M), визначена формулою (4.125), є неперервною на поверхнi
S.

Припустимо тепер, що точка M знаходиться всерединi S. На пiдставi
(4.138) маємо

ω0(M) = ω(M)− 4πµ(N0). (4.147)

Нехай точка M прямує до N0. Унаслiдок доведеної неперервностi ω0(M)

ω0(M)→ ω0(N0) = ω(N0)− 2πµ(N0). (4.148)

Але тодi з (4.147) випливає, що й ω(M) має границю, коли точка M прямує
до N0 зсередини S, причому на пiдставi (4.148)

ωi(N0)− 4πµ(N0) = ω(N0)− 2πµ(N0),

тобто
ωi(N0) = ω(N0) + 2πµ(N0). (4.149)

Iз (4.149) бачимо, що границя ωi(N0) i значення функцiї ω(M) у точцi N0

рiзнi, якщо тiльки µ(N0) 6= 0.
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Нехай точка M знаходиться поза поверхнею S. Тодi згiдно з (4.138)
ω0(M) = ω(M). Повторюючи вищенаведенi мiркування, маємо

ωe(N0) = ω(N0)− 2πµ(N0). (4.150)

Iз формул (4.149), (4.150) безпосередньо дiстаємо значення стрибка потен-
цiалу подвiйного шару в довiльнiй точцi N0 ∈ S:

ωi(N0)− ωe(N0) = 4πµ(N0)

Зазначимо, що функцiя ω(M), визначена формулою (4.125), є неперерв-
ною всерединi S i аж до S. Це випливає iз формул (4.140) i неперервностi
функцiї ω(N0) на поверхнi S. Аналогiчно можна стверджувати, що вона є
неперервною поза S i аж до S.

4.19 Потенцiал простого шару

Розглянемо потенцiал простого шару з неперервною густиною ψ (N), яка роз-
подiлена по поверхнi Ляпунова:

u (M) =

∫∫
S

ψ (N)

r
ds, r = | ~MN |. (4.151)

У всiх точках M (x, y, z) простору, якi не належать поверхнi S, потенцiал
простого шару має похiднi всiх порядкiв i задовольняє рiвняння Лапласа. Як
i в п. 4.18, можна показати, що потенцiал простого шару прямує до нуля на
нескiнченностi як B−1, де B =

√
x2 + y2 + z2.

Теорема 4.19. Потенцiал простого шару (4.151) iз неперервною густиною
є функцiєю, неперервною у всьому просторi.

Якщо точка M ∈ S, то потенцiал простого шару (4.151) є невласним
iнтегралом. Покажемо, що в точках поверхнi S вiн збiгається рiвномiрно i
u (M) є функцiєю, неперервною на S.

Нехай N0 — довiльна точка поверхнi S. В точцi N0 побудуємо мiсцеву
систему координат (S є поверхнею Ляпунова). Нехай ε > 0 задане число i
σ1 — частина поверхнi S, визначена умовою ξ2 + η2 ≤ d2

1 (d1 ≤ 0, 25d, d —
стала, яка фiгурує в означеннi поверхнi Ляпунова ).

Покажемо, що можна вибрати d1 настiльки малим, що для довiльного
положення M в деякому околi точки N0 виконується нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣

∫∫
σ1

ψ (N)

r
ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε. (4.152)
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Унаслiдок неперервностi функцiї ψ (N) на S iснує така стала A,
що |ψ (N)| ≤ A для всiх N ∈ S. Маємо∣∣∣∣∣∣

∫∫
σ1

ψ (N)

r
ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2A

∫∫
σd1(N0)

dξ dη

ρ1
, (4.153)

де σd1 (N0) — круг радiуса d1 з центром в N0; ρ1 — довжина проекцiї M1N1

вiдрiзка MN на дотичну площину до S в точцi N0. Припустимо, що точка
M знаходиться всерединi кулi радiуса d1 з центром в точцi N0. Тодi точка
M1 ∈ σd1 (N0), i якщо на площинi (ξ, η) вiзьмемо круг σ2d1(M1), то вiн буде
мiстити весь круг σd1 (N0), а отже, враховуючи (4.153), одержуємо∣∣∣∣∣∣

∫∫
σ1

ψ (N)

r
ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2A

∫∫
ρ1≤2d1

dξ dη

ρ1
= 2A

2π∫
0

2d1∫
0

ρ1dρ1dϕ

ρ1
= 8πAd1.

Остання оцiнка справедлива при довiльному положеннi точки N0 на по-
верхнi S. Для того, щоб одержати оцiнку (4.152), достатньо вибрати d1 таким
чином, щоб 8πAd1 < ε. Оцiнка (4.152) справедлива за довiльного положен-
ня точки M в кулi радiуса d1 з центром в точцi N0, отже, iнтеграл (4.151)
збiгається рiвномiрно на поверхнi S i функцiя u (M) є неперервною в точцi
N0 ∈ S, що й треба було довести.

4.20 Нормальна похiдна потенцiалу простого шару

Нехай ~n0 — напрям зовнiшньої нормалi до поверхнi S в точцi N0 (рис. 60).
Вважаючи, що M 6∈ S, складемо похiдну вiд функцiї (4.151) за напрямом ~n0.
Вiд точки M залежить тiльки множник r−1, i ми можемо диференцiювати
його пiд знаком iнтеграла:

∂ u(M)

∂ ~n0
=

∫∫
S

ψ (N)
∂

∂ ~n0

(
1

r

)
ds =

∫∫
S

ψ (N)
cos (~r, ~n0)

r2
ds. (4.154)

Наголосимо на рiзницю мiж останнiм iнтегралом i потенцiалом подвiй-
ного шару (4.125). В iнтегралi (4.125) береться кут мiж напрямом ~r =

→
MN

i зовнiшньою нормаллю ~n до поверхнi S в змiннiй точцi iнтегрування N , а
в iнтегралi (4.154) розглядається кут мiж ~r i зовнiшньою нормаллю до S у
фiксованiй точцi N0 (рис. 4.17).

Покажемо, що iнтеграл (4.154) рис. 4.17 iснує i в тому випадку, коли M
спiвпадає з точкою N0. Тодi будемо мати

∂ u(N0)

∂ ~n0
=

∫∫
S

ψ (N)
cos (~r0, ~n0)

r2
0

ds, (4.155)
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Рис. 4.17:

де r0 — вiдстань |N0N |. Для доведення iснування iнтеграла (4.155) достат-
ньо розглянути його на частинi σ0 поверхнi S, яка мiстить точку N0, тобто
N0 ∈ σ0. В точцi N0 побудуємо мiсцеву систему координат. Як i в попереднiх
параграфах, через (x, y, z) позначимо координатиM , а через (ξ, η, ζ) — коор-
динати точки N в мiсцевiй системi координат. Тодi iнтеграл (4.154) запишемо
у виглядi ∫∫

σ0

ψ (N)
ζ − z
r3

ds.

Якщо M збiгається з N0, то z = 0, i iнтеграл набуває вигляду∫∫
σ0

ψ (N)
ζ

r3
0

ds =

∫∫
σ′0

ψ (ξ, η )
ζ (ξ , η)

r3
0 cos(~n, z)

dξ dη,

де σ
′

0 — проекцiя σ0 на дотичну площину до поверхнi S, в точцi N0,
а ζ = ζ (ξ, η) — рiвняння частини σ0 поверхнi S в мiсцевiй системi координат.

Беручи до уваги (4.133) та нерiвностi r0 ≥ ρ0, |ψ (N)| ≤ A, одержуємо
наступну оцiнку пiдiнтегральної функцiї:∣∣∣∣ψ (ξ, η)

ζ (ξ, η )

r3
0 cos(~n, z)

∣∣∣∣ ≤ 2CA

ρ2−α
0

,

звiдки i випливає збiжнiсть iнтегралу (4.154), коли точка M збiгається з точ-
кою N0 ∈ S.

З’ясуємо тепер поведiнку нормальної похiдної потенцiалу простого шару
(4.154) при наближеннi M до N0 по нормалi зсередини та зовнi поверхнi S.
Для цього позначимо через

(
∂ u(N0)
∂ ~n0

)
i
границю ∂ u(M)

∂ ~n0
, коли M → N зсередини

поверхнi S, а через
(
∂ u(N0)
∂ ~n0

)
e
— ззовнi S.
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Покажемо, що нормальна похiдна потенцiалу простого шару (4.154) має
цiлком визначенi границi i для них мають силу наступнi формули:(

∂ u(N0)
∂ ~n0

)
i

=
∫∫
S

ψ(N)cos(~r0,~n0)
r20

ds+ 2π ψ(N0),(
∂ u(N0)
∂ ~n0

)
e

=
∫∫
S

ψ(N)cos(~r0,~n0)
r20

ds− 2π ψ(N0).
(4.156)

Для доведення справедливостi формул (4.156) складемо рiзницю iнтегра-
ла (4.154) i потенцiалу подвiйного шару з тiєю ж густиною ψ (N):

F (M) =
∂ u(M)

∂ ~n0
− ω (M) =

∫∫
S

ψ(N)
cos(~r, ~n0)− cos(~r, ~n)

r2
ds. (4.157)

Цей iнтеграл має сенс, якщо точка M знаходиться за межами поверхнi S
(M 6∈ S), або якщо M збiгається з точкою N0 ∈ S.

Доведемо, що рiзниця (4.157) залишається неперервною, коли M перети-
нає поверхню S в точцi N0. Для цього покажемо, що F (M) → F (N0), коли
точка M → N0 по нормалi ~n0. В точцi N0 побудуємо мiсцеву систему коор-
динат. Нехай σ1 — частина поверхнi S, яка визначена умовою ξ2 + η2 ≤ d2

1,
(d1 ≤ 1

2d, N0 ∈ S). Точка M знаходиться на нормалi до S в точцi N0. Тодi
в мiсцевiй системi координат x = y = 0, а отже

cos(~r, ~n) =
ξ

r
cos(~n, ξ) +

η

r
cos(~n, η ) +

ζ − z
r

cos(~n, ζ),

cos(~r, ~n0) =
ζ − z
r

,

таким чином,
cos(~r, ~n0)− cos(~r, ~n)

r2
=

= − ξ

r3
cos(~n, ξ)− η

r3
cos(~n, η)− ζ − z

r3
× [cos(~n, ζ)− 1] .

Беручи до уваги (4.133) та нерiвностi |ξ| ≤ ρ0, |η| ≤ ρ0, r ≥ ρ0, |ζ − z| ≤ r,
де ρ0 =

√
ξ2 + η2 — довжина проекцiї ~MN на дотичну площину до S в точцi

N0, одержуємо
|cos(~r, ~n0)− cos(~r, ~n)|

r2
≤ b1

ρ2−α
0

,

де b1 — стала. Унаслiдок неперервностi густини ψ (N) на S: |ψ (N)| ≤ A, а
отже, ∣∣∣∣∣∣

∫∫
σ1

ψ(N)
cos(~r, ~n0)− cos(~r, ~n)

r2
ds

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫∫
ρ0≤d1

2Ab1

ρ2−α
0

dξ dη =
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= 2Ab1

∫ 2π

0

∫ d1

0

dρ0dϕ

ρ 1−α
0

= b2d
α
1 ,

де b2 — стала.
Добута оцiнка має мiсце при довiльному положеннi точки M на нормалi

до S в точцi N0, причому M може збiгатися з точкою N0. Звiдси випливає,
що для заданого ε > 0, вибираючи d1 таким чином, щоб b2d

α
1 < 0, 25ε, будемо

мати ∣∣∣∣∣∣
∫∫
σ1

ψ(N)
cos(~r, ~n0)− cos(~r, ~n)

r2
ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ 0, 25ε. (4.158)

Запишемо (4.157) у виглядi

F (M) =

∫∫
σ1

ψ(N)
cos(~r, ~n0)− cos(~r, ~n)

r2
ds+

+

∫∫
S\σ1

ψ(N)
cos(~r, ~n0)− cos(~r, ~n)

r2
ds = F1 (M) + F2 (M) .

Тодi
F (M)− F (N0) = F1 (M)− F1 (N0) + F2 (M)− F2 (N0) ,

звiдси

|F (M)− F (N0)| ≤ |F1 (M)|+ |F1 (N0)|+ |F2 (M)− F2 (N0)| ,

або внаслiдок (4.158)

|F (M)− F (N0)| ≤
ε

2
+ |F2 (M)− F2 (N0)| (4.159)

якщо вважати, що точка M знаходиться на нормалi до S в точцi N0. В iн-
тегралi F2 (M) iнтегрування здiйснюється по поверхнi S\σ1, а точка N0 ∈ σ1.
Тому функцiя F2 (M) в точцi N0 i ї ї деякому околi є неперервною, отже, для
всiх M , досить близьких до N0,

|F2 (M)− F2 (N0)| < 0, 5ε.

Таким чином, iз (4.159) дiстаємо

|F (M)− F (N0)| < ε,

звiдки випливає внаслiдок довiльностi ε > 0, що

lim
M→N0

F (M) = F (N0) , (4.160)
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причомуM → N0 по нормалi до S в точцi N0 зсередини або ззовнi поверхнi S.
Ранiше було показано, що потенцiал подвiйного шару ω (M) має границi при
прямуваннiM доN0 по нормалi зсередини або ззовнi поверхнi S. Тодi з (4.157)
на пiдставi (4.160) випливає, що нормальна похiдна потенцiалу простого шару
(4.154) має границi при M → N0 по нормалi зсередини або ззовнi поверхнi S.
Використовуючи (4.160), одержуємо(

∂ u(N0)

∂ ~n0

)
i

− ωi (N0) =

∫∫
S

ψ(N)
cos(~r0, ~n0)

r2
0

ds− ω(N0),

(
∂ u(N0)

∂ ~n0

)
e

− ωe (N0) =

∫∫
S

ψ(N)
cos(~r0, ~n0)

r2
0

ds− ω(N0).

Беручи до уваги (4.140), переконуємося в справедливостi формул (4.156).
Iз цих формул безпосередньо випливає величина скачка нормальної похiдної
потенцiалу простого шару(

∂ u(N0)

∂ ~n0

)
i

−
(
∂ u(N0)

∂ ~n0

)
e

= 4πψ (N0) .

Зазначимо, що нормальна похiдна потенцiалу простого шару прямує до
своїх граничних значень

(
∂ u(N0)
∂ ~n0

)
i
i
(
∂ u(N0)
∂ ~n0

)
e
рiвномiрно для всiєї поверхнi S

при прямуваннi M до N0 по нормалi.
Казатимемо, що гармонiчна всерединi чи зовнi S функцiя u (M) має пра-

вильну нормальну похiдну, якщо при прямуваннi M до N0 по нормалi до S
її нормальна похiдна ∂ u(M)

∂ ~n0
прямує до своїх граничних значень рiвномiрно

вiдносно точки N0 ∈ S.
Отже, справедлива наступна

Теорема 4.20. Потенцiал простого шару з неперервною густиною має пра-
вильнi нормальнi похiднi як всерединi, так i зовнi поверхнi S.

4.21 Логарифмiчний потенцiал

У випадку площини логарифмiчнi потенцiали простого та подвiйного ша-
рiв мають вигляд

u (M) =

∫
l

ψ(N) ln
1

r
ds, M = M (x, y) , (4.161)

N = N (ξ, η) , r =
∣∣∣ ~MN

∣∣∣ ;
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ω (M) = −
∫
l

µ (N)
∂

∂ ~n

(
ln

1

r

)
ds =

∫
l

µ (N)
cos(~r, ~n)

r
ds, (4.162)

де l — деяка замкнена крива на площинi xOy; ψ (N) — лiнiйна густина прос-
того шару ; µ (N) — густина моменту лiнiйного подвiйного шару.

Вираз r−1 cos (~r, ~n) ds дає кут, пiд яким бачимо елемент кривої ds iз то-
чки M , причому цей кут буде додатним, якщо cosϕ > 0, i вiд’ємним, якщо
cosϕ < 0.

Надалi будемо вважати, що функцiї ψ (N) i µ (N) є неперервними, а l є
кривою Ляпунова (визначення кривої Ляпунова аналогiчне визначенню по-
верхнi Ляпунова).

У випадку двох незалежних змiнних формула (4.163) матиме вигляд

ω (M) =

∫
l

cos(~r, ~n)

r
ds =

 0 (M − поза l),
π (M ∈ l),
2π (M − всерединi l.

(4.163)

Покажемо: якщо l має неперервну кривину, то потенцiал подвiйного шару
в точках кривої l iснує. Для цього розглянемо криву на площинi xOy i вибе-
ремо початок координат в точцi N , вiсь Ox напрямимо по дотичнiй, а вiсь
Oy — по нормалi в цiй точцi (рис. 4.18). Рiвняння кривої в деякому околi то-

Рис. 4.18:

чкиN запишеться у виглядi y = y (x). За припущенням крива має неперервну
кривину, тобто y (x) має неперервнi похiднi до 2–го порядку включно.

Застосовуючи формулу Тейлора, маємо

y (x) = y (0) + xy′ (0) +
x2

2
y′′ (θx) , 0 < θ < 1,

звiдси внаслiдок вибору системи координат

y (x) =
x2

2
y′′(θ x).
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Враховуючи цю рiвнiсть, одержуємо

r =
√
x2 + y2 =

√
x2 +

x4

4
[y′′(θ x)]2 = x

√
1 + x2 [0, 5y′′(θ x)]2,

cos (~r, ~n) = cosϕ =
y

r
=

xy′′(θ x)

2
√

1 + x2 [0, 5y′′(θ x)]2
,

cosϕ

r
=

y′′(θ x)

2
(

1 + x2 [0, 5y′′(θ x)]2
) .

Iз виразу кривини K = y′′

(1+y′2)
3
2
випливає y′′ (0) = K (N). У зв’язку з цим

lim
MN→0

cosϕ

r
= 0, 5K (N) .

Таким чином, функцiя r−1 cosϕ є неперервною функцiєю вздовж кривої l,
а отже, можемо стверджувати, що потенцiал подвiйного шару iснує i є непе-
рервною функцiєю, якщо M ∈ l. В тривимiрному просторi функцiя r−2 cosϕ
мала, взагалi кажучи, полярнiсть при збiганнi точок M i N .

Для потенцiалу подвiйного шару (4.162) можна довести справедливiсть
наступних формул:

ωi (N0) =
∫
l

µ (N)cos(~r0,~n)
r0

ds+ π µ (N0) = ω (N0) + πµ (N0) ,

ωe (N0)
∫
l

µ (N)
cos(~r0,~n)

r0
ds− π µ (N0) = ω (N0)− πµ (N0) ,

(4.164)

де r0 = |N0N | i (~r0, ~n) — кут, утворений напрямом
→

N0N з напрямом зовнiшньої
нормалi ~n до кривої l в точцi N ; N0 — фiксована точка на l. Формули (4.164)
є аналогом формул (4.140).

Iз (4.164) випливає, що

ωi (N0)− ωl (N0) = 2πµ (N0) .

Потенцiал простого шару (4.161) визначений у всiх точках площини i не-
перервний на всiй площинi. Нехай точка N0 ∈ l i ~n0 — напрям нормалi в цiй
точцi. Якщо M 6∈ l, то

∂ u(M)

∂ ~n0
=

∫
l

ψ(N)
∂ ln(r−1)

∂ ~n0
ds =

∫
l

ψ(N)
cos(~r, ~n0)

r
ds. (4.165)
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При наближеннi M до N0 по нормалi зсередини i ззовнi l похiдна (4.165)
має границi, якi визначаються за формулами (див. формули (4.156))(

∂ u(N0)

∂ ~n0

)
i

=

∫
l

ψ(N)
cos(~r, ~n0)

r0
ds+ πψ (N0) ,

(
∂ u(N0)

∂ ~n0

)
l

=

∫
l

ψ(N)
cos(~r, ~n0)

r0
ds− πψ (N0) ,

з яких випливає (
∂ u(N0)

∂ ~n0

)
i

−
(
∂ u(N0)

∂ ~n0

)
l

= 2πψ (N0) .

Як i вище, можна показати, що вираз r−1
0 cos (~r0, ~n0) є функцiя неперервна.

Вiдзначимо, що потенцiал простого шару (4.161) не перетворюється в нуль
на нескiнченностi.

4.22 Зведення крайових задач для рiвнянь елiптичного типу до
iнтегральних рiвнянь

Метод вiдокремлення змiнних та метод функцiї Грiна, розглянутi в попе-
реднiй темi, дають можливiсть одержати явний вираз для розв’язкiв крайо-
вих задач. Але їх можна застосувати тiльки у випадку областей найпростi-
шого вигляду.

В даному параграфi покажемо, що у випадку досить широкого класу
областей задачi Дiрiхле та Неймана (внутрiшнi чи зовнiшнi) для рiвнянь Ла-
пласа i Пуассона за допомогою поверхневих потенцiалiв можуть бути зведенi
до iнтегральних рiвнянь. Цей спосiб є часто досить ефективним при якiсному
дослiдженнi крайових задач (теоретичне дослiдження питання iснування та
єдиностi розв’язку крайових задач, його стiйкостi тощо) та їх наближеному
iнтегруваннi.

Розглянемо внутрiшню задачу Дiрiхле: в класi C2 (D)∩C (D ∪ S) знайти
гармонiчну функцiю u (x, y, z), яка задовольняє крайову умову

u (M)|S = ϕ (N) , M = M (x, y, z) , N ∈ S. (4.166)

Будемо шукати розв’язок поставленої задачi у виглядi потенцiалу подвiй-
ного шару

u (M) =

∫∫
S

µ(N)
cos(~r, ~n)

r2
ds, r = |MN | . (4.167)
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У разi довiльного вибору густини µ (N) функцiя (4.167) задовольняє в
областi D рiвняння Лапласа. Виберемо µ (N) таким чином, щоб функцiя
(4.167) задовольняла крайову умову (4.166).

Згiдно з другою з формул (4.140) маємо

ϕ (N0) =

∫∫
S

µ(N)
cos(~r0, ~n)

r2
0

ds+ 2πµ (N0) , r0 = |N0N | .

Позначимо K (N0;N) = −cos(~r0,~n)
2π r20

. Тодi попереднє рiвняння запишеться у
виглядi

µ (N0) =
1

2π
ϕ (N0) +

∫∫
S

µ(N)K(N0;N)ds. (4.168)

Знайшовши розв’язок iнтегрального рiвняння (4.168) та пiдставивши його
в (4.167), дiстанемо розв’язок внутрiшньої задачi Дiрiхле.

Вiдзначимо, що ядроK (N0;N) не симетричне, оскiльки нормаль береться
в точцi N i r0 має напрям ~N0N .

У випадку площини внутрiшня задача Дiрiхле для рiвняння Лапласа зво-
диться до iнтегрального рiвняння вигляду

µ (N0) =
1

π
ϕ (N0) +

∫
l

µ(N)K1(N0;N)ds, (4.169)

де K1 (N0;N) = −cos(~r0,~n0)
π r0

.
Для зведення зовнiшньої задачi Дiрiхле до iнтегрального рiвняння корис-

туємося першою з формул (4.140). Матимемо

µ (N0) = − 1

2π
ϕ (N0)−

∫∫
S

µ(N)K(N0;N)ds. (4.168a)

Розглянемо тепер внутрiшню задачу Неймана: в просторi функ-
цiй C2 (D) ∩ C (D ∪ S) знайти розв’язок рiвняння Лапласа, який задовольняє
крайову умову

lim
M→N

∂ u(M)

∂ ~n
= Φ (N) , M ∈ D, N ∈ S. (4.170)

Шукаємо розв’язок поставленої задачi Неймана у виглядi потенцiалу прос-
того шару:

u (M) =

∫∫
S

ψ(N)

r
ds. (4.171)

Згiдно з доведеною теоремою 4.20, якщо ψ (N) ∈ C (S), то функцiя (4.171)
є неперервною у всьому просторi i в областiD задовольняє рiвняння Лапласа.
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Виберемо густину ψ (N) таким чином, щоб задовольнялась i крайова умова
(4.170). Для цього використаємо першу з формул (4.156). Маємо

Φ (N0) =

∫∫
S

ψ(N)
cos(~r0, ~n0)

r2
0

ds+ 2πψ (N0) ,

або
ψ (N0) =

1

2π
Φ (N0)−

∫∫
S

ψ(N)K2(N0;N)ds, (4.172)

де K2 (N0;N) = −cos(~r0,~n0)
r20

.

Для зовнiшньої задачi Неймана користуємось другою iз формул (4.156).
Дiстаємо

ψ (N0) = − 1

2π
Φ (N0)−

∫∫
S

ψ(N)K2(N0;N)ds. (4.172a)

У випадку двовимiрного простору внутрiшня та зовнiшня задачi Неймана
зведуться вiдповiдно до iнтегральних рiвнянь

ψ (N0) =
1

π
Φ (N0) +

∫
l

ψ(N)K3(N0;N)ds, (4.173)

ψ (N0) = −1

π
Φ (N0)−

∫
l

ψ(N)K3(N0;N)ds, (4.173a)

де K3 (N0;N) = −cos(~r0,~n0)
π r0

.

Можна показати: якщо S (або l) є поверхнею (кривою) Ляпунова i в її
визначеннi α = 1, то для одержаних рiвнянь (4.168), (4.169), (4.168a), (4.172)
– (4.173a) справедливi основнi теореми теорiї iнтегральних рiвнянь, якi роз-
глядаються в курсi функцiонального аналiзу.

Вправа. За допомогою потенцiала подвiйного шару знайти розв’язок внутрiшньої
задачi Дiрiхле для рiвняння Лапласа у випадку круга радiуса R iз центром в початку
координат.

Задачi для самостiйного розв’язування

1. Вивести рiвняння стацiонарного процесу дифузїї в однорiдному iзотропному середо-
вищi, яке:
а) знаходиться в станi спокою;
б) рухається iз заданою швидкiстю ~ν(νx, νy, νz) вздовж осi 0x.
Вiдповiдь:
а) ∆u (x, y, z) = 0, де u (x, y, z) — концентрацiя ;

278



б)

k∆u− vx
∂ u

∂ x
− vy

∂ u

∂ y
− vz = 0,

де k — коефiцiєнт дифузiї; νx, νy, νz — проекцiї швидкостi ~v на координатнi осi. Якщо
νx = νy = νz = 0, то рiвняння набуває вигляду k∆u − νux = 0. Останнє рiвняння ще
називають рiвнянням газової атаки.
Вказiвка. Для виведення рiвнянь стацiонарного процесу дифузiї потрiбно викорис-
тати закон збереження речовини для довiльного об’єму V , обмеженого поверхнею S,
i застосувати формулу Остроградського. Закон збереження речовини для нерухомої
поверхнi S записується так: ∫∫

S

(
−k∂ u

∂ ~n
+ vnu

)
ds = 0,

або ∫∫∫
V

[div(k grad u)− div(~vu)] dx dy dz = 0,

звiдки внаслiдок довiльностi об’єму V , а також умови div ~v = 0 i випливає рiвняння
дифузiї.

2. Виходячи з рiвнянь Максвела, показати, що потенцiал електростатичного поля задо-
вольняє рiвняння Пуассона з правою частиною, яка є пропорцiйною об’ємнiй густинi
зарядiв ρ (x, y, z).
Вказiвка. Рiвняння Максвела мають вигляд

rot ~H =
4π

c
~J +

1

c

∂

∂ t
(ε ~E), ~J = σ ~E,

rot ~E = −1

c

∂

∂ t
(µ ~H);

div(ε ~E) = 4πρ, div(µ ~H) = 0,

де ~E, ~H — вектори електричного i магнiтного полiв; ε — дiелектрична стала; µ — маг-
нiтна проникливiсть; σ — провiднiсть середовища; c — швидкiсть свiтла в порожнечi;
~J — густина струму провiдностi .
Рiвняння, якi задовольняє поле стацiонарно розподiлених зарядiв, одержуються iз
рiвнянь Максвела, якщо всi похiднi по часу покласти рiвними нулю. Для електроста-
тичного поля в середовищi, яке не є провiдником, одержуємо

rot ~E = 0, div(ε ~E) = 4πρ.

Iз першого з рiвнянь випливає, що ~E — потенцiальний вектор, тобто iснує така
скалярна функцiя u (x, y, z), що ~E = −gradu. u (x, y, z) називають потенцiалом поля.
Iз другого рiвняння маємо

div (εgradu) = −4πρ (x, y, z) .

Якщо ε = const, то для u (x, y, z), одержуємо

∆u (x, y, z) = −1

ε
4πρ (x, y, z) .

В порожнечi ε = 1.
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3. Показати, що потенцiал стацiонарного магнiтного поля задовольняє рiвняння Лапла-
са.
Вказiвка. Якщо магнiтне поле є стацiонарним, то воно повинне визначатися рiвнян-
нями

rot ~H = 0, div(µ ~H) = 0.

З першого рiвняння випливає потенцiальнiсть вектора ~H: ~H = −gradu. Пiдставляючи
цей вираз у друге рiвняння i враховуючи однорiднiсть та iзотропнiсть середовища
(µ = const), одержуємо рiвняння Лапласа.

4. Скласти математичну модель стацiонарного процесу розподiлу температури в iзо-
тропному неоднорiдному тiлi V з краєм S, якщо в тiлi є джерела тепла iнтенсивно-
стi f (x, y, z), а поверхня S — теплоiзольована. Коефiцiєнт теплопровiдностi рiвний
k (x, y, z).

5. Знайти форму рiвноваги прямокутної мембрани зi сторонами 2a i 2b, яка знаходиться
пiд дiєю рiвномiрно розподiленого навантаження q (початок координат вибрано в
центрi мембрани). Сторони нерухомо закрiпленi. Обчислити прогин центра мембрани,
вважаючи, що b/a = 2.

6. Знайти закон стацiонарного розподiлу температури всерединi нескiнченного кругово-
го цилiндра радiуса l, якщо на його поверхнi пiдтримується температура
u (l, ϕ) = u0 sinϕ (u0 = const). Розв’язок знайти у формi ряду i у формi iнтеграла Пу-
ассона.

7. Дано прямокутну пластинку OACB (рис. 4.19). Через сторону OA тепло рiвномiрно
пiдводиться, через OB — рiвномiрно вiдводиться, а двi сторони AC i BC покритi
тепловою iзоляцiєю. Знайти стацiонарну температуру внутрiшнiх точок пластинки.

Рис. 4.19:

8. Знайти положення рiвноваги мембрани, яка має форму пiвкруга радiуса a, якщо на
неї дiє рiвномiрно розподiлене навантаження q. Краї мембрани нерухомо закрiпленi.

9. Двi сторони AC i BC прямокутної однорiдної пластинки OACB (рис. 4.20) тепло-
iзольованi, а на двох iнших пiдтримується нульова температура. Знайти стацiонар-
ний розподiл температури за умови, що в пластинцi видiляється тепло з густиною
Q = const.

10. Дослiдити стацiонарний розподiл температури в однорiднiй пластинцi, яка має форму
криволiнiйного прямокутника, двi сторони якого утворенi дугами концентричних кiл,
а двi iншi — вiдрiзками радiусiв (рис. 4.21). Одна з граней (ρ = b) має температуру
T0 = const, iншi пiдтримуються за нульової температури.
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Рис. 4.20:

Рис. 4.21:

11. Тонка плiвка натягнена на дротяний каркас, який проектується на площину xOy
в прямокутник зi сторонами x = 0, x = l, y = 0, y = m; вiдхилення точок кон-
туру вiд площини xOy задається рiвностями u (0, y) = 0, u (l, y) = 0, u (x, 0) = 0,
u (x,m) = h sin πx

l
(h = const). Знайти форму поверхнi, на якiй розмiститься плiвка.

12. Знайти стацiонарний розподiл температури всерединi нескiнченного кругового цилiн-
дра радiуса l, якщо на поверхнi цилiндра пiдтримується стала температура: 0◦ — в
тих точках, де α < ϕ < 2π ; 2π u0α

−1 в тих точках, де 0 < ϕ < α (u0, α − const).
Розглянути випадок, коли α досить мале.

13. Знайти закон cтацiонарного розподiлу температури в прямокутнiй пластинцi, двi про-
тилежнi сторони y = 0 i y = b якої знаходяться вiдповiдно при нульовiй температурi i
T0 = const, а двi iншi (x = ±a) випромiнюють тепло по закону Ньютона в навколишнє
середовище, температура якого рiвна нулю.

14. Тонка плiвка натягнена на дротяний каркас, який проектується на площину xOy
в круговий сектор 0 ≤ ϕ ≤ α, 0 ≤ ρ ≤ R. На плiвку дiє рiвномiрно розподiлене
навантаження q. Сторони ϕ = 0 i ϕ = α нерухомо закрiпленi, а край ρ = R вiльний.
Знайти форму поверхнi, на якiй розмiститься плiвка.

15. Визначити форму прогину однорiдної прямокутної мембрани iз сторонами a i b, якщо
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три сторони x = a, y = 0, y = b вiльнi, а на четвертiй задане вiдхилення
u (0, y) = y (y − b) .

16. Напiвкругла мембрана радiуса a нерухомо закрiплена на пiвколi i вiльна на прямо-
лiнiйному краї. Знайти форму прогину мембрани пiд рiвномiрним навантаженням
q.

17. Усерединi нескiнченного кругового цилiндра радiуса l проходить рух нестисливої рi-
дини. Вважаючи рух сталим, потенцiальним i плоскопаралельним, знайти закон руху,
якщо проекцiя швидкостi ~v на зовнiшню нормаль цилiндра в кожнiй точцi на поверхнi
цилiндра задається формулами:
а) Пр~n~v = ν0 sinϕ, ν0 = const;

б) Пр~n~v =

{
−v0, при ϕ ∈ (0, π),
v0, при ϕ ∈ (−π, 0).

18. Знайти закон стацiонарного розподiлу температури в однорiднiй прямокутнiй плас-
тинцi, яка пiдiгрiвається джерелом тепла, що видiляє в одиницi площi тепло
Q = const, якщо крiзь сторони пластинки тепловiддача в навколишнє середовище
нульової температури вiдбувається за законом Ньютона.

19. Зiнтегрувати наступнi крайовi задачi та дати їх фiзичну iнтерпретацiю:
а) ∆u (ρ, ϕ) = 0, 2 < ρ < 4, 0 < ϕ ≤ 2π,

u(2, ϕ) = Aϕ,
∂ u

∂ ρ

∣∣∣∣
ρ=4

= 0, 0 < ϕ ≤ 2π, A = const;

б) ∆u (x, y) = 2x, x ∈ (0, a), y ∈ (0, b),

u (0, y) = u (a, y) = 0, y ∈ [0, b] ,

uy|y=0 = uy|y=b = 0, x ∈ [0, a] ;

в ) ∆u (ρ, ϕ) = ϕ, 0 < ρ < 2, 0 < ϕ < π
4
,

u (ρ, 0) = u
(
ρ,
π

4

)
= 0, 0 ≤ ρ ≤ 2,

u (2, ϕ) = A sin 4ϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π

4
, A = const.

г ) ∆u (x, y) = sinx sin y, 0 < x, y < π,

u (0, y) = u (π, y) = 0, y ∈ [0, π] ,

u (x, 0) = sin x, u (x, π) = sinx, x ∈ [0, π] ;

д) ∆u (x, y) = 0, x ∈ [0,+∞], y ∈ (0, b),

u|x=0 = Ay, u (∞, y) = 0, y ∈ [0, b] , A = const,

∂ u

∂ y

∣∣∣∣
y=0

= 0,
∂ u

∂ y

∣∣∣∣
y=b

+ u(x, b) = 0, x ∈ [0,+∞] ;
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е) ∆u (ρ, ϕ) = 0, 0 < ϕ ≤ 2π, ρ ∈ (a, b),

∂ u(a, ϕ)

∂ρ
= A cosϕ, u (l, ϕ) = B sin 2ϕ+Q, ϕ ∈ [0, 2π] ,

A, B, Q−−− const.

20. Побудувати функцiю Грiна для рiвняння Лапласа у випадку внутрiшньої задачi Дi-
рiхле, якщо область має вигляд: а) пiвкруга ; б) кiльця; в) шару z ∈ [0, l].
Вiдповiдь (див. рис. 4.22):

Рис. 4.22:

а) G (P,M) = G1 (ρ, ϕ, ρ0, ϕ0)−G1 (ρ, ϕ, ρ0, 2π − ϕ0), де

G1 =
1

2π
ln
ρ0r1
Rr0

r0 = |PM | , r1 = |PM1| , ρ0 = |OM | , ρ1 = |OM1| ,
M (ρ0, ϕ0) , M1 (ρ1, ϕ1) ;

б) G (P,M) = 1
2π

∑∞
n=0 ln enr′n

rne′n
, де rn = |PMn|; r

′
n =

∣∣PM ′
n

∣∣;
Mn = P (ρn, ϕ0) ; M

′

n = P
(
ρ
′

n, ϕ0

)
;

en =


(
R1

R2

)k
, коли n = 2k,(

R2

R1

)k+1

, коли n = 2k + 1;

e′n =


(
R1

R2

)k
R1

ρ0
, коли n = 2k,(

R2

R1

)k
R2

ρ0
, коли n = 2k + 1,

;

ρn =


(
R2

1

R2
2

)k
ρ0, коли n = 2k,(

R2
2

R2
1

)k+1

ρ0, коли n = 2k + 1;
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ρ′n =


(
R2

1

R2
2

)k
R2

1

ρ0
, коли n = 2k,(

R2
2

R2
1

)k
R2

ρ0
, коли n = 2k + 1,

R1, R2 — радiуси;

в) G (P,M) = 1
4π

+∞∑
n=−∞

(
1
rn
− 1

r′n

)
, де

rn =
√

(x− ξ)2 + (y − η)2 + [z − (2nl + ξ)]2,

r′n =
√

(x− ξ)2 + (y − η)2 + [z − (2nl − ξ)]2.

21. Знайти об’ємний потенцiал V кулi при сталiй густинi f (N) = ρ0:
а) поставивши крайову задачу для V i розв’язавши її;
б) шляхом прямого обчислення об’ємного iнтеграла.
Вiдповiдь:

V = u(r) =

{
2πρ0 (R2 − r2/3) , коли r < R,
M
r
, коли r > R,

де R — радiус кулi; M = 4π
3
ρ0R

3 — її маса.

22. Знайти логарифмiчний потенцiал простого шару вiдрiзка з густиною ψ (M) = x.
Вiдповiдь:

u(x, y) =
a2 − x2 + y2

2
ln

(a+ x)2 + y2

(a− x)2 + y2
+ ax−

−xy arctg 2ay

x2 + y2 − a2
, x ∈ [−a, a] . )

23. Знайти логарифмiчний потенцiал простого шару вiдрiзка зi сталою густиною заряду.
Вiдповiдь:

u(x, y) = ρ0

{
2a− y arctg 2ay

x2 + y2 − a2
− a− x

2
ln[y2 + (a− x)2]−

−a+ x

2
ln[y2 + (a+ x)2]

}
де ρ0 — густина.
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Роздiл 5

НЕЛIНIЙНI ЗАДАЧI МАТЕМАТИЧНОЇ ФIЗИКИ

Одним iз актуальних напрямкiв сучасної математичної фiзики є вивчення
нелiнiйних математичних моделей рiзних явищ та процесiв природи. Поява
таких моделей обумовлена використанням у сучаснiй фiзицi i технiцi впливiв
на речовину електричних полiв великої iнтенсивностi, пучкiв частинок висо-
кої енергiї, потужного лазерного когерентного (вiд лат. cohaerens — взаємо-
зв’язаний; когерентнi хвилi — такi, що в них не змiнюється в часi рiзниця
фаз) випромiнювання ударних хвиль високої iнтенсивностi, потужних тепло-
вих потокiв.

Лiнiйнi математичнi моделi є всього лише певними наближеннями при
описаннi рiзних процесiв. Їх можна використовувати тiльки в тих випадках,
коли дослiджуванi фiзичнi величини в розглядуваному процесi змiнюються
не в дуже широкому дiапазонi значень.

Нелiнiйнi моделi дозволяють описати явища чи процеси в бiльш широ-
кому дiапазонi змiн параметрiв. При цьому нелiнiйностi мiняють не тiльки
кiлькiснi характеристики процесiв, але i якiсну картину їх протiкання. В осно-
вi нелiнiйних моделей лежать нелiнiйнi ДРЧП, закiнченої теорiї i загальних
методiв розв’язання задач для яких в даний час не розроблено. Однак для
ряду нелiнiйних задач математичної фiзики вдається знайти точнi аналiтичнi
розв’язки, аналiз властивостей яких дозволяє виявити якiсно новi нелiнiйнi
ефекти в дослiджуваних процесах.

У теорiї нелiнiйних ДРЧП одним iз центральних питань є вивчення впливу
характеру нелiнiйностi на розв’язнiсть класичних лiнiйних задач для розгля-
дуваного нелiнiйного рiвняння. При цьому особливий iнтерес представляють
рiвняння i задачi, якi не задовольняють вiдомi стандартнi умови iснування i
єдиностi розв’язку. До них в частинному випадку належать ряд нелiнiйних
рiвнянь гiдромеханiки, теорiї гравiтацiйного поля, теорiї поверхонь та iншi.

У даному роздiлi пропонується простий метод встановлення структурних
i якiсних властивостей розв’язкiв деяких важливих класiв нелiнiйних ДРЧП,
а також дослiджується ряд нелiнiйних математичних моделей.



Тема 1

Структурнi та якiснi властивостi
нелiнiйних рiвнянь другого порядку

5.1 Структурнi властивостi розв’язкiв деяких класiв
нелiнiйних ДРЧП

Розглянемо нелiнiйне рiвняння другого порядку вигляду

n∑
i,j=1

ai,j(x)[uxixj − b(u(x))uxiuxj ] +
n∑
i=1

ci(x)uxi + f(x, u) = 0. (5.1)

Введемо в розгляд новi невiдомi функцiї ϕ (v) i v (x) пов’язанi з шуканою
функцiєю u (x) спiввiдношеннями

u (x) = ϕ (v (x)) . (5.2)

Тодi рiвняння (5.1) можемо записати у виглядi

n∑
i,j=1

ai,j(x)
[
ϕ′′(v)− b(ϕ)ϕ′2(v)

]
vxivxj+

+ϕ′(v)

(
n∑

i,j=1

ai,j(x)vxixj +
n∑
i=1

ci(x)vxj

)
+ f(x, ϕ) = 0.

Iз останнього рiвняння випливає: якщо функцiї ϕ (v) i v (x) є розв’язками
вiдповiдно рiвнянь

ϕ′′(v)− b(ϕ)ϕ′2(v) = 0, (5.3)
n∑

i,j=1

ai,j(x)vxixj +
n∑
i=1

ci(x)vxi +
1

ϕ′(v)
f(x, ϕ) = 0, (5.4)

то функцiя ψ′(0) = 1
2ϕ
′(0), визначена згiдно з (5.2), буде розв’язком рiвняння

(5.1).
Рiвняння (5.3) є звичайне нелiнiйне диференцiальне рiвняння другого по-

рядку, загальний розв’язок якого в неявному виглядi можна записати наступ-
ним чином

v(x) = C1

u∫
0

exp

− τ∫
0

b(t)dt

 dτ + C2, (5.5)

де C1 i C2 — довiльнi сталi.
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Коли iз рiвностi (5.5) можна визначити u (x) як функцiю v (x):
u (x) = ϕ (v (x)) , то за умови ϕ′(v) 6= 0, для визначення функцiї v (x) одержи-
мо рiвняння з частинними похiдними (5.4), яке є лiнiйним вiдносно перших i
других похiдних. В частинному випадку, коли

1

ϕ′(x)
f(x, ϕ) = f1(x)v(x) + f2(x),

рiвняння (5.4) є лiнiйним:
n∑

i,j=1

ai,j(x)vxixj +
n∑
i=1

ci(x)vxi + f1(x)v + f2(x) = 0. (5.6)

Таким чином, якщо v (x) — загальний розв’язок рiвняння (5.6), то фор-
мула (5.2) дає загальний розв’язок рiвняння (5.1), а отже в цьому випадку
вплив характеру нелiнiйностi рiвняння (5.1) на структурнi властивостi його
розв’язкiв повнiстю описуються спiввiдношенням (5.5) мiж u (x) i v (x). Oтже,
задачi (крайовi, Кошi, Гурса, мiшанi i т.д., в залежностi вiд типу рiвняння),
поставленi для рiвняння (5.1), породжують вiдповiднi задачi для рiвняння
(5.6), причому коректнiсть постановки задачi для вихiдного рiвняння (5.1)
зумовлюється коректностю одержаної вiдповiдної задачi для рiвняння (5.6) i
вiд можливостi визначення iз рiвностi (5.5) {zp (x, y)} , {vp (x, y)} як функцiй
v (x), причому наявнiсть або вiдсутнiсть бiфуркацiї ( вiд лат. bifurcus — роз-
двоєний) розв’язкiв рiвняння (5.1) суттєво залежить вiд структури рiманової
поверхнi функцiональної залежностi (5.5) мiж u (x) i v (x).

У випадку системи нелiнiйних рiвнянь вигляду

n∑
i,j=1

ai,j(x)

ukxixj − m∑
l,s=1

bk,s,l (u1, . . . , um)usxiulxj

 = 0, k = 1,m, (5.7)

будемо шукати її розв’язки u1, ...um за формулами

uk(x) = ϕk(v(x)), k = 1,m, (5.8)

де ϕ1(v), ..., ϕm(v) — розв’язок системи нелiнiйних звичайних диференцiаль-
них рiвнянь

ϕ′′k(u)−
m∑

s,l=1

bk,s,l(ϕ1, ..., ϕm)ϕ
′

s(v)ϕ
′

l(v) = 0, k = 1,m. (5.9)

Для визначення функцiї zp+1 (x, y) = T1f
p (t, η) − T2fp (t, η) одержуємо

лiнiйне рiвняння з частинними похiдними
n∑

i,j=1

ai,j(x)vxixj = 0, (ϕ′k(v) 6= 0). (5.10)
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Якщо ми можемо знайти розв’язки системи (5.9) Lεuεn = h+O
(
εn+1α

)
, та

загальний розв’язок v (x) лiнiйного однорiдного рiвняння (5.10), то формула
(5.8), очевидно, дає клас частинних розв’язкiв системи (5.7).

5.2 Деякi простi приклади

Рiвняння Рiда–Барта. Як один iз прикладiв розглянемо рiвняння Рiда–
Барта:

xyuxy − y2uyy − 2xux + 2yuy + c(x, y, u)−

−γu−1
[
xyuxuy − y2 (uy)

2
]

= 0, (5.11)

де при γ = 1

c = −2u ln |u| (5.12)

i при γ = const 6= 1

c =
−2

1− γ
u(x, y). (5.13)

Рiвняння (5.11) гiперболiчного типу при x 6= 0, y 6= 0, параболiчно виро-
джується вздовж прямих x = 0 i y = 0, причому вздовж прямої y = 0 має
мiсце також виродження його порядку. На пiдставi формули (5.5) дiстаємо

u(x, y) = ev(x,y) при γ = 1 , (5.14)

u(x, y) = [v(x, y)](1−γ)−1 при γ 6= 1 . (5.15)

В силу (5.4) в обох розглянутих випадках (5.12), (5.13) функцiя v(x, y)
повинна задовольняти лiнiйне рiвняння

xyvxy − y2vyy − 2yvx + 2yvy − 2v = 0. (5.16)

Оскiльки при x 6= 0 неособливою замiною незалежних змiнних

ξ = x, η = xy, v = ξ−1η2z(ξ, η)

рiвняння (5.16) зводиться до такого:

zξη = 0,

то загальний розв’язок рiвняння (5.16) запишеться у виглядi

v (x, y) = y2f1 (x) + yf2 (x, y) , (5.17)
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де f1 i f2 — довiльнi двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї своїх аргумен-
тiв. Використовуючи цей факт, унаслiдок (5.14) i (5.15) дiстаємо розв’язки
рiвняння (5.11)

u(x, y) = exp[y2f1(x) + yf2(xy)] при γ = 1,

u(x, y) = [y2f1(x) + yf2(xy)](1−γ)−1 при γ 6= 1.
(5.18)

Iз формули (5.17) випливає, що пряма x = 0 не може бути носiєм даних
для рiвняння (5.16). В областi D, обмеженiй, наприклад, прямими y = 0 i
y = 1, для рiвняння (5.16) однозначно розв’язується крайова задача

∂2v

∂y2
|y=0 = ϕ(x), v(x, 1) = ψ(x), −∞ < x < +∞,

ψ′(0) =
1

2
ϕ′(0),

а сам розв’язок має вигляд

v(ψ, y) =
1

2
y2ϕ(x) + y

[
ψ(xy)− 1

2
ϕ(xy)

]
.

У вiдповiдностi з цим на пiдставi формули (5.18) робимо висновок, що в
областi D однозначно будується знакосталий (додатний) розв’язок крайової
задачi

∂2u

∂y2

∣∣∣∣
y=0

= ϕ(x), u(x, 1) = ψ(x), −∞ < x < +∞

i для рiвняння (5.11) у випадку (5.12).
� Рiвняння елiптичного типу. Задачi Дiрiхле та Неймана. НехайD —
обмежена область простору En змiнних x1, ..., xn з ляпуновською границею
S розмiрностi n − 1. Покажемо, яку роль може вiдiграти формула (5.5) в
дослiдженнi задач Дiрiхле

u (x) = f (x) , x ∈ S, (5.19)

i Неймана
d

dn
(u(x)) = f(x), x ∈ S, (5.20)

для рiвняння
∆u (x)− (∇u (x))2 = 0. (5.21)

Унаслiдок формули (5.5) маємо

v (x) = e−u(x), (5.22)
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де v (x) — довiльна гармонiчна функцiя. Отже, якщо u (x) — розв’язок рiв-
няння (5.21) з простору функцiй C2(D) ∩ C(D̄), який задовольняє крайову
умову (5.19), то функцiя v (x) буде гармонiчною, належатиме тому ж просто-
ру функцiй i задовольнятиме крайову умову

v (x) = e−f(x), x ∈ S.

Звiдси, в свою чергу, приходимо до висновку, що задача (5.19), (5.21) завжди
має, причому єдиний, розв’язок, який з урахуванням формули (5.22) можна
подати у виглядi

u (x) = − ln v (x) .

Задача Неймана (5.20), (5.21) згiдно з формулою (5.22) зводиться до знахо-
дження гармонiчної в D функцiї v (x), яка задовольняє крайову умову

dv(x)

d~n
+ f(x)v(x) = 0, x ∈ S. (5.23)

Якщо функцiя v (x) — додатнiй розв’язок задачi (5.23), то функцiя

u = − ln v (x) + C,

при довiльнiй сталiй C буде розв’язком задачi (5.20), (5.21).
Щоб побачити складнiсть при встановленнi умов, якi накладаються на

функцiю f (x) i якi гарантують iснування дiйсних розв’язкiв задач (5.20),
(5.21), розглянемо одновимiрний випадок

u′′(x)− u′2(x) = 0, −1 < x < 1, (5.24)

du

dx

∣∣∣∣
x=−1

= A,
du

dx

∣∣∣∣
x=−1

= B. (5.25)

Використовуючи (5.22), маємо

d2v(x)

dx2
≡ ∆u(x)− (∇u(x))2 = 0 ⇒ v(x) = ax+ b,

де a i b — довiльнi сталi. В силу (5.25) та (5.22)
du
dx

∣∣
x=−1

= −1
vvx |x=−1 = A⇒ (1− A)a+ Ab = 0

−1
vvx
∣∣
x=1

= B ⇒ (1 +B)a+Bb = 0
(5.26)

Якщо
∣∣∣∣ 1− A, A

1 +B, B

∣∣∣∣ = B − A − 2AB = 0, то система (5.26) має нетри-

вiальний розв’язок a = λb, b = −λ (B + 1). Оскiльки

u(x) = − ln(λBx− λ(B + 1)) + C = C − lnλ− ln(−(x− 1)B + 1),

290



0 < λ = −λ,
то iснування дiйсних розв’язкiв задачi (5.24), (5.25) буде забезпечено, якщо
(−x+ 1)B + 1 > 0 при x ∈ (−1, 1) тобто, якщо B > −0, 5.

Випадок рiвняння

∆u(x)− 1

u(x)
(∇u(x))2 = 0

розглянуто в [1, c. 392–395].

5.3 Рiвняння мiшаного типу

Розглянемо нелiнiйне ДРЧП змiшаного типу з виродженням вздовж прямої
y = 0:

y2muxx + yuyy −
2m− 1

2
uy − uδ

[
y2m(ux)

2 + y(uy)
2
]

= 0 , (5.27)

де m — натуральне число бiльше за одиницю, а δ набуває значень — 1 або 0.
Позначимо через D1 скiнченну область площини xOy, обмежену дугою

σ1:

x2 +

(
2

2m+ 1

)2

y2m+1 = 1, y ≥ 0,

з кiнцями в точках A (−1, 0) , B (1, 0) i характеристиками A1F1:

x− 2

2m+ 1
(−y)

2m+1
2 = −1, y ≤ 0,

i B1F1:
x+

2

2m+ 1
(−y)

2m+1
2 = 1, y ≤ 0

рiвняння (5.27), якi виходять iз точки

F1

[
0,−

(
2m+ 1

2

) 2
2m+1

]
.

Пiд задачею Трiкомi для рiвняння (5.27) розумiємо задачу вiдшукання в
просторi функцiй C2(D1) ∩ C0,h(D1) розв’язку u (x, y) цього рiвняння, коли
значення u (x, y) наперед заданi на σ1 i A1F1, причому

lim
y→0+

y0,5−m uy = lim
y→0−

(−y)0,5−muy, −1 < y < 1 . (5.28)

Через C0,h(D1) позначений клас неперервних в D1 функцiй за Гольдером
з показником 0 < h < 1.
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Оскiльки внаслiдок замiни змiнних

ξ = x, η =
2

2m+ 1
| y |

2m+1
2 sgny,

u1(ξ, η) = u1

(
x,

2

2m+ 1
| y |

m+1
2 sgny

)
= u(x, y)

рiвняння (5.27) i умова (5.28) набувають вiдповiдно вигляду

u1ξξ + u1ηηsgn η − uδ1
[
u2

1ξ + u2
1ξsgn η

]
= 0, (5.29)

lim
η→+0

u1η = lim
y→−0

u1η,

то природно обмежитися наступною задачею: в скiнченнiй областiD площини
(ξ, η), обмеженої пiвколом σ : ξ2 + η2 = 1, η ≤ 0, i вiдрiзками AF i BF
характеристик

ξ + η + 1 = 0, ξ − η − 1 = 0, η ≤ 0,

рiвняння (5.29), знайти функцiю u1 (ξ, η) iз простору

C2(D, y 6= 0) ∩ C1(D) ∩ C0,h(D̄),

яка задовольняє в D при y 6= 0 рiвняння (5.29) i крайовi умови{
u1(ξ, η) = f(ξ, η), (ξ, η) ∈ σ,
u1(ξ,−ξ − 1) = ψ(ξ), −1 ≤ ξ ≤ 0

(5.30)

де f i ψ — заданi дiйснi функцiї вiдповiдно класiв C0,h (σ) i C2 (−1 ≤ ξ ≤ 0),
причому f (A) = ψ (A).

Розглянемо два випадки.
1. Нехай у рiвняннi (5.29) δ = −1. Тодi його загальний розв’язок можна

подати у виглядi (5.14), де v (ξ, η) — загальний розв’язок рiвняння

vξξ + vηη sgn η = 0. (5.31)

Отже, в цьому випадку на пiдставi (5.14) i (5.31) для розв’язкiв рiвняння
(5.29) при η < 0 маємо подання

u1 (ξ, η) = f1 (ξ + η) f2 (ξ − η) , (5.32)

де f1 i f2 — довiльнi функцiї з класу C2 (D).
На пiдставi формули (5.32) робимо висновок, що в характеристичному

прямокутнику d з вершинами в точках

M

(
x0 − 1

2
,−x0 + 1

2

)
, F (0,−1), N

(
x0 + 1

2
,
x0 − 1

2

)
,
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E(x0, 0), |x0| < 1

знакосталий (без обмеження загальностi можна вважати додатний) в d розв’я-
зок u1 (ξ, η) рiвняння (5.29) з простору C2 (D), який задовольняє умови

u1 (ξ, ξ − x0) = Ψ (ξ) , x0 − 1 ≤ 2ξ ≤ 2x0,

u1 (ξ, x0 − ξ) = Φ (ξ) , 2x0 ≤ 2ξ ≤ x0 + 1, (5.33)

Ψ (x0) = Φ (x0) ,

де Ψ i Φ — заданi функцiї з класу C2, визначається однозначно i має вигляд

u1(ξ, η) =
1

Φ(x0)
Ψ

(
ξ + η + x0

2

)
Φ

(
ξ − η + x0

2

)
. (5.34)

Якщо ж u1 (x0, 0) = 0, то розв’язок задачi (5.29), (5.33) може iснувати
тiльки тодi, коли принаймнi одна iз функцiй Ψ (ξ) , Φ (ξ) тотожно рiвна ну-
левi, причому в цих випадках iснують нескiнченнi множини розв’язкiв

u1(ξ, η) =



Ψ1

(
ξ+η+x0

2

)
Φ
(
ξ−η+x0

2

)
,

Ψ(ξ) ≡ 0, Φ(x0) = 0, Ψ1(x0) = 1,

Ψ
(
ξ+η+x0

2

)
Φ1

(
ξ−η+x0

2

)
,

Φ(ξ) ≡ 0, Ψ(x0), Φ1(x0) = 1,

Ψ1

(
ξ+η+x0

2

)
Φ1

(
ξ−η+x0

2

)
,

Φ(ξ) ≡ Ψ(ξ) ≡ 0, Φ1(x0) = Ψ1(x0) = 0,

де Ψ1 i Φ1 — довiльнi iз простору C2 функцiї.
Перетворення в нуль розв’язку u1 (ξ, η) задачi (5.29), (5.33) в деякiй точцi

(ξ1, η1) ∈ d рiвносильне тому, що виконана принаймi одна iз умов

Ψ

(
ξ1 + η1 + x0

2

)
= 0,Φ

(
ξ1 − η1 + x0

2

)
= 0,

а отже, в цьому випадку єдинiсть розв’язку буде порушена.
В частинному випадку, коли u1(x0, 0) = 0 i

Φ

(
ξ1 − η1 + x0

2

)
= Φ′

(
ξ1 − η1 + x0

2

)
= Φ′′

(
ξ1 − η1 + x0

2

)
=

= Ψ

(
ξ1 + η1 + x0

2

)
= Ψ′

(
ξ1 + η1 + x0

2

)
= Ψ′′

(
ξ1 + η1 + x0

2

)
= 0,

поряд з функцiєю u1 (ξ, η), визначеною за формулою (5.34), розв’язком задачi
(5.29), (5.33) в d є i функцiя u0 (ξ, η), яка спiвпадає з u1 (ξ, η) над прямими
ξ − η = ξ1 − η1 i ξ + η = ξ1 + η1, а пiд цими прямими

u0 (ξ, η) = (ξ + η − ξ1 − η1)
3 (ξ − η − ξ1 + η1)

3 Ψ2 (ξ + η) Φ2 (ξ − η) ,
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де Ψ2 i Φ2 — довiльнi iз простору C2 функцiї.
Знакосталi в трикутнику ABF розв’язки рiвняння (5.29), якi задовольня-

ють умови {
u1(ξ, 0) = τ(ξ), −1 ≤ ξ ≤ 1,
u1(ξ,−ξ − 1) = ψ(ξ), −1 ≤ ξ ≤ 0,

τ(−1) = ψ(−1),
(5.35)

{
u1η(ξ, 0) = ν(ξ), −1 < ξ < 1,
u1(ξ,−ξ − 1) = ψ(ξ), −1 ≤ ξ ≤ 0,{
u1(ξ, 0) = τ(ξ), −1 ≤ ξ ≤ 1,
u1η(ξ, 0) = ν(ξ), −1 < ξ < 1,

(5.36)

даються формулами

u1(ξ, η) = τ(ξ + η)ψ
(
ξ−η−1

2

)/
ψ
(
ξ+η−1

2

)
,

u1(ξ, η) = ψ

(
ξ + η − 1

2

)
ψ

(
ξ − η − 1

2

) 1

ψ(−1)
+

ξ+η∫
−1

ν(t)dt

ψ2
(
t−1

2

)
 , (5.37)

u1(ξ, η) =
√
τ(ξ + η)τ(ξ − η) exp

0, 5

ξ+η∫
ξ−η

ν(t)

τ(t)
dt

 ,

вiдповiдно, причому у всiх трьох випадках розв’язки єдинi.
Знайдемо розв’язки задачi (5.29), (5.36), коли ψ (ξ) = 0. Згiдно з (5.32)

маємо
u1η(ξ, η) = f ′1(ξ + η)f2(ξ − η)− f1(ξ + η)f

′

2(ξ − η),

а отже, на пiдставi перших iз умов (5.36){
f ′1(ξ)f2(ξ)− f1(ξ)f

′
2(ξ) = ν(ξ), ξ ∈ (−1, 1),

f1(−1)f2(2ξ + 1) = 0, ξ ∈ [−1, 0].

Iз другої умови f−1 (−1) = 0 i вважаємо, що f2 (ξ) 6= 0 при ξ ∈ [−1, 1]. Тодi iз
першої рiвностi одержуємо

f 2
2 (ξ)

d

dξ

(
f1(ξ)

f2(ξ)

)
= ν(ξ) ⇒ f1(ξ) = f2(ξ)

ξ∫
−1

ν(t)

f 2
2 (t)

dt+ C.

Оскiльки f1 (−1) = 0, то C = 0. Таким чином одержуємо нескiнченну
кiлькiсть розв’язкiв

u1(ξ, η) = f2(ξ + η)f2(ξ − η)

ξ+η∫
−1

ν(t)

f 2
2 (t)

dt,
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де f2 (ξ) довiльна iз простору C2 ([−1, 1]) функцiя, яка нiде при ξ ∈ [−1, 1] не
перетворюється в нуль.

Унаслiдок формул (5.14) та (5.37) побудова знакосталого розв’язку задачi
(5.29), (5.30) в пiвкрузi D+ = D ∩ {y > 0} зводиться до вiдшукання гармо-
нiчної функцiї v (ξ, η), яка задовольняє крайовi умови:

v (ξ, η) = ln f (ξ, η) , (ξ, η) ∈ σ ,

∂v

∂ξ
− ∂v

∂η
= ψ′

(
ξ−1

2

)/
ψ
(
ξ−1

2

)
, −1 < ξ < 1.

Як вiдомо, при (ξ, η) ∈ D+

v(ξ, η) = Re
1

πi

∫
σ

√
1− z2

1− t2

(
1

t− z
− 1

1− tz

)
ln f(t)dt+

+Re
2

π(1 + i)

∫ 1

−1

√
1− z2

1− t2

(
1

t− z
− 1

1− tz

)
lnψ

(
t− 1

2

)
dt. (5.38)

При (ξ, η) ∈ D = D ∩ {η < 0} маємо

v(ξ, η) = v(ξ + η, 0)− lnψ

(
ξ + η − 1

2

)
+ lnψ

(
ξ − η − 1

2

)
. (5.39)

Пiдставивши вирази (5.38), (5.39) у праву частину формули (5.14), одер-
жуємо єдиний розв’язок задачi (5.29), (5.30) при δ = −1.

Зауважимо, що вимога знакосталостi розв’язку u1 (ξ, η) задачi (5.29), (5.30)
(а отже i знакосталостi f i ψ) є суттєвою. Справдi, наприклад, при f ≡ ψ ≡ 1
задача (5.29), (5.30) має багатопараметричну сiм’ю розв’язкiв

u1(ξ, η) =
n∏
k=1

uk,1(ξ, η)u∗k,1(ξ, η), (5.40)

де

uk,1(ξ, η) =


∣∣∣z−αk1+αk

∣∣∣2mk

, η ≥ 0, z = ξ + iη, αk = ak + ibk, bk > 0,

expmk

[
ln
∣∣∣ (ξ−αk)2−η2

(1+αk)2

∣∣∣− arctg ξ+η−akbk
+ arctg ξ−η−akbk

]
, η ≤ 0,

u∗k,1(ξ, η) = exp vk (ξ, η) ,

причому vk(ξ, η) визначаються згiдно (5.38), (5.39), в яких ln f (t) потрiбно
замiнити на

− ln

∣∣∣∣ t− αk1 + αk

∣∣∣∣2mk

,

295



i lnψ
(
t−1

2

)
— на

− ln

∣∣∣∣ t− αk1 + αk

∣∣∣∣2mk

+mkarctg
1 + ak
−bk

−mkarctg
t− ak
bk

,

де αk — довiльнi комплекснi числа, розмiщенi в D+ i вони є нулями функцiї
u1(ξ, η), визначеної згiдно з (5.40).

У випадку, коли ψ (ξ) ≡ 0, f (A) = 0, задача (5.29), (5.30) має нескiнченну
множину розв’язкiв. При η ≥ 0 вони набувають вигляду (5.14), причому
v(ξ, η) визначається за формулою (5.38), в якiй ψ

(
t−1

2

)
замiнена довiльною

функцiєю — ψ1 (t) з простору C2, яка нiде не перетворюється в нуль, а при
η ≤ 0

u1(ξ, η) = u1(ξ + η, 0)
ψ1(ξ + η)

ψ1(ξ − η)
.

Якщо f (t) знакозмiнна i функцiя ln |f(t)| iнтегровна, то дiйсних розв’яз-
кiв задача (5.29), (5.30) не має, всi її розв’язки комплекснi. Вони знову отри-
муються за формулою (5.14), в якiй v(ξ, η) дається рiвнiстю (5.38), де замiсть
f (t)потрiбно писати |f(t) | i пiд знаками Re потрiбно додати вираз

2k

∫
CE

√
1− z2

1− t2

(
1

t− z
− 1

1− tz

)
dt

i
D̄ ⊂ D̄1 ⊂ E12,

де Ē - множина точок пiвкола σ, на якому f < 0, а CĒ — доповнення Ē до
σ.

2. Нехай в рiвняннi (5.29) δ = 0. Тодi зв’язок мiж функцiями u1(ξ, η) i
v(ξ, η) дається формулою (5.22), де v(ξ, η) розв’язок рiвняння (5.31). Тому
крайовими умовами (5.30) породжуються умови

v(ξ, η) = exp[−f(ξ, η)], (ξ, η) ∈ σ,
v(ξ,−ξ − 1) = exp[−ψ(ξ)], −1 ≤ ξ ≤ 0

}
. (5.41)

Унаслiдок другої з умов (5.41)

∂v(ξ, 0)

∂ξ
− ∂v(ξ, 0)

∂η
= −ψ′

(
ξ − 1

2

)
exp

[
−ψ

(
ξ − 1

2

)]
, −1 < ξ < 1. (5.42)

Гармонiчна в D+ функцiя v(ξ, η), яка задовольняє першу iз умов (5.41) i
умову (5.42), очевидно, дається формулою (5.38), в якiй ln |f(t)| i lnψ

(
t−1

2

)
потрiбно замiнити через exp [−f (t)] i exp

[
−ψ

(
t−1

2

)]
вiдповiдно.

В областi D− маємо

v(ξ, η) = v(ξ+η, 0)+exp

[
−ψ

(
ξ − η − 1

2

)]
−exp

[
−ψ

(
ξ + η − 1

2

)]
. (5.43)

296



На пiдставi формул (5.42), (5.43) робимо висновок, що виконання умови

ψ′(ξ) ≤ 0, −1 < ξ < 0,

гарантує iснування єдиного дiйсного розв’язку задачi (5.29), (5.30) в розгля-
дуваному випадку.

Тема 2

Нелiнiйнi моделi дифузiйних процесiв

5.4 Теорiя нелiнiйної теплопровiдностi

Дослiджуючи високотемпературнi тепловi процеси з урахуванням дiї таких
механiзмiв перенесення енергiї, як електронна або променева теплопровiд-
ностi, необхiдно враховувати залежнiсть густини ρ, питомої теплоємностi C
i коефiцiєнту теплопровiдностi середовища k вiд температури u.

Потужнiсть теплових джерел, розподiлених в об’ємi середовища, також
може залежати вiд температури, якщо враховувати процеси дисоцiацiї моле-
кул, фазовi переходи, випромiнювання, горiння, хiмiчнi реакцiї та iншi екзо-
термiчнi та ендотермiчнi процеси, якi проходять в нагрiтому середовищi.

Рiвняння теплопровiдностi, яке враховує залежнiсть властивостей сере-
довища вiд температури i нелiнiйну залежнiсть вiд температури потужностi
розподiлених в об’ємi теплових джерел, є квазiлiнiйним параболiчним рiвнян-
ням вигляду

ρ (u)C (u)ut = div (k (u) gradu) + F (u, x, y, z, t) , (5.44)

u = u (t, x, y, z) .

Нелiнiйнiсть задачi теплопровiдностi може бути також обумовлена нелi-
нiйнiстю крайової умови. Такi задачi, на вiдмiну вiд задач з внутрiшньою
нелiнiйнiстю, обумовленою нелiнiйнiстю рiвняння, часто називають задача-
ми iз зовнiшньою нелiнiйнiстю.

Нелiнiйна крайова умова на поверхнi S тiла може мати вигляд

∂u

∂n
|S = ϕ (u(p), p, t) , (5.45)

де задана функцiя ϕ нелiнiйним чином залежить вiд температури.
До таких умов приходять, наприклад, коли через поверхню тiла S прохо-

дить випромiнювання енергiї. Тодi згiдно iз законом Стефана–Больцмана

−k∂u
∂n

= ε0σ0u
4(t, p), p ∈ S, t > 0,
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де k — коефiцiєнт теплопровiдностi, ε0 — ступiнь чорноти матерiалу, яка в
загальному випадку залежить вiд температури u (t, p), σ0 — стала Стефана-
Больцмана.

Якщо ж на поверхнi S задана умова конвективного теплообмiну, то згiдно
iз законом Ньютона

∂u

∂n
+ hu(p, t) = hf(p, t), p ∈ S, t > 0,

тут f (p, t) — температура зовнiшнього середовища; h = αT
k , αT — коефiцiєнт

теплообмiну, який залежить вiд температури поверхнi тiла.
Задача теплопровiдностi стає нелiнiйною, якщо враховувати фазовi пере-

ходи в середовищi, такi як плавлення, випаровування, конденсацiя, криста-
лiзацiя, якi проходять при визначенiй температурi i супроводжуються видi-
ленням або поглинанням тепла.

У середовищi з фазовим переходом з’являється поверхня S1 роздiлення
фаз, яку називають фронтом фазового переходу. Ця поверхня рухається зi
скiнченною швидкiстю. Баланс теплової енергiї на фронтi фазового переходу
з температурою f (t, p) дозволяє записати на рухомiй поверхнi S1 фронту
крiм умови

u1 (t, p) = u2 (t, p) = f (t, p) , p ∈ S1, (5.46)

другу крайову умову (
K1

∂u1

∂n
−K2

∂u2

∂n

)
|P∈S1

= qρv, (5.47)

де K1, K2, u1, u2 — вiдповiдно коефiцiєнти теплопровiдностi i температури
двох фаз, якi дотикаються, q — питома масова теплота фазового переходу,
v — миттєва швидкiсть руху фронту фазового переходу в напрямi нормалi ~n
до поверхнi S1.

Оскiльки швидкiсть руху фронту v завчасно не вiдома i повинна бути
знайдена в процесi розв’язування задачi теплопровiдностi, то крайова умова
(5.47), яка називається умовою Стефана, робить задачу нелiнiйною.

Нелiнiйностi мiняють не тiльки кiлькiснi характеристики теплових про-
цесiв, але i якiсну картину їх протiкання.

Вони ускладнюють математичнi моделi теплових процесiв, причому у ба-
гатьох випадках цi складнощi пов’язанi з неможливiстю застосування для
нелiнiйних задач принципу суперпозицiї розв’язкiв. Число знайдених точних
аналiтичних розв’язкiв таких нелiнiйних задач теплопровiдностi вкрай обме-
жене, але саме аналiз цих розв’язкiв дозволяє виявити якiсно новi нелiнiйнi
ефекти при розподiлi тепла. Деякi такi розв’язки нелiнiйних задач теплопро-
вiдностi розглянемо в наступних параграфах.

Квазiлiнiйнi параболiчнi рiвняння другого порядку лежать в основi мате-
матичних моделей рiзноманiтних явищ i процесiв у механiцi, фiзицi, бiологiї,
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екологiї, технологiї та iнших галузях знань. У частинному випадку рiвняння
нелiнiйної теплопровiдностi (5.44) за певних умов описує фiльтрацiю рiдин i
газiв в пористих матерiалах, дифузiю нейтронiв, нелiнiйний скiн–ефект (про-
ходження змiнного електричного струму високої частоти не через весь пе-
рерiз провiдника, а переважно лише в поверхневому шарi) при проникненнi
магнiтного поля в провiднi середовища. Це рiвняння може бути застосоване
при математичному описаннi процесiв горiння i детонацiї, хiмiчної кiнети-
ки, процесiв росту i мiграцiї бiологiчних популяцiй, поширення забруднень у
навколишньому середовищi. Такий широкий дiапазон застосовували рiвнян-
ня (5.44) зумовлений тим, що воно ґрунтується на фундаментальних законах
збереження енергiї, маси або кiлькостi частинок.

5.5 Задача Стефана про фазовий перехiд

Знайдемо аналiтичний розв’язок одновимiрної задачi теорiї теплопровiд-
ностi, яку називають задачею Стефана на честь Й. Стефана, який поставив
i розв’язав у 1889 р. задачу про фазовий перехiд.

Фазовий перехiд може бути пов’язаний iз кристалiзацiєю рiдини при її
охолодженнi. У цьому випадку задачу за звичаєм називають задачею про
промерзання, маючи на увазi, що процес замерзання води при її охолодженнi
належить до процесiв такого класу.

Нехай рiдке середовище займає пiвпростiр x > 0 i нехай при t < 0 тем-
пература всiх шарiв рiдини однакова i рiвна u0 > u∗, де u∗ — температура
затвердiння рiдини. Без обмеження загальностi будемо вважати, що u∗ = 0.

З моменту часу t = 0 на межi x = 0 пiдтримується стала температура
uc < 0, яка є меншою за температуру кристалiзацiї u∗. У цьому випадку при
t > 0 поблизу граничної поверхнi виникає шар твердої фази, товщина якої з
плином часу збiльшується (рис. 5.1).

Рис. 5.1:

Фронт кристалiзацiї x = ξ (t) в довiльний момент часу вiддiляє тверду
фазу вiд рiдкої, рухаючись з деякою швидкiстю V = dξ/dt в напрямку рiдкої
фази. При постановцi задачi ξ (0) = 0.
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Теплота фазового переходу, яка видiляється при кристалiзацiї рiдини, вiд-
водиться в наслiдок теплопровiдностi твердої фази через граничну поверхню
x = 0.

Видiляючи явно рухомий фронт кристалiзацiї, позначимо iндексами 1 i 2
величини, якi вiдносяться до твердої i рiдкої фази. Тодi, рахуючи, що влас-
тивостi середовища при фазовому переходi змiнюються стрибком, запишемо
рiвняння теплопровiдностi для обох фаз

∂u1(t, x)

∂t
= a2

1

∂2u1(t, x)

∂x2
, t > 0, 0 < x < ξ(t), (5.48)

∂u2(t, x)

∂t
= a2

2

∂2u2(t, x)

∂x2
, t > 0, ξ(t) < x <∞, (5.49)

де a2
1 i a

2
2 — коефiцiєнти температуропровiдностi твердої i рiдкої фаз вiдпо-

вiдно.
Враховуючи, що в початковий момент часу iснує тiльки рiдка фаза, по-

чаткову умову для задачi запишемо у виглядi

u2(0, x) = u0 = const, x > 0. (5.50)

Крайовi умови задачi сформулюємо наступним чином:
а) на краях областi

u1(t, 0) = uc = const > 0,

u2(t, x)
u0−−−→

x→∞
= const > 0; (5.51)

б) на фронтi фазового переходу

u1 |x=ξ−0 = u2 |x=ξ+0 = 0; (5.52)

K1
∂u1

∂x

∣∣∣∣
x=ξ−0

− K2
∂u2

∂x

∣∣∣∣
x=ξ+0

= ρ1q
∗dξ

dt
, (5.53)

де q∗ — питома теплота кристалiзацiї, вiднесена до одиницi маси твердої фази.
За допомогою перетворення Больцмана

η =
x√
t

зведемо рiвняння (5.48), (5.49) до звичайних диференцiальних рiвнянь для
функцiй z1 (η) i z2 (η):

0, 5η z
′

i(η) + a2
i z
′′

i (η) = 0, i = 1, 2. (5.54)

Позначивши z′i (η) = wi (η), запишемо рiвняння (5.54) у виглядi

0, 5η wi(η) + a2
iw

′

i(η) = 0 ⇒ dwi(η)

wi(η)
= − η

2a2
i

dη.
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Зiнтегрувавши останню рiвнiсть, дiстанемо

z
′

i(η) = wi(η) = Bi exp(− η2

4a2
i

),

де Bi — довiльнi сталi.
Зiнтегрувавши ще раз, знаходимо загальний розв’язок рiвняння (5.54) для

i = 1, 2 :

zi(η) = Ai +Bi

η∫
0

exp

(
− ξ2

4a2
i

)
dξ = Ai +BiΦ

(
η

2ai

)
,

де Φ (ζ) = 2√
π

ζ∫
0

e−ξ
2

dξ; Ai, Bi — довiльнi сталi.

Функцiю Φ (ζ) ≡ erfζ називають iнтегралом або функцiєю похибок. Вона
часто зустрiчаються в задачах математичної фiзики i тому затабульована, як
i її похiднi та iнтеграл вiд неї. Зокрема Φ (0) = 0, Φ (∞) = 1. Для малих ζ
має силу розклад

Φ(ζ) =
2√
π

(
ζ − ζ3

1!3
+
ζ5

2!5
− ...

)
,

а при великих ζ справедлива асимптотична формула

Φ(ζ) ≈ 1− 1√
π

e−ζ
2

ζ

(
1− 1

2ζ2
+

1 · 3
(2ζ2)2

− 1 · 3 · 5
(2ζ2)3

+ ...

)
.

Повертаючись до старих незалежних змiнних, знайдемо загальний розв’я-
зок рiвнянь (5.48), (5.49):

u1(t, x) = A1 +B1 Φ
(

x
2a1
√
t

)
, t > 0, 0 < x < ξ(t),

u2(t, x) = A2 +B2 Φ
(

x
2a2
√
t

)
, t > 0, ξ(t) < x <∞.

(5.55)

Згiдно з крайовими умовами (5.51) маємо

A1 = uc , A2 +B2 = u0. (5.56)

Зауважимо, при цьому, що початкова умова (5.50) виконується.
Згiдно з умовами (5.52) на фронтi фазового переходу, тобто при x = ξ (t),

одержуємо

A1 +B1 Φ

(
ξ(t)

2a1

√
t

)
= 0, A2 +B2 Φ

(
ξ(t)

2a2

√
t

)
= 0. (5.57)
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Кожна iз цих умов може бути виконана для довiльного t > 0 тiльки в
тому випадку, якщо аргументи функцiї Φ (ζ) в (5.57) не залежать вiд часу.
Але це можливо, якщо

ξ(t)√
t

= α = const.

Таким чином, з точнiстю до деякої сталої α визначенi закон руху фронту
фазового переходу

ξ(t) = α
√
t, (5.58)

i його швидкiсть

v =
dξ(t)

dt
=

α

2
√
t
, (5.59)

яка зменшується з ростом часу, тобто зi збiльшенням товщини шару твердої
фази.

Пiдставляючи (5.58) у спiввiдношення (5.57) дiстаємо

A1 +B1 Φ

(
α

2a1

)
= 0, A2 +B2 Φ

(
α

2a2

)
= 0. (5.60)

Тепер iз рiвностей (5.56) i (5.60) знаходимо всi чотири сталi

A1 = uc, B1 = − uc

Φ
(

α
2a1

) , A2 =
u0Φ

(
α

2a2

)
Φ
(

α
2a2

)
− 1

, B2 =
u0

1− Φ
(

α
2a2

) . (5.61)

Щоб визначити α, потрiбно використати умову Стефана (5.53) на фронтi
фазового переходу. Оскiльки

dΦ(ζ)

dζ
=

2√
π
e−ζ

2

,

то з урахуванням формул (5.55), (5.59), (5.61) умова (5.53) приводить до рiв-
няння

K1uc e
− α2

4a21

a1 Φ
(

α
2a1

) − K2u0 e
− α2

4a22

a2

[
Φ
(

α
2a2

)
− 1
] = −

√
π

2
αρ1q

∗. (5.62)

Аналiз трансцендентного рiвняння (5.62) показує, що iснує єдиний додат-
ний розв’язок α цього рiвняння. Наближене значення кореня цього рiвняння
може бути знайдене чисельними методами.

У випадку, коли початкова температура всiх шарiв рiдини рiвна темпера-
турi фазового переходу, тобто u0 = 0, iз рiвностей (5.61) випливає, що

A1 = uc, B1 = − uc

Φ
(

α
2a1

) , A2 = B2 = 0,
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i трансцендентне рiвняння (5.62) набуває простiшого вигляду

β Φ(β) exp(β2) = N, (5.63)

де β = α
2a1
, N = |uc| C1√

πq∗
, C1 = K1

a21ρ1
.

У загальному випадку наближений розв’язок рiвняння (5.63) можна знай-
ти графiчним способом або iз застосуванням чисельних методiв розв’язуван-
ня трансцендентних рiвнянь. Якщо ж параметри задачi вiдповiдають ма-
лим значенням N , то, скориставшись асимптотичними формулами
Φ(β) ' 2√

π
β, exp(β2) ' 1, якi справедливi для малих значень β, iз рiвнян-

ня (5.63) одержимо

2√
π
β2 = N, α =

√
2 |uc| C1a2

1

q∗
.

Зазначимо, що нелiнiйнi задачi теплопровiдностi з фазовими переходами
широко використовуються для модулювання технологiчних процесiв зонної
плавки, напрямленої кристалiзацiї, вирощування монокристалiв i одержан-
ня заданих структур напiвпровiдникових матерiалiв. За допомогою матема-
тичних моделей може бути здiйснена оптимiзацiя таких процесiв за рiзними
параметрами.

5.6 Поширення теплових збурень в нелiнiйних середовищах

Аналiз властивостей цих розв’язкiв дозволяє виявити ряд важливих нелi-
нiйних ефектiв при поширеннi теплових збурень в середовищах, коефiцiєнт
теплопровiдностi яких залежить вiд температури.

Розглянемо середовище, коефiцiєнт теплопровiдностi k якого змiнюється
в залежностi вiд температури u за степеневим законом

k = k0u
σ, (5.64)

де σ = const > 0 — параметр нелiнiйностi середовища. Густину середовища ρ
i ї ї теплоємнiсть будемо вважати сталими, якi не залежать вiд температури.
Таке середовище, на вiдмiну вiд середовища зi сталим коефiцiєнтом тепло-
провiдностi (σ = 0), будемо називати нелiнiйним, оскiльки процес тепло-
провiдностi в такому середовищi при вiдсутностi об’ємних теплових джерел
описується нелiнiйним, точнiше, квазiлiнiйним параболiчним рiвнянням

ut(t, p) = a2div(uσgrad u), (5.65)

де a2 = k0
cρ — характерний коефiцiєнт температуропровiдностi.
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Моделюючи тепловi процеси в нелiнiйному середовищi, необхiдно вико-
ристовувати такi розв’язки рiвняння (5.65), якi задовольняють умови непе-
рервностi температури i теплового потоку. Але оскiльки густина теплового
потоку ~q = −k0u

σgrad u в такому середовищi залежить не тiльки вiд градiєн-
та температури, але i вiд значення самої температури, то розв’язки рiвнян-
ня нелiнiйної теплопровiдностi (5.65) потрiбно шукати в класi узагальнених
функцiй, якi допускають розриви похiдних за просторовими змiнними там,
де функцiя u(t, P ) перетворюється в нуль i рiвняння (5.65) вироджується.

Розглянемо задачу про вплив миттєвого зосередженого теплового дже-
рела. Нехай в нелiнiйному середовищi в початковий момент часу t = 0 в
площинi x = 0 миттєво видiляється на одиницю площi кiлькiсть тепла Q0.
Вiд такого миттєвого зосередженого джерела тепловi збурення почнуть по-
ширюватися симетрично з обидвох бокiв вiд площини x = 0. Математична
модель такого процесу запишеться у виглядi наступної задачi Кошi для ква-
зiлiнiйного параметричного рiвняння:{

ut(t, x) = a2 ∂
∂x(uσ, ux), t > 0, x ∈ E1,

u(0, x) = Qδ(x).
(5.66)

Тут Q = Q0

ρ c , а одновимiрна дельта-функцiя δ(x) характеризує темпера-

турний вплив плоского зосередженого джерела
(

+∞∫
−∞

δ(x)dx = 1

)
.

Збiжнiсть розв’язку u(t, x) задачi (5.66) при t→ 0 до початкового розпо-
дiлу потрiбно розумiти як слабку збiжнiсть, тобто для довiльної неперервної
функцiї f (x) повинна виконуватись рiвнiсть

lim
t→0

+∞∫
−∞

f(x)u(t, x)dx = Qf(0).

Фiзична постановка задачi дозволяє стверджувати, що на нескiнченностi
тепловi збурення будуть настiльки малими в довiльний момент часу, що ними
можна нехтувати, тобто u(t, x) −−−−→

|x|→∞
0 i uσux(t, x) −−−−→

|x|→∞
0.

Iнтегруючи рiвняння в (5.66) за незалежною змiнною x в межах вiд −∞
до +∞, одержуємо

d

dt

+∞∫
−∞

u(t, x)dx = a2 {uσux |x=+∞ − uσux |x=−∞ } = 0.

Звiдси з урахуванням початкової умови випливає, що
+∞∫
−∞

u(t, x)dx = Q = const, ∀t ≥ 0. (5.67)
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Спiввiдношення (5.67) вiдображає фiзичний закон збереження теплової
(внутрiшньої) енергiї середовища в довiльний момент часу.

Покажемо, що розв’язком задачi Кошi (5.66) є функцiя

u(t, x) =

 U(t)

[
1−

(
x

x0(t)

)2
] 1
σ

, |x| < x0(t),

0, |x| ≥ x0(t),

(5.68)

де

U(t) = η
2
σ
0 Q

2
σ+2

[
σ

2(σ + 2)

] 1
σ

(a2t)−
1

σ+2 ,

x0(t) = η0Q
σ
σ+2 (a2t)

1
σ+2 ,

η0 =

{
2I(σ)

[
σ

2(σ + 2)

] 1
σ

}− σ
σ+2

, (5.69)

I(σ) =

∫ 1

0

(1− ξ2)
1
σdξ =

√
π

2

Γ
(
1 + 1

σ

)
Γ
(

3
2 + 1

σ

) ,
Γ(z) — гама–функцiя Ейлера

(
Γ(z) =

∫∞
0 tz−1e−tdt, Rez > 0

)
.

Справдi,

ux(t, x) = U(t)

[
1−

(
x

x0(t)

)2
] 1
σ−1

·
(
− 2x

x2
0(t)

)
σ,

∂

∂x
(uσ · ux) =

= Uσ+1(t)
1

σ

 4x2

σ x4
0(t)
·

[
1−

(
x

x0(t)

)2
] 1−σ

σ

− 2

x2
0(t)

[
1−

(
x

x0(t)

)2
] 1
σ

 ,

ut(t, x) = U ′(t)

[
1−

(
x

x0(t)

)2
] 1
σ

+
2x2

σ x3
0(t)

U(t)x′0(t)

[
1−

(
x

x0(t)

)2
] 1−σ

σ

,

U ′(t) = η
2
σ
0 Q

2
σ+2

[
σ

2(σ + 2)

] 1
σ
(
− a2

σ + 2

)
(a2t)−

1
σ+2−1,

x′0(t) =
a2η0

σ + 2
Q

σ
σ+2 (a2t)

1
σ+2−1.

Пiдставляючи знайденi похiднi в рiвняння задачi (5.66), одержимо

ut(t, x)− a2 ∂

∂x
(uσux) ≡ 0, t > 0, x ∈ E1,
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тобто функцiя, визначена за формулою (5.68), є розв’язком рiвняння задачi
(5.66).

Вправа. Показати, що функцiя, визначена формулою (5.68), задовольняє початкову
умову задачi Кошi (5.66).

Розв’язок (3.69) має вигляд фронтового розв’язку, який описує поширення
теплової хвилi вiд миттєвого зосередженого теплового джерела, яке розмi-
щене в площинi x = 0. Зобразимо графiчно якiсний вигляд температурного
профiлю такої теплової хвилi в рiзнi моменти часу (t3 > t2 > t1 > 0) (рис. 5.2).

Рис. 5.2:

Фронти теплової хвилi, положення яких в довiльний момент часу визнача-
ються рiвностями x = ±x0(t), вiдокремлюють у просторi область збурень, де
u > 0, вiд незбуреної областi |x| > x0(t), куди тепловi збурення вiд джерела
ще не дiйшли i де u (t, x) = 0. Фронти теплової хвилi рухаються зi скiнченною
швидкiстю

v(t) =
dx0(t)

dt
=

a2η0

σ + 2
Q

2
σ+2 (a2t)−

σ+1
σ+2∼ t−

σ+1
σ+2 .

Швидкiсть руху фронтiв зменшується з плином часу, однак тепловi збу-
рення проникають в нелiнiйне середовище необмежено далеко, тому що
x0(t)→∞ при t→∞.

Зауважимо: якщо σ > 1, то фронти теплової хвилi є крутими, тому що в
цьому випадку

∣∣∂u
∂x

∣∣→∞ при x→ ±x0 ∓ 0. Однак, не дивлячись на необме-
жене зростання градiєнта температури на крутому фронтi теплової хвилi,
густина теплового потоку q = −k0u

σux(t, x) при наближеннi до фронту iз
областi збурень прямує до нуля, забезпечуючи виконання на фронтi фiзичної
умови неперервностi теплового потоку при довiльних значеннях параметру
нелiнiйностi σ > 0. При цьому формулу (5.68) слiд розглядати як узагаль-
нений розв’язок задачi (5.56). Формули (5.68) i (5.69) допускають граничний
перехiд при σ → 0, який вiдповiдає переходу до середовища зi сталим коефi-
цiєнтом теплопровiдностi, рiвним k0. В цьому випадку η0 →∞ i iз розв’язку
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(5.68) при σ → 0 можна отримати розподiл температури

u(t, x) = lim
σ→0

Q

2
√
π a2t

(
1− σ x2

4a2t

) 1
σ

=
Q

2
√
π a2t

e−
x2

4a2t ,

який спiвпадає з нестацiонарним температурним полем в задачi про вплив
миттєвого зосередженого джерела в лiнiйнiй теорiї теплопровiдностi [див.
формулу (3.67)].

Таким чином, тепловi збурення в нелiнiйному середовищi з коефiцiєнтом
теплопровiдностi, який змiнюється в залежностi вiд температури сере-
довища за степеневим законом, поширюються по нульовому незбуреному
фону зi скiнченною швидкiстю, на вiдмiну вiд середовища з сталим кое-
фiцiєнтом теплопровiдностi, де швидкiсть поширення теплових збурень
нескiнченна.

Цей висновок пiдтверджується ще одним точним розв’язком задачi не-
лiнiйної теплопровiдностi. Нехай спочатку ненагрiте нелiнiйне середовище
займає пiвпростiр x > 0 i з моменту t = 0 температура на границi x = 0
розпочинає збiльшуватися за степеневим законом з показником степеня, по-
в’язаним iз параметром нелiнiйностi середовища σ. Процес розiгрiву середо-
вища в цьому випадку описується наступною нелiнiйною задачею:{

ut(t, x) = a2 ∂
∂x (uσux) , t > 0, x > 0,

u(0, x) = 0, u(t, 0) = u0t
1
σ .

(5.70)

Безпосередньою перевiркою можна переконатися, що задача (5.70) має
фронтовий розв’язок

u(t, x) =

{
u0t

1
σ

(
1− x

x0(t)

) 1
σ

, 0 ≤ x < x0(t),

0, x ≥ x0(t).
(5.71)

Тут x0(t) = v0t, v0 =
(
a2uσ0
σ

)0,5

.

Аналiз розв’язку (5.71) показує, що вiд нагрiтої межi у внутрiшню частину
середовища по незбуреному нульовому фону поширюється теплова (темпера-
турна) хвиля, фронт якої рухається зi сталою швидкiстю, котра дорiвнює v0.
Швидкiсть v0 залежить вiд "амплiтуди"u0 теплового збурення на стiнцi.

Якiсний вигляд температурних полiв в теплових хвилях (5.71) для рiзних
значень параметру нелiнiйностi σ зображений на рис. 5.3.

Як i в попереднiй задачi при значеннях параметру нелiнiйностi σ > 1
фронт теплової хвилi (5.71) виявляється крутим, оскiльки при цьому
|ux(t, x)| ∞−−−−−→

x→x0−0
. Однак можна перевiрити, що тепловий потiк неперервний

у всiх точках простору i перетворюється в нуль при наближеннi до фронто-
вої точки x0(t) iз областi збурень. Справдi, обчислюючи густину теплового
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Рис. 5.3:

потоку

q(t, x) = −k0u
σux =

k0u
σ+1
0

σ v0

(
t− x

v0

) 1
σ

i пiдставляючи сюди x = v0 t, одержуємо, що q (t, x0(t)) = 0 для довiльного
σ > 0.

Таким чином, скiнченна швидкiсть поширення теплових збурень вказує на
появу в нелiнiйних середовищах своєрiдних властивостей "iнерцiї" теплових
процесiв, яка якiсно змiнює характер протiкання теплових процесiв в нелi-
нiйних середовищах в порiвняннi з аналогiчними процесами в середовищах
зi сталим коефiцiєнтом теплопровiдностi, де тепловi збурення поширюються
миттєво.

5.7 Просторова локалiзацiя теплових збурень

Iще один цiкавий нелiнiйний процес можна виявити при розглядi процесу
поширення теплових збурень в нелiнiйних середовищах з об’ємним поглина-
нням теплота.

Розглянемо задачу про вплив миттєвого плоского зосередженого теплово-
го джерела в нелiнiйному середовищi з коефiцiєнтом теплопровiдностi, який
змiнюється в залежностi вiд температури за степеневим законом, якщо в на-
грiтому середовищi проходить об’ємне поглинання тепла, питома потужнiсть
якого в кожнiй точцi середовища пропорцiйна значенню температури в даний
момент часу. Математична модель такого процесу вiдповiдає задачi Кошi для
квазiлiнiйного рiвняння теплопровiдностi з молодшим членом{

ut(t, x) = a2 ∂
∂x (uσux)− pu (t, x) , t > 0, x ∈ E1,

u(0, x) = Qδ(x).
(5.72)

Тут p = const ≥ 0 — коефiцiєнт поглинання. Коли p = 0, задача (5.72)
переходить в розглянуту вище задачу (5.66).

Поглинання енергiї в об’ємi нелiнiйного середовища призводить до змен-
шення iнтегральної (внутрiшньої) теплової енергiї середовища. Тому, iнтегру-
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ючи (5.72) за просторовою змiнною x в межах вiд −∞ до +∞, знаходимо

dI(t)

dt
= −pI(t), (5.73)

де I(t) =
+∞∫
−∞

u(t, x)dx. Оскiльки

I(0) =

+∞∫
−∞

u(0, x)dx = Q

+∞∫
−∞

δ(x)dx = Q,

то, iнтегруючи рiвняння (5.73), матимемо

I(t) = Qe−pt.

Для iнтегрування задачi (5.72) введемо нову невiдому функцiю v (t, x)
формулою

v(t, x) = u(t, x)ept. (5.74)

Тодi рiвняння для v (t, x) набуває вигляду

epσtvt(t, x) = a2 ∂

∂x
(vσvx), t > 0, x ∈ E1.

Ввiвши нову незалежну змiнну

τ =
1− e−pσt

pσ
, τ ∈

[
0,

1

pσ

)
, (5.75)

одержуємо задачу{
zτ(τ, x) = a2 ∂

∂x(zσzx), τ ∈
(

0, 1
pσ

)
, x ∈ E1,

z(0, x) = Qδ(x),
(5.76)

де z(τ, x) = z
(

1−e−pσt
pσ , x

)
= v(t, x).

З точнiстю до позначень задача (5.76) вiдповiдає задачi (5.66) про вплив
миттєвого зосередженого теплового джерела в нелiнiйному середовищi без
об’ємного поглинання. Єдина вiдмiннiсть полягає в тому, що задача (5.76)
сформульована на скiнченому "часовому"iнтервалi. Тому, використавши спiв-
вiдношення (5.68) та повертаючись до старих незалежних змiнних, на пiдставi
(5.74) маємо

u(t, x) = v(t, x)e−pt = z

(
1− e−pσ t

pσ
, x

)
e−pt, (5.77)
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де

z(τ, x) =

 U(τ)

[
1−

(
x

x0(τ)

)2
] 1
σ

, |x| < x0(τ),

0, |x| ≥ x0(τ).

(5.78)

Вирази U (τ) та x0 (τ) у (5.78) визначенi за формулами (5.69), в яких час t
потрiбно замiнити на τ , розумiючи пiд τ перетворення (5.75). При цьому сут-
тєво вiдзначити, що перетворення (5.75) вiдображає напiвнескiнченний про-
мiжок [0,+∞) за змiнною t в обмежений напiвпромiжок

[
0, 1

pσ

)
за змiнною

τ .
Остаточний розв’язок (5.77) задачi (5.72) являє собою фронтовий роз-

в’язок, який описує поширення теплової хвилi вiд миттєвого зосередженого
джерела зi скiнченною швидкiстю руху фронтiв x = ±x0(τ). Але головну
особливiсть цього розв’язку можна виявити, якщо проаналiзувати закони ру-
ху фронтiв теплової хвилi. Iз цього аналiзу випливає, що функцiя u (t, x) в
довiльний момент часу t > 0 рiвна нулевi за межами областi |x| < L(t), де

L (t) = Lm
(
1− e−tpσ

) 1
σ+2 , (5.79)

Lm = η0

(
Qσa2 1

pσ

) 1
σ+2

. (5.80)

Оскiльки L(t) −−−→
t→∞

Lm < ∞, то тепловi збурення вiд джерела проника-
ють в нелiнiйне середовище з об’ємним поглинанням лише на скiнченну гли-
бину навiть за нескiнченний промiжок часу. Тепловi збурення виявляються
локалiзованими в обмеженiй просторовiй областi. Як бачимо з рис. 5.4, на фа-
зовiй площинi (x, t) заштрихована область збурень, де u (t, x) > 0, мiститься
в пiвсмузi, ширина якої 2Lm. При цьому величина Lm, яка визначає розмiр
областi локалiзацiї теплових збурень, залежить вiд визначальних параметрiв
задачi вiдповiдно до виразу (5.80). Зокрема, розмiр областi просторової лока-
лiзацiї збiльшується з ростом потужностi теплового джерела Q i зменшується
зi збiльшенням коефiцiєнту поглинання p.

Ефект просторової локалiзацiї теплових збурень в розглянутiй задачi обу-
мовлений об’ємним поглинанням теплової енергiї. Дiйсно, якщо p → 0, то
1
pσ → ∞ i, як випливає iз виразу (5.80), Lm → ∞, тобто в середовище
без об’ємного поглинання тепловi збурення проникають необмежено далеко.
Можливiсть створення умов, коли утримання нагрiтого середовища в обме-
женiй областi простору можна здiйснити за рахунок внутрiшнiх механiзмiв
нелiнiйного процесу теплопровiдностi, є принципово новим висновком, який
витiкає iз аналiзу математичної моделi (5.72) нелiнiйного процесу теплопро-
вiдностi. Реалiзацiя таких умов є, зокрема, однiєю iз практично важливих
задач в проблемi керованого термоядерного синтезу.
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Рис. 5.4:

Вiдзначимо, що своєрiдний режим метастабiльної локалiзацiї теплових
збурень може спостерiгатися i при вiдсутностi в середовищi об’ємних погли-
нань тепла. У цьому режимi локалiзацiї фронт теплової хвилi залишається
нерухомим на протязi деякого скiнченного промiжку часу. Така локалiзацiя
теплових збурень спостерiгається при нагрiваннi нелiнiйного середовища в
режимi з «загостренням», коли температура граничної (межової) поверхнi
зростає необмежено за скiнченний промiжок часу. Таку локалiзацiю теплової
дiї в режимi iз загостренням iлюструє наступна крайова задача нелiнiйної
теплопровiдностi в пiвпросторi:

ut(t, x) = a2 ∂

∂x
(uσux) , 0 < t < T, x > 0,

u(0, x) = A0T
− 1
σ

(
1− x

x0

) 2
σ

, x > 0, (5.81)

u(t, 0) = A0(T − t)−
1
σ , 0 < t < T.

Тут A0 = const > 0; x0 =
[

2Aσ0a
2(σ+2)
σ

] 1
2

.
Параметр T в задачi (5.81) назвемо часом загострення процесу нагрiвання

нелiнiйного середовища, враховуючи, що u(t, 0) −−→
t→T

∞.

Задача (5.81) має простий за формою розв’язок:

u(t, x) =

{
A0(T − t)−

1
σ

(
1− x

x0

) 2
σ

, 0 ≤ x < x0, 0 ≤ t < T,

0, x ≥ x0, 0 ≤ t < T.
(5.82)

Тому що u (t, x) = 0 для всiх t ∈ [0, T ) i для довiльних x ≥ x0, то фронт
теплового збурення x = x0, на якому рiвнi нулевi температура i тепловий
потiк, вiдокремлює нагрiте середовище вiд холодного. Фронт нерухомий, не-
зважаючи на необмежений рiст температури в областi теплових збурень при
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t→ T. На протязi промiжку часу [0, T ) тепловi збурення вiд нагрiтої стiнки
локалiзованi в просторовiй областi 0 < x < x0 скiнченних розмiрiв.

Розв’язок (5.82) можна назвати тепловою хвилею, яка зупинилась на скiн-
ченний час. Якiсний вигляд локалiзованих температурних профiлiв такої теп-
лової структури в рiзнi моменти часу з промiжку [0, T ) для середовища з
показником нелiнiйностi σ = 2 подано на рис. 5.5.

Рис. 5.5:

5.8 Задача нелiнiйної теплопровiдностi з об’ємним
поглинанням

Розглянемо ще одну задачу нелiнiйної теплопровiдностi, яка має точний ана-
лiтичний розв’язок. Нехай в нелiнiйному середовищi проходять ендотермiчнi
(з поглинанням тепла) процеси, питома потужнiсть яких залежить вiд темпе-
ратури степеневим чином. Нестацiонарний процес теплопровiдностi в такому
середовищi з об’ємним поглинанням тепла описується квазiлiнiйним рiвнян-
ням

ut(t,M) = a2div(uσgradu)− puν(t,M), t > 0, M ∈ En. (5.83)

Тут u(t,M) — температура середовища в точцi M в момент
часу t, p = const > 0 — параметр поглинання, а значення n = 1, 2, 3 визначає
розмiрнiсть простору, в якому проходить дослiджуваний процес.

Запишемо модель задачi про вплив миттєвого зосередженого теплового
джерела в середовищi з поглинанням, якщо σ < 1, а показник
степеня v = 1− σ. Враховуючи симетрiю такої задачi (плоску для n = 1,
осьову для n = 2 i центральну для n = 3), сформулюємо вiдповiдну задачу
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Кошi для квазiлiнiйного рiвняння теплопровiдностi: ut(t, r) = 1
rn−1

∂
∂r

(
rn−1uσur (t, r)

)
− pu1−σ, t > 0, r ≥ 0,

u(0, r) = Qδn(M),
(5.84)

де радiальна просторова координата r ≥ 0 для випадкiв n = 2 i n = 3, а за
n = 1 r = |x|.

Параметр a2 в рiвняннi ми поклали рiвним одиницi, що завжди можна
зробити вiдповiдним вибором масштабiв часу або просторових змiнних.

З урахуванням скiнченої швидкостi поширення теплових збурень в нелi-
нiйному середовищi розв’язок задачi (5.84) будемо шукати у виглядi фронто-
вого розв’язку

u(t, r) =

{
A(t)

[
`(t)− r2

] 1
σ , r2 < `(t),

0, r2 ≥ `(t),
(5.85)

де A (t) i l (t) — функцiї, якi потрiбно визначати.
Пiдставивши (5.85) в рiвняння (5.84), одержимо(

dA(t)

dt
+ 2nσ−1A1+σ

)[
` (t)− r2

] 1
σ +

+

(
σ−1A

d` (t)

dt
+ pA1−σ − 4σ−2A1+σr2

)[
` (t)− r2

] 1
σ−1

= 0. (5.86)

Якщо вважати, що

σ−1A
d`(t)

dt
+ pA1−σ − 4σ−2A1+σr2 = 4σ−2A1+σ

{
`(t)− r2

}
,

тобто
σ−1A

d`(t)

dt
+ pA1−σ = 4σ−2A1+σ`(t), (5.87)

то спiввiдношення (5.86) можна подати у виглядi

S(t)
[
`(t)− r2

] 1
σ = 0, (5.88)

де

S(t) =
dA(t)

dt
+ 2σ−2(nσ + 2)A1+σ. (5.89)

Оскiльки умова (5.88) повинна виконуватись для довiльних t i r, то це
можливо лише за S (t) = 0. З урахуванням формули (5.89) ця умова приво-
дить до диференцiального рiвняння для визначення функцiї A (t):

dA(t)

dt
+ 2σ−2 (nσ + 2)A1+σ = 0. (5.90)
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Для забезпечення слабкої збiжностi розв’язку (5.85) при t→ 0 до почат-
кового розподiлу температури Qδn (M) необхiдно, щоб `(t)→ 0, а A (t)→∞
при t→ 0.

Вiдокремлюючи змiннi в рiвняннi (5.90) та iнтегруючи, одержуємо (ста-
вимо сталу iнтегрування рiвну нулевi)

A (t) =

[
σ

2 (nσ + 2)

] 1
σ

t−
1
σ . (5.91)

Бачимо, що A (t) −−→
t→0
∞

Тепер, використовуючи спiввiдношення (5.87) для функцiї `(t), приходимо
до наступного диференцiального рiвняння:

d`(t)

dt
− 2(nσ + 2)−1t−1`(t) = −2p(nσ + 2)t. (5.92)

Зiнтегрувавши його, маємо:

`(t) = ct
2

nσ+2 − (nσ + 2)2

nσ + 1
pt2, c = const. (5.93)

Таким чином, з урахуванням рiвнянь (5.85), (5.91) i (5.93), розв’язок ви-
хiдної задачi (5.84) можна записати у виглядi фронтового розв’язку

u(t, r) =

 u(t)

[
1−

(
r
r̄(t)

)2
] 1
σ

, 0 ≤ r ≤ r̄(t),

0, r ≥ r̄(t),

(5.94)

де

u (t) =

[
σ

2 (nσ + 2) t

] 1
σ

r̄
2
σ (t) ; (5.95)

r̄2(t) = ct
2

nσ+2 − (nσ + 2)2

nσ + 1
pt2. (5.96)

Значення сталої C у формулi (5.96) можна знайти зi спiввiдношення
lim
t→0

r̄(t)∫
0

u (t, r)K (n) rn−1dr = Q,

K (n) =

 2, при n = 1,
2π, при n = 2,
4π, при n = 3,

(5.97)

яке є наслiдком початкової умови задачi Кошi (5.84). З урахуванням (5.94) –
(5.96) спiввiдношення (5.97) запишеться у виглядi

lim
t→0

t−
1
σ r̄

nσ+2
σ (t)

[
σ

2 (nσ + 2)

]1/σ

K (n)

1∫
0

(
1− ξ2

)1/σ
ξn−1dξ = Q . (5.98)
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Ураховуючи, що
lim
t→0

t−
1
σ r̄

nσ+2
σ (t) = C

nσ+2
2σ ,

а значення iнтегралу

1∫
0

(
1− ξ2

)1/σ
ξn−1dξ =

1

2
B

(
n

2
,
σ + 1

σ

)
виражається через бета-функцiю

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
,

де Γ(x) — гамма–функцiя, iз виразу (5.98) знаходимо значення сталої

C = Q
2σ

nσ+2

{[
σ

2(nσ + 2)

] 1
σ K(n)

2
B

(
n

2
,
σ + 1

σ

)}− 2σ
nσ+2

. (5.99)

Таким чином, точний розв’язок задачi (5.84) має вигляд (5.94), де u (t) i
r̄ (t) визначенi спiввiдношенням (5.95) i (5.96) зi сталою C, яка знаходиться
за формулою (5.99). Знайдений розв’язок допускає граничний перехiд при
p → 0. Поклавши в рiвняннi (5.96) p = 0, дiстаємо розв’язок задачi про
вплив миттєвого зосередженого теплового джерела в нелiнiйному середовищi
без об’ємного поглинання. Для n = 1 цей розв’язок був побудований в п. 5.6
[див. формули (5.65), (5.66)].

Дамо фiзичну iнтерпретацiю розв’язку (5.94). Вiн описує еволюцiю тепло-
вої структури скiнченних просторових розмiрiв, яку будемо називати тепло-
вим iмпульсом. В довiльний момент часу t > 0 iснує фронт теплового iм-
пульсу r = r̄ (t), який вiдокремлює область теплових збурень вiд незбуреної
областi, куди тепловi збурення ще не дiйшли, i де u (t, r) = 0.

Проаналiзуємо характер руху фронту теплового iмпульсу. Для цього за-
пишемо рiвняння (5.96) у виглядi

r̄ (t) =
√
Ct

1
nσ+2

[
1− [t/tm]δ

]1/2
, t ∈ [0, tm] , (5.100)

де δ = 2nσ+1
nσ+2 , tm =

[
Cδ

2p(nσ+2)

]1/δ

. Залежнiсть (5.100) iлюструє рис. 5.6.
На початковiй стадiї еволюцiї теплового iмпульсу механiзм теплової ди-

фузiї є визначальним i просторовий розмiр теплового iмпульсу збiльшується
з плином часу. В середовищi поширюється хвиля розiгрiву. Пiсля швидкiсть
руху фронту теплового iмпульсу зменшується i при t = t∗, де

t∗ =

[
Cδ

2p(nσ + 2)2

]1/δ

=
tm

(nσ + 2)1/δ
,
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фронт зупиняється, проникнувши в нелiнiйне середовище з об’ємним погли-
нанням лише на скiнченну глибину.

При t > t∗ об’ємне поглинання теплової енергiї стає домiнуючим фактором
в балансi енергiї, i хвиля розiгрiву змiнюється хвилею охолодження, коли
ширина теплового iмпульсу зменшується.

Фронт теплового iмпульсу змiнює напрямок руху, i в момент часу t = tm
тепловий iмпульс стягується в точку, зупинивши своє iснування. Тепловий
iмпульс в середовищi з об’ємним поглинанням теплової енергiї iснує скiнчен-
ний час, тобто для t > tm в довiльнiй точцi простору u = 0. Тому локалiзацiю
теплових збурень зi скiнченним часом їх iснування в нелiнiйному середовищi
з поглинанням природно назвати просторово–часовою локалiзацiєю.

При p = 0, тобто за вiдсутностi об’ємного поглинання тепла, iз рiвнян-
ня (5.96) випливає монотонний степеневий рiст ширини теплового iмпульсу
(штрихова лiнiя на рис. 5.6.). Тепловi збурення в цьому випадку проникають
(просякають) в середовище необмежено далеко.

Рис. 5.6:

Добуте спiввiдношення можна розглянути й при p < 0, коли в об’ємi сере-
довища проходять екзотермiчнi (з видiленням тепла) процеси, якi приводять
до видiлення теплової енергiї. В такому нелiнiйному середовищi з об’ємними
тепловими джерелами фронт теплового iмпульсу поширюється зi скiнченною
швидкiстю, однак ширина теплового iмпульсу у вiдповiдностi зi спiввiдноше-
нням (5.96) при p > 0 збiльшується.

5.9 Рiвняння типу ”реакцiя–дифузiя”

Моделювання ряду процесiв в фiзичних, хiмiчних та бiологiчних системах
приводять до розв’язування крайових задач для систем квазiлiнiйних рiвнянь
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вигляду

uit (t,M) = div

(
n∑
j=1

dij grad uj (t,M)

)
+

+fi (t,M, u1, u2, . . . , un) , t > 0, M ∈ Em, (5.101)

де i = 1, n, m = 1, 2, 3.
Рiвняння такого типу описують нестацiонарнi дифузiйно–кiнетичнi про-

цеси в багатокомпонентних розподiльних системах, тобто еволюцiю широкого
класу нелiнiйних активних систем з дифузiєю. Математичнi моделi, в основi
яких лежить рiвняння вигляду (5.101), широко використовуються в бiологiї,
екологiї, економiцi. Такими рiвняннями описують поширення нервових iм-
пульсiв, хвиль епiдемiй, поширення популяцiй рослин i тварин, а також iншi
еволюцiйнi процеси.

Особливо широко системи рiвнянь вигляду (5.101) використовують в хi-
мiчнiй кiнетицi при описаннi процесiв типу "реакцiя–дифузiя". Тому коефiцi-
єнти dij в рiвняннях (5.101) називають коефiцiєнтами власної (i = j) та вза-
ємної (i 6= j) дифузiї. Молодшi члени рiвнянь при цьому описують кiнетичнi
процеси в системi, тобто взаємодiю (реакцiї) всiх n компонентiв такої систе-
ми iз швидкiстю, яка залежить вiд концентрацiї компонентiв. Найпростiшим
прикладом функцiй fi, якi описують кiнетику процесiв, є функцiї вигляду

fi = kiu
αi1
1 uαi22 . . . uαinn , αij = const > 0.

Саме таким чином виражаються швидкостi хiмiчних реакцiй через кон-
центрацiї реагуючих речовин та законом дiючих мас. При цьому коефiцiєнти
ki є константами швидкостей реакцiй, а αij — стехiометричними коефiцiєнта-
ми. (Стехiометрiя — галузь хiмiї, пов’язана з вивченням вагових та об’ємних
спiввiдношень мiж реагуючими речовинами й продуктами реакцiї, з визначе-
нням хiмiчних формул i рiвнянь хiмiчних реакцiй.)

Точнi розв’язки задач для рiвняння вигляду (5.101) в загальному ви-
падку знайти не вдається iз-за нелiнiйностей, обумовлених молодшими чле-
нами рiвнянь. Однак в частинному випадку двокомпонентної системи реа-
гуючих речовин (n = 2), коли d1 = d2 = d > 0, k1 = −k2 = k > 0 i
α11 = α12 = α21 = α22 = 1, тобто для нелiнiйної системи рiвнянь{

u1t (t, x) = du1xx (t, x) + ku1 · u2,
u2t (t, x) = du2xx (t, x) + ku1 · u2

(5.102)

можна знайти точний аналiтичний розв’язок в областi

D = {(t, x) |t > 0, x ∈ (−∞,+∞)} .

Цей розв’язок вiдповiдає хвилям концентрацiй з стацiонарними профiлями,
якi поширюються з однаковою швидкiстю.
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Справдi, шукатимемо розв’язок системи (5.102) у виглядi u1 = u1 (ξ), де
ξ = x+ vt а v = const > 0. Тодi система (5.102) набирає вигляду

v du1(ξ)
dξ − d

d2u1(ξ)
dξ2 = ku1 · u2,

v du2(ξ)
dξ − d

d2u2(ξ)
dξ2 = −ku1 · u2.

(5.103)

В областi −∞ < ξ < +∞ розглянемо функцiю

γ (ξ) =

(
eαξ

1 + eαξ

)2

≡

(
1 + thαξ2

2

)2

,

яка залежить вiд параметру α = const > 0. Диференцiюючи цю функцiю,
знаходимо, що

dγ

dξ
= −2αγ

(
γ

1
2 − 1

)
i

d2γ

dξ2
= 6α2γ

(
γ

1
2 − 1

)(
γ

1
2 − 2

3

)
.

Таким чином,

v
dγ

dξ
− dd

2γ

dξ2
= 6α2dγ

(
1− γ

1
2

)(
A+ γ

1
2

)
,

де A = v
3αd −

2
3 .

Якщо тепер параметр, який визначає швидкiсть, вибрати рiвним v = 5αd,
то при цьому одержимо A = 1 i

v
dγ

dξ
− dd

2γ

dξ2
= 6α2dγ (1− γ) .

Iз останнього спiввiдношення випливає: якщо параметр α вибрати iз умови
6α2d = k, тобто вважати, що α =

√
k/(6d) i v = 5

√
kd/6, то система (5.103)

має розв’язок u1 (ξ) = γ (ξ) i u2 = 1− γ (ξ).
Повертаючись до змiнних t i x, запишемо знайдений розв’язок системи

рiвнянь «реакцiя-дифузiя»(5.102) у виглядi

u1 (t, x) =
1

4

[
1 + th

√
k

24d

(
x+ 5

√
kd

6
t

)]2

, u2 (t, x) = 1− u1 (t, x) . (5.104)

Цей розв’язок описує стацiонарнi хвилi концентрацiй компонентiв, якi по-
ширюються зi сталою швидкiстю v = 5

√
1
6kd. При цьому просторова область,
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яка зайнята першою речовиною, збiльшується, а область, зайнята другою ре-
човиною, зменшується. Це узгоджується з фiзичною моделлю процесу (5.102),
оскiльки кiнетика процесу така, що вiдбувається нарощення першої компо-
ненти i знищується друга при їх взаємодiї.

Нарештi зауважимо, що при математичному описаннi процесу еволюцiї
бiологiчного виду в рамках запропонованої Р. Фiшером теорiї генотипiв (зада-
ча витiснення одного бiологiчного виду iншим домiнантним видом на деякiй
територiї) приходять до iнтегрування параболiчного рiвняння з нелiнiйним
молодшим членом

ut (t, x) = uxx (t, x) + ku (1− u) , t > 0, x ∈ E1. (5.105)

Тут u (t, x) = N(t,x)
Nm — безрозмiрна концентрацiя (густина) особин попу-

ляцiї, причому 0 ≤ u ≤ 1, k = const > 0 — деякий параметр задачi, який в
бiологiчнiй моделi є мальтузiанським параметром популяцiї.

Рiвняння (5.105) називають рiвнянням Колмогорова–Петровського–Пiс-
кунова (КПП). Це рiвняння є частинним випадком квазiлiнiйного рiвняння
вигляду

ut (t, x) = uxx (t, x) + F (u (t, x)) (5.106)

У рiвняннi (5.106) функцiя F (u) описує об’ємнi процеси генерацiї (F > 0) i
поглинання (F < 0) в розглядуванiй системi. Якщо F (u) > 0 при 0 < u < 1,
F (0) = F (1) = 0, F ′ (0) > 0, а F ′ (1) < 0, рiвняння (5.106) називають
рiвнянням типу КПП, оскiльки частинним випадком такої залежностi, ко-
ли F ′ (0) = k > 0, є логiстичний закон генерацiї F (u) = ku (1− u), який
вiдповiдає (5.105).

У бiологiчнiй моделi логiстичний закон можна пояснити наступним чином.
У простiй моделi Мальтуса рахувалося, що темп росту чисельностi популяцiї
пропорцiйний числу особин в популяцiї в деякий момент часу, тобто

dN

dt
= bN (t) , b = const > 0.

Такий закон приводить до необмеженого експоненцiального росту чисельнос-
тi: N (t) = N0 exp (bt).

У звичайних умовах обмеження природних ресурсiв (харчiв, води) приво-
дить до того, що iснує деяке критичне значення чисельностi Nm, яке може
забезпечити навколишнє середовище. Наявнiсть такого механiзму регуляцiї,
який залежить вiд густини, можна врахувати, вважаючи

dN (t)

dt
= b

(
1− N

Nm

)
N.

У цьому випадку при наближеннi до критичного значення наступає наси-
ченiсть, i рiст чисельностi популяцiї призупиняється. У безрозмiрнiй формi
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для u = N
Nm

такий закон вiдповiдає логiстичному закону генерацiї в рiвняннi
(5.105). Дифузiйний доданок в рiвняннi (5.105) враховує можливiсть мiграцiї
бiологiчних особин у просторi.

Напiвлiнiйне рiвняння (5.106) називають рiвнянням Зельдовича, якщо
F (u) > 0 при 0 < u < 1, F (0) = F (1) = 0, F ′ (1) < 0, але F ′ (0) = 0.
Окремим випадком такого рiвняння є рiвняння вигляду

ut (t, x) = uxx (t, x) + u2 (1− u) .

Якщо ж функцiя F (u) має три нулi на вiдрiзку [0, 1], тоб-
то F (0) = F (α) = F (1) = 0, де α ∈ (0, 1), причому F ′ (0) < 0, F ′ (α) > 0, а
F ′ (1) < 0, то рiвняння (5.106) називають рiвнянням Семенова. Таке рiвняння
широко використовується в математичних моделях при описаннi автокаталi-
тичних ланцюгових реакцiй.

На завершення наведемо деякi квазiлiнiйнi рiвняння, якi мають приклад-
ний характер:

1. Рiвняння мiнiмальних поверхонь(
1 + u2

y

)
uxx − 2uxuyuxy +

(
1 + u2

x

)
uyy = 0, u = u (x, y) ;

2. Рiвняння поверхнi iз заданою середньою кривиною k (x, y)(
1 + u2

y

)
uxx − 2uxuyuxy +

(
1 + u2

x

)
uyy = 2k (x, y)

(
1 + u2

x + u2
y

)3/2
;

3. Рiвняння великих поперечних коливань струни

uxx −
1

a2

(
1 + u2

x

)3/2
utt = −1

µ
f (t, x)

(
1 + u2

x

)3/2
, u = u (t, x) ;

4. Рiвняння великих прогинiв мембрани(
1 + u2

y

)
uxx − 2uxuyuxy +

(
1 + u2

x

)
uyy = −1

µ
f (x, y)

(
1 + u2

x + u2
y

)3/2
,

u = u (x, y) ;

5. Рiвняння для потенцiалу швидкостi усталеного двовимiрного безвихро-
вого i iзентропiчного потоку полiтропного газу(

ā2
0 −

γ + 1

2
ϕ2
x −

γ − 1

2
ϕ2
y

)
ϕxx − 2ϕxϕyϕxy+

+

(
ā2

0 −
γ − 1

2
ϕ2
x −

γ + 1

2
ϕ2
y

)
ϕyy = 0, γ − const, ϕ = ϕ (x, y) ;
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6. Рiвняння для потенцiалу швидкостi одновимiрного безвихрового iзентро-
пiчного потоку полiтропного газу(

a2
0 − (γ − 1)ϕt −

γ + 1

2
ϕ2
x

)
ϕxx − 2ϕxϕxt − ϕtt = 0, ϕ = ϕ (t, x) ;

7. Рiвняння вертикального поширення теплових хвиль в товщi води океану

βuxx − u2
xut = 0, u = u (t, x) ;

8. Рiвняння поширення плоских електромагнiтних хвиль в феромагнiтному
середовищi

uxx − f (u)ut = 0, u = u (t, x) ;

9. Рiвняння вигляду

λuxx − ut = f (t, x, u, ux) , u = u (t, x) ,

де f = 0, 5u2
x−d (t, x) у випадку математичної моделi процесу горiння газу

в соплах ракет i f = uux у випадку математичної моделi для описання
одновимiрного турбулентного потоку рiдини;

10. Рiвняння поширення теплових хвиль при променевiй теплопровiдностi

a (unux)x − ut = 0, u = u (t, x) ;

11. Рiвняння осесиметричного потоку нестисливої в’язкої рiдини

1

x
(uyuxy − uxuyy)−

(
1

x
uy

)2

= νuyyy, u = u (x, y) ,

де ν — кiнематична в’язкiсть ν = µ/ρ, (µ — в’язкiсть, ρ — густина);

12. Рiвняння Кортевича-де Фрiза

ut (t, x) + uux + βuxxx = 0, β − const,

є унiверсальним рiвнянням при моделюваннi хвильових процесiв рiзної
фiзичної природи з урахуванням дисперсiї i слабкої нелiнiйностi;

13. Рiвняння синус-Гордона

utt (t, x)− uxx (t, x) + sinu (t, x) = 0,

яке описує протiкання струму Джозефсона через промiжок мiж двома
надпровiдниками, поширення хвиль намагнiчення в феромагнетиках;
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14. Рiвняння Бюргерса

ut (t, x) + uux = νuxx (t, x) , ν − const

описує ударнi хвилi, якi поширюються в суцiльному середовищi, з урахуван-
ням в’язкостi при русi середовища.

Вправа. Показати, що пiдстановкою u (t, x) = −2ν ∂
∂x

(lnϕ (t, x)) рiвняння Бюргерса
зводиться до лiнiйного рiняння теплопровiдностi ϕt = νϕxx.

Тема 3

Деякi аналiтичнi наближенi методи розв’язування задач для
квазiлiнiйних рiвнянь

5.10 Метод Роте (метод прямих)

Розглянемо мiшану задачу: в областi Ω = {(t, x) |t ≥ 0, x ∈ [0, l]} знайти
розв’язок системи n одновимiрних квазiлiнiйних рiвнянь

uit (t, x) = diuixx (t, x) + fi (t, x, u1, u2, . . . , um) , (5.107)

який задовольняє початковi умови

ui (0, x) = Ui (x) , 0 ≤ x ≤ l, i = 1,m (5.108)

i крайовi умови

uix (t, 0) = uix (t, l) = 0, t ≥ 0, i = 1,m. (5.109)

Задачу (5.107)–(5.109) можна iнтерпретувати як задачу, що моделює не-
стацiонарний процес в хiмiчному реакторi з непроникливими стiнками. Її на-
ближений розв’язок знайдемо, проводячи дискретизацiю рiвнянь (5.107) за
змiнною t. Такий метод з переходом до скiнченних рiзниць у рiвняннi лише
за однiєю змiнною називають методом Роте або методом прямих. Збiжнiсть
цього методу доведена в рiзних просторах гладких i узагальнених розв’язкiв
для широкого класу нелiнiйностей в рiвняннях системи (5.107).

Опускаючи доведення збiжностi i оцiнки похибки методу, викладемо саму
схему побудови досить простого алгоритму наближеного аналiтичного розв’я-
зання задачi (5.107) – (5.109). Основна iдея методу Роте полягає в замiнi опе-
ратора диференцiювання за змiнною t рiзницевим вiдношенням, вважаючи

uit (t, x) |t=tk =
u (tk, x)− u (tk−1, x)

h
+O (h) , k = 1, 2, . . . , (5.110)
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Пiдставляючи (5.110) у систему (5.107) i нехтуючи членами бiльш висо-
кого порядку малостi, одержуємо напiвдискретний аналог задачi (5.107) –
(5.109) у виглядi диференцiально-рiзницевих рiвнянь для i = 1,m:

di
d2u

(k)
i (x)

dx2
− h−1u

(k)
i (x) = −h−1u

(k−1)
i (x)− F (k)

i (x) (5.111)

з крайовими умовами

du
(k)
i (x)

dx

∣∣∣
x=0

=
du

(k)
i (x)

dx

∣∣∣
x=l

= 0, u
(k)
i (x) = ui (tk, x) . (5.112)

При цьому на кожному часовому шарi в молодших членах fi рiвняння
(5.107) значення функцiй u1, u2, . . . , um взятi з попереднього часового шару,
тобто

F
(k)
i (x) = fi

(
tk, x, u

(k−1)
1 (x) , u

(k−1)
2 (x) , . . . , u(k−1)

m (x)
)
.

Таким чином, за допомогою рiвнянь (5.111) з урахуванням умов (5.112)
можна послiдовно знаходити функцiї u(k)

i (x) для k = 1, 2, . . ., якi є набли-
женнями шуканих розв’язкiв ui(t, x) задачi (5.107)–(5.109) на часових шарах
t = tk. При цьому для кожного значення iндексу i задачу (5.111), (5.112) мо-
жна розв’язувати незалежно. На першому кроцi при обчисленнi F (1)

i (x) за
u

(0)
i (x) потрiбно взяти початковi розподiли Ui (x).
Для кожного значення i розв’язок диференцiального рiвняння (5.111),

який задовольняє крайовi умови (5.112), будемо шукати у виглядi розкла-
ду в тригонометричний ряд Фур’є за системою ортогональних на промiжку
(0, l) функцiй

zn (x) = cos
πnx

l
, n = 0, 1, 2, . . . .

Записавши цей розклад у виглядi

u
(k)
i (x) =

a
(k)
i0

2
+
∞∑
n=1

a
(k)
i,n cos

πn

l
x, (5.113)

дамо спосiб знаходження коефiцiєнтiв a(k)
i,n .

Для цього функцiю F
(k)
i (x), яка фiгурує в рiвняннi (5.111), розкладемо в

тригонометричний ряд Фур’є (вважаємо, що таке розвинення можливе)

F
(k)
i (x) =

ϕ
(k)
i0

2
+
∞∑
n=1

ϕ
(k)
in cos

πnx

l
(5.114)

з коефiцiєнтами, якi визначаються за формулою Ейлера–Фур’є

ϕ
(k)
i,n =

2

l

∫ l

0

F
(k)
i (x) cos

πn

l
xdx, n = 0, 1, 2, . . . .
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Пiдставляючи розклади (5.114) i (5.113) в рiвняння (5.111) та прирiвню-
ючи вiдповiднi коефiцiєнти, одержимо

di

(πn
l

)2

a
(k)
i,n +

1

h
a

(k)
i,n =

1

h
a

(k−1)
i,n + ϕ

(k)
i,n ,

звiдки знаходимо шуканi коефiцiєнти

a
(k)
i,n =

a
(k−1)
i,n

hdi
(
πn
l

)2 +
hϕ

(k)
i,n

hdi
(
πn
l

)2
+ 1

. (5.115)

Таким чином, наближений розв’язок задачi (5.107)–(5.109) на часових
шарах t = tk = kh, k = 1, 2, . . . знайдений у формi розкладу функцiї
u

(k)
i (x) ∼ −ui (tk, x) в тригонометричнi ряди Фур’є (5.113) з коефiцiєнтами
a

(k)
i,n , якi визначаються згiдно з (5.115).

Реалiзацiя алгоритму (5.113)–(5.115) пов’язана з находженням коефiцiєн-
тiв Фур’є феункцiй F (k)

i (x), якi пiдраховуються на кожному кроцi по k.
За допомогою запропонованого алгоритму проведемо розрахунок i про-

аналiзуємо деякi властивостi розв’язку задачi (5.107)–(5.109) дляm = 2, якщо

f1 = f1 (u1, u2) = A− (B + 1)u1 + u2
1u2,

f2 = f2 (u1, u2) = Bu1 − u2
1u2,

(5.116)

де A i B — деякi додатнi сталi.
Така дифузiйно-кiнетична модель описує перетворення двох компонентiв

X i Y в деякому хiмiчному реакторi з непроникливими стiнками, якщо наро-
дження i знищення компонентiв в реакторi проходить за наступною схемою:

A
k1−→ X, B +X

k2−→ Y + d,

2X + Y
k3−→ 3X + C, X

k4−→ E,

де значення констант швидкостей реакцiй вказанi над стрiлками процесiв.
При цьому вважається, що концентрацiї речовин A i B в реакторi пiдтриму-
ються сталими, а речовини d, C i E деяким чином виводяться. Окрiм того,
припускаємо, що швидкостi обернених реакцiй значно меншi за швидкостi
прямих. За таких припущень кiнетичнi процеси в системi описуються рiвнян-
нями (5.116), де u1 i u2 концентрацiї речовин X i Y вiдповiдно.

Наведемо деякi результати розрахункiв нестацiонарних процесiв з викори-
станням вказаної моделi. Якщо значення сталої B, пропорцiйне концентрацiї
цiєї речовини, не дуже велике, то пiсля деякого часу установлена система
виходить на просторово однорiднi, тобто незалежнi вiд просторової коор-
динати, стацiонарнi розв’язки u1 = u1 = A i u2 = u2 = B/A, для яких
f1 (u1, u2) = f2 (u1, u2) = 0.
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Але, розпочинаючи з деякого критичного значення B = Bk просторово
однорiднi розв’язки u1 i u2 стають нестiйкими. Тому при B > Bk пiсля певно-
го часу релаксацiї система виходить на немонотоннi просторово–перiодичнi
стацiонарнi структури, якi називаються дисипативними структурами.

Приклад дисипативних структур наведений на рис. 5.7, де поданi резуль-
тати розрахункiв за алгоритмом (5.113)–(5.115) за наступних значень визна-
чальних параметрiв: d1 = 4, 4 · 10−3; d2 = 2, 2 · 10−3; l = 1; A = 2, 1; B = 5, 2.

Рис. 5.7:

За початковi розподiли були вибранi просторовi однорiднi розв’язки U1 = 2
i U2 = 2, 3. У розрахунках брався до уваги 21 член ряду (5.113).

Для часового кроку h = 0, 1 вихiд на стацiонарний розв’язок у виглядi
дисипативних структур спостерiгався при k > 120.

Другою цiкавою особливiстю моделi (5.107)–(5.109) є можливiсть виник-
нення перiодичних коливань концентрацiй речовин. Такi автоколивання в хi-
мiчних системах спостерiгаються i експериментально. Зокрема, одну iз пер-
ших описаних у лiтературi автоколивних хiмiчних реакцiй називають реак-
цiєю Белоусова–Жаботинського, якi пояснили перiодичну змiну кольору роз-
чину протiканням хiмiчної реакцiї в ньому.

Таким чином, дослiдження математичних моделей дифузiйно–кiнетичних
процесiв показують, що через нелiнiйность в багатокомпонентних системах
речовин, якi реагують, можуть з’явитися впорядкованi, структурно органiзо-
ванi стани, а також стани, якi змiнюються з певною закономiрнiстю i перiо-
дичнiстю. Цi стани є нерiвноважними i лежать зовнi термодинамiчної вiтки,
для якої характернi лише стацiонарнi безструктурнi стани "теплової смер-
тi що вiдповiдають максимуму ентропiї системи. Утворення дисипативних
структур вiдноситься до процесiв упорядкованостi i самоорганiзацiї в нерiв-
новажних вiдкритих фiзико–хiмiчних системах, якi являють собою предмет
вивчення теорiї самоорганiзацiї, або синергетики.
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5.11 Двостороннiй метод наближеного iнтегрування мiшаних
задач

У 1919 роцi академiк С.О. Чаплигiн опублiкував двостороннiй метод на-
ближеного iнтегрування диференцiальних рiвнянь, який значно вiдрiзнявся
вiд ранiше вiдомих. С.О. Чаплигiн апроксимує шуканий розв’язок u дифе-
ренцiального рiвняння парою функцiй z i v, якi задовольняють нерiвнiсть
v ≤ u ≤ z. За знайденою парою функцiй {v, z} будуються наступнi пари
функцiй {vj, zj}, j = 1, 2, . . ., якi тiснiше охоплюють розв’язок диференцiаль-
ного рiвняння, причому кожна наступна пара {vn, zn} повинна мiститися в
попереднiй парi {vn−1, zn−1}.

Основна перевага двостороннього методу над iншими полягає в тому, що
рiзниця zn − vn строго визначає оцiнку похибки побудованого наближеного
розв’язку на n-му кроцi, а питання оцiнки похибки є одним iз центральних в
теорiї наближених методiв. Академiк М.В. Келдиш i Д.Ю. Панов вiдзначили,
що метод С.О. Чаплигiна являє собою для випадку функцiональних рiвнянь
аналог самого сильного методу розв’язування алгебраїчних рiвнянь, методу
Ньютона.

Для iлюстрацiї двостороннього методу розглянемо мiшану задачу з нело-
кальною крайовою умовою А. М. Нахушева: в областi

B0 = {(x, y) |x ∈ (0, a) , y ∈ (0, b)}

знайти розв’язок диференцiального рiвняння

D(2.1)u (x, y) = f (x, y, u, ux, uy, uxx, uxy) ≡ f [u (x, y)] , (5.117)

який задовольняє умови

u (x, 0) = T (x) , x ∈ [0, a] , ux (a, y) = ψ (y) ,

∂
∂y

a∫
x0

u (ξ, y) dξ = ω (y) , y ∈ [0, b] , 0 ≤ x0 ≤ x ≤ a,
(5.118)

де
D(k1,k2)u : B0 → B(k1,k2), k1 = 0, 1, 2; k2 = 0, 1; |k| ≤ 2,

f : D → E1, D = B0 ×B(1,0) ×B(0,1) ×B(1,1) ×B(2,0) ⊂ E7,

а заданi функцiї T (x) , ψ (y) , ω (y) задовольняють умови: T (x) ∈ C2 [0, a] ,
ψ (y) ∈∈ C1 [0, b] , ω (y) ∈ C [0, b] , причому

T ′ (a) = ψ (0) . (5.119)

До мiшаних задач вигляду (5.117)–(5.119) приводять процеси фiльтрацiї
рiдини в середовищах з подвiйною пористiстю, передачi тепла в гетерогенно-
му середовищi, переносу вологи в ґрунтах тощо.
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Надалi будемо вважати, що f [u (x, y)] ∈ C1

(
D̄
)
, де C1

(
D̄
)
— простiр непе-

рервних в D̄ функцiй, якi мають обмеженi частиннi похiднi першого порядку
за всiма своїми аргументами, розпочинаючи з третього.

Розв’язок задачi (5.117)–(5.119) шукатимемо в просторi функцiй
C(2.1) (B0)

⋂
C(1.1)

(
B̄0

)
= C1

(
B̄0

)
i називатимемо його регулярним.

Подамо мiшану задачу (5.117)–(5.119) в еквiвалентнiй iнтегральнiй формi.
Для цього зiнтегруємо рiвняння (5.117) двiчi за x вiд x до a й за y вiд нуля
до y та врахуємо умови (5.118), (5.119). Матимемо:

u (x, y) = s (x, y) + T1f [u (t, η)]− T2f [u (t, η)] , (x, y) ∈ B̄0, (5.120)

де

s (x, y) = T (x) +
1

a− x0

y∫
0

ω (η) dη +

(
a− x0

2
− a+ x

)
(ψ (y)− ψ (0)) ,

T1f [u (t, η)] =

y∫
0

a∫
x

(t− x) f [u (t, η)] dt dη,

T2f [u (t, η)] =
1

a− x0

y∫
0

a∫
x0

a∫
ξ

(t− ξ) f [u (t, η)] dt dξ dη.

Оскiльки f [u (x, y)] ∈ C1

(
D̄
)
, то праву частину рiвняння (5.117) завжди

можна подати у виглядi
f [u (x, y)] ≡

≡ f
(
x, y, u+, u+

x , u
+
y , u

+
xx, u

+
xy;u

−, u−x , u
−
y , u

−
xx, u

−
xy

)
≡ f

[
u+;u−

]
,

f : D̄1 → E1, D̄ ⊂ D̄1 ⊂ E12,

де
∂f

∂Dku+(x,y)
≡ a+

k (x, y) ≥ (≤) 0, k = (k1, k2) ,

k1 = 0, 2 (k1 = 1) , k2 = 0, 1, ∂f
∂Dku−(x,y)

≡ a−k (x, y) ≤ (≥) 0.

(5.121)

Зазначимо, що пiдстановкою u∗ (x, y) = u (x, y) − s (x, y) умови (5.118),
(5.119) зводяться до однорiдних. У зв’язку iз цим, не зменшуючи загальностi
майбутнiх мiркувань, будемо вважати, що T (x) = ψ (y) = ω (y) = 0.

Введемо позначення:

f p (x, y) = f [zp (x, y) ; vp (x, y)] ,

fp (x, y) = f [vp (x, y) ; zp (x, y)] ,
αp (x, y) = D(2.1)zp (x, y)− f p, βp (x, y) = D(2.1)vp (x, y)− fp,

(5.122)
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σp (x, y) = zp (x, y)− T1f
p (t, η) + T2fp (t, η) ,

ωp (x, y) = vp (x, y)− T1fp (t, η) + T2f
p (t, η) .

(5.123)

I Означення 5.1. Двi довiльнi з простору C1

(
B̄0

)
функцiї z0 (x, y), v0 (x, y),

якi в областi D̄ задовольняють нерiвностi

Dkσ0 (x, y) ≥ (≤) 0, Dkω0 (x, y) ≤ (≥) 0,

DkW0 (x, y) ≡ Dk [z0 (x, y)− v0 (x, y)] ≥ (≤) 0,

k1 = 0, 2 (k1 = 1) , k2 = 0, 1, (5.124)

називаються функцiями порiвняння мiшаної задачi (5.117)–(5.119).
Легко переконатись: якщо функцiї

z0 (x, y) = 0, 5y
[
M (a− x)2 −m (a−x0)

2

3

]
,

v0 (x, y) = 0, 5y
[
m (a− x)2 −M (a−x0)

2

3

]
,

(5.125)

де M = sup
D̄1

f [u+ (x, y) ;u− (x, y)] , m = inf
D̄1

f [u+ (x, y) ;u− (x, y)], належать

областi D̄1, то вони є функцiями порiвняння задачi (5.117)–(5.119).
Побудуємо послiдовностi функцiй {zp (x, y)} i {vp (x, y)} за формулами

zp+1 (x, y) = T1f
p (t, η)− T2fp (t, η) ,

vp+1 (x, y) = T1fp (t, η)− T2f
p (t, η) ,

(5.126)

де за нульове наближення беремо функцiї порiвняння мiшаної задачi (5.117)–
(5.119).

Iз формул (5.122), (5.123), (5.126) дiстаємо

Wp+1 (x, y) = (T1 + T2) (f p (t, η)− fp (t, η)) , (5.127)

zp (x, y)− zp+1 (x, y) = σp (x, y) ,
vp (x, y)− vp+1 (x, y) = ωp (x, y) ,

(5.128)

σp+1 (x, y) = T1αp+1 (t, η)− T2βp+1 (t, η) ,
ωp+1 (x, y) = T1βp+1 (t, η)− T2αp+1 (t, η) ,

(5.129)

αp+1 (x, y) = f p (x, y)− f p+1 (x, y) ,
βp+1 (x, y) = fp (x, y)− fp+1 (x, y) .

(5.130)

Зауважимо: якщо z0 (x, y) i v0 (x, y) є функцiями порiвняння задачi (5.117)–
(5.119), то

f 0 (x, y)− f0 (x, y) ≥ 0, (x, y) ∈ B̄0,

а отже, враховуючи (5.124), iз (5.127), (5.128) при p ≡ 0 i (x, y) ∈ B0 маємо

DkW1 (x, y) ≥ (≤) 0, Dk (z0 (x, y)− z1 (x, y)) ≥ (≤) 0,
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Dk (v0 (x, y)− v1 (x, y)) ≤ (≥) 0,

а отже, в областi D̄1 справедливi нерiвностi

Dkv0 (x, y) ≤ (≥)Dkv1 (x, y) ≤ (≥)Dkz1 (x, y) ≤ Dkz0 (x, y) ,

k1 = 0, 2 (k1 = 1) , k2 = 0, 1,

тобто функцiї z1 (x, y) i v1 (x, y) також належать областi D̄1, причому
f 0 − f 1 ≥ 0, f0 − f1 ≤ 0. Але тодi з (5.129), (5.130) при p = 0 дiстаємо

α1 (x, y) ≥ 0, β1 (x, y) ≤ 0, Dkσ1 (x, y) ≥ (≤) 0, Dkω1 (x, y) ≤ (≥) 0,

k1 = 0, 2 (k1 = 1) , k2 = 0, 1.

Беручи функцiї z1 (x, y) та v1 (x, y) за вихiднi i повторюючи попереднi
мiркування, методом математичної iндукцiї переконуємося в справедливостi
в областi D̄1 нерiвностей

Dkvp (x, y) ≤ (≥)Dkvp+1 (x, y) ≤ (≥)

≤ (≥)Dkzp+1 (x, y) ≤ (≥)Dkzp (x, y) ,

Dkσp (x, y) ≥ (≤) 0, Dkωp (x, y) ≤ (≥) 0,
(5.131)

αp (x, y) ≥ 0, βp (x, y) ≤ 0, k1 = 0, 2 (k1 = 1) , k2 = 0, 1

для довiльних p ∈ N .
Покажемо, що послiдовностi функцiй {zp (x, y)} та {vp (x, y)}, побудова-

нi згiдно з законом (5.126), (5.124), рiвномiрно в областi B̄0 збiгаються до
єдиного регулярного розв’язку задачi (5.117)–(5.119).

Нехай∑
k1,k2

sup
B̄0

∣∣DkW0 (x, y)
∣∣ ≤ d, max

k

(
sup
D̄1

∣∣a+
k (x, y)− a−k (x, y)

∣∣) ≤ P,

R = sup

{
a, b,

2

3
a2, ab,

2

3
a2b

}
.

Тодi iз (5.127), використовуючи теорему Лагранжа про скiнченнi прирос-
ти, методом математичної iндукцiї легко отримати оцiнки∣∣DkWp (x, y)

∣∣ ≤ (PR)p d, k1 = 0, 1, 2; k2 = 0, 1, |k| ≤ 2. (5.132)

Iз нерiвностей (5.131) i оцiнок (5.132) випливає: якщо PR < 1, то по-
слiдовностi функцiй {zp (x, y)}, {vp (x, y)} рiвномiрно збiгаються до єдиного
регулярного розв’язку задачi (5.117)–(5.119) (для цього достатньо у (5.126)
перейти до границi, коли p→∞ ).

Отже, справедлива така теорема.
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Теорема 5.1. Нехай права частина рiвняння (5.117) f [u (x, y)] ∈ C1

(
D̄
)
, а

функцiї z0 (x, y) та v0 (x, y) є функцiями порiвняння мiшаної задачi (5.117)–
(5.119). Тодi послiдовностi {zp (x, y)} , {vp (x, y)}, побудованi за формулами
(5.127), при PR < 1 збiгаються абсолютно й рiвномiрно в областi B̄0 до єди-
ного регулярного розв’язку задачi (5.117)–(5.119), а в областi D̄ справедливi
нерiвностi

Dkvp (x, y) ≤ (≥)Dku (x, y) ≤ (≥)Dkzp (x, y) , (5.133)

k1 = 0, 2, (k1 = 1) , k2 = 0, 1 для всiх p ∈ N .

Доведення справедливостi нерiвностей (5.133) проводиться методом вiд
супротивного.

♦ Зауваження 5.1. Функцiї z0 (x, y) та v0 (x, y) задовольняють першi двi умови з (5.118),
а

∂

∂y

a∫
x0

zp (ξ, y) dξ =

a∫
x0

a∫
ξ

(t− ξ)
(
fp−1 (t, y)− fp−1 (t, y)

)
dt dξ,

∂

∂y

a∫
x0

vp (ξ, y) dξ = −
a∫

x0

a∫
ξ

(t− ξ)
(
fp−1 (t, y)− fp−1 (t, y)

)
dt dξ,

тобто функцiя up (x, y) = 1
2

(zp (x, y) + vp (x, y)) задовольняє всi умовb (5.118), i її прийма-
ємо за p-те наближення.

Iз наведеної теореми легко отримати достатнi умови iснування знакоста-
лих розв’язкiв мiшаної задачi (5.117)–(5.119).

Наслiдок. Нехай в областi D̄ права частина рiвняння (5.117)
f [u (x, y)] ∈ C1

(
D̄
)

i в просторi C(2.1)
(
B̄0

)
iснує така функцiя v0 (x, y)

(z0 (x, y)), що

Dk (T2f [v0 (t, η) ; 0]− T1f [0; v0 (t, η)]) ≥ (≤) 0,

Dkv0 (x, y) ≤ (≥) 0,

Dk (v0 (x, y)− T1 [v0 (t, η) ; 0] + T2f [0; v0 (t, η)]) ≤ (≥) 0,

k1 = 0, 2 (k1 = 1) , k2 = 0, 1,
Dk (z0 (x, y)− T1 [z0 (t, η) ; 0] + T2f [0; z0 (t, η)]) ≥ (≤) 0,

Dkz0 (x, y) ≥ (≤) 0,
Dk (T2f [z0 (t, η) ; 0]− T1f [0; z0 (t, η)]) ≤ (≥) 0,

k1 = 0, 2 (k1 = 1) , k2 = 0, 1.


Тодi розв’язок рiвняння (5.117) з однорiдними умовами (5.118) задоволь-

няє в областi B̄0 нерiвностi

Dku (x, y) ≤ (≥) 0
(
Dku (x, y) ≥ (≤) 0

)
, k1 = 0, 2 (k1 = 1) , k2 = 0, 1.
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Вiдзначимо, що двостороннiй метод є досить унiверсальним i його можна
застосувати до широкого класу задач теорiї ДРЧП. Бiльше того, його можна
назвати i конструктивним, оскiльки крiм алгоритму побудови наближеного
розв’язку розглядуваної задачi, вiн дає можливiсть вiдповiсти i на ряд питань
якiсної теорiї ДРЧП (iснування та єдинiсть розв’язку дослiджуваної задачi,
його якiсна оцiнка тощо).

5.12 Асимптотичнi методи дослiдження нелiнiйних ДРЧП

Асимптотичнi методи з успiхом застосовуються для побудови наближе-
них розв’язкiв нелiнiйних рiвнянь з частинними похiдними, якi близькi до
лiнiйних. Це дає можливiсть розв’язати багато задач про коливання в сис-
темах з розподiленими параметрами (коливання стержнiв, балок, пластин,
валiв тощо), та iнших задач теорiї теплопровiдностi.

Тут викладено асимптотичний метод Крилова–Боголюбова–Митрополь-
ського (КБМ) на прикладi вiдомого класу рiвнянь, якi описують процеси
коливань обмежених об’ємiв:

div [k (t, ~r) grad u (t, ~r)]− q (t, ~r)u (t, ~r) = ρ (t, ~r)
∂2u

∂t2
. (5.134)

У випадку змiнних коефiцiєнтiв k, q, ρ, якi залежать вiд просторових коор-
динат ~r i часу t, така система описує процеси коливань в неоднорiдних сере-
довищах.

Перш нiж перейти до викладу методу КБМ, введемо деякi допомiжнi по-
няття.

Нехай сiм’я операторiв Lε визначає деяку задачу,

Lεu = h, (5.135)

розв’язок якої необхiдно вивчити при ε→ 0. При ε = 0 гранична задача

L0v = h (5.136)

коректна в тому чи iншому розумiннi.
Пiд дослiдженням задачi (5.135) при ε→ 0 найчастiше розумiють подання

розв’язку у виглядi ряду за степенями ε:

u = u0 + εu1 + ε2u2 + . . . . (5.137)

I Означення 5.2. Частинну суму ряду (5.137)

uεn = u0 + εu1 + ε2u2 + . . .+ εnun

називають формальним асимптотичним розв’язком задачi (5.135),
якщо вона задовольняє такi двi умови:

331



1. uεn ∈ D (Lε) ∀n = 0, 1, 2, . . . (uεn належить областi визначення опера-
тора Lε),

2. Lεuεn = h + O
(
εn+1α

)
, де α — деяка характеристика зростання або

спадання коефiцiєнтiв ui.

Наприклад, якщо в деякiй задачi всi ui при ε→ 0 мають вигляд

ui = ϕ (x) exp (x/ε) ,

де функцiї ϕ (x) обмеженi на дослiджуванiй множинi, скажiмо, на вiдрiзку
[0, 1], то зрозумiло, що α = exp (x/ε) −−−→

ε→0+
∞, ∀x ∈ (0, 1], тобто в даному

випадку ϕi (x) exp (x/ε) = O
(
ex/ε
)
при ε→ 0+.

Якщо, крiм умов 1) i 2) означення (5.2), для досить малих значень ε ви-
конується нерiвнiсть

‖u− uεn‖ ≤ (c0 + c1α) εn+1, (5.138)

де u — точний розв’язок задачi (5.135), ck (k = 0, 1) не залежать вiд ε, α —
деяка характеристика коефiцiєнтiв ui, то функцiю uεn називають асимпто-
тичним розв’язком порядку n задачi (5.135).

Якщо нерiвнiсть (5.138) виконується для ∀n = 0, 1, 2, . . ., то говорять, що
ряд (5.137) збiгається асимптотично до розв’язку u задачi (5.135) в деякому
просторi U , де визначена норма, що фiгурує в нерiвностi (5.138).

I Означення 5.3. Функцiю uε0 = u0, яка задовольняє умови 1), 2) озна-
чення (5.2) i (5.138) (при n = 0), називають головним членом асимпто-
тики або нульовим наближенням.

Повертаючись до викладу методу КБМ, розглянемо частинний випадок
рiвняння типу (5.134), а саме вивчимо поширення нелiнiйних хвиль в систе-
мах зi слабкими неоднорiдностями геометричного i часового типу для одно-
вимiрного випадку, тобто будемо дослiджувати наступне нелiнiйне рiвняння
з повiльно змiнними коефiцiєнтами

utt (t, x)− α2 (ξ, τ)uxx + β2 (ξ, τ)u (t, x) = εf (ξ, τ, u, ut, ux) , (5.139)

де 0 < ε << 1 — малий параметр, ξ = εx, τ = εt, f (ξ, τ, u, ut, ux) — досить
гладка функцiя, яка задовольняє всi необхiднi умови для побудови асимпто-
тичного розв’язку.

При ε = 0 i ξ, τ , якi розглядаються як параметри, рiвняння (5.119) є
вiдомим класичним рiвнянням Клейна–Гордона

utt = α2uxx + β2u (t, x) = 0, (5.140)

де α i β — сталi величини.
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Рiвняння (5.140) надалi будемо розглядати як незбурене рiвняння, яке
вiдповiдає збуреному рiвнянню (5.139).

Як вiдомо, рiвняння (5.140) має розв’язок

u (a, ψ) = a cosψ, (5.141)

де ψ = kx− ωt+ ϕ, a i ϕ — сталi, ψx = k, ψt = −ω,

ω2 = α2k2 + β2 (5.142)

— дисперсiйне спiввiдношення.
При ε 6= 0, ξ = εx, τ = εt асимптотичний наближений розв’язок рiвняння

(5.139) шукатимемо у виглядi ряду

u (ξ, τ, a, ψ) =

= u0 (a, ψ) + εu1 (ξ, τ, a, ψ) + ε2u2 (ξ, τ, a, ψ) + . . . , (5.143)

в якому u0 (a, ψ) = a cosψ; шуканi функцiї ui (ξ, τ, a, ψ), i = 1, 2, 3, . . .
є перiодичними за t з перiодом 2π, ψ = kx− ωt+ ϕ, ε 6= 0, ξ = εx, τ = εt, а
a i ϕ як функцiї часу t i просторової координати x мають визначатися з такої
системи рiвнянь

∂a
∂t = εA1 (τ, a) + ε2A2 (τ, a) + ε3A3 (τ, a) + . . . ,

∂a
∂x = εB1 (ξ, a) + ε2B2 (ξ, a) + ε3B3 (ξ, a) + . . . ,

∂ϕ
∂t = εC1 (τ, a) + ε2C2 (τ, a) + ε3C3 (τ, a) + . . . ,

∂ϕ
∂x = εD1 (ξ, a) + ε2D2 (ξ, a) + ε3D3 (ξ, a) + . . . ,

(5.144)

де Ai, Bi, Ci, Di — функцiї, якi надалi потрiбно визначити.
Очевидно, що останнi два рiвняння системи (5.144) можна записати (вра-

ховуючи, що ψ = kx− ωt+ ϕ) у виглядi

∂ψ
∂t = −ω + εC1 (τ, a) + ε2C2 (τ, a) + ε3C3 (τ, a) + . . . ,

∂ψ
∂x = k + εD1 (ξ, a) + ε2D2 (ξ, a) + ε3D3 (ξ, a) + . . . .

(5.145)

Пiдставимо праву частину ряду (5.143) в рiвняння (5.139). Диференцiю-
ючи доданки ряду (5.143) за t i x, враховуємо при цьому рiвняння (5.144), а
також те, що k i ω повиннi бути повiльно–змiнними функцiями x i
t (kx = εkξ, ωt = εωτ , тому що у виразi (5.142) β2 = β2 (ξ, τ)).

Пiсля ряду викладок, розмiщуючи результат за зростаючими степенями
малого параметру ε, одержуємо для лiвої частини рiвняння (5.139) наступний
вираз:

utt − α2 (ξ, τ)uxx + β2u (ξ, τ)u (t, x) =
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= −aω2 cosψ + α2 (ξ, τ) ak2 cosψ + β2 (ξ, τ) a cosψ+

+ε
{[

2
(
A1 (τ, a)ω +B1 (ξ, a)α2 (ξ, τ) k

)
+ aωτ + α2 (ξ, τ) kξa

]
sinψ+

+2
(
C1 (τ, a)ω +D1 (ξ, a)α2 (ξ, τ) k

)
a cosψ + ω2u1ψψ−

−α2 (ξ, τ) k2u1ψψ + β2 (ξ, τ)u1

}
+ ε2 {[2 (A2 (τ, a)ω +

+B2 (ξ, a)α2 (ξ, τ) k
)
− (1a (τ, a)A1 (τ, a) + 1τ (τ, a)) a−

−2A1 (τ, a) 1 (τ, a)− α2 (ξ, τ)
(
D1a (ξ, a)B1 (ξ, a) +D1ξ (ξ, a)

)
a−

−2B1 (ξ, a)D1 (ξ, a)α2 (ξ, τ)
]

sinψ+

+
[
2
(

2 (τ, a)ω +D2 (ξ, a)α2 (ξ, τ) k
)
a+ (A1a (τ, a)A1 (τ, a) +

+A1τ (τ, a))− 2
1 (τ, a) a+ α2 (ξ, τ)

(
B1a (ξ, a)B1 (ξ, a) +B1ξ (ξ, a)

)
−

−α2 (ξ, τ)D2
1 (ξ, a) a

]
cosψ − 2

[
u1aψωA1 (τ, a) +

+u1ψψ ω1 (τ, a) + u1ψψω
]
− u1ψωτ − 2α2 (ξ, τ)

[
u1ψakB1 (ξ, a) +

+u1ψψ kD1 (ξ, a) + u1ψξk
]
− u1ψα

2 (ξ, τ) kξ+

+ω2 u2ψψ − α2 (ξ, τ) k2u2ψψ + β2 (ξ, τ)u2

}
+ ε3 . . . (5.146)

Праву частину рiвняння (5.139) пiсля пiдстановки в неї значень u, ut i
ux, знайдених пiсля диференцiювання ряду (5.143) за t i за x з урахуванням
системи рiвнянь (5.144), розкладемо в ряд Тейлора за зростаючими степенями
малого параметру ε:

εf (ξ, τ, u, ut, ux) = εf0 (ξ, τ, a, ψ) + ε2
{
f
′

u (ξ, τ, a, ψ)u1+

+f
′

u1
(ξ, τ, a, ψ)

[
A1 (τ, a) cosψ − c1 (τ, a) a sinψ − ωu1ψ

]
+

+ f
′

ux
(ξ, τ, a, ψ) [B1 (ξ, a) cosψ −D1 (ξ, a) a sinψ + ku1ψ]

}
+ ε2 . . . (5.147)

де введено такi позначення:

f (ξ, τ, a cosψ, aω sinψ,−ak sin t) = f0 (ξ, τ, a, ψ) ,

f
′

u (ξ, τ, a cosψ, aω sinψ,−ak sin t) = f
′

u (ξ, τ, a, ψ) ,

f
′

ut
(ξ, τ, a cosψ, aω sinψ,−ak sin t) = f

′

ut
(ξ, τ, a, ψ) ,

f
′

ux
(ξ, τ, a cosψ, aω sinψ,−ak sin t) = f

′

ux
(ξ, τ, a, ψ) .

(5.148)

Припускаючи тепер, що при повiльнiй змiнi параметрiв дисперсiйне спiввiд-
ношення

ω2 = α2 (ξ, τ) k2 + β2 (ξ, τ) (5.149)
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зберiгається i прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях ε в правих
частинах виразiв (5.146), (5.147), дiстаємо:[

−ω2 + α2 (ξ, τ) k2 + β2 (ξ, τ)
]
a cosψ = 0, (5.150)

β2 (ξ, τ)

(
∂2u1

∂ψ2
+ u1

)
=

= −
{

2
[
A1 (τ, a)ω + α2 (ξ, τ)B1 (ξ, a) k

]
+
(
ωt + α2 (ξ, τ) kξ

)
a
}

sinψ−

−2
[
C1 (τ, a)ω + α2 (ξ, τ)D1 (ξ, a) k

]
a cosψ + f0 (ξ, τ, a, ψ) , (5.151)

β2 (ξ, τ)

(
∂2u2

∂ψ2
+ u2

)
= −

{
2
[
A2 (τ, a)ω + α2 (ξ, τ)B2 (ξ, a) k

]
−

− [C1a (τ, a)A1 (τ, a) + c1τ (τ, a)] a+

+α2 (ξ, τ) [D1a (ξ, a)B1 (ξ, a) +D1ξ (ξ, a)] a−

−2
[
A1 (τ, a)C1 (τ, a)− α2 (ξ, τ)B1 (ξ, a)D1 (ξ, a)

]}
sinψ−

−
{

2
[
C2 (τ, a)ω +D2 (ξ, a)α2 (ξ, τ) k

]
a+ [A1a (τ, a)A1 (τ, a) +

+A1τ (τ, a)]− α2 (ξ, τ) [B1a (ξ, a)B1 (ξ, a) +B1ξ (ξ, a)]−

−C2 (τ, a) a+ α2 (ξ, τ)D2
1 (ξ, a) a } cosψ + f1 (ξ, τ, a, ψ) , (5.152)

де
f1 (ξ, τ, a, ψ) = f

′

u (ξ, τ, a, ψ)u1 + f
′

ut
(ξ, τ, a, ψ) [A1 (τ, a) cosψ −

−C1 (τ, a) a sinψ − ωu1ψ] + f
′

ux
(ξ, τ, a, ψ) [B1 (ξ, a) cosψ −

−D1 (ξ, a) a sinψ + ku1ψ

]
+ 2

[
u1aψωA1 (τ, a) + u1ψψωC1 (τ, a) +

+u1τψ ω] + α2 (ξ, τ) 2
[
u1ψakB1 (ξ, a) + u1ψψkD1 (ξ, a) + ku1ψξ

]
+

+u1ψωτ + α2 (ξ, τ)u1ψkξ. (5.153)

Рiвняння (5.150)–(5.152) дають можливiсть (за деяких обмеженнь, якi на-
кладаються на дослiджувану систему) побудувати асимптотичнi наближення
в нульовому, першому i другому наближеннях.

Для визначення нульового i першого наближень, розкладаємо перiодичну
за ψ функцiю f0 (ξ, τ, a, ψ) у ряд Фур’є:

f0 (ξ, τ, a, ψ) =

= f−1
00 (ξ, τ, a) +

∞∑
n=1

[
f

(1)
0n (ξ, τ, a) cosnψ + f

(2)
0n (ξ, τ, a) sinnψ

]
, (5.154)
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де

f
(1)
0n (ξ, τ, a) = 1

2π

2π∫
0

f0 (ξ, τ, a, ψ) cos nψ dψ,

f
(2)
0n (ξ, τ, a) = 1

2π

2π∫
0

f0 (ξ, τ, a, ψ) sin nψ dψ,

n = 0, 1, 2, . . . (5.155)

Пiсля цього пiдставляємо (5.154) у спiввiдношення (5.151) i шукаємо вираз
для функцiї u1 (ξ, τ, a, ψ) також у виглядi ряду Фур’є. При цьому одночасне
накладання умови вiдсутностi знаменникiв, якi перетворюються в нуль, дає
можливiсть одержати рiвняння, яке виражає амплiтуду a i фазу ϕ. Пiсля
елементарних викладок знаходимо

u1 (ξ, τ, a, ψ) =
f00 (ξ, τ, a)

β2 (ξ, τ)
−

− 1

β2 (ξ, τ)

∞∑
n=2

1

n2 − 2

[
f

(1)
0n (ξ, τ, a) cosnψ + f

(2)
0n (ξ, τ, a) sinnψ

]
, (5.156)

а також такi рiвняння для визначення A1 (τ, a) , B1 (ξ, a) , C1 (τ, a) i D1 (ξ, a),
якi забезпечують вiдсутнiсть секулярних членiв у функцiї u1 (ξ, τ, a, ψ) (5.156):[

2A1 (τ, a)ω + α2 (ξ, τ)B1 (ξ, a) k
]

+
(
ωτ + α2 (ξ, τ) kξ

)
a =

= f
(2)
01 (ξ, τ, a) , (5.157)

2
[
C1 (τ, a)ω + α2 (ξ, τ)D1 (ξ, a) k

]
a = f

(1)
01 (ξ, τ, a) . (5.158)

Таким чином, у нульовому наближеннi розв’язок рiвняння (5.139) має ви-
гляд

u (ξ, τ, a, ψ) = u0 (a, ψ) = a cosψ, ψ = kx− ωt+ ϕ, (5.159)

де a i ϕ повиннi бути визначенi як функцiї x i t з системи:

∂a

∂t
+ ω′

∂a

∂x
=

ε

2ω

[
f

(2)
01 (ξ, τ, a)−

(
ωt + α2 (ξ, τ) kx

)
a
]
, (5.160)

∂ϕ

∂t
+ ω′

∂ϕ

∂x
=

ε

2aω
f

(1)
01 (ξ, τ, a) , (5.161)

де ω′ = α2(ξ,τ)k
ω — групова швидкiсть.

При розглядi нульового наближення (рiвнянь (5.159)–(5.161)) має викону-
ватись дисперсiйне спiввiдношення

ω̄2 − α2 (ξ, τ) k̄2 − β2 (ξ, τ) = 0 (5.162)

та умови сумiсностi
∂k̄

∂t
+
∂ω̄

∂x
= 0, (5.163)
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де ω̄ = ω − ϕt, k̄ = k + ϕx, взятi в нульовому наближеннi.
У першому наближеннi асимптотичний розв’язок рiвняння (5.139) запи-

сується у виглядi

u (ξ, τ, aψ) = a cosψ + εu1 (ξ, τ, a, ψ) , (5.164)

де u1 (ξ, τ, a, ψ) визначається згiдно з формулою (5.156), а a i ϕ мають задо-
вольняти рiвняння (5.160), (5.161).

Побудуємо асимптотичний розв’язок у другому наближеннi. Для цього,
як i в попередньому випадку, перш за все розкладаємо в ряд Фур’є функцiю
f1 (ξ, τ, aψ) задану рiвнiстю (5.153), яка пiсля визначення u1(ξ, τ, a, ψ) згiдно
з формулою (5.156) i функцiй A1 (τ, a), B1 (ξ, a), C1 (τ, a) , D1 (ξ, a) з рiвнянь
(5.157), (5.158), є перiодичною функцiєю за ψ з перiодом 2π:

f1 (ξ, τ, a, ψ) = f
(1)
10 (ξ, τ, a) +

+
∞∑
n=1

[
f

(1)
1n (ξ, τ, a) cosnψ + f

(2)
1n (ξ, τ, a) sinnψ

]
, (5.165)

де f (1)
1n (ξ, τ, a) i f (2)

1n (ξ, τ, a) — коефiцiєнти Фур’є.
Функцiю u2 (ξ, τ, a, ψ) шукаємо у виглядi ряду Фур’є, коефiцiєнти якого

визначаємо iз рiвняння (5.152). В результатi дiстаємо

u2 (ξ, τ, a, ψ) =
f

(1)
10 (ξ, τ, a)

β2 (ξ, τ)
−

− 1

β2 (ξ, τ)

∞∑
n=2

1

n2 − 1

[
f

(1)
1n (ξ, τ, a) cosnψ + f

(2)
1n (ξ, τ, a) sinnψ

]
, (5.166)

а також наступнi рiвняння для визначення A2 (τ, a), B2 (ξ, a), C2 (τ, a),
D2 (ξ, a), якi забезпечують вiдсутнiсть секулярних членiв у функцiї
u2 (ξ, τ, a, ψ), заданої рiвнiстю (5.166):

2
[
A2 (τ, a)ω + α2 (ξ, τ)B2 (ξ, a) k

]
=

= f
(2)
11 (ξ, τ, a)− [C1a (τ, a)A1 (τ, a) + C1τ (τ, a)] a+

+α2 (ξ, τ)
[
D1a (ξ, a)B1 (ξ, a) +D1ξ (ξ, a)

]
a−

−2
[
A1 (τ, a)C1 (τ, a)− α2 (ξ, τ)B1 (ξ, a)D1 (ξ, a)

]
, (5.167)

2
[
C2 (τ, a) aω + α2 (ξ, τ)D2 (ξ, a) ak

]
=

= f
(1)
11 (ξ, τ, a)− [A1a (τ, a)A1 (τ, a) + A1τ (τ, a)] +

+α2 (ξ, τ)
[
B1a (ξ, a)B1 (ξ, a) +B1ξ (ξ, a)

]
−
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−
[
C2

1 (τ, a)− α2 (ξ, τ)D2
1 (ξ, a)

]
a. (5.168)

Отже, в другому наближеннi маємо

u (ξ, τ, a, ψ) = a cosψ + εu1 (ξ, τ, a, ψ) + ε2u2 (ξ, τ, a, ψ) , (5.169)

де a i ϕ повиннi задовольняти наступну систему рiвнянь:

∂a

∂t
+ ω′

∂a

∂x
=

ε

2ω

[
f

(2)
01 (ξ, τ, a)−

(
ωt + α2 (ξ, τ) kx

)
a
]

+

+
ε2

2ω

{
f

(2)
11 (ξ, τ, a)− [C1a (τ, a)A1 (τ, a) + C1τ (τ, a) a] +

+α2 (ξ, τ)
[
D1a (ξ, a)B1 (ξ, a) +D1ξ (ξ, a)

]
a−

−2
[
A1 (τ, a)C1 (τ, a)− α2 (ξ, τ)B1 (ξ, a)D1 (ξ, a)

]}
, (5.170)

∂ϕ

∂t
+ ω′

∂ϕ

∂x
=

ε

2aω
f

(1)
01 (ξ, τ, a) +

+
ε

2aω

{
f

(1)
11 (ξ, τ, a)− [A1a (τ, a)A1 (τ, a) A1τ (τ, a)

]
+

+α2 (ξ, τ)
[
B1a (ξ, a)B1 (ξ, a) +B1ξ (ξ, a)

]
+

+
[
C2

1 (τ, a)− α2 (ξ, τ)D2
1 (ξ, a)

]
a
}
. (5.171)

� П р и к л а д 5.1. Для iлюстрацiї викладеного вище методу розглянемо рiвняння
Клейна-Гордона у випадку неоднорiдного середовища, записане у самоспряженому виглядi

utt (x, t)− ∂

∂x

(
α2 (x, t)ux (x, t)

)
+ β2 (x, t)u (x, t) = 0. (5.172)

Вважаючи, що t i x уже нормованi на характернi довжину хвилi i перiод, будемо
вважати, що

α = α̃ (εx, εt) , β = β̃ (εx, εt) . (5.173)

Тодi замiсть рiвняння (5.172) розглядатимемо рiвняння з повiльно змiнними коефi-
цiєнтами

utt (x, ψ)− α̃2 (ξ, τ)uxx + β̃2 (ξ, τ)u (x, t) = 2εα̃ (ξ, τ) α̃ξ (ξ, τ)ux (x, t) , (5.174)

в якому ξ = εx, τ = εt.
При ε = 0, ξ = const, τ = const, а отже α̃ (ξ, τ) = α = const, β̃ (ξ, τ) = β = const,

приходимо до рiвняння (5.140), яке має розв’язок (5.141). Диференцiюючи (5.142) за k,
одержимо так звану групову швидкiсть

ω
′

k =
α2k

ω
.

Перейдемо тепер до побудови асимптотичного розв’язку рiвняння (5.174) в нульовому
наближеннi при ε 6= 0. У цьому випадку будемо шукати розв’язок у виглядi

u (a, ψ) = a cosψ, ψ = kx− ωt+ ϕ,
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де a i ϕ мають визначатися з рiвнянь (5.160), (5.161), в яких слiд покласти

εf
(2)
01 (ξ, τ, a) = −2εα (ξ, τ)αξ (ξ, τ) ak, εf

(1)
01 (ξ, τ, a) = 0,

пiсля чого для a i ϕ дiстаємо такi рiвняння:

2∂a
∂t
ω + 2α2 ∂a

∂x
k + (ωt + α2kx − 2ααxk) a = 0,

∂ϕ
∂t
ω + α2 ∂ϕ

∂x
k = 0,

ω2 + α2k2 − β2 = 0,

k̄t + ω̄x = (k + ϕx)t + (ω − ϕt)x =
= kt + ωx + ε2 [D1a (ξ, a)A1 (τ, a)− C1a (ξ, a)B1 (ξ, a)] = 0.

Зауважимо, що майже кожна задача, яка є математичною моделлю деяко-
го фiзичного процесу, вимагає оригiнального пiдходу i модифiкацiї iснуючих
методiв. Для роботи над такими задачами необхiдно мати загальне уявлен-
ня про теоретичнi основи i застосування вiдомих методiв. Це уявлення ми й
намагалися дати в цiй темi.
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Додатки

Д. 1
КОЛИВАННЯ КРУГЛОЇ МЕМБРАНИ.

МЕТОД ФУР’Є

У п. 2.21 методом вiдокремлення змiнних була розв’язана задача про коливання пря-
мокутної мембрани. Покажемо, що цим же методом може бути розв’язана i задача про
коливання круглої мембрани. З цiєю метою дослiдимо задачу: вивчити процес вiльних
коливань круглої однорiдної мембрани радiуса R, якщо в початковий момент часу поло-
ження та швидкiсть її точок були рiвнi вiдповiдно ω1 (x, y) та ψ1 (x, y), а край мембрани
нерухомо закрiплений.

Взявши центр мембрани за початок координат i перейшовши в рiвняннi коливань
мембрани до полярних координат, прийдемо до задачi: в областi

B = {(t, ρ, ϕ)| t > 0, 0 ≤ ρ < R, 0 ≤ ϕ < 2π}

знайти розв’язок диференцiального рiвняння

Utt(t, ρ, ϕ) = a2
(
Uρρ + ρ−1Uρ + ρ−2Uϕϕ

)
, (Д.1)

який задовольняє початковi

U(0, ρ, ϕ) = ω(ρ, ϕ), Ut(0, ρ, ϕ) = ψ(ρ, ϕ),
0 ≤ ρ ≤ R, 0 ≤ ϕ < 2π,

(Д.2)

та крайову
U(t, R, ϕ) = 0, t ≥ 0 (Д.3)

умови. Очевидно, U(t, ρ, ϕ) = U(t, ρ, ϕ+ 2π).
Як i у випадку прямокутної мембрани, шукаємо спочатку нетривiальнi розв’язки рiв-

няння (Д.1), якi задовольняють умовi (Д.3), у виглядi

U(t, ρ, ϕ) = T (t)V (ρ, ϕ) 6≡ 0. (Д.4)

Пiдставивши (Д.4) в (Д.1) та вiдокремивши змiннi, одержимо

T ′′(t) + a2λT (t) = 0, (Д.5)

Vρρ + ρ−1Vρ + ρ−2Vϕϕ + λV = 0. (Д.6)

На пiдставi крайової умови (Д.3) та враховуючи перiодичнiсть функцiї V (ρ, ϕ) за ϕ i її
обмеженiсть в центрi круга, маємо:

V (R,ϕ) = 0, V (ρ, ϕ) = V (ρ, ϕ+ 2π), |V (0, ϕ) | <∞. (Д.7)

Задачу Штурма-Лiувiля (Д.6), (Д.7) також розв’язуємо методом вiдокремлення змiн-
них. Покладемо

V (ρ, ϕ) = Z(ρ)Φ(ϕ) 6≡ 0. (Д.8)

Тодi iз (Д.6), (Д.7) одержимо

Φ′′(ϕ) + µ2Φ(ϕ) = 0, Φ(ϕ) = (ϕ+ 2π), (Д.9)



Z ′′(ρ) + ρ−1Z ′(ρ) + (λ− µ2ρ−2)Z(ρ) = 0,
Z(R) = 0, |Z(0)| <∞. (Д.10)

Нетривiальний розв’язок задачi (Д.9) iснує тiльки при µ2 = n2, де n — цiле число (див.
2 тема 2, розд IV).

Таким чином

Φn(ϕ) = An cosnϕ+Bn sinnϕ, An, Bn − const. (Д.11)

Для розв’язання задачi (Д.10) введемо нову незалежну змiнну ξ =
√
λρ i позначимо

z(ρ) = z
(

ξ√
λ

)
= W (ξ). Тодi маємо

W ′′(ξ) + ξ−1W ′(ξ) + (1− n2ξ−2)W (ξ) = 0 (Д.12)

W (
√
λR) = 0, |W (0)| <∞. (Д.13)

Рiвняння (Д.12) є рiвнянням Бесселя порядку n. Розв’язуючи його методом степеневих
рядiв (див. [16], с. 622-627) переконуємось, що будь-який його розв’язок Wn (ξ) може бути
поданий у виглядi

Wn(ξ) = C1Jn(ξ) + C2Nn(ξ), (Д.14)

де

Jn(ξ) =
∞∑
k=0

(−1)k
1

k!(k + n)!

(
ξ

2

)2k+n

,

Nn(ξ) =
2

π
Jn(ξ)

(
ln
ξ

2
+ c

)
− 1

π

n−1∑
s=0

(n− s− 1)!

s!

(
ξ

2

)−n+2s

−

− 1

π

(
ξ

2

)n
1

n!

(
1

n
+

1

n− 1
+ ...+ 1

)
− 1

π

∞∑
k=1

[
(−1)k

k!(k + n)!

(
ξ

2

)2k+n

×

×
(

1

n+ k
+

1

n+ k − 1
+ ...+ 1 +

1

k
+

1

k − 1
+ ...+ 1

)]
,

c = 0, 577215... — ейлерова стала.
Функцiя Jn (ξ) називається функцiєю Бесселя першого роду, а Nn (ξ) — функцiєю

Неймана. При ξ → 0 функцiя Nn (ξ) перетворюється в нескiнченнiсть, а отже в силу
другої умови iз (Д.13) випливає, що C2 = 0. Перша ж умова дає:

Jn(
√
λR) = 0. (Д.15)

Таким чином, задача вiдшукання власних функцiй задачi (Д.6), (Д.7) звелася до зна-
ходження нулiв функцiї Бесселя. Вiдносно коренiв трансцендентного рiвняння справедливi
наступнi твердження:

1) Всi коренi рiвняння (Д.15) є простими.
2) Трансцендентне рiвняння (Д.15) має нескiнченну множину коренiв i всi вони є

дiйсними.
Для доведення першого твердження припустимо супротивне: нехай

√
λ1R = ν1 є нулем

рiвняння (Д.15) кратностi p ≥ 2. Тодi Jn(ν1) = J ′n(ν1) = 0, тобто

Wn(ν1) = W ′
n(ν1) = 0. (Д.16)

На пiдставi теореми про єдинiсть розв’язку задачi Кошi (Д.12), (Д.16) маємоWn(ξ) ≡ 0,що
суперечить умовi. Нехай коренi рiвняння (Д.15) знайденi; позначимо їх через νk =

√
λkR,

k = 1, 2, 3.... Тодi їм будуть вiдповiдати власнi функцiї

Wk(ξ) = Zk(ρ) = c1Jn

(νk
R
ρ
)
, k = 1, 2, 3, ... (Д.17)
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крайової задачi (Д.10).
Теорема. Власнi функцiї крайової задачi (Д.10), якi вiдповiдають рiзним власним

значенням λk, ортогональнi з вагою ρ на вiдрiзку [0, R], тобто

R∫
0

ρ Jn

(νk
R
ρ
)
Jn

(νm
R
ρ
)
ds = 0, k 6= m. (Д.18)

Доведення. Iз (Д.10) маємо:

ρ
d

dρ
(ρZ ′k(ρ)) =

[
n2 −

(νk
R

)2
ρ2
]
Zk(ρ),

ρ
d

dρ
(ρZ ′m(ρ)) =

[
n2 −

(νm
R

)2
ρ2
]
Zm(ρ).

Домножимо першу рiвнiсть на Zm (ρ), а другу — на Zk (ρ), а потiм вiднiмемо почленно
одну вiд другої i результат зiнтегруємо в межах вiд 0 до R. Одержимо

R∫
0

[
Zm(ρ)

d

dρ
(ρZ ′k(ρ))− Zk(ρ)

d

dρ
(ρZ ′m(ρ))

]
dρ =

1

R2

(
ν2m − ν2k

)
×

×
R∫

0

ρZm(ρ)Zk(ρ)dρ,

або, взявши iнтеграл злiва частинами i врахувавши, що Zk(R) = Zm(R) = 0, матимемо

1

R2

(
ν2m − ν2k

) R∫
0

ρZm(ρ)Zk(ρ)dρ = ρ [Zm(ρ)Z ′k(ρ)−

−Zk(ρ)Z ′m(ρ)]
R
0 = 0,

що й потрiбно було довести.
Пiдставивши (Д.7), (Д.9) в (Д.8) одержимо:

Vn,k(ρ, ϕ) = (an,k cosnϕ+ bn,k sinnϕ) Jn

(νk
R
ρ
)
, (Д.19)

де an,k = C1An, bn,k = C2Bn.
Очевидно, власнi функцiї (Д.9) задачi (Д.6), (Д.7) є ортогональними з вагою ρ. Пiд-

ставивши знайденi власнi значення в рiвняння (Д.5) i зiнтегрувавши його, маємо

Tn,k(t) = c3 cos
aνk
R
t+ c4 sin

aνk
R
t,

а отже, згiдно з (Д.4) одержуємо

Un,k(t, ρ, ϕ) =

(
an,k cos

aνkt

R
+ bn,k sin

aνkt

R

)
Jn

(νk
R
ρ
)

cosnϕ+

+

(
an,k cos

aνkt

R
+ bn,k sin

aνkt

R

)
Jn

(νk
R
ρ
)

sinnϕ,

де an,k = c3an,k, bn,k = c4an,k, an,k = c3bn,k, bn,k = c4bn,k.
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Розглянемо ряд

U(t, ρ, ϕ) =
∞∑
k=1

∞∑
n=0

(
an,k cos

aνkt

R
+ bn,k sin

aνkt

R

)
Jn

(νk
R
ρ
)

cosnϕ+

+
∞∑
k=1

∞∑
n=0

(
an,k cos

aνkt

R
+ bn,k sin

aνkt

R

)
Jn

(νk
R
ρ
)

sinnϕ (Д.20)

i припустимо, що в областi B вiн збiгається рiвномiрно та в областi B його можна почленно
диференцiювати двiчi за t, ρ i ϕ. Тодi вiн буде розв’язком рiвняння (Д.1) i задовольняти-
ме крайову умову (Д.3). Виберемо коефiцiєнти ряду (Д.20) таким чином, щоб його сума
задовольняла i початковi умови (Д.2). Маємо:

ω(ρ, ϕ) =
∞∑
k=1

∞∑
n=0

[
an,k cosnϕ+ an,k sinnϕ

]
Jn

(νk
R
ρ
)
, (Д.21)

ψ(ρ, ϕ) =
∞∑
k=1

∞∑
n=0

[
bn,k cosnϕ+ bn,k sinnϕ

] aνk
R
Jn

(νk
R
ρ
)
.

Як вiдомо, довiльна функцiя Ω (ρ, ϕ), неперервна разом з похiдними до другого по-
рядку включно, яка задовольняє крайову умову (Д.7), може бути розкладена в рiвномiрно
збiжний ряд вигляду

Ω(ρ, ϕ) =
∞∑
n=0

∞∑
k=1

[αn,k cosnϕ+ βn,k sinnϕ] Jn

(νk
R
ρ
)
, (Д.22)

де

αn,k =

2π∫
0

R∫
0

Ω(ρ, ϕ)ρ Jn
(
νk
R
ρ
)

cosnϕ dρ dϕ

2π∫
0

R∫
0

ρ J2
n

(
νk
R
ρ
)

cos2 nϕ dρ dϕ

, n = 0, 1, 2, ...,

βn,k =

2π∫
0

R∫
0

Ω(ρ, ϕ)ρJn
(
νk
R
ρ
)

sinnϕ dρ dϕ

π
R∫
0

ρ J2
n

(
νk
R
ρ
)
dρ

, n = 1, 2, ... .

Отже, якщо ω (ρ, ϕ) та ψ (ρ, ϕ) належать простору C2 (0 ≤ ρ ≤ R, 0 ≤ ϕ < 2π), то, по-
рiвнюючи ряди (Д.21) та (Д.22), матимемо:

an,k =

2π∫
0

R∫
0

ω(ρ, ϕ)ρJn
(
νk
R
ρ
)

cosnϕ dρ dϕ

2π∫
0

R∫
0

ρJ2
n

(
νk
R
ρ
)

cos2 nϕ dρ dϕ

, n = 0, 1, 2, ... ,

an,k =

2π∫
0

R∫
0

ω(ρ, ϕ)ρ Jn
(
νk
R
ρ
)

sinnϕ dρ dϕ

π
R∫
0

ρJ2
n

(
νk
R
ρ
)
dρ

, n = 1, 2, ... ,
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bn,k =

R
2π∫
0

R∫
0

ψ(ρ, ϕ)ρJn
(
νk
R
ρ
)

cosnϕ dρ dϕ

aνk
2π∫
0

R∫
0

ρJ2
n

(
νk
R
ρ
)

cos2 nϕ dρ dϕ

, n = 0, 1, 2, ... ,

bn,k =

R
2π∫
0

R∫
0

ψ(ρ, ϕ)ρJn
(
νk
R
ρ
)

sinnϕ dρ dϕ

aνkπ
R∫
0

ρJ2
n

(
νk
R
ρ
)
dρ

, n = 1, 2, ... .

Пiдставивши знайденi коефiцiєнти в ряд (Д.20), одержимо шуканий розв’язок задачi
(Д.1)–(Д.3).

Д. 2
ПОШИРЕННЯ ТЕПЛОТИ

В НЕСКIНЧЕННОМУ ОДНОРIДНОМУ ЦИЛIНДРI

Вивчимо процес розподiлу тепла в нескiнченному однорiдному цилiндрi радiусом R,
якщо в початковий момент часу температура в кожнiй його точцi залежить тiльки вiд її
вiддалi ρ до осi цилiндра, а температура на бiчнiй його поверхнi є сталою i рiвною U0.

Оскiльки в початковий момент часу i на краю температура цилiндра не залежить вiд z
(вiсь Oz напрямлена вздовж осi цилiндра), то очевидно, що i в майбутньому температура
U залежатиме тiльки вiд часу t i ρ, тобто U = U (t, ρ). Тодi, перейшовши у рiвняннi
теплопровiдностi до цилiндричних координат i врахувавши, що функцiя не залежить вiд
ϕ i z, одержимо

Ut(t, ρ) = a2
(
Uρρ + ρ−1Uρ

)
, t > 0, 0 ≤ ρ < R. (Д.23)

Рiвняння (Д.23) є рiвнянням радiального розподiлу тепла в цилiндрi. Початкова умова
запишеться у виглядi

U(0, ρ) = ϕ(ρ), 0 ≤ ρ ≤ R, (Д.24)

де ϕ (ρ) — задана функцiя, а згiдно з умовою на поверхнi цилiндра маємо

U(t, R) = U0, t ≥ 0. (Д.25)

Введенням нової функцiї V (t, ρ) = U(t, ρ) − U0 мiшана задача (Д.23)–(Д.25) зводи-
ться до задачi з однорiдною крайовою умовою, тому не зменшуючи загальностi майбутнiх
мiркувань будемо вважати, що U0 = 0.

Для побудови розв’язку задачi (Д.23)–(Д.25) застосуємо метод Фур’є. Поклавши

U(t, ρ) = T (t) · V (ρ)

i вiдокремивши змiннi в рiвняннi (Д.23) та крайовiй умовi (Д.25), одержимо:

T ′(t) + a2λT (t) = 0, (Д.26) V ′′(ρ) + ρ−1V ′(ρ) + λV (ρ) = 0,

V (R) = 0, |V (0)| <∞.
(Д.27)

Рiвняння (Д.27) є частинним випадком рiвняння (Д.12). Отже, враховуючи вимогу
обмеженостi розв’язку рiвняння (Д.27), всякий його розв’язок можна подати у виглядi

V (ρ) = c1J0(
√
λρ), (Д.29)
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де c1 — довiльна стала, а

J0(x) =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n

22n(n!)2

— функцiя Бесселя першого роду нульового порядку.
Унаслiдок крайової умови (Д.28) маємо

J0(
√
λR) = 0. (Д.30)

Таким чином, власними значеннями задачi (Д.27), (Д.28) є величини λk =
(
νk
R

)2
,

k = 1, 2, ..., де νk — нулi функцiї Бесселя нульового порядку. Пiдставивши знайденi власнi
значення в рiвняння (Д.26) i зiнтегрувавши його, одержимо

T (t) = c2e
−( νkaR )

2
t.

Отже, кожному власному числу λk вiдповiдає нетривiальний розв’язок рiвняння (Д.23),
який задовольняє крайову умову (Д.25):

Uk(t, ρ) = Ake
−( νkaR )

2
tJ0

(νk
R
ρ
)
, Ak = c1 · c2, k = 1, 2, ...

Розглянемо ряд

U(t, ρ) =
∞∑
k=1

Ake
−( νkaR )

2
tJ0

(νk
R
ρ
)

(Д.31)

i припустимо, що вiн збiгається рiвномiрно в областi B = {(t, ρ) | t ≥ 0, 0 ≤ ρ ≤ R} i його
можна почленно диференцiювати один раз за t i двiчi за ρ в B.

Виберемо довiльнi сталi Ak таким чином, щоб ряд (Д.31), задовольняв i початкову
умову (Д.24). Маємо

ϕ(ρ) =
∞∑
k=1

AkJ0

(νk
R
ρ
)
.

Беручи до уваги ортогональнiсть функцiй J0
(
νk
R
ρ
)
на вiдрiзку [0, R], iз попередньої

рiвностi знаходимо коефiцiєнти Ak:

Ak =

R∫
0

ρϕ(ρ)J0
(
νk
R
ρ
)
dρ

R∫
0

ρJ2
0

(
νk
R
ρ
)
dρ

. (Д.32)

Пiдставивши (Д.32) в ряд (Д.31), одержимо за наших припущень розв’язок задачi
(Д.23)–(Д.25).

Вправа. Розв’язати сформульовану задачу при умовi, що бiчна поверхня цилiндра
теплоiзольована.

Д. 3
ПОШИРЕННЯ ТЕПЛОТИ В ОДНОРIДНIЙ КУЛI

Ще одним прикладом просторової задачi для рiвняння теплопровiдностi може бути
процес розподiлу тепла в однорiднiй кулi. Будемо вважати, що початкова температура
точок кулi залежить тiльки вiд їх вiддалi ρ вiд центру кулi, а бiчна її поверхня тепло-
iзольована. Очевидно, що в цьому випадку температура кулi в довiльний момент часу в
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довiльнiй її точцi залежатиме тiльки вiд часу t i вiддалi ρ. Тому, переходячи в однорiдному
рiвняннi теплопровiдностi до сферичних координат з початком в центрi кулi, одержимо:

Ut(t, ρ) = a2
(
Uρρ + 2ρ−1Uρ

)
, t > 0, 0 < ρ < R. (Д.33)

Початкова та крайовi умови запишуться у виглядi:

U(0, R) = ϕ(ρ), 0 ≤ ρ ≤ R, (Д.34)

Uρ(t, R) = 0, |U(t, 0)| <∞, t ≥ 0. (Д.35)
Для побудови розв’язку мiшаної задачi (Д.33)–(Д.35) вводимо нову невiдому функцiю

V (t, ρ) = ρU(t, ρ). (Д.36)

Маємо:
Vt = ρUt, Vρ = U(t, ρ) + ρUρ(t, ρ), Vρρ = ρUρρ + 2Uρ.

Пiдставивши знайденi похiднi в (Д.33)–(Д.35), одержимо:

Vt(t, ρ) = a2Vρρ(t, ρ), t > 0, 0 < ρ < R, (Д.37)

V (0, ρ) = ρϕ(ρ), 0 ≤ ρ ≤ R, (Д.38)

V (t, 0) = 0, Vρ(t, R)− 1

R
V (t, R) = 0, t ≥ 0. (Д.39)

Задача (Д.37)–(Д.39) є задачею розподiлу тепла в однорiдному стержнi довжини R з
теплоiзольованою бiчною поверхнею. Застосувавши до неї метод Фур’є, матимемо:

V (t, ρ) = a0ρ+
∞∑
n=1

ane
−(µnaR )

2
t sin

µn
R
ρ, (Д.40)

де µn — додатнi коренi трансцендентного рiвняння

µn = tg µn. (Д.41)

Якщо ряд (Д.40) збiгається рiвномiрно i його можна почленно диференцiювати один
раз за t i двiчi за ρ в розглядуванiй областi, то згiдно з доведеною в п. 2.17 лемою 2.1 сума
його також буде розв’язком рiвняння (Д.37) i задовольнятиме крайовi умови (Д.39).

Виходячи з початкової умови (Д.38), маємо:

ρϕ(ρ) = a0ρ+
∞∑
n=1

an sin
µn
R
ρ. (Д.42)

Iз (Д.42), беручи до уваги ортогональнiсть унаслiдок (Д.41) системи функцiй{
ρ, sin µn

R
ρ
}
, n = 1, 2, 3, ..., на вiдрiзку [0, R], знаходимо:

a0 =
3

R3

R∫
0

ρ2ϕ(ρ)dρ, an =
4µn

R(2µn − sin 2µn)

R∫
0

ρϕ(ρ) sin
µn
R
ρdρ.

Пiдставивши знайденi коефiцiєнти в ряд (Д.40) та врахувавши пiдстановку (Д.36),
остаточно матимемо

U(t, ρ) =
3

R3

R∫
0

ρ2ϕ(ρ) dρ+
∞∑
n=1

4µnρ
−1

R(2µn − sin 2µn)
×

×
R∫

0

ρϕ(ρ) sin
µn
R
ρdρ e−(µnR a)

2
t sin

µn
R
ρ.
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Д. 4
ВIЛЬНI КОЛИВАННЯ КАМЕРТОНА

Ранiше було розглянуто ряд методiв побудови розв’язкiв рiзних задач для диферен-
цiальних рiвнянь другого порядку. Покажемо, що метод вiдокремлення змiнних може бути
з успiхом використаний i для дослiдження фiзичних процесiв, якi приводять до рiвнянь
четвертого порядку. Для прикладу розглянемо вiльнi поперечнi коливання тонкого одно-
рiдного прямокутного стержня довжини l, нерухомо закрiпленого на одному кiнцi й вiль-
ного на другому, якщо в початковий момент часу вiдхилення i швидкiсть точок стержня
вiдповiдно були рiвними ϕ (x) та ψ (x).

Як уже вiдзначалося, рiвняння вiльних поперечних коливань стержня має вигляд:

utt (t, x) + a2uxxxx (t, x) = 0, t > 0, x ∈ (0, l) . (Д.43)

У початковий момент часу маємо

u (0, x) = ϕ (x) , ut (0, x) = ψ (x) , x ∈ [0, l] . (Д.44)

Будемо вважати, що лiвий кiнець нерухомо закрiплений. Це означає, що вiдхилення
лiвого кiнця i дотична до профiлю стержня в точцi x = 0 рiвнi нулевi , тобто

u (t, 0) = 0, ux (t, 0) = 0, t ≥ 0. (Д.45)

На вiльному кiнцi будуть рiвнi нулевi повний згинний момент M i тангенцiальна сила
F (t, x) тобто

M = −EY Uxx(t, l) = 0, F (t, l) = −EY Uxxx(t, l) = 0, t ≥ 0 (Д.46)

де E — модуль пружностi матерiалу стержня, Y = bh3

12
, b — ширина, h — висота стержня.

Зауважимо, що сформульована задача про коливання тонкого прямокутного стержня
еквiвалентна задачi про власнi коливання камертона.

Розв’язуємо мiшану задачу (Д.43)–(Д.46) методом Фур’є, покладаючи

u (t, x) = T (t) ·X (x) 6= 0 (Д.47)

Вiдокремивши змiннi в рiвняннi (Д.49) та крайових умовах (Д.45), (Д.46), дiстанемо

X(4)(x)− λX(x) = 0, X(0) = X ′(0) = 0, X ′′(l) = X ′′′(l) = 0, (Д.48)

T ′′ (t) + a2λT (t) = 0. (Д.49)

Як i у випадку задачi Штурма–Лiувiля для рiвняння коливання струни (див. п. 2.17),
легко переконатись, що власнi значення задачi (Д.48) є дiйсними додатними числами, а
власнi функцiї, якi вiдповiдають рiзним власним значенням, є ортогональними на вiдрiзку
[0, l]. Отже, загальний розв’язок рiвняння задачi (Д.48) запишеться у виглядi

X(x) = c1 cos
4
√
λx+ c2 sin

4
√
λx+ c3ch

4
√
λx+ c4sh

4
√
λx.

На пiдставi крайових умов тiєї ж самої задачi маємо

c1 + c3 = 0,

c2 + c4 = 0,

c1 cos 4
√
λl + c2 sin 4

√
λl − c3ch 4

√
λl − c4sh 4

√
λl = 0,

c1 sin 4
√
λl − c2 cos 4

√
λl + c3sh

4
√
λl + c4ch

4
√
λl = 0.

(Д.50)
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Побудована система лiнiйних однорiдних алгебраїчних рiвнянь вiдносно невiдомих
ci (i = 1, 4) має ненульовi розв’язки, якщо її детермiнант рiвний нулевi, тобто∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 0
0 1 0 1

cosµ sinµ −chµ −shµ
sinµ − cosµ shµ chµ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= sh2µ− sin2 µ− ch2µ− cos2 µ− 2chµ cosµ = 0, µ =
4
√
λl.

Оскiльки ch2x− sh2x = 1, то попереднє рiвняння запишеться у виглядi

chµ cosµ = −1. (Д.51)

Отже, власними значеннями задачi (Д.48) будуть числа λn = l−4µ4
n, n = 1, 2, ..., де µn —

додатнi розв’язки трансцендентного рiвняння (Д.51). Iз системи (Д.50) маємо:

c1 = −c3, c2 = −c4, c2 =
sinµn − shµn
cosµn + chµn

c1.

Таким чином, вiдповiднi власнi функцiї мають вигляд:

Xn(x) = c1

[
cos

µn
l
x− chµn

l
x+

sinµn − shµn
cosµn + chµn

×

×
(

sin
µn
l
x− shµn

l
x
)]

(Д.52)

Iз рiвняння (Д.49) одержуємо:

Tn(t) = c5 cos
µ2
na

l2
t+ c6 sin

µ2
n

l2
t. (Д.53)

Пiдставляючи (Д.52), (Д.53) у (Д.49) та просумувавши всi одержанi ненульовi розв’яз-
ки рiвняння (Д.43), матимемо

U(t, x) =
∞∑
n=1

(
an cos

µ2
na

l2
t+ bn sin

µ2
na

l2
t

)
Xn(x), (Д.54)

де an = c1 · c5, bn = c1 · c6, Xn = c1Xn(x).
Iз початкових умов

ϕ(x) =
∞∑
n=1

anXn(x), ψ(x) =
∞∑
n=1

bnµ
2
na

l
Xn(x),

звiдки, на пiдставi ортогональностi власних функцiй (Д.52), знаходимо коефiцiєнти an i
bn:

an =

l∫
0

ϕ(ξ)Xn(ξ) dξ

l∫
0

X
2

n(ξ) dξ

,

bn =

l
l∫
0

ψ(ξ)Xn(ξ) dξ

aµ2
n

l∫
0

X
2

n(ξ) dξ

.
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Пiдставивши знайденi коефiцiєнти в ряд (Д.54), одержимо шуканий розв’язок мiша-
ної задачi (Д.43)–(Д.46). Неважко показати: якщо функцiї ϕ(x) та ψ(x) є досить гладкими
i задовольняють умовам узгодженостi з крайовими умовами (Д.45), (Д.46), то одержа-
ний ряд буде збiгатися рiвномiрно при t ≥ 0 i x ∈ [0, l], причому його можна почленно
диференцiювати двiчi за t i чотири рази за x.

Вiдмiтимо одну характерну властивiсть для процесу вiльних коливань камертона. З
ряду (Д.54) випливає, що частоти власних коливань камертона дорiвнюють
ωn = µ2na

l2
= µ2n

l2

√
EY
ρS
, де S — площа поперечного перерiзу, а отже

ωn+1

ωn
=
µ2
n+1

µ2
n

.

Графiчним методом легко знайти коренi рiвняння (Д.52):

µ1 = 1, 875, µ2 = 4, 694, µ3 = 7, 854, µ4 = 10, 997.

Отже,
ω2

ω1

= 6, 267,
ω3

ω1

= 17, 548,
ω4

ω1

≈ 34.

Бачимо, що другий власний тон вищий за основний бiльш нiж на двi з половиною октави,
тобто вищий за шосту гармонiку струни при однаковому основному тонi, а третя власна
частота вища за основний тон бiльш нiж на чотири октави i т. д. Якщо, наприклад, ка-
мертон має основну частоту, рiвну 440 коливанням за секунду (нота «ля»першої октави),
то наступна власна частота камертона буде рiвна 2757,5 коливань за секунду (ноти «мi»та
«фа»четвертої октави мають частоти вiдповiдно 2637,3 i 2794 коливань за секунду), третя
ж власна частота рiвна 7721,1 коливань за секунду, i вона виходить за межi шкали музи-
кальних звукiв. Все це i пояснює той факт, що з часом пiсля збурення камертона шляхом
удару вiн видає чистий звук основного тону, оскiльки вищi гармонiки швидко загасають.

Д. 5
МАЛI ПРОГИНИ

ПОПЕРЕЧНО НАВАНТАЖЕНОЇ ПЛАСТИНКИ

Для iлюстрацiї застосування методу вiдокремлення змiнних до побудови розв’язкiв
крайових задач у випадку рiвнянь елiптичного типу вищого порядку, дослiдимо малi про-
гини однорiдної прямокутної пластинки зi сторонами b i c, яка знаходиться пiд дiєю нор-
мального до її поверхнi навантаження iнтенсивностi q = const. Будемо вважати, що на
краях пластинка вiльно оперта.

Малий в порiвняннi з товщиною пластинки прогин U (x, y), як вiдомо, повинен бути
розв’язком крайової задачi

∆∆U ≡ Uxxxx + 2Uxxyy + Uyyyy =
q

D
, x ∈ (0, b), y ∈ (0, c), (Д.55)

U(0, y) = U(b, y) = Uxx(0, y) = Uxx(b, y) = 0, y ∈ [0, c] , (Д.56)

U(x, 0) = U(x, c) = Uyy(x, 0) = Uyy(x, c) = 0, x ∈ [0, b] , (Д.57)

де D — жорсткiсть пластинки при згинi.
Шукаємо розв’язок крайової задачi (Д.55)–(Д.57) у виглядi

U(x, y) = Z(x, y) + V (y), (Д.58)

де V (y) — деякий частинний розв’язок рiвняння (Д.55), який задовольняє крайовi умови
(Д.57).
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За V (y) вiзьмемо полiном 4-го степеня

V (y) = c0y
4 + c1y

3 + c2y
2 + c3y + c4, (Д.59)

де коефiцiєнти ci (i = 0, 4) вибираємо таким чином, щоб функцiя (Д.59) задовольняла
вищевказанi умови. Маємо:

24c0 = q
D
,

c4 = 0, c0c
4 + c1c

3 + c2c
2 + c3c+ c4 = 0,

2c2 = 0, 12c0c
2 + 6c1c+ 2c2 = 0,

звiдки знаходимо

c0 =
q

24D
, c2 = c4 = 0, c1 = − qc

12D
, c3 =

qc3

24D
,

тобто
V (y) =

q

24D
(y4 − 2cy3 + c3y). (Д.60)

Пiдставивши (Д.58) в крайову задачу (Д.55)–(Д.57), одержимо:

∆∆Z(x, y) = 0, (Д.61)

Z(0, y) = Z(b, y) = −V (y), Zxx(0, y) = Zxx(b, y) = 0, y ∈ [0, c] , (Д.62)

Z(x, 0) = Z(x, c) = Zyy(x, 0) = Zyy(x, c) = 0, x ∈ [0, b] . (Д.63)

Позначимо
∆Z(x, y) = W (x, y). (Д.64)

Тодi на пiдставi (Д.61)–(Д.63) для визначення функцiї W (x, y) потрiбно розв’язати
задачу:

∆W (x, y) = 0, x ∈ (0, b), y ∈ (0, c), (Д.65)

W (x, 0) = W (x, c) = 0, W (0, y) = W (b, y) = −V ′′(y). (Д.65)

Застосувавши до задачi (Д.65), (Д.66) метод Фур’є, одержимо

W (x, y) =
∞∑
n=1

[
anch

πn

c
x+ bnsh

πn

c
x
]

sin
πn

c
y,

де коефiцiєнти an та bn визначаються за формулами

an =
2

c

(πn
c

)2 c∫
0

V (y) sin
πn

c
y dy =

{
0, n = 2k,
4q
cD

(
c
πn

)3
, n = 2k − 1,

bn =
1− chπn

c
b

shπn
c
b

an, k = 1, 2, ... ,

а отже,

W (x, y) =
∞∑
k=1

4q

cD

(
c

π(2k − 1)

)3 [
ch
π(2k − 1)

c
x+
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+
1− chπ(2k−1)

c
b

shπ(2k−1)
c

b
sh
π(2k − 1)

c
x

]
sin

π(2k − 1)

c
y.

Позначимо: αk = π(2k−1)
c

, βk = 1−chαkb
shαkb

, ωk = 4qc2

Dπ3(2k−1)3 .
Тодi попередня рiвнiсть запишеться у виглядi

W (x, y) =
∞∑
k=1

ωk [chαkx+ βkshαkx] sinαky. (Д.67)

Пiдставивши (Д.67) у (Д.64) i зiнтегрувавши добуте рiвняння за умов

Z(0, y) = Z(b, y) = −V (y), Z(x, 0) = Z(x, c) = 0,

матимемо:

Z(x, y) =
∞∑
k=1

ωk
2α2

k

{
(2− αkβkx)chαkx+

[
th
αk
2
b

(
αkb

shαkb
− 2

)
−

−αkx
]
shαkx

}
sinαky.

Функцiї Z (x, y) та V (y) визначенi, а отже на пiдставi (Д.58) дiстаємо розв’язок по-
ставленої крайової задачi (Д.55)–(Д.57).

Зазначимо, що з методу побудови розв’язку крайової задачi (Д.55)–(Д.57) випливає
його єдинiсть.

♦ Зауваження 5.2. У випадку, коли край пластинки нерухомо закрiплений, тобто коли
виконуються умови

U | x = 0
x = b

= U | y = 0
y = c

= Ux| x = 0
x = b

= Uy| y = 0
y = c

= 0, (Д.68)

застосувати вищенаведений метод до побудови розв’язку крайової задачi (Д.55), (Д.68)
не можна.

Д. 6
ПЛОСКI ХВИЛI. ДИСПЕРСIЯ ХВИЛЬ

Розглянемо лiнiйне однорiдне рiвняння другого порядку зi сталими коефiцiєнтами гi-
перболiчного типу

utt(t, x) = a2∆u(t, x) + cu(t, x), x = (x1, x2, ...xn) . (Д.69)

1. Припустимо, що c = 0. Розв’язки рiвняння (Д.69) шукатимемо у виглядi

u(t, x) = f(bt+ < ξ, x >) , (Д.70)

де ξ̄ = (ξ1, ξ2, ..., ξn), < ξ, x > =
∑n

i=1 ξixi.
У зв’язку з тим, що:
а) при фiксованому t = t0 поверхнi рiвня u(t0, x) = const є площинами

bt0+ < ξ, x >= const, перпендикулярними до векторова ξ̄;
б) за рiзних значень t = t0, t1 функцiя u(t1, x) вiдрiзняється вiд u(t0, x) зсувом на

вектор −
∣∣ξ̄∣∣−2 ξ̄b(t1 − t0)

(u(t0, x+ ξ̄
∣∣ξ̄∣∣−2 b(t1 − t0)) = f(bt0+ < ξ, x+ ξ̄

∣∣ξ̄∣∣−2 b (t1 − t0) >) =
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= f(bt0+ < ξ, x > + < ξ, ξ >
∣∣ξ̄∣∣−2 b (t1 − t0)) = f(bt1+ < ξ, x >) = u(t1, x)),

то функцiя (Д.70) називається плоскою хвилею, яка рухається вздовж напряму вектора
−ξ зi швидкiстю v =

∣∣ξ̄∣∣−1 b.
Вираз bt+ < ξ, x > називається фазою хвилi (Д.70) а f — формою хвилi. Якщо b = 0,

то хвиля (Д.70) називається стоячою.
Знайдемо умови, якi повиннi задовольняти b i вектор ξ̄, щоб функцiя (Д.70) була

розв’язком рiвняння (Д.69) при c = 0. Заради цього пiдставимо (Д.70) у (Д.69). Дiстанемо:

f ′′(b t+ < ξ, x >)b2 = a2f ′′(bt+ < ξ, x >)
n∑
i=1

ξ2i .

Вважаючи, що f ′′(Q) 6= 0, маємо
b2 = a2

∣∣ξ̄∣∣2 . (Д.71)

Розв’язками цього рiвняння є вектори N̄ = (ξ̄, b) ∈ En+1, якi лежать на конусi K в En+1,
основою якого є сфера

∣∣ξ̄∣∣ = ba−1.

I Означення 5.4. Вектор N̄ = (ξ̄, b) ∈ En+1, N̄ 6= 0, який задовольняє рiвняння (Д.71),
називається характеристичною нормаллю хвильового рiвняння (Д.69).

Гiперплощина N⊥ = {(t, x) ∈ En+1|b t+ < ξ, x >= const}, перпендикулярна до деякої
характеристичної нормалi N̄ , називається характеристичною гiперплощиною хвильового
рiвняння (Д.69).

Гiперповерхня в En+1 називається характеристичною, якщо в кожнiй точцi її дотична
гiперплощина є характеристичною.

На пiдставi характеристичного рiвняння (Д.71) швидкiсть поширення всiх плоских
хвиль, якi задовольняють рiвняння (Д.69), дорiвнює a:

v2 =
b2

|ξ|2
= a2. (Д.72)

Справедливе й обернене твердження. Для довiльного N̄ ∈ En+1, який задовольняє
(Д.71), плоска хвиля (Д.70) є розв’язком рiвняння (Д.69) за довiльної функцiї
f(b t+ < ξ, x >). В окремому випадку f(b t+ < ξ, x >) може бути й розривною (або швид-
козмiнною) в деякiй точцi, наприклад при b t+ < ξ, x >= 2. Тодi розв’язок (Д.70) буде
мати той самий розрив уздовж всiєї гiперплощини в En+1 (ξ 6= 0):

b t+ < ξ, x > = 2. (Д.73)

За фiксованого t цей розрив розмiщений на площинi в En з рiвнянням (Д.73). Ця площина
рухається iз зростанням t у напрямi перпендикулярного їй вектора −ξ̄, зi швидкiстю
v = a = b

∣∣ξ̄∣∣−1.
Звiдси можна зробити висновок:
1) довiльна характеристична гiперплощина може бути поверхнею розриву розв’язку

рiвняння (Д.69) при c = 0;
2) усi плоскi хвилi й розриви цих хвиль, якi задовольняють рiвняння (Д.69) при c = 0,

поширюються зi швидкiстю a у напрямi вектора −ξ̄ без спотворення (хвиля без дисперсiї).
Зазначимо, що з формулою (Д.72) пов’язане вiдкриття електромагнiтної природи свiт-

ла i спецiальної теорiї вiдносностi. Так, iз рiвнянь електродинамiки Д. К. Максвел (1831–
1879) вивiв, що потенцiали електромагнiтного поля задовольняють хвильове рiвняння

utt(t, x, y, z) = a2∆u(t, x, y, z),
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де a2 = (εµ)−1, ε i µ — вiдповiдно дiелектрична та магнiтна проникнiсть вакууму. Останнi
величини знаходяться експериментально з чисто електромагнiтних вимiрювань. Пiсля об-
числення Максвелом швидкостi поширення електромагнiтних хвиль виявилось, що вона
з великою точнiстю збiгається зi швидкiстю свiтла: a = (εµ)−1/2 ≈ 299976 км/с. Звiдси
Максвел зробив висновок, що свiтло має електромагнiтну природу.

Другим вiдкриттям, пов’язаним iз формулою (Д.72), є спецiальна теорiя вiдносностi.
Природно виникає запитання, якщо (εµ)−1/2 — швидкiсть свiтла, то в якiй системi

вiдлiку? Вiдомо, що закони механiки справедливi в будь–якiй iнерцiйнiй системi вiдлiку.
Тому можна припустити, що й закони електродинамiки також справедливi в будь-якiй
iнерцiйнiй системi. Але тодi швидкiсть свiтла також однакова у всiх цих системах. Проте
така властивiсть швидкостi суперечить механiцi Ньютона. Отже, або рiвняння Максвела
справедливi тiльки в деякiй вибранiй системi вiдлiку, пов’язанiй з так званим "нерухо-
мим ефiром або закони механiки Ньютона неточнi. Саме для з’ясування цього питання А.
Майкельсон i Е. Морлi поставили в 1887 р. свiй знаменитий експеримент i пiдтвердили
тотожнiсть швидкостi свiтла в рiзних iнерцiйних системах вiдлiку, а отже, вiдсутнiсть "не-
рухомого ефiру"i неточнiсть ньютонiвської механiки (при великих швидкостях). Необхiдне
уточнення законiв механiки згодом дав А. Ейнштейн.

2. Розглянемо диференцiальне рiвняння (Д.69), коли c 6= 0. Якщо
u(t, x) = f(bt+ < ξ, x >) — плоска хвиля для рiвняння (Д.69), то ми вiдразу дiстаємо для
заданих ξ i b рiвняння

f ′′(b t+ < ξ, x >)(a2
∣∣ξ̄∣∣2 − b2) + f(b t+ < ξ, x >) c = 0. (Д.74)

Отже, в цьому разi функцiя f(b t+ < ξ, x >) не може бути довiльною — вона повинна
бути розв’язком рiвняння (Д.74). Очевидно, що для швидкостi v = a, тобто для a2

∣∣ξ̄∣∣2 = b2,
уже не iснує бiжучої плоскої хвилi. Але для iнших швидкостей i для довiльного напряму
можливi форми хвиль визначаються iз рiвняння (Д.74) i є показниковими функцiями. У
зв’язку з цим напрям руху хвилi i її швидкiсть, яка вiдповiдає рiвнянню (Д.69), можуть
задаватися довiльним чином (за винятком v = a), але при цьому можливi тiльки спецiальнi
форми плоских хвиль. З фiзичних мiркувань виключаються iз розгляду розв’язки, якi не
є рiвномiрно обмеженими функцiями в просторi. На пiдставi iнтегралу Фур’є та беручи
до уваги, що

f(b t− < ξ, x >) = f(v
∣∣ξ̄∣∣ t− < e, x >

∣∣ξ̄∣∣) =
= f((vt− < e, x >)

∣∣ξ̄∣∣) = g(vt− < e, x >),

де g(Q) = f(Q)
∣∣ξ̄∣∣); ē = −ξ̄

∣∣ξ̄∣∣−1 , |ē| = 1; Q = vT− < e, x >, маємо:

g(vt − < e, x >) =
1

2π

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
g(τ) eikτdτ

)
e−ki(vt−<e,x>)dk,

тобто хвиля довiльної форми може бути зображена як суперпозицiя гармонiчних хвиль
вигляду

uk(t, x) = e−ik(vt−<e,x>), (Д.75)
де β = kv — частота.

Функцiї (Д.75) повиннi бути розв’язками рiвняння (Д.69), отже,

−β2 = −a2k2 + c,

тобто
k = ±1

a

√
c+ β2

i гармонiчнi коливання (Д.75) матимуть фазову швидкiсть, яка залежатиме вiд частоти
β, що дорiвнює

v =
β

k
=

aβ√
c+ β2

.
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Отже,

uk(t, x) = e−
i
a

√
c+β2

(
aβ√
c+ β2

t− < e, x >

)
. (Д.76)

Оскiльки розв’язок рiвняння (Д.69) — це суперпозицiя хвиль вигляду (Д.76), якi по-
ширюються в одному й тому самому напрямi, причому всi цi хвилi мають форму, яка
задовольняє рiвняння (Д.75), то рiзнi компоненти поширюються з рiзними швидкостя-
ми; отже, форма складової хвилi u(t, x) змiнюватиметься з часом t i хвильовий процес
при своєму поширеннi буде спотворюватися (хвилi з дисперсiєю). Кажуть: якщо фазо-
ва швидкiсть гармонiчних хвиль залежить вiд частоти, то рiвняння (Д.69) описує явище
дисперсiї.

Очевидно, що якщо рiвняння (Д.69) не допускає розв’язкiв у виглядi хвиль довiльної
форми, то має мiсце дисперсiя хвиль. Доданок cu(t, x) в рiвняннi (Д.69) iнодi називають
дисперсiйним членом.

Для прикладу розглянемо телеграфне рiвняння, яке описує електричнi коливання в
провiдниках

uxx(t, x)− LCutt − (RC + LG)ut(t, x)−RGu(t, x) = 0, (Д.77)

де C — ємнiсть, R — омiчний опiр; L — iндуктивнiсть; G — втрата iзоляцiї. Всi цi величини
розрахованi на одиницю довжини провiдника. Позначимо b = RC + LG, d = RG,
a2 = (LG)−1 i введемо нову невiдому функцiю

v(t, x) = u(t, x) e0,5a
2bt. (Д.78)

Тодi рiвняння (Д.77) запишеться у виглядi

a2vxx(t, x)− vxx(t, x) + cv(t, x) = 0, (Д.79)

де c = a2

4
(a2b2 − 4d) = a4

4
(b2 − 4 d

a2
) = a4

4
(RC − LG)2.

Отже, на пiдставi попереднiх мiркувань при виконаннi умови

RC = LG⇒ c = 0 (Д.80)

рiвняння (Д.79) буде мати хвилi без дисперсiї, i внаслiдок (Д.78) рiвняння (Д.77) має хвилi
без дисперсiї зi згасанням вигляду

u(t, x) = e−Ktf(x− at), u(t, x) = e−Ktf(−x− at),

де K = 0, 5
(
R
L

+ G
C

)
.

Коли коефiцiєнти рiвняння (Д.77), якi характеризують провiдник, задовольняють умо-
ву (Д.80), то в провiднику хвилi довiльної форми поширюються без спотворення i можуть
лише затухати. Але це затухання в пунктi прийому хвиль–сигналiв завжди можна ком-
пенсувати за рахунок їх пiдсилення, тим самим можна точно вiдновити сигнали, якi пе-
редаються по провiднику. Ця обставина має дуже важливе значення в галузi телефонного
зв’язку i при передаваннi сигналiв по кабелях на великi вiдстанi.

Зауважимо нарештi, що рiвняння (Д.69) при c = 0 можуть мати, крiм плоских хвиль,
хвилi iнших форм. Наприклад, якщо n = 3, характеристиками для рiвняння (Д.69) будуть
також поверхнi

r − at = const, −r − a = const,

де r =
√∑3

i=1(xi − xi,0)2, (x1,0, x2,0, x3,0) — фiксована точка, а функцiї
u = 1

4π r
f(r − at), u = 1

4π r
f(−r − at) — хвилi без дисперсiї iз затуханням для рiвняння

(Д.69) при n = 3 i c = 0. Цi хвилi називаються сферичними.
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Д. 7
IСТОРИЧНА ДОВIДКА

Наприкiнцi XVII ст. потреби практики, пов’язанi з розвитком суспiльних вiдносин
i обумовленi технiчним прогресом у всiх галузях людської дiяльностi, поставили перед
вченими математиками ряд нових задач, розв’язання яких вимагало розробку принципово
нових методiв.

У таких iсторичних умовах приблизно з 1700 р. починається бурхливий розвиток ди-
ференцiального та iнтегрального числення (працi I. Ньютона (1643-1727) та Г.В. Лейбнiца
(1646-1710)).

Вивчення проблем динамiки твердого тiла, а також деяких геометричних задач ме-
тодами диференцiального та iнтегрального числення призвело до видiлення простiших
класiв ДРЧП другого порядку.

Однiєю з таких проблем була задача про коливання струни. Зацiкавився нею ще Г. Га-
лiлей (1564-1642), але тiльки англiйський математик Брук Тейлор (1685-1713) зробив пер-
шi кроки до її математичного розв’язання (1715). Якщо передати в символах диферен-
цiального числення встановлений ним закон оберненої пропорцiйностi прискорення точки
струни за малих поперечних коливань i радiуса кривини струни в тiй самiй точцi, то можна
сказати, що вiн прийшов до вiдомого рiвняння

uxx −
1

a2
utt = 0 (a− const).

Припускаючи, що струна коливається як єдине цiле, Тейлор звiв задачу до двох зви-
чайних диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами i для струни, закрiпленої на
кiнцях, показав, що в довiльний момент часу вона має форму синусоїди.

Ж.Л. Д’Аламбер (1717-1783), записавши рiвняння струни у виглядi

uxx − utt = 0,

у 1749 р. знайшов загальний розв’язок останнього у формi

u(t, x) = f1(x− t) + f2(x+ t),

де f1 i f2 — довiльнi функцiї своїх аргументiв.
Аналiз Д’Аламбера не був повним, оскiльки для нього не були ясними умови, якi

повиннi бути включенi в саме формулювання проблеми. Д’Аламбер враховував тiльки
так званi крайовi умови.

Л. Ейлер (1707-1783) у 1750 р. показав, що коливання струни буде цiлком визначене,
якщо поряд з крайовими умовами задати положення й швидкiсть руху точок струни в
початковий момент часу. Отже, Ейлер завершив аналiтичну розробку методу характерис-
тик Д’Аламбера (методу поширення хвиль), хоча геометрична картина явища коливання
струни не була розглянута обома вченими.

У цей же час у 1753 р. новий пiдхiд до розв’язання вказаної проблеми запропонував
Даниїл Бернуллi (1700-1782) (з 1725 по 1733 рр. працював в Петербурзькiй АН). Спира-
ючись на чисто фiзичнi мiркування й на пiдставi того, що звучання струни створюється
основним тоном i нескiнченною множиною обертонiв, вiн прийшов до висновку, що коли-
вання струни складаються нiби iз нескiнченної множини коливань рiзних її частин, сполу-
чених мiж собою у вузлах. Тому форма струни утворюється шляхом накладання синусоїд,
що вiдповiдають рiзним обертонам, перiоди яких зменшуються обернено пропорцiонально
натуральним числам, а розв’язок задачi має вигляд

y = c1 sin
πx

a
+ c2 sin

2πx

a
+ c3 sin

3πx

a
+ ... (ci − const).
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Отже, Бернуллi прийшов до вiдкриття в математичнiй фiзицi фундаментального прин-
ципу накладання лiнiйних коливань i методу розв’язання рiвнянь з частинними похiдни-
ми, вiдомого тепер пiд назвою методу Ж. Фур’є (1768-1830) або методу вiдокремлення
змiнних.

Незадовго до Бернуллi Ейлер також знайшов розв’язок рiвняння струни для одного
окремого випадку у виглядi тригонометричного ряду.

Працi Ейлера i Бернуллi про подання розв’язку рiвняння коливання струни у виглядi
тригонометричного ряду мали важливе значення для подальшого розвитку рiвнянь мате-
матичної фiзики i математики взагалi.

Цi дослiдження привели до того, що перед математиками XVIII ст. виникло прин-
ципове питання про природу iнтегралiв рiвнянь з частинними похiдними i про подання
довiльних функцiй у виглядi тригонометричних рядiв. З цього питання мiж Ейлером i
Бернуллi розгорнулася дискусiя, в якiй взяли участь iншi великi вченi: Ж.Л. Лагранж
(1736-1813), П.С. Лаплас (1749-1827) i Д’Аламбер.

У 1787 р. Петербурзька Академiя наук оголосила конкурс з дискусiйного питання i в
1793 р. присудила премiю Л. Арбогасту (1759-1803) за його працю "Мемуари про природу
довiльних функцiй, якi входять в iнтеграли рiвнянь з частинними диференцiалами"(1791).

До ДРЧП вищих порядкiв приводили й iншi задачi природознавства (гiдродинамiчнi
дослiдження Д’Алам6ера та Ейлера, дослiдження Лапласа гравiтацiйного поля в 1782 р.,
що привело його до рiвняння вигляду ∆u = 0, ∆ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂x2
+ ...+ ∂2

∂x2n
, названого його iм’-

ям, дослiдження Ейлера проблеми коливання мембрани i т. д). Але математики XVIII ст.
не дослiджували загальнi питання теорiї таких рiвнянь. В цьому напрямi суттєвими бу-
ли дослiдження Ейлера (1770) зi зведення лiнiйних рiвнянь другого порядку до деяких
канонiчних форм за допомогою замiни змiнних. Так, рiвняння zyy = a2zxx пiдстановкою
ξ = x+ay, η = x−ay вiн звiв до рiвняння zξη = 0, звiдки вiдразу дiстав загальний iнтеграл
у виглядi

z = f1 (ξ) + f2 (η) = f1 (x+ ay) + f2 (x− ay) .

Розглядаючи коливання круглої мембрани, Ейлер у 1766 р. отримав рiвняння

d2u

dr2
+

1

r

du

dr
+

(
α2 − β2

r2

)
u = 0 (α, β − const),

яке пiзнiше було назване рiвнянням цилiндричних функцiй, а розв’язок його зобразив у
виглядi нескiнченного ряду, який тiльки на сталий множник вiдрiзняється вiд цилiндри-
чної функцiї Jβ(α r). Окремий випадок цiєї функцiї вiдомий ще з 1738 р., коли Бернуллi
дослiджував коливання важких ланцюгiв.

Першi спроби побудови методiв iнтегрування широкого класу ДРЧП зробив Лаплас
(1777, 1782). Так, для рiвняння zxy + azx + bzy + cz = 0, де a, b, c — заданi функцiї
незалежних змiнних, вiн запропонував так званий метод каскадiв, який iнодi дає змогу
одержати загальний iнтеграл за допомогою квадратур.

З погляду застосувань i впливу на подальший розвиток рiвнянь математичної фiзики
надзвичайно важливими були дослiдження Ейлера над згином призматичних стержнiв:
при визначеннi критичної сили, пiд впливом якої стискуваний з обох кiнцiв стержень
втрачає стiйкiсть i миттю вигинається. Важливiсть цiєї задачi (з погляду практики) з’я-
совано значно пiзнiше — в другiй половинi XIX ст., коли аварiї при будiвництвi мостiв
та iнших споруд примусили згадати "незвичайнi"дослiдження видатного математика. В
дослiдженнях Лапласа вперше зустрiчаємо розв’язання задач для рiвнянь, залежних вiд
параметрiв, причому значення цього параметру (критичної сили) є шуканою величиною.
Власне кажучи, це була перша поява винятково важливої математичної задачi, яка ввi-
йшла в лiтературу значно пiзнiше пiд назвою задачi Штурма–Лiувiля. Ця задача й зараз
привертає пильну увагу сучасних математикiв i фiзикiв, особливо в задачах квантової
механiки.
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Взагалi для XVIII ст. характерним є поява великої кiлькостi блискучих результатiв
у рiзних роздiлах математики та її застосувань. Усе новi й новi цiкавi задачi змушували
математикiв розширювати своє поле дiяльностi. Для того часу характерним був вiдомий
заклик Д’Аламбера: «Iдiть вперед, впевненiсть прийде до Вас пiзнiше». I ця впевненiсть
справдi прийшла, але вже в XIX ст.

Перша чверть XIX ст. була переломним перiодом у розвитку всiєї математики. Перш за
все докорiнно перебудувався сам фундамент математичного аналiзу: дано сучасне визначе-
ння границi, нескiнченно малої, неперервностi функцiї, диференцiала, визначеного iнтег-
рала тощо. Поняття функцiї вперше набуло сучасного характеру. Великий внесок, у роз-
виток математичного аналiзу в цей перiод зробили О.Л. Кошi (1789-1857), К.Ф. Гаус (1777-
1855), Б.Больцано (1781-1848), П.Г.Л.Дiрiхле (1805-1859), М.I.Лобачевський (1792-1856),
Г.Ф.Б.Рiман (1826-1866), К.Т.В.Вейєрштрасс (1815-1897), М.В.Остроградський (1801-1862)
та iн.

Вказана реформа математичного аналiзу i новi блискучi вiдкриття у фiзицi та iнших
областях внесли новi iдеї i в теорiю рiвнянь математичної фiзики.

У 1821 р. К.Л.М.А.Нав’є (1785-1836) виводить диференцiальнi рiвняння руху нести-
сливої рiдини (рiвняння Нав’є-Стокса), а також рiвняння пружностi для тривимiрного
простору.

У 1822 р. Фур’є вперше розв’язав рiвняння теплопровiдностi

ut = k(uxx + uyy + uzz)

при рiзних крайових умовах у виглядi тригонометричного ряду. При цьому вiн заново ви-
вiв знайденi ще Ейлером в 1798 р. формули коефiцiєнтiв таких рядiв i показав, що функцiї
досить широкого класу, в тому числi визначенi на рiзних промiжках рiзними аналiтичними
виразами, тобто за Ейлером “розривнi”, можуть бути поданi на довiльному скiнченному
промiжку тригонометричним рядом, тобто аналiтично. Цим самим показана неправомiр-
нiсть Ейлерового розумiння “неперервностi” функцiї дiйсного аргументу i значною мiрою
виправдана точка зору Бернуллi. Першi достатнi умови розкладання функцiї в тригоно-
метричнi ряди були строго данi Дiрiхле в 1829 р. i Лобачевським у 1834 р.

Вагомий внесок у розвиток рiвнянь математичної фiзики зробив французький мате-
матик С.Д.Пуассон (1781-1840) — почесний член Петербурзької АН (1826). Його працi
стосувалися майже всiх роздiлiв математичної фiзики: так, у "Зауваженнях про рiвняння
теорiї притягання"(1813) вiн вивiв вiдоме рiвняння Пуассона

uxx + uyy + uzz = −4πρ.

Вiн розв’язав багато задач електростатики та магнетостатики. У 1829 р. Пуассон по-
клав початок теорiї девiацiї. В його дослiдженнях важливе мiсце займають працi з зовнi-
шньої балiстики i гiдромеханiки, теорiї пружностi i т. д.

Одним iз центральних роздiлiв математичної фiзики XIX ст. була так звана теорiя
потенцiалу. Першi результати з цiєї теорiї знаходимо у працi Дж.Грiна (1793-1841) “Дос-
вiд i застосування математичного аналiзу до теорiї електрики i магнетизму”, яка була
опублiкована в 1828 р. У цiй же маловiдомiй до перевидання (1845) книзi вперше роз-
глядається окремий випадок функцiї, пов’язаної з аналiтичним зображенням розв’язкiв
крайових задач математичної фiзики (функцiя Грiна).

У тому ж 1828 р. Остроградський опублiкував працю “Замiтки про теорiю теплоти”, в
якiй довiв вiдому формулу, яка пов’язує iнтеграл по об’єму з iнтегралом по поверхнi (фор-
мула Остроградського-Гауса). Ця формула широко використовується в рiзних роздiлах
ДРЧП. Зазначимо, що Остроградському належать вагомi результати щодо знаходження
розв’язку задачi Кошi та мiшаних задач для рiвняння теплопровiдностi; вiн запропонував
метод вiдшукання iнтегралiв рiвнянь звукових коливань газу, рiвнянь коливань пружних
пластинок тощо.
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Теорiя потенцiалу набула розвитку у працi Гауса "Загальнi теореми, що стосуються
сил притягання та вiдштовхування, якi дiють обернено пропорцiонально квадратам вiдс-
танi"(1840).

Зазначимо, що у XIX ст. в теорiї ДРЧП набули важливого значення питання iснува-
ння та єдиностi розв’язку вiдповiдних задач. Iнiцiатива в цьому питаннi належала Кошi,
який у своїх лекцiях (1820-1830) дав доведення iснування й єдиностi розв’язку звичайного
диференцiального рiвняння y′ = f (x, y). при початкових умовах y (x0) = y0.

У 1874 р, росiйський математик С.В. Ковалевська (1850 – 1891) довела теорему про
iснування аналiтичних розв’язкiв задачi Кошi для систем ДРЧП. Ковалевська навела й
неочiкуваний для її сучасникiв приклад рiвняння, яке не задовольняло умови теореми i яке
не мало аналiтичного розв’язку. Ця теорема розкриває глибокi внутрiшнi закономiрностi,
властивi розв’язкам систем ДРЧП: вона дала ключ для введення класифiкацiї систем
ДРЧП та поняття характеристики.

Теореми iснування мали важливе значення для побудови наближеного розв’язку ДР-
ЧП i були покладенi в основу рiзних методiв їх iнтегрування, якi розроблялись у XIX ст.

Важливi результати щодо розв’язання задачi Кошi для конкретних типiв рiвнянь
математичної фiзики добули Г.Ф.Б. Рiман (1826 – 1866), В. Вольтерра (1860 – 1940),
Г.Р.Кiрхгоф (1824 –1887), Ж. Адамар (1865 –1963) та iн.

Дослiдження математикiв XIX ст. з теорiї ДРЧП, в тому числi чудовi результати
Остроградського, були базою для цiлої серiї праць росiйських вчених кiнця XIX ст. i по-
чатку XX ст. Особливе значення мають результати акад. О. М. Ляпунова (1857 – 1918)
з теорiї потенцiалу та його учня акад. В.А. Стеклова (1864 – 1926) з електростатики та
гiдродинамiки, а також з теорiї теплопровiдностi, де вiн застосував метод замкненостi,
який носить його iм’я. Стеклов досяг значних успiхiв i у розв’язаннi проблеми Штурма–
Лiувiля про власнi значення i власнi функцiї (Ляпунов був представником Петербурзької
математичної школи, яка була створена П.Л. Чебишовим (1821 –1894)).

Важливою подiєю в iсторiї розвитку диференцiальних рiвнянь у розглядуваний перiод
було створення якiсної теорiї. Основоположниками якiсної теорiї диференцiальних рiвнянь
були А. Пуанкаре (1854 – 1912) i Ляпунов. Працi Пуанкаре i Ляпунова зi стiйкостi мали
величезне значення для всього наступного розвитку теорiї диференцiальних рiвнянь i її
застосувань до вивчення коливань рiзних фiзичних i механiчних систем.

Загальна якiсна теорiя так званих динамiчних систем розроблялася багатьма вченими,
наприклад з 1912 р. Дж. Бiркгофом (1884 – 1944).

Дослiдженнями про iснування й аналiтичнiсть розв’язкiв широкого класу ДРЧП так
званого елiптичного типу з 1904 р. займався вчений–математик С.Н. Бернштейн (1880 –
1968).

Глибокi й важливi за своїми наслiдками є дослiдження. М.В. Келдиша (1911 – 1978) i
М.О. Лаврентьєва (1900 – 1980)про стiйкiсть розв’язку задачi Дiрiхле, з теорiї коливань,
аеродинамiки, теорiї хвиль на поверхнi важкої рiдини тощо, дослiдження С.Л. Соболєва
(1908–1989) i I.Г. Петровського (1901 – 1973) про залежнiсть розв’язку мiшаних задач вiд
початкових i крайових умов. Соболєв розробив новий метод iнтегрування ДРЧП як лiнiй-
них, так i нелiнiйних, ввiв ряд нових понять: узагальнена функцiя, узагальнена похiдна,
узагальнений розв’язок ДРЧП, узагальнений диференцiальний оператор та iн.

А.М. Тихонов (1906–1993) тiсно пов’язав теорiю рiвнянь теплопровiдностi з актуаль-
ними питаннями фiзики та геофiзики. Частина його праць присвячена доведенню теорем
iснування для рiзних типiв ДРЧП за допомогою топологiчного принципу нерухомої точки.

Новий метод (метод функцiонально iнварiантних розв’язкiв) iнтегрування деяких за-
дач теорiї поширення хвиль в пружних середовищах з плоскими межами розробили
В.I. Смирнов (1887 – 1974) та Соболєв.

Працi М.Є.Жуковського (1847 – 1921) i С.О. Чаплигiна (1869 – 1942) з аеродинамiки та
авiацiї, гiдрографiї i гiдравлiки (тиск повiтряної течiї на крило лiтака) сприяли створенню
теорiї граничних задач аналiтичних функцiй i сингулярних iнтегральних рiвнянь.
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Важливi результати в цьому напрямi було отримано математиками I. I. Приваловим
(1891 – 1941), М. I. Мусхелiшвiлi (1891 – 1976), Келдишем, Л. I. Сєдовим (1907–1999),
Ф. Д. Гаховим (1906–1980), I. Н. Векуа (1907 – 1977). Зазначимо, що в розробцi граничних
задач теорiї аналiтичних функцiй i сингулярних рiвнянь з самого початку брали участь
Д. Гiльберт (1862 – 1943), Пуанкаре, А. Е. Негер (1882 – 1935) та iн.

У 1923 р. iталiйський математик Ф.Д. Трiкомi сформулював i частково дослiдив зовсiм
нову крайову задачу для так званого рiвняння Трiкомi yuxx+uyy = 0. Згодом з’ясувалося,
що ця задача вiдiграє важливу роль в газовiй динамiцi. Значних успiхiв у розв’язаннi
цiєї задачi за останнi роки досягнуто в працях Лаврентьєва, А.В. Бiцадзе (1916–1994),
К.I. Бабенко (1919–1987) та iн.

Бiльшiсть задач теорiї ДРЧП в замкненому виглядi проiнтегрувати неможливо, тому
розробка наближених методiв їх розв’язання вiдiграє особливу роль.

Не зупиняючись на характеристицi багаточисельних наближених методiв теорiї
ДРЧП та аналiзi наукових результатiв, одержаних в цьому напрямi, назвемо тiльки працi
I.Г. Бубнова (1872 – 1919), Б.Г. Гальоркiна (1871 – 1945) (метод Бубнова-Гальоркiна),
Келдиша, Г.I. Петрова (1912–1987), О.М. Крилова (1863–1945), Л.В. Канторовича (1912–
1986), I.Г. Петровського, Л.А. Люстерника (1899 – 1981), О.О. Ладиженської (1922–2004),
Ш.Ю. Мiкеладзе (1895–1976), Тихонова, М.М. Боголюбова (1909–1992), О.А. Самарського
(1919–2008), Ю.О. Митропольського (1917–2008) та багатьох iнших вчених.

Постiйний розвиток математичної фiзики зумовлений її тiсним зв’язком з фундамен-
тальними напрямами дослiджень у сумiжних областях природничих наук.

Наведений коротенький iсторичний огляд теорiї ДРЧП, зрозумiло, не може дати уяв-
лення про все багатство змiсту праць вiтчизняних i зарубiжних математикiв у рiзних
сферах рiвнянь математичної фiзики. Але й вiн показує всю ширину розмаху їх наукової
творчостi в цiй областi, оригiнальнiсть проблематики та значення їх вiдкриттiв як для
науки, так i для її практичних застосувань.
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