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1 ЛIНIЙНА АЛГЕБРА

1.1 Матрицi та дiї над ними

Матрицею íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìîêóòíà òàáëèöÿ ÷èñåë 𝑎𝑖𝑗, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚;
𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, ÿêà ìà¹ 𝑚 ðÿäêiâ i 𝑛 ñòîâïöiâ:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛

· · · · · · · · · · · ·
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 · · · 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (1.1)

Êîðîòêî ìàòðèöþ ïîçíà÷àþòü òàê: 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗), äå 𝑎𝑖𝑗 � елементи матрицi,
çàïèñ 𝑚× 𝑛 îçíà÷à¹ ¨¨ ðîçìið.

ßêùî 𝑚 = 𝑛, ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ квадратною. Êiëüêiñòü ðÿäêiâ
(ñòîâïöiâ) êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ порядком. Äâi ìàòðèöi 𝐴 =
(𝑎𝑖𝑗) òà 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗) íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè, ÿêùî âîíè îäíàêîâèõ ðîçìiðiâ i
ìàþòü ðiâíi âiäïîâiäíi åëåìåíòè: 𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗. Åëåìåíòè 𝑎𝑖𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛
óòâîðþþòü головну дiагональ êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ
íàçèâà¹òüñÿ дiагональною, ÿêùî âñi ¨¨ åëåìåíòè, êðiì åëåìåíòiâ ãîëîâíî¨
äiàãîíàëi, äîðiâíþþòü íóëþ. Одинична ìàòðèöÿ 𝐸 � öå äiàãîíàëüíà ìà-
òðèöÿ, ó ÿêié åëåìåíòè ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi äîðiâíþþòü îäèíèöi. ßêùî 𝑖 = 1,
òî îòðèìó¹ìî матрицю-рядок; ÿêùî 𝑗 = 1, äiñòà¹ìî матрицю-стовпець.

ßêùî åëåìåíòè 𝑖-ãî ðÿäêà ìàòðèöi çàïèñàòè â 𝑖-é ñòîâïåöü (𝑖 =
1, 2, . . . ,𝑚), äiñòàíåìî транспоновану матрицю 𝐴𝑇 .

Ïåðåðàõó¹ìî основнi операцiї над матрицями.
1. Множення матрицi на число. Добутком матрицi𝐴 i числа 𝜆,

íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ 𝐵 = 𝜆𝐴 òi¹¨ æ ðîçìiðíîñòi, åëåìåíòè ÿêî¨ ðiâíi 𝑏𝑖𝑗 =
𝜆𝑎𝑖𝑗, äå 𝑎𝑖𝑗 � åëåìåíòè ìàòðèöi 𝐴, òîáòî ïðè ìíîæåííi ìàòðèöi íà ÷èñëî
íåîáõiäíî âñi åëåìåíòè ìàòðèöi ïîìíîæèòè íà öå ÷èñëî.

Приклад 1.1. Нехай

𝜆 = −2, 𝐴 =

⎛⎝ 3 0

7 −1

⎞⎠ .

Тодi

𝐵 = 𝜆𝐴 = −2

⎛⎝ 3 0

7 −1

⎞⎠ =

⎛⎝ −6 0

−14 2

⎞⎠ .

2. Додавання i вiднiмання матриць. Öi îïåðàöi¨ âèçíà÷åíi òiëüêè
äëÿ ìàòðèöü îäíàêîâîãî ðîçìiðó. Сумою (рiзницею) матриць 𝐴 i 𝐵, ùî
ïîçíà÷à¹òüñÿ 𝐴 + 𝐵 (𝐴 − 𝐵), íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ 𝐶, åëåìåíòè ÿêî¨ ðiâíi
𝑐𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 ± 𝑏𝑖𝑗, äå 𝑎𝑖𝑗 i 𝑏𝑖𝑗 � âiäïîâiäíî åëåìåíòè ìàòðèöü 𝐴 i 𝐵.
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Приклад 1.2. Нехай

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
1 6

2 −4

−3 9

⎞⎟⎟⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎝
−2 4

3 7

8 −11

⎞⎟⎟⎠ .

Тодi

𝐴+𝐵 =

⎛⎜⎜⎝
−1 10

5 3

5 −2

⎞⎟⎟⎠ , 𝐴−𝐵 =

⎛⎜⎜⎝
3 2

−1 −11

−11 20

⎞⎟⎟⎠ .

3.Множення матриць. Îïåðàöiþ ìíîæåííÿ ìàòðèöü ìîæíà âèêîíàòè,
ëèøå äëÿ óçãîäæåíèõ ìàòðèöü. Ìàòðèöÿ 𝐴 íàçèâà¹òüñÿ узгодженою з
матрицею 𝐵, ÿêùî êiëüêiñòü ñòîâïöiâ ìàòðèöi 𝐴 äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ðÿäêiâ
ìàòðèöi 𝐵. Добутком матриць 𝐴𝑚×𝑛 = (𝑎𝑖𝑗) i 𝐵𝑛×𝑝 = (𝑏𝑖𝑗) íàçèâà¹òüñÿ
ìàòðèöÿ 𝐶𝑚×𝑝 = 𝐴 ·𝐵, åëåìåíò 𝑐𝑖𝑗 êîòðî¨ äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ åëåìåíòiâ
𝑖-ãî ðÿäêà ìàòðèöi 𝐴 íà âiäïîâiäíi åëåìåíòè 𝑗-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi 𝐵:

𝑐𝑖𝑗 =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗 = 𝑎𝑖1𝑏1𝑗 + 𝑎𝑖2𝑏2𝑗 + . . .+ 𝑎𝑖𝑛𝑏𝑛𝑗,

𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑝.

Ç iñíóâàííÿ äîáóòêó 𝐴𝐵 íå ñëiäó¹ iñíóâàííÿ äîáóòêó 𝐵𝐴. Ó âèïàäêó éî-
ãî iñíóâàííÿ, ÿê ïðàâèëî 𝐴𝐵 ̸= 𝐵𝐴. ßêùî 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴, òî ìàòðèöi 𝐴 i
𝐵 íàçèâàþòüñÿ переставними (àáî комутуючими). Âiäîìî, ùî çàâæäè
(𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶).

Приклад 1.3. Знайти 𝐴𝐵 i 𝐵𝐴, якщо:

𝐴 =

⎛⎝ 4 −5 8

1 3 −1

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎝
−1 5

−2 −3

3 4

⎞⎟⎟⎠ .

Розв’язок.

Знаходимо добуток 𝐴𝐵:

𝐴𝐵 = 𝐶2×2 =

⎛⎝ 𝑐11 𝑐12

𝑐21 𝑐22

⎞⎠ ,

де 𝑐11 = 4(−1) + (−5)(−2) + 8 · 3 = 30; 𝑐12 = 4 · 5 + (−5)(−3) + 8 · 4 = 67;
𝑐21 = 1(−1) + 3(−2) + (−1)3 = −10; 𝑐22 = 1 · 5 + 3(−3) + (−1) · 4 = −8.
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В результатi 𝐴𝐵 =

⎛⎝ 30 67

−10 −8

⎞⎠ .

Далi знаходимо

𝐵𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
1 20 −13

−11 1 −13

16 −3 20

⎞⎟⎟⎠ .

Отже, 𝐴𝐵 ̸= 𝐵𝐴.

Приклад 1.4. Знайти (𝐴𝐵)𝐶 i 𝐴(𝐵𝐶), якщо:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
1 3

−1 1

2 5

⎞⎟⎟⎠ , 𝐵 =

⎛⎝ 2 −6 1

1 3 −1

⎞⎠ , 𝐶 =

⎛⎜⎜⎝
−1

2

4

⎞⎟⎟⎠ .

Розв’язок.

𝐴𝐵 =

⎛⎜⎜⎝
5 3 −2

−1 9 −2

9 3 −3

⎞⎟⎟⎠ , (𝐴𝐵)𝐶 =

⎛⎜⎜⎝
−7

11

−15

⎞⎟⎟⎠ ,

𝐵𝐶 =

⎛⎝ −10

1

⎞⎠ , 𝐴(𝐵𝐶) =

⎛⎜⎜⎝
−7

11

−15

⎞⎟⎟⎠ ,

тобто, (𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶).

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ 𝐴2 � öå ðåçóëüòàò ìíîæåííÿ ìàòðèöi 𝐴 ñàìî¨ íà ñåáå
𝐴 · 𝐴. Àíàëîãi÷íî ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ 𝑛-ãî ñòåïåíÿ ìàòðèöi 𝐴, òîáòî

𝐴𝑛 = 𝐴 · 𝐴 · . . . · 𝐴⏟  ⏞  
𝑛 ðàçiâ

.

Завдання для самостiйної роботи

1. Äàíî ìàòðèöi:

𝐴 =

⎛⎝ 1 −1 3

2 0 2

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎝ 0 −1

1 1

⎞⎠ , 𝐶 =

⎛⎜⎜⎝
0 1 2 0

−1 2 0 0

1 2 1 0

⎞⎟⎟⎠
7



Çíàéòè òi äîáóòêè 𝐴𝐵, 𝐵𝐴, 𝐴𝐶, 𝐶𝐴, 𝐵𝐶, 𝐶𝐵, ÿêi ìàþòü çìiñò.

Вiдповiдь: 𝐵𝐴 =

⎛⎝ −2 0 −2

3 −1 5

⎞⎠ , 𝐴𝐶 =

⎛⎝ 4 5 5 0

2 6 6 0

⎞⎠ .

2. Äëÿ ìàòðèöü

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
3 4 5

−1 1 0

2 −1 6

⎞⎟⎟⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎝
2 −3 4

0 1 2

1 1 −1

⎞⎟⎟⎠ , 𝐶 =

⎛⎜⎜⎝
1 −1 3

2 −4 6

4 2 −2

⎞⎟⎟⎠
îá÷èñëèòè 4𝐴− 3𝐵 + 𝐶, 𝐴𝑇 +𝐵𝑇 , 𝐴𝐵, 𝐵𝐴, 𝐵𝐶 + 𝐴2.

Вiдповiдь: 4𝐴− 3𝐵 + 𝐶 =

⎛⎜⎜⎝
7 24 11

−2 −3 0

9 −5 25

⎞⎟⎟⎠ , 𝐴𝑇 +𝐵𝑇 =

⎛⎜⎜⎝
5 −1 3

1 2 0

9 2 5

⎞⎟⎟⎠ ,

𝐴𝐵 =

⎛⎜⎜⎝
11 0 15

−2 4 −2

10 −1 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝐵𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
11 0 15

−2 4 −2

10 −1 0

⎞⎟⎟⎠ ,

𝐵𝐶 + 𝐴2 =

⎛⎜⎜⎝
27 29 25

6 −3 −3

18 −6 57

⎞⎟⎟⎠ .

1.2 Визначники. Обчислення визначникiв

Äëÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ визначника. Öå ÷èñëî, ÿêå
çíàõîäÿòü çà âiäïîâiäíèìè ïðàâèëàìè. Визначник другого порядку îá-
÷èñëþ¹òüñÿ çà ïðàâèëîì:

∆ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21. (1.2)

Ñõåìà îá÷èñëåíü ïîëÿãà¹ ó âiäøóêàííi ðiçíèöi äîáóòêó åëåìåíòiâ ãîëîâíî¨
äiàãîíàëi òà äîáóòêó åëåìåíòiâ ïîái÷íî¨ äiàãîíàëi.
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Визначник третього порядку îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ïðàâèëîì:

∆ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 𝑎11𝑎22𝑎33 + 𝑎12𝑎23𝑎31 + 𝑎13𝑎21𝑎32 −

− 𝑎13𝑎22𝑎31 − 𝑎12𝑎21𝑎33 − 𝑎11𝑎23𝑎32. (1.3)

Îá÷èñëåííÿ âèêîíóþòüñÿ çà правилом трикутникiв: çi çíàêîì "+" áåðó-
òüñÿ äîáóòêè åëåìåíòiâ ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi, à òàêîæ åëåìåíòiâ, ðîçìiùåíèõ
íà ïðÿìèõ, ïàðàëåëüíèõ ãîëîâíié äiàãîíàëi, òà åëåìåíòà, ðîçìiùåíîãî ó âiä-
ïîâiäíîìó ïðîòèëåæíîìó êóòi âèçíà÷íèêà. Çi çíàêîì "−" áåðóòüñÿ äîáóòêè
åëåìåíòiâ, ïîáóäîâàíi çà òàêèì ñàìèì ïðàâèëîì âiäíîñíî ïîái÷íî¨ äiàãîíàëi
âèçíà÷íèêà.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ òðåòüîãî ïîðÿäêó âèêîðèñòîâóþòü òàêîæ
правило Саррюса. Çà öèì ïðàâèëîì ó ïî÷àòêîâîìó âèçíà÷íèêó çà òðåòiì
ñòîâïöåì çàïèøåìî ùå ðàç ïåðøèé i äðóãèé ñòîâïöi:⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒ 𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

𝑎31 𝑎32

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âèçíà÷íèêà òðåáà óòâîðèòè çi çíàêîì "+" àëãåáðà¨÷íó
ñóìó äîáóòêiâ åëåìåíòiâ, ðîçìiùåíèõ íà ãîëîâíié äiàãîíàëi âèçíà÷íèêà, i
íà äiàãîíàëÿõ, ïàðàëåëüíèõ ¨é, à çi çíàêîì "ìiíóñ" � äîáóòêiâ åëåìåíòiâ,
ðîçìiùåíèõ íà ïîái÷íié äiàãîíàëi, òà íà äiàãîíàëÿõ, ïàðàëåëüíèõ ¨é.

Мiнором 𝑀𝑖𝑗 елемента 𝑎𝑖𝑗 íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷íèê 𝑛 − 1-ãî ïîðÿäêó,
ÿêèé óòâîðþ¹òüñÿ ç âèçíà÷íèêà 𝑛-ãî ïîðÿäêó âèêðåñëþâàííÿì 𝑖-ãî ðÿäêà
òà 𝑗-ãî ñòîâïöÿ (ðÿäêà i ñòîâïöÿ â ÿêèõ çíàõîäèòüñÿ äàíèé åëåìåíò 𝑎𝑖𝑗).

Алгебраїчним доповненням 𝐴𝑖𝑗 елемента 𝑎𝑖𝑗 íàçèâà¹òüñÿ éîãî ìiíîð,
âçÿòèé çi çíàêîì (−1)𝑖+𝑗, òîáòî

𝐴𝑖𝑗 = (−1)𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗. (1.4)

Приклад 1.5. Якщо ∆ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 0 1 −3

1 2 −1

4 2 −3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒, то 𝐴12 = (−1)1+2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1 −1

4 −3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = −1.

Теорема 1.1. Визначник (довiльного порядку 𝑛) дорiвнює сумi добуткiв еле-
ментiв якого-небудь рядка (стовпця) на їхнi алгебраїчнi доповнення.

Íàïðèêëàä, ðîçêëàä âèçíà÷íèêà çà åëåìåíòàìè ïåðøîãî ðÿäêà äà¹òüñÿ
ôîðìóëîþ

∆ =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎1𝑘𝐴1𝑘 = 𝑎11𝐴11 + 𝑎12𝐴12 + . . .+ 𝑎1𝑛𝐴1𝑛. (1.5)
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Теорема 1.2. Сума добуткiв елементiв будь-якого рядка (стовпця) визна-
чника на алгебраїчнi доповнення вiдповiдних елементiв iншого рядка (стов-
пця) дорiвнює нулю.

Приклад 1.6.

∆ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1 −3

2 4

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 1 · 4 − (−3)2 = 10;

∆ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ −1 3 2

2 8 1

1 1 2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = (−1) · 8 · 2 + 3 · 1 · 1 + 2 · 2 · 1 − 2 · 8 · 1 − (−1)1 · 1−

−3 · 2 · 2 = −16 + 3 + 4 − 16 + 1 − 12 = −36;

∆ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

1 2 3 4

0 2 5 9

0 0 3 7

−2 −4 −6 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 1(−1)1+1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 2 5 9

0 3 7

−4 −6 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ + 2(−1)1+2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 0 5 9

0 3 7

−2 −6 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒+

+3(−1)1+3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 0 2 9

0 0 7

−2 −4 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ + 4(−1)1+4

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 0 2 5

0 0 3

−2 −4 −6

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

= (−140 + 108 + 84) − 2(−70 + 54) + 3(−28) − 4(−12) =

= 52 + 32 − 84 + 48 = 48.

Ïåðåðàõó¹ìî основнi властивостi визначникiв:

1) çíà÷åííÿ âèçíà÷íèêà íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè çàìiíi âñiõ éîãî ðÿäêiâ íà
âiäïîâiäíi ñòîâïöi, i íàâïàêè (𝑑𝑒𝑡𝐴 = 𝑑𝑒𝑡𝐴𝑇 );

2) ÿêùî ïîìiíÿòè ìiñöÿìè äâà ïàðàëåëüíi ðÿäêè (ñòîâïöi) âèçíà÷íèêà,
òî âií çìiíèòü çíàê íà ïðîòèëåæíèé;

3) âèçíà÷íèê ç äâîìà îäíàêîâèìè ðÿäêàìè (ñòîâïöÿìè) ðiâíèé íóëþ;

4) ÿêùî âñi åëåìåíòè äåÿêîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) âèçíà÷íèêà ìàþòü ñïiëü-
íèé ìíîæíèê, òî éîãî ìîæíà âèíåñòè çà çíàê âèçíà÷íèêà. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî ÿêùî åëåìåíòè ÿêîãî-íåáóäü ðÿäêà (ñòîâïöÿ) äîìíîæèòè íà ÷èñëî 𝜆, òî
âèçíà÷íèê ∆ ìíîæèòüñÿ íà öå æ ÷èñëî 𝜆;

5) ÿêùî âñi åëåìåíòè ÿêîãî-íåáóäü ðÿäêà (ñòîâïöÿ) ðiâíi íóëþ, òî âèçíà-
÷íèê òàêîæ ðiâíèé íóëþ;
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6) âèçíà÷íèê, ó êîòðîãî åëåìåíòè äâîõ ïàðàëåëüíèõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ)
âiäïîâiäíî ïðîïîðöiéíi, ðiâíèé íóëþ;

7) ÿêùî êîæíèé åëåìåíò äåÿêîãî ðÿäêà âèçíà÷íèêè ¹ ñóìîþ äâîõ äî-
äàíêiâ, òî òàêèé âèçíà÷íèê ðiâíèé ñóìi âèçíà÷íèêiâ, â ïåðøîìó ç êîòðèõ
âiäïîâiäíèé ðÿäîê ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðøèõ äîäàíêiâ, à ó äðóãîìó � iç äðóãèõ
äîäàíêiâ:

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
𝑎11 · · · 𝑎1𝑖 + 𝑏1𝑖 · · · 𝑎1𝑛

𝑎21 · · · 𝑎2𝑖 + 𝑏2𝑖 · · · 𝑎2𝑛
...

...
...

...
...

𝑎𝑛1 · · · 𝑎𝑛𝑖 + 𝑏𝑛𝑖 · · · 𝑎𝑛𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
𝑎11 · · · 𝑎1𝑖 · · · 𝑎1𝑛

𝑎21 · · · 𝑎2𝑖 · · · 𝑎2𝑛
...

...
...

...
...

𝑎𝑛1 · · · 𝑎𝑛𝑖 · · · 𝑎𝑛𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒+

+

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
𝑎11 · · · 𝑏1𝑖 · · · 𝑎1𝑛

𝑎21 · · · 𝑏2𝑖 · · · 𝑎2𝑛

· · · · · · ...
...

...

𝑎𝑛1 · · · 𝑏𝑛𝑖 · · · 𝑎𝑛𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ;

8) âèçíà÷íèê íå çìiíèòüñÿ, ÿêùî äî âñiõ åëåìåíòiâ äåÿêîãî ðÿäêà (ñòîâ-
ïöÿ) äîäàòè âiäïîâiäíi åëåìåíòè iíøîãî ïàðàëåëüíîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ), ïî-
ìíîæåíi íà îäíå i òå æ äîâiëüíå ÷èñëî 𝜆. Íàïðèêëàä, äëÿ ñòîâïöiâ âèçíà-
÷íèêà öÿ âëàñòèâiñòü âèðàæà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
𝑎11 · · · 𝑎1𝑖 · · · 𝑎1𝑗 · · · 𝑎1𝑛

𝑎21 · · · 𝑎2𝑖 · · · 𝑎2𝑗 · · · 𝑎2𝑛
...

...
...

...
...

...
...

𝑎𝑛1 · · · 𝑎𝑛𝑖 · · · 𝑎𝑛𝑗 · · · 𝑎𝑛𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
𝑎11 · · · 𝑎1𝑖 + 𝜆 𝑎1𝑗 · · · 𝑎1𝑗 · · · 𝑎1𝑛

𝑎21 · · · 𝑎2𝑖 + 𝜆 𝑎2𝑗 · · · 𝑎2𝑗 · · · 𝑎2𝑛
...

...
...

...
...

...
...

𝑎𝑛1 · · · 𝑎𝑛𝑖 + 𝜆 𝑎𝑛𝑗 · · · 𝑎𝑛𝑗 · · · 𝑎𝑛𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ .

Ðîçãëÿíåìî основнi методи обчислення визначникiв.

1. Метод ефективного пониження порядку. Çãiäíî òåîðåìè 1.1 îá-
÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà 𝑛-ãî ïîðÿäêó çâîäèòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ 𝑛 âèçíà÷íèêiâ
(𝑛−1)-ãî ïîðÿäêó. Òàêèé ìåòîä îá÷èñëåííÿ ¹ íå¹ôåêòèâíèì. Âèêîðèñòîâóþ-
÷è îñíîâíi âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ, çîêðåìà âëàñòèâiñòü 8, âèçíà÷íèê 𝑛-ãî
ïîðÿäêó çàâæäè ìîæíà çâåñòè äî îá÷èñëåííÿ îäíîãî âèçíà÷íèêà (𝑛 − 1)-
ãî ïîðÿäêó, çðîáèâøè â ÿêîìó-íåáóäü ðÿäêó (ñòîâïöi) âñi åëåìåíòè, êðiì
îäíîãî, ðiâíèìè íóëþ. Ïîêàæåìî öå íà ïðèêëàäi.
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Приклад 1.7. Обчислити визначник

∆ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

30 −10 120 80

−5 3 −34 −23

1 1 3 −7

−9 2 8 −15

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ .

Розв’язок.

За властивiстю 4 визначникiв iз першого рядка винесемо множник 10, а
потiм будемо послiдовно домножати отриманий рядок на 3, 1, 2 i додавати
вiдповiдно до другого, третього та четвертого рядка. Тодi, вiдповiдно до
властивостi 8, маємо:

∆ = 10

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

3 −1 12 8

4 0 2 1

4 0 15 1

−3 0 32 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ .

На основi теореми 1.1 отриманий визначник можна розкласти за еле-
ментами другого стовпця. Тодi

∆ = 10

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 4 2 1

4 15 1

−3 32 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ .

В результатi ми отримали визначник третього порядку, котрий мо-
жна обчислити за допомогою правила Саррюса або ж подiбним прийомом
звести до обчислення одного визначника другого порядку. Дiйсно, вiднiмаю-
чи вiд другого i третього рядка даного визначника перший рядок i розкла-
даючи визначник за елементами третього стовпця, отримаємо

∆ = 10

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 4 2 1

0 13 0

−7 30 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 10

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 0 13

−7 30

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 10 · 7 · 13 = 910.

2. Зведення визначника до трикутного вигляду. Âèçíà÷íèê, ó êî-
òðîãî âñi åëåìåíòè, ùî ðîçòàøîâàíi âèùå àáî íèæ÷å ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi, ðiâ-
íi íóëþ, íàçèâà¹òüñÿ визначником трикутного вигляду. Î÷åâèäíî, ùî â
öüîìó âèïàäêó âèçíà÷íèê ðiâíèé äîáóòêó åëåìåíòiâ éîãî ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi.
Áóäü-ÿêèé âèçíà÷íèê ìîæíà çâåñòè äî òðèêóòíîãî âèãëÿäó.
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Приклад 1.8. Обчислити визначник

∆ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

1 −2 5 9

1 −1 7 4

1 3 3 4

1 2 3 4

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ .

Розв’язок.

Виконаємо наступнi операцiї. Помiняємо мiсцями перший i четвертий
стовпцi, а потiм – другий i третiй. Четвертий стовпець отриманого ви-
значника помножимо на 4 i вiднiмемо вiд першого, цей же стовпець, по-
множений на 3, – вiд другого, на 2 – вiд третього стовпця. В результатi
отримаємо визначник трикутного вигляду, який рiвний вихiдному:

∆ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

5 2 −4 1

0 4 −3 1

0 0 1 1

0 0 0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 5 · 4 · 1 · 1 = 20.

Çâåäåííÿ âèçíà÷íèêà äî òðèêóòíîãî âèãëÿäó áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ â
ïîäàëüøîìó ïðè ðîçâ'ÿçàííi ñèñòåì ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ìåòîäîì
Ãàóññà.

Завдання для самостiйної роботи

Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè.

1.

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

2 1 5 1

3 2 1 2

1 2 3 −4

1 1 5 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ . (Вiдповiдь: 54.) 2.

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

1 2 3 4

2 3 4 1

3 4 1 2

4 1 2 3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ . (Вiдповiдь: 160.)

3.

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

2 1 1 8

1 −3 −6 9

0 2 2 −5

1 4 6 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ . (Вiдповiдь: 27.)
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1.3 Обернена матриця. Знаходження оберненої матрицi

ßêùî 𝐴 � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, à ¨¨ âèçíà÷íèê 𝐷 = |𝐴| ̸= 0, òî äëÿ íå¨
iñíó¹ обернена матриця 𝐴−1, òàêà ùî: 𝐴𝐴−1 = 𝐴−1𝐴 = 𝐸, äå 𝐸 � îäèíè÷íà
ìàòðèöÿ.

Îáåðíåíà ìàòðèöÿ 𝐴−1 � öå òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöÿ àëãåáðà¨÷íèõ äîïîâ-
íåíü åëåìåíòiâ ìàòðèöi 𝐴, ïîäiëåíèõ íà âèçíà÷íèê ìàòðèöi 𝐴:

𝐴−1 =
1

𝐷

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐴11 𝐴21 · · · 𝐴𝑛1

𝐴12 𝐴22 · · · 𝐴𝑛2

· · · · · · · · · · · ·
𝐴1𝑛 𝐴2𝑛 · · · 𝐴𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (1.6)

Приклад 1.9. Дано матрицю 𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
2 −3 2

1 −2 3

1 1 1

⎞⎟⎟⎠. Знайти обернену їй ма-

трицю 𝐴−1 та перевiрити виконання рiвностей 𝐴𝐴−1 = 𝐴−1𝐴 = 𝐸.

Розв’язок.

Обчислюємо det𝐴 = −10 ̸= 0 та алгебраїчнi доповнення 𝐴11 = −5, 𝐴12 =
2, 𝐴13 = 3, 𝐴21 = 5, 𝐴22 = 0, 𝐴23 = −5, 𝐴31 = −5, 𝐴32 = −4, 𝐴33 = −1. Тодi
маємо

𝐴−1 = − 1

10

⎛⎜⎜⎝
−5 5 −5

2 0 −4

3 −5 −1

⎞⎟⎟⎠ , 𝐴𝐴−1 = 𝐴−1𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎠ .

Завдання для самостiйної роботи

Çíàéòè ìàòðèöþ 𝐴−1, îáåðíåíó äî äàíî¨ ìàòðèöi 𝐴, ÿêùî:

1) 𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
3 1 −5

1 2 4

3 2 −1

⎞⎟⎟⎠; 2) 𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
3 5 −2

1 −3 2

6 7 −3

⎞⎟⎟⎠; 3) 𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 1

0 3 1 −7

2 7 6 1

1 2 2 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠.
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Вiдповiдь: 1) 𝐴−1 =
1

3

⎛⎜⎜⎝
−10 −9 14

13 12 −17

−4 −3 5

⎞⎟⎟⎠; 2) 𝐴−1 =
1

10

⎛⎜⎜⎝
−5 1 4

15 3 −8

25 9 −14

⎞⎟⎟⎠;

3) 𝐴−1 =
1

15

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−7 3 −13 41

−13 −3 8 −16

18 3 −3 6

−3 −3 3 −6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠.

1.4 Ранг матрицi

Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ 𝐴 ðîçìiðîì𝑚×𝑛. Âèáåðåìî â íié äîâiëüíèì ÷èíîì
𝑘 ðÿäêiâ òà 𝑘 ñòîâïöiâ. Íà ¨õ ïåðåòèíi äiñòàíåìî âèçíà÷íèê 𝑘-ãî ïîðÿäêó,
ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ìiíîðîì 𝑘-го порядку даної матрицi.

Рангом матрицi 𝐴 (ïîçíà÷à¹òüñÿ 𝑟(𝐴)) íàçèâà¹òüñÿ íàéâèùèé ïîðÿäîê
¨¨ ìiíîðà, âiäìiííîãî âiä íóëÿ.

Iñíó¹ äâà ìåòîäè îá÷èñëåííÿ ðàíãó ìàòðèöi.
1. Метод обвiдних мiнорiв. ßêùî çíàéäåíèé ìiíîð 𝑘-ãî ïîðÿäêó ìà-

òðèöi âiäìiííèé âiä íóëÿ, à âñi ¨¨ ìiíîðè (𝑘+1)-ãî ïîðÿäêó, ÿêi ìiñòÿòü äàíèé
ìiíîð 𝑘-ãî ïîðÿäêó, äîðiâíþþòü íóëþ, òî ðàíã ìàòðèöi äîðiâíþ¹ 𝑘.

Приклад 1.10. Знайти ранг матрицi

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
1 4 2

2 5 4

3 4 6

⎞⎟⎟⎠ .

Розв’язок.

𝐴 – матриця третього порядку, отже, її ранг не може бути бiльшим
трьох. Визначник третього порядку дорiвнює нулю:

det𝐴 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 1 4 2

2 5 4

3 4 6

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 0,

але iснує мiнор другого порядку

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 5 4

4 6

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 14, вiдмiнний вiд нуля. Отже,

ранг матрицi 𝐴 дорiвнює двом, 𝑟(𝐴) = 2.
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2. Метод елементарних перетворень. Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ íå
çìiíþþòü ðàíãó ìàòðèöi. Äî íèõ íàëåæàòü:

a) ïåðåñòàíîâêà ìiñöÿìè äâîõ ðÿäêiâ àáî ñòîâïöiâ ìàòðèöi;
á) ìíîæåííÿ âñiõ åëåìåíòiâ ðÿäêà àáî ñòîâïöÿ íà âiäìiííå âiä íóëÿ ÷è-

ñëî;
â) äîäàâàííÿ äî åëåìåíòiâ äåÿêîãî ðÿäêà àáî ñòîâïöÿ âiäïîâiäíèõ åëå-

ìåíòiâ iíøîãî ðÿäêà àáî ñòîâïöÿ, ïîìíîæåíèõ íà âiäìiííå âiä íóëÿ ÷èñëî.
Äâi ìàòðèöi íàçèâàþòüñÿ еквiвалентними, ÿêùî îäíà ìàòðèöÿ îäåð-

æó¹òüñÿ ç iíøî¨ çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü. Åêâiâàëåíòíiñòü
ìàòðèöü 𝐴 i 𝐵 ïîçíà÷àþòü 𝐴 ∼ 𝐵. Çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâî-
ðåíü âèõiäíó ìàòðèöþ çâîäÿòü åêâiâàëåíòíî¨ ìàòðèöi, â êîæíîìó ðÿäêó òà
êîæíîìó ñòîâïöi ÿêî¨ çàëèøà¹òüñÿ íå áiëüø îäíîãî, âiäìiííîãî âiä íóëÿ,
åëåìåíòà. Òîäi ðàíã ìàòðèöi äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi âiäìiííèõ âiä íóëÿ åëåìåí-
òiâ.

Приклад 1.11. Знайти ранг матрицi

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 2 3 −1

2 −1 0 −4 −5

−1 −1 0 −3 −2

6 3 4 8 −3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Розв’язок.

Подiлимо третiй стовпець матрицi 𝐴 на 2. Далi, отриманий перший
рядок помножимо на 2 i вiднiмемо його вiд четвертого рядка. Тепер третiй
стовпець мiстить три нулi i одиницю (в першому рядку). Тому легко ро-
бимо нулi в першому рядку на першiй, другiй, четвертiй та п’ятiй позицiї
i маємо

𝐴 ∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0 0

2 −1 0 −4 −5

−1 −1 0 −3 −2

4 1 0 2 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Тепер четвертий рядок останньої матрицi додаємо до другого i тре-
тього i отримуємо два нулi у другому стовпцi, пiсля чого робимо нулi в
четвертому рядку всюди, крiм одиницi на перетинi четвертого рядка i дру-
гого стовпця. В результатi цих елементарних перетворень маємо:

𝐴 ∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0 0

6 0 0 −2 −6

3 0 0 −1 −3

0 1 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

3 0 0 −1 −3

0 1 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 1 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Ми отримали три одиницi. Отже, 𝑟(𝐴) = 3.

Завдання для самостiйної роботи

Çíàéòè ðàíã ìàòðèöi 𝐴 çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü àáî ìå-
òîäîì îáâiäíèõ ìiíîðiâ, ÿêùî:

1) 𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
−8 1 −7 −5 −5

−2 1 −3 −1 −1

1 1 −1 1 1

⎞⎟⎟⎠; 2) 𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 1 −1

2 1 3 −2

−3 −1 −4 3

4 −1 3 −4

1 1 2 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;

3) 𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
−1 4 2 0

1 8 2 1

2 7 1 −4

⎞⎟⎟⎠.

Вiдповiдь: 1) 2; 2) 2; 3) 3.

1.5 Розв’язування систем n лiнiйних рiвнянь з n невi-

домими

Íåõàé äàíî ñèñòåìó 𝑛 ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç 𝑛 íåâiäîìèìè 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛:

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + . . .+ 𝑎1𝑗𝑥𝑗 + . . .+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1,

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + . . .+ 𝑎2𝑗𝑥𝑗 + . . .+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + . . .+ 𝑎𝑛𝑗𝑥𝑗 + . . .+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(1.7)

ßêùî âèçíà÷íèê 𝐷, ñêëàäåíèé ç êîåôiöi¹íòiâ 𝑎𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛) ñèñòåìè
(1.7)

𝐷 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛

· · · · · · · · · · · ·
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 · · · 𝑎𝑛𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ̸= 0, (1.8)

òî ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ìîæíà îäåðæàòè çà формулами
Крамера:

𝑥𝑖 =
𝐷𝑖

𝐷
, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, (1.9)
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äå 𝐷𝑖 � допомiжний âèçíà÷íèê, ÿêèé äiñòà¹ìî çàìiíîþ ó основному âè-
çíà÷íèêó𝐷 𝑖-ãî ñòîâïöÿ, ñòîâïöåì ñêëàäåíèì ç âiëüíèõ ÷ëåíiâ 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛.
ßêùî 𝐷 = 0, à 𝐷𝑖 ̸= 0 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛), òî ñèñòåìà (1.7) íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ,
òîáòî ¹ íåñóìiñíîþ. ßêùî æ 𝐷 = 𝐷𝑖 = 0 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛), òîäi ñèñòåìà (1.7)
ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ, òîáòî ¹ íåâèçíà÷åíîþ.

Приклад 1.12. Розв’язати систему рiвнянь за допомогою формул Краме-
ра:

2𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 0,
3𝑥2 + 4𝑥3 = −6,
𝑥1 + 𝑥3 = 1.

⎫⎬⎭
Розв’язок.

Обчислимо основний визначник системи

𝐷 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 2 1 −1

0 3 4
1 0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 6 + 4 + 3 = 13.

Послiдовно замiнивши в 𝐷 перший, другий та третiй стовпцi стовпцем iз
вiльних членiв, отримаємо:

𝐷1 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 0 1 −1
−6 3 4

1 0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 13, 𝑥1 =

𝐷1

𝐷
=

13

13
= 1,

𝐷2 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 2 0 −1

0 −6 4
1 1 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = −26, 𝑥2 =

𝐷2

𝐷
=

−26

13
= −2,

𝐷3 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 2 1 0

0 3 −6
1 0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0, 𝑥3 =

𝐷3

𝐷
=

0

13
= 0.

Ñèñòåìó (1.7) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó матричному виглядi:

𝐴𝑋 = 𝐵, (1.10)

äå 𝐴 � ìàòðèöÿ, ñêëàäåíà ç êîåôiöi¹íòiâ ïðè íåâiäîìèõ, 𝑋 � ç íåâiäîìèõ, 𝐵
� ç âiëüíèõ ÷ëåíiâ:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛

· · · · · · · · · · · ·
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 · · · 𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑏1

𝑏2
...

𝑏𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Òîäi ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1.7) ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ:

𝑋 = 𝐴−1𝐵, (1.11)

äå 𝐴−1 � ìàòðèöÿ îáåðíåíà äî 𝐴.

Приклад 1.13. Розв’язати систему рiвнянь матричним методом:

4𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 = 0,
𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 = 1,

𝑥2 − 𝑥3 = −3.

⎫⎬⎭
Розв’язок.

Маємо:

𝐴 =

⎛⎝ 4 2 −1
1 2 1
0 1 −1

⎞⎠ , 𝑋 =

⎛⎝ 𝑥1
𝑥2
𝑥3

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎝ 0
1

−3

⎞⎠ , det𝐴 = −11.

Обернена матриця рiвна

𝐴−1 = − 1

11

⎛⎝ −3 1 4
1 −4 −5
1 −4 6

⎞⎠ .

Тодi знаходимо

𝑋 = − 1

11

⎛⎝ −3 1 4
1 −4 −5
1 −4 6

⎞⎠⎛⎝ 0
1

−3

⎞⎠ = − 1

11

⎛⎝ −3 · 0 + 1 · 1 + 4 · (−3)
1 · 0 − 4 · 1 − 5 · (−3)
1 · 0 − 4 · 1 + 6 · (−3)

⎞⎠ =

= − 1

11

⎛⎝ −11
11

−22

⎞⎠ =

⎛⎝ 1
−1

2

⎞⎠ ,

тобто, 𝑥1 = 1, 𝑥2 = −1, 𝑥3 = 2 – розв’язок даної системи.

1.6 Розв’язування довiльних систем лiнiйних рiвнянь

Íåõàé ìà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ïðåäñòàâëåíó ó âèãëÿäi ìàòðè-
÷íîãî ðiâíÿííÿ 𝐴𝑋 = 𝐵, â ÿêié ìàòðèöÿ 𝐴 ìà¹ ðîçìið 𝑚×𝑛. Òàêà ñèñòåìà ¹
сумiсною, ÿêùî ðàíã 𝑟(𝐴) îñíîâíî¨ ìàòðèöi 𝐴 äîðiâíþ¹ ðàíãó ðîçøèðåíî¨
ìàòðèöi 𝑟(𝐴). Ðîçøèðåíó ìàòðèöþ äiñòàíåìî, äîïîâíèâøè ìàòðèöþ 𝐴 ñòîâ-
ïöåì ç âiëüíèõ ÷ëåíiâ. Â öüîìó ïîëÿãà¹ критерiй сумiсностi Кронекера-
Капеллi.
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Ó ðàçi, êîëè ñèñòåìà ñóìiñíà i ðàíã ìàòðèöi 𝑟(𝐴) äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi
íåâiäîìèõ 𝑛, ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. ßêùî æ ó ñóìiñíié ñèñòåìi ðàíã
𝑟 ìåíøèé çà êiëüêiñòü íåâiäîìèõ, òî ñèñòåìà ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ. Ùîá
çíàéòè ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè, áåðåìî 𝑟 ðiâíÿíü, ó ëiâié ÷àñòèíi ÿêèõ çàëèøà¹ìî
𝑟 íåâiäîìèõ. Ðiâíÿííÿ òà íåâiäîìi âèáèðà¹ìî òàê, ùîá ìiíîð, ñêëàäåíèé ç
êîåôiöi¹íòiâ çàçíà÷åíèõ ðiâíÿíü, áóâ âiäìiííèé âiä íóëÿ. Íåâiäîìi, çàëèøåíi
â ëiâié ÷àñòèíi, íàçèâàþòüñÿ базисними. Ðåøòó íåâiäîìèõ ïåðåíîñèìî ó
ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ. Öi íåâiäîìi íàçèâàþòüñÿ вiльними.

Загальний розв’язок ñèñòåìè äiñòà¹ìî, ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó âiäíîñíî
áàçèñíèõ íåâiäîìèõ. �õ çíà÷åííÿ âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç âiëüíi ÷ëåíè i âiëüíi
íåâiäîìi. Частиннi розв’язки äiñòà¹ìî, íàäàþ÷è âiëüíèì íåâiäîìèì ïåâ-
íèõ ÷èñëîâèõ çíà÷åíü. Базисний розв’язок ñèñòåìè ìà¹ìî, ÿêùî âñi âiëüíi
íåâiäîìi äîðiâíþþòü íóëþ.

Приклад 1.14. Дослiдити систему i розв’язати її, якщо вона сумiсна.

𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3 = 3,
𝑥1 + 3𝑥2 − 𝑥3 = 1,

3𝑥1 + 4𝑥2 − 𝑥3 = 5.

⎫⎬⎭
Розв’язок.

Складаємо основну матрицю системи 𝐴 i методом обвiдних мiнорiв зна-
ходимо її ранг:

𝐴 =

⎛⎝ 1 −2 1
1 3 −1
3 4 −1

⎞⎠ ∼

⎛⎝ 1 −2 1
2 1 0
4 2 0

⎞⎠ ,

оскiльки, ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1 −2 1

2 1 0
4 2 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
2 1
4 2

⃒⃒⃒⃒
= 0,

⃒⃒⃒⃒
1 −2
2 1

⃒⃒⃒⃒
= 5 ̸= 0,

то 𝑟(𝐴) = 2. Аналогiчно знаходимо ранг розширеної матрицi:

𝐴 =

⎛⎝ 1 −2 1 3
1 3 −1 1
3 4 −1 5

⎞⎠ , 𝑟(𝐴) = 2.

Отже, 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴) = 2 < 𝑛 = 3. Тому згiдно критерiю Кронекера–Капеллi
система сумiсна, має безлiч розв’язкiв та мiстить два незалежних рiв-
няння. За цi два рiвняння можна прийняти першi два рiвняння системи,
оскiльки ⃒⃒⃒⃒

1 −2
1 3

⃒⃒⃒⃒
̸= 0.
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В якостi базисних змiнних приймаємо 𝑥1 та 𝑥2, а 𝑥3 – вiльний невiдомий
параметр. Тодi

𝑥1 − 2𝑥2 = 3 − 𝑥3,
𝑥1 + 3𝑥2 = 1 + 𝑥3,

}︂
⇒

𝑥2 =
2

5
(𝑥3 − 1),

𝑥1 =
1

5
(11 − 𝑥3).

Таким чином, 𝑥1 =
1

5
(11−𝑥3), 𝑥2 =

2

5
(𝑥3−1) – загальний розв’язок системи.

Äîâiëüíi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ðîçâ'ÿçóþòüñÿ çà методом Гаусса
(ìåòîä ïîñëiäîâíîãî âèêëþ÷åííÿ íåâiäîìèõ). Âií ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî çà äî-
ïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ñèñòåìà çâîäèòüñÿ äî ðiâíîñèëüíî¨ ñè-
ñòåìè ñõiä÷àñòîãî àáî òðèêóòíîãî âèãëÿäó, ç ÿêî¨ ïîñëiäîâíî, ïî÷èíàþ÷è ç
îñòàííiõ çà íîìåðîì íåâiäîìèõ, çíàõîäèìî âñi iíøi íåâiäîìi.

Ìåòîä Ãàóññà çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè, ïðàöþþ÷è ç ðîçøèðåíîþ ìàòðè-
öåþ ñèñòåìè çàìiñòü ñàìèõ ðiâíÿíü. Ðîçøèðåíó ìàòðèöþ ó öüîìó âèïàäêó
çàïèñóþòü ç âåðòèêàëüíîþ ïðÿìîþ ðèñêîþ, ÿêà âiääiëÿ¹ êîåôiöi¹íòè áiëÿ
íåâiäîìèõ âiä âiëüíèõ ÷ëåíiâ. Ñòîâïåöü âiëüíèõ ÷ëåíiâ ìiíÿòè ìiñöÿìè ç
iíøèìè ñòîâïöÿìè ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi íå ìîæíà.

Âèêîíóþ÷è íàä ðÿäêàìè ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåí-
íÿ, ïiñëÿ ïåâíî¨ êiëüêîñòi êðîêiâ, îòðèìà¹ìî îäèí ç ìîæëèâèõ âèïàäêiâ.
Ïåðøèé âèïàäîê:

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + 𝑎13𝑥3 + . . .+ 𝑎1𝑗𝑥𝑗 + . . .+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1,

𝑎′′22𝑥2 + 𝑎′′23𝑥3 + . . .+ 𝑎′′2𝑗𝑥𝑗 + . . .+ 𝑎′′2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏′′2,

𝑎′′33𝑥3 + . . .+ 𝑎′′3𝑗𝑥𝑗 + . . .+ 𝑎′′3𝑛𝑥𝑛 = 𝑏′′3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 = 𝑏′′𝑖 ,

. . . . . . . . . . . .

0 = 𝑏′′𝑚.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(1.12)

Ñèñòåìà ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó (1.12) âêàçó¹ íà äâà ìîæëèâi âèïàäêè:
1) ÿêùî áóäü-ÿêå 𝑏𝑖 ̸= 0 òîäi, êîëè ëiâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ äîðiâíþ¹ íóëþ,

òî âèõiäíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêó íå ìà¹.
2) ÿêùî óñi 𝑏𝑖 = 0 (êîëè ëiâi ÷àñòèíè âiäïîâiäíèõ ðiâíÿííÿ äîðiâíþþòü

íóëþ), ìà¹ìî òîòîæíîñòi, i öi íóëüîâi ðÿäêè ìîæíà âiäêèíóòè. Òîäi ìàòè-
ìåìî îäèí ç äâîõ âèïàäêiâ:

à) êiëüêiñòü ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi íåâiäîìèõ � ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê;

á) êiëüêiñòü ðiâíÿíü ìåíøà çà êiëüêîñòi íåâiäîìèõ � ñèñòåìà ìà¹ áåçëi÷
ðîçâ'çêiâ.
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Äðóãèé âèïàäîê (𝑟 = 𝑛):

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + 𝑎13𝑥3 + . . .+ 𝑎1𝑗𝑥𝑗 + . . .+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1,

𝑎′22𝑥2 + 𝑎′23𝑥3 + . . .+ 𝑎′2𝑗𝑥𝑗 + . . .+ 𝑎′2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏′2,

𝑎′33𝑥3 + . . .+ 𝑎′3𝑗𝑥𝑗 + . . .+ 𝑎′3𝑛𝑥𝑛 = 𝑏′3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑎′𝑖𝑖𝑥𝑖 + . . .+ 𝑎′𝑖𝑛𝑥𝑛 = 𝑏′𝑖,

. . . . . . . . . . . .

𝑎′𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏′𝑛.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

. (1.13)

ßêùî îòðèìàíî ñèñòåìó òðèêóòíîãî âèãëÿäó (1.13), òî öå âêàçó¹ íà òå, ùî
ïî÷àòêîâà ñèñòåìà 𝐴𝑋 = 𝐵 ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Приклад 1.15. За допомогою методу послiдовного виключення невiдомих
Гаусса дослiдити систему на сумiснiсть i у випадку сумiсностi розв’язати
її.

2𝑥1 + 3𝑥2 + 11𝑥3 + 5𝑥4 = 2,
𝑥1 + 𝑥2 + 5𝑥3 + 2𝑥4 = 1,

3𝑥1 + 3𝑥2 + 9𝑥3 + 5𝑥4 = −2,
2𝑥1 + 𝑥2 + 3𝑥3 + 2𝑥4 = −3,
𝑥1 + 𝑥2 + 3𝑥3 + 4𝑥4 = −3.

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
Розв’язок.

Складемо розширену матрицю 𝐵 i проведемо необхiднi елементарнi пе-
ретворення рядкiв:

𝐵=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
2 3 11 5 2
1 1 5 2 1
3 3 9 5 −2
2 1 3 2 −3
1 1 3 4 −3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 5 2 1
1 1 3 4 −3
2 3 11 5 2
2 1 3 2 −3
3 3 9 5 −2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠∼−1

2

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 5 2 1
0 0 −2 2 −4
0 1 1 1 0
0 −1 −7 −2 −5
0 0 −6 −1 −5

⎞⎟⎟⎟⎟⎠∼

∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 5 2 1
0 1 1 1 0
0 0 1 −1 2
0 0 0 −7 7
0 0 −6 −1 −5

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 5 2 1
0 1 1 1 0
0 0 1 −1 2
0 0 0 1 −1
0 0 0 −7 7

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 5 2 1
0 1 1 1 0
0 0 1 −1 2
0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Останнiй матрицi вiдповiдає система, еквiвалентна вихiднiй:

𝑥1 + 𝑥2 + 5𝑥3 + 2𝑥4 = 1,
𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 0,

𝑥3 − 𝑥4 = 2,
𝑥4 = −1.

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
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З неї, рухаючись знизу вверх, послiдовно знаходимо: 𝑥4 = −1, 𝑥3 = 2 + 𝑥4 =
2−1 = 1, 𝑥2 = −𝑥3−𝑥4 = −1+1 = 0, 𝑥1 = 1−𝑥2−5𝑥3−2𝑥4 = 1−5+2 = −2.

Отже, система сумiсна, визначена, тобто, вона має єдиний розв’язок
(𝑟 = 𝑛 = 4): 𝑥1 = −2, 𝑥2 = 0, 𝑥3 = 1, 𝑥4 = −1.

Завдання для самостiйної роботи
Ïåðåâiðèòè ñóìiñíiñòü ñèñòåìè ðiâíÿíü i ó âèïàäêó ñóìiñíîñòi çíàéòè ¨¨

ðîçâ'ÿçêè: à) çà äîïîìîãîþ ôîðìóë Êðàìåðà; á) ìàòðè÷íèì ìåòîäîì; â)
ìåòîäîì Ãàóññà.

1)

2𝑥1 + 𝑥2 + 3𝑥3 = 7,

2𝑥1 + 3𝑥2 + 𝑥3 = 1,

3𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 = 6.

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ 2)

3𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 = 12,

𝑥1 + 2𝑥2 + 4𝑥3 = 6,

5𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 = 3.

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
3)

8𝑥1 + 3𝑥2 − 6𝑥3 = −4,

𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 2,

4𝑥1 + 𝑥2 − 3𝑥3 = −5.

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
Вiдповiдь: 1) 𝑥1 = 3, 𝑥2 = −2, 𝑥3 = 1; 2) 𝑥1 = 0, 𝑥2 = −7, 𝑥3 = 5;

3) 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 6, 𝑥3 = 5.

1.7 Однорiдна система лiнiйних рiвнянь

Íåõàé çàäàíî îäíîðiäíó ñèñòåìó 𝑚 ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç 𝑛 íåâiäîìèìè:

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + . . .+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 0,

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + . . .+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + . . .+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(1.14)

Öÿ ñèñòåìà çàâæäè ìà¹ íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 0, . . ., 𝑥𝑛 = 0, òîìó
ùî ïiäñòàíîâêà íóëiâ çàìiñòü íåâiäîìèõ â êîæíå ç ðiâíÿíü (1.14) ïåðåòâîðþ¹
¨õ â òîòîæíîñòi. Íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè (ÿêùî âîíè iñíóþòü) ñèñòåìè (1.14)
ìîæíà çíàéòè ìåòîäîì Ãàóññà.

Îäíîðiäíà ñèñòåìà 𝑛 ðiâíÿíü ç 𝑛 íåâiäîìèìè ìà¹ ¹äèíèé íóëüîâèé
ðîçâ'ÿçîê, ÿêùî âèçíà÷íèê ñèñòåìè 𝐷 (äèâ. ôîðìóëó (1.8)) âiäìiííèé âiä
íóëÿ 𝐷 ̸= 0. ßêùî 𝐷 = 0, òî ñèñòåìà ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ. Ðîçãëÿíåìî äâà
òèïîâi âèïàäêè.

Приклад 1.16. Розв’язати однорiдну систему лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь

2𝑥1 − 4𝑥2 + 5𝑥3 = 0,
𝑥1 + 2𝑥2 − 3𝑥3 = 0,
3𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥3 = 0.

⎫⎬⎭
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Розв’язок.

Визначник системи ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 2 −4 5

1 2 −3
3 −1 2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 11 ̸= 0,

тому система має єдиний нульовий розв’язок: 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0.

Приклад 1.17. Розв’язати однорiдну систему лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь

3𝑥1 + 4𝑥2 − 𝑥3 = 0,
𝑥1 − 3𝑥2 + 5𝑥3 = 0,
4𝑥1 + 𝑥2 + 4𝑥3 = 0.

⎫⎬⎭
Розв’язок.

Так як ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 3 4 −1

1 −3 5
4 1 4

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0,

то система має безлiч розв’язкiв. Оскiльки 𝑟(𝐴) = 2, 𝑛 = 3, виберемо
два довiльнi рiвняння системи (наприклад, перше i друге) i знайдемо її
розв’язки. Тодi маємо:

3𝑥1 + 4𝑥2 − 𝑥3 = 0,
𝑥1 − 3𝑥2 + 5𝑥3 = 0.

}︂
Так як визначник складений iз коефiцiєнтiв при невiдомих 𝑥1 та 𝑥2 не

рiвний нулю, то в якостi базисних невiдомих вiзьмемо 𝑥1 та 𝑥2 (хоча мо-
жна брати i iншi пари невiдомих), а члени з 𝑥3 перенесемо в правi частини
рiвнянь:

3𝑥1 + 4𝑥2 = 𝑥3,
𝑥1 − 3𝑥2 = −5𝑥3.

}︂
Розв’яжемо останню систему за допомогою формул Крамера (1.9):

𝑥1 = 𝐷1/𝐷, 𝑥2 = 𝐷2/𝐷,

де

𝐷 =

⃒⃒⃒⃒
3 4
1 −3

⃒⃒⃒⃒
= −9 − 4 = −13;

𝐷1 =

⃒⃒⃒⃒
𝑥3 4

−5𝑥3 −3

⃒⃒⃒⃒
= −3𝑥3 + 20𝑥3 = 17𝑥3;
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𝐷2 =

⃒⃒⃒⃒
3 𝑥3
1 −5𝑥3

⃒⃒⃒⃒
= −16𝑥3.

Звiдки знаходимо, що 𝑥1 = −17𝑥3/13, 𝑥2 = 16𝑥3/13. Поклавши 𝑥3 = 13𝑘,
де 𝑘 – довiльний коефiцiєнт пропорцiйностi, одержуємо розв’язок вихiдної
системи: 𝑥1 = −17𝑘, 𝑥2 = 16𝑘, 𝑥3 = 13𝑘.

Завдання для самостiйної роботи

Ðîçâ'ÿçàòè îäíîðiäíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü.

1)

𝑥1 + 3𝑥2 + 2𝑥3 = 0,

2𝑥1 − 𝑥2 + 3𝑥3 = 0,

3𝑥1 − 5𝑥2 + 4𝑥3 = 0.

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ 2)

2𝑥1 + 5𝑥2 + 𝑥3 = 0,

4𝑥1 + 6𝑥2 + 3𝑥3 = 0,

𝑥1 − 𝑥2 − 2𝑥3 = 0.

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

3)

𝑥1 + 2𝑥2 + 4𝑥3 = 0,

5𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 = 0,

4𝑥1 − 𝑥2 − 2𝑥3 = 0.

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
Вiдповiдь: 1) 𝑥1 = −11𝑘, 𝑥2 = −𝑘, 𝑥3 = 7𝑘; 2) 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 0, 𝑥3 = 0;

3) 𝑥1 = 0, 𝑥2 = −2𝑘, 𝑥3 = 𝑘.

2 ЕЛЕМЕНТИ ВЕКТОРНОЇ АЛГЕБРИ

2.1 Вектори. Загальнi поняття та означення

Вектором íàçèâàþòü íàïðÿìëåíèé âiäðiçîê 𝐴𝐵 ç ïî÷àòêîì ó òî÷öi 𝐴
òà êiíöåì ó òî÷öi 𝐵 (ðèñ. 2.1).

A

B

a

Рис. 2.1.

Довжиною вектора
−→
𝐴𝐵 (àáî éîãî ìîäóëåì) |

−→
𝐴𝐵| íàçèâàþòü ÷èñëî, ùî

äîðiâíþ¹ äîâæèíi âiäðiçêà 𝐴𝐵, ÿêèé çîáðàæà¹ âåêòîð.
Колiнеарними íàçèâàþòü âåêòîðè, ÿêi ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié (àáî íà

ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ).
Компланарними íàçèâàþòü âåêòîðè, ÿêi ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi àáî

ïàðàëåëüíi äåÿêié ïëîùèíi.
Рiвними íàçèâàþòü âåêòîðè, ÿêi ìàþòü îäíàêîâó äîâæèíó òà îäíàêîâèé

íàïðÿìîê.
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Нульовим вектором (íóëü-âåêòîðîì) íàçèâàþòü âåêòîð, ó ÿêîãî ïî-
÷àòîê i êiíåöü çáiãàþòüñÿ. Ïîçíà÷àþòü éîãî 0⃗, éîãî äîâæèíà |⃗0| = 0, éîãî
íàïðÿìîê íåâèçíà÷åíèé.

Одиничним вектором íàçèâàþòü âåêòîð, äîâæèíà ÿêîãî ðiâíà îäèíè-
öi. Îäèíè÷íèé âåêòîð, íàïðÿì ÿêîãî çáiãà¹òüñÿ ç íàïðÿìîì âåêòîðà �⃗�, íà-
çèâà¹òüñÿ ортом вектора �⃗� i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç �⃗�0. Òîäi ìîæíà çàïèñàòè
�⃗� = |⃗𝑎| �⃗�0.

Вiльним íàçèâàþòü âåêòîð, ÿêèé ìîæíà ïåðåìiùàòè (ïåðåíîñèòè) ó
áóäü-ÿêó òî÷êó ïðîñòîðó çà óìîâè çáåðåæåííÿ éîãî äîâæèíè òà íàïðÿì-
êó. Äàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè òiëüêè âiëüíi âåêòîðè.

Добутком вектора �⃗� íà ÷èñëî 𝜆 ̸= 0 íàçèâàþòü âåêòîð �⃗� = 𝜆�⃗�, ÿêèé
ìà¹ äîâæèíó |⃗𝑏| = |𝜆�⃗�|, à éîãî íàïðÿìîê çáiãà¹òüñÿ ç íàïðÿìêîì âåêòîðà �⃗�,
ÿêùî 𝜆 > 0, i ïðîòèëåæíèé �⃗�, ÿêùî 𝜆 < 0 (ÿêùî 𝜆 = 0, ìà¹ìî íóëü-âåêòîð).

Протилежним вектором −�⃗� íàçèâàþòü äîáóòîê âåêòîðà �⃗� íà ÷èñëî
(-1), òîáòî −�⃗� = (−1)⃗𝑎.

Сумою векторiв �⃗� òà �⃗� íàçèâàþòü âåêòîð �⃗� = �⃗� + �⃗�, ïî÷àòîê ÿêîãî
çáiãà¹òüñÿ ç ïî÷àòêîì âåêòîðà �⃗�, à êiíåöü - ç êiíöåì âåêòîðà �⃗� (çà óìîâè, ùî
ïî÷àòîê �⃗� çáiãà¹òüñÿ ç êiíöåì �⃗� ("ïðàâèëî òðèêóòíèêà") (ðèñ. 2.2 à).

a

b

c = ab +

a

c = ab +

a

b

б

Рис. 2.2.

ßêùî çáiãàþòüñÿ ïî÷àòêè îáîõ âåêòîðiâ �⃗� òà �⃗�, òî ¨õ ñóìîþ òàêîæ áóäå
âåêòîð �⃗� = �⃗� + �⃗� ("ïðàâèëî ïàðàëåëîãðàìà"), ÿêèé ¹ äiàãîíàëëþ ïàðàëåëî-
ãðàìà, ïîáóäîâàíîãî íà �⃗� òà �⃗�, ÿê íà ñòîðîíàõ (ðèñ. 2.2 á).

Рiзницею двох векторiв �⃗� та �⃗� íàçèâàþòü âåêòîð, ÿêèé ïî÷èíà¹òüñÿ
â êiíöi âåêòîðà �⃗� i çàêií÷ó¹òüñÿ â êiíöi �⃗� (ðèñ. 2.3 à). Àáî ìîæíà äàòè òàêå
îçíà÷åííÿ: рiзницею двох векторiв �⃗� та �⃗� íàçèâàþòü ñóìó âåêòîðà �⃗� òà
âåêòîðà −�⃗�, ïðîòèëåæíîãî äî �⃗� (ðèñ. 2.3 á).

Приклад 2.1. Вектори
−→
𝐴𝐵 = �⃗�,

−−→
𝐵𝐶 = �⃗�,

−→
𝐶𝐴 = �⃗� є сторонами трику-

тника 𝐴𝐵𝐶 (рис. 2.4). Виразiть через �⃗�, �⃗�, �⃗� вектори
−−→
𝐴𝑀 ,

−−→
𝐵𝑁 ,

−→
𝐶𝑃 , якi

спiвпадають з медiанами трикутника 𝐴𝐵𝐶.

Розв’язок.

Для знаходження вектора
−−→
𝐴𝑀 розглянемо трикутник 𝐵𝐴𝑀 (рис. 2.4).

Згiдно "правила трикутника" додавання векторiв маємо:
−−→
𝐴𝑀 =

−→
𝐴𝐵+

−−→
𝐵𝑀 .
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a
b

a b-

a

a

b

a b-

б

-

Рис. 2.3.

c

a

b

M

A

B

C
N

P

Рис. 2.4.

Оскiльки
−−→
𝐴𝑀 є медiаною сторони

−−→
𝐵𝐶, то дiлить її пополам, тому

−−→
𝐵𝑀 =

1

2

−−→
𝐵𝐶 =

1

2
�⃗�. Тодi згiдно умови задачi

−−→
𝐴𝑀 = �⃗� +

1

2
�⃗�. З iншого боку −�⃗� =

�⃗� + �⃗� i �⃗� = −(�⃗� + �⃗�). Пiдставивши одержаний результат у вираз для
−−→
𝐴𝑀 ,

знаходимо
−−→
𝐴𝑀 = �⃗�− 1

2
(�⃗�+ �⃗�) =

1

2
(�⃗�− �⃗�).

Аналогiчно знаходимо
−−→
𝐵𝑁 = �⃗�+

1

2
�⃗� або

−−→
𝐵𝑁 =

1

2
(⃗𝑎− �⃗�);

−→
𝐶𝑃 = �⃗�+

1

2
�⃗� або

−→
𝐶𝑃 =

1

2
(⃗𝑏− �⃗�).

Завдання для самостiйної роботи

1. Â òðèêóòíié ïiðàìiäi 𝑆𝐴𝐵𝐶 âiäîìi âåêòîðè
−→
𝑆𝐴 = �⃗�,

−→
𝑆𝐵 = �⃗�,

−→
𝑆𝐶 = �⃗�.

Çíàéòè âåêòîð
−→
𝑆𝑂, ÿêùî òî÷êà 𝑂 ¹ öåíòðîì ìàñ òðèêóòíèêà 𝐴𝐵𝐶. Вiдпо-

вiдь:
−→
𝑆𝑂 =

1

3
(⃗𝑎+ �⃗�+ �⃗�).

2. Âåêòîðè �⃗� i �⃗� óòâîðþþòü êóò 𝜙 = 60∘, |⃗𝑎| = 5, |⃗𝑏| = 8. Çíàéòè |⃗𝑎+ �⃗�| i
|⃗𝑎− �⃗�|.

Вiдповiдь: |⃗𝑎+ �⃗�| =
√

129 ≈ 11, 4, |⃗𝑎− �⃗�| = 7.
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2.2 Лiнiйна залежнiсть i незалежнiсть векторiв. Роз-

клад вектора за векторами базису. Базис n-

вимiрного простору

Ñèñòåìà âåêòîðiâ �⃗�1, �⃗�2, . . . , �⃗�𝑚 íàçèâà¹òüñÿ лiнiйно незалежною, ÿêùî
ðiâíiñòü

𝑘1�⃗�1 + 𝑘2�⃗�2 + . . .+ 𝑘𝑚�⃗�𝑚 = 0 (2.1)

âèêîíó¹òüñÿ òiëüêè ïðè 𝑘1 = 𝑘2 = . . . = 𝑘𝑚 = 0. ßêùî æ ðiâíiñòü (2.1)
âèêîíó¹òüñÿ ïðè íåíóëüîâèõ çíà÷åííÿõ 𝑘𝑖 (𝑖 = 1, . . . ,𝑚), òî ñèñòåìà âå-
êòîðiâ �⃗�1, �⃗�2, . . . , �⃗�𝑚 íàçèâà¹òüñÿ лiнiйно залежною. Íàïðèêëàä, áóäü-ÿêi
êîëiíåàðíi âåêòîðè, òðè êîìïëàíàðíi âåêòîðè, ÷îòèðè i áiëüøå âåêòîðiâ â
òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði çàâæäè ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè.

Óïîðÿäêîâàíà òðiéêà ëiíiéíî íåçàëåæíèõ (íåêîìïëàíàðíèõ) âåêòîðiâ �⃗�1,
�⃗�2, �⃗�3 â ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ éîãî базисом. Äîâiëüíèé âåêòîð �⃗� ó ïðîñòî-
ði ìîæíà ðîçêëàñòè çà áàçèñîì �⃗�1, �⃗�2, �⃗�3: 𝑑 = 𝛼�⃗�1 + 𝛽�⃗�2 + 𝛾�⃗�3, äå 𝛼, 𝛽, 𝛾
� êîîðäèíàòè âåêòîðà 𝑑 ó öüîìó áàçèñi: 𝑑 = (𝛼, 𝛽, 𝛾). Áàçèñ íàçèâà¹òüñÿ
ортонормованим (ïîçíà÷àþòü �⃗�, �⃗�, �⃗�), ÿêùî éîãî âåêòîðè ¹ âçà¹ìíî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíèìè, à äîâæèíà êîæíîãî ç íèõ ðiâíà îäèíèöi.

Óïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà 𝑛 äiéñíèõ ÷èñåë 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 íàçèâà¹òüñÿ 𝑛-
вимiрним вектором:

�⃗� = (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛). (2.2)

Ïiñëÿ ââåäåííÿ îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ âåêòîðà íà ÷èñëî i äîäàâàííÿ âåêòî-
ðiâ ìîæíà ðîçãëÿäàòè 𝑛-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið ÿê ñóêóïíiñòü óñiõ 𝑛-
âèìiðíèõ âåêòîðiâ.

Äîâiëüíà ñèñòåìà 𝑛 ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ 𝑛-âèìiðíîãî ïðîñòîðó
óòâîðþ¹ базис векторного простору. Áóäü-ÿêèé âåêòîð 𝑛-âèìiðíîãî ïðî-
ñòîðó ðîçêëàäà¹òüñÿ çà âåêòîðàìè áàçèñó.

ßêùî êîæåí iç çàäàíèõ âåêòîðiâ (2.2) (⃗𝑎𝑖 = (𝑎1𝑖, 𝑎2𝑖, . . . , 𝑎𝑛𝑖) ñèñòåìè
𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚 òà íóëüîâèé âåêòîð 0⃗ = (0, 0, . . . , 0) çàïèñàòè ÿê ìàòðèöþ ñòîâ-
ïåöü, òî âåêòîðíó ðiâíiñòü (2.1) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó ìàòðè÷íié ôîðìi:

𝑘1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11

𝑎21

· · ·
𝑎𝑛1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ + 𝑘2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎12

𝑎22

· · ·
𝑎𝑛2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ + · · · + 𝑘𝑛

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎1𝑚

𝑎2𝑚

· · ·
𝑎𝑛𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

0

· · ·
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

àáî
𝑎11𝑘1 + 𝑎12𝑘2 + . . .+ 𝑎1𝑚𝑘𝑚 = 0,

𝑎21𝑘1 + 𝑎22𝑘2 + . . .+ 𝑎2𝑚𝑘𝑚 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑎𝑛1𝑘1 + 𝑎𝑛2𝑘2 + . . .+ 𝑎𝑛𝑚𝑘𝑚 = 0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(2.3)
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Ìè îòðèìàëè ëiíiéíó îäíîðiäíó ñèñòåìó ðiâíÿíü âiäíîñíî íåâiäîìèõ 𝑘𝑖.
Âåêòîðè 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚 ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè, ÿêùî ñèñòåìà (2.3) ìà¹ ëèøå
íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê, òîáòî, âèçíà÷íèê ñèñòåìè âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Приклад 2.2. В деякому базисi вектори заданi координатами: �⃗� = (1, 1, 2),
�⃗�1 = (2, 2,−1), �⃗�2 = (0, 4, 8), �⃗�3 = (−1,−1, 3). Переконатися, що вектори �⃗�1,
�⃗�2, �⃗�3 утворюють базис, i знайти в ньому координати вектора �⃗�.

Розв’язок.

Згiдно (2.3), якщо визначник

𝐷 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 2 2 −1

0 4 8
−1 −1 3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,

складений з координат векторiв �⃗�1, �⃗�2, �⃗�3, не рiвний 0, то вектори �⃗�1, �⃗�2,
�⃗�3 лiнiйно незалежнi, а, отже, утворюють базис. Переконуємося, що 𝐷 =
24 − 16 − 4 + 16 = 20 ̸= 0. Таким чином, трiйка �⃗�1, �⃗�2, �⃗�3 – базис.

Позначимо координати вектора �⃗� в базисi �⃗�1, �⃗�2, �⃗�3 через 𝑥, 𝑦, 𝑧. Тодi

�⃗� = 𝑥�⃗�1 + 𝑦�⃗�2 + 𝑧�⃗�3.

Якщо координати кожного iз заданих векторiв �⃗�, �⃗�1, �⃗�2 та �⃗�3 записати як
матрицю стовпець, то останню векторну рiвнiсть можна переписати у
виглядi системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для знаходження невiдомих
𝑥, 𝑦, 𝑧:

2𝑥− 𝑧 = 1,
2𝑥+ 4𝑦 − 𝑧 = 1,

−𝑥+ 8𝑦 + 3𝑧 = 2.

⎫⎬⎭
Розв’язуючи її, знаходимо 𝑥 = 1, 𝑦 = 0, 𝑧 = 1. Отже, �⃗� = �⃗�1 + �⃗�3 = (1, 0, 1).

Завдання для самостiйної роботи

Äîâåñòè, ùî âåêòîðè �⃗�, �⃗�, �⃗� óòâîðþþòü áàçèñ, i çíàéòè êîîðäèíàòè âå-
êòîðà 𝑑 â öüîìó áàçèñi.

1) �⃗� = (5, 4, 1), �⃗� = (−3, 5, 2), �⃗� = (2,−1, 3), 𝑑 = (7, 23, 4).

2) �⃗� = (2,−1, 4), �⃗� = (−3, 0,−2), �⃗� = (4, 5,−3), 𝑑 = (0, 11,−14).

3) �⃗� = (1, 3, 4), �⃗� = (−2, 5, 0), �⃗� = (3,−2,−4), 𝑑 = (13,−5,−4).

Вiдповiдь: 1) (3, 2,−1). 2) (−1, 2, 2). 3) (2,−1, 3).
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2.3 Проекцiя вектора на вiсь. Розклад вектора за осями

Проекцiєю вектора �⃗� =
−→
𝐴𝐵 íà âiñü 𝑙 (ïðÿìó ç íàïðÿìêîì) íàçèâàþòü

÷èñëî
�⃗�𝑙 =

−→
𝐴𝐵𝑙 = |⃗𝑎| cos𝜙, (2.4)

äå 𝜙 � êóò ìiæ äîäàòíèì íàïðÿìêîì îñi 𝑙 òà âåêòîðîì �⃗� =
−→
𝐴𝐵, ÿêèé çìiíþ-

¹òüñÿ â ìåæàõ âiä 0 äî 𝜋.
Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò ïîíÿòòÿ: проекцiя âåêòîðà �⃗� íà âiñü 𝑙 � öå äîâæèíà

âiäðiçêà 𝐴1𝐵1 =
−→
𝐴𝐵𝑙 = |

−→
𝐴𝐵| cos𝜙, âçÿòà çi çíàêîì "+" , ÿêùî 0 6 𝜙 6

𝜋/2 òà "−" , ÿêùî 𝜋/2 6 𝜙 6 𝜋 (ðèñ. 2.5). Ïðè 𝜙 = 𝜋/2 âiäðiçîê 𝐴1𝐵1

ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â òî÷êó i �⃗�𝑙 = 0.

A

B

a

A

B

a

B1A1

lj

Рис. 2.5.

Властивостi проекцiй
1. Ïðîåêöiÿ ñóìè êiëüêîõ âåêòîðiâ íà äàíó âiñü äîðiâíþ¹ ñóìi ¨õíiõ ïðî-

åêöié íà öþ âiñü, òîáòî

(⃗𝑎+ �⃗�+ �⃗�)𝑙 = �⃗�𝑙 + �⃗�𝑙 + �⃗�𝑙. (2.5)

2. Ïðè ìíîæåííi âåêòîðà �⃗� íà ÷èñëî 𝜆 éîãî ïðîåêöiÿ òàêîæ ïîìíîæèòüñÿ
íà öå ÷èñëî:

(𝜆�⃗�)𝑙 = 𝜆�⃗�𝑙. (2.6)

Розклад вектора за координатними осями
ßêùî â ïðîñòîði çàôiêñîâàíî òî÷êó 𝑂 i áàçèñ �⃗�1, �⃗�2, �⃗�3, òî êàæóòü, ùî

â ïðîñòîði çàäàíî декартову систему координат 𝑂, �⃗�1, �⃗�2, �⃗�3. Òî÷êó 𝑂
íàçèâàþòü початком координат, à ïðÿìi 𝑂𝑥, 𝑂𝑦, 𝑂𝑧, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç
ïî÷àòîê êîîðäèíàò i ¹ âiäïîâiäíî ïàðàëåëüíèìè âåêòîðàì �⃗�1, �⃗�2, �⃗�3 � осями
координат. ßêùî áàçèñ �⃗�1, �⃗�2, �⃗�3 ¹ îðòîíîìîâàíèì, òî âiäïîâiäíó éîìó
ñèñòåìó êîîðäèíàò íàçèâàþòü прямокутною.

Áóäü-ÿêèé âåêòîð �⃗� ìîæå áóòè ðîçêëàäåíèé çà îðòàìè êîîðäèíàòíèõ
îñåé:

�⃗� = 𝑥𝑖+ 𝑦�⃗� + 𝑧�⃗�. (2.7)
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Êîåôiöi¹íòè òàêîãî ðîçêëàäó íàçèâàþòüñÿ координатами вектора â
äàíié ñèñòåìi êîîðäèíàò i ðiâíi ïðîåêöiÿì âåêòîðà �⃗� íà âiäïîâiäíi êîîðäè-
íàòíi îñi: 𝑥 = �⃗�𝑥 � àáñöèñà, 𝑦 = �⃗�𝑦 � îðäèíàòà, 𝑧 = �⃗�𝑧 � àïëiêàòà. Òîìó
âåêòîð ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi �⃗� = (𝑥, 𝑦, 𝑧).

Радiус-вектором точки 𝑀 íàçèâàþòü âåêòîð, ïî÷àòîê ÿêîãî çáiãà¹-
òüñÿ ç ïî÷àòêîì êîîðäèíàò, à êiíåöü çíàõîäèòüñÿ â äàíié òî÷öi. Êîîðäèíàòè
ðàäióñ-âåêòîðà ò. 𝑀 íàçèâàþòü координатами точки 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) (ðèñ. 2.6).

x

z

y

a

M x, y, z( )

x

y

z

0

a

b

g

Рис. 2.6.

Приклад 2.3. Знайти координати вектора �⃗�, якщо вiдомi кути 𝛼 = 45∘,
𝛽 = 60∘, 𝛾 = 120∘, якi вiн утворює з осями координат 𝑂𝑥, 𝑂𝑦, 𝑂𝑧, а його
довжина |⃗𝑎| = 4.

Розв’язок.

Координати вектора �⃗� в данiй системi координат рiвнi його проекцiям
на вiдповiднi координатнi осi. Тому згiдно означення проекцiї (2.4) маємо:

𝑥 = �⃗�𝑥 = |⃗𝑎| cos𝛼 = 4 cos 45∘ = 4 · 1√
2

= 2
√

2,

𝑦 = �⃗�𝑦 = |⃗𝑎| cos 𝛽 = 4 cos 60∘ = 4 · 1

2
= 2,

𝑧 = �⃗�𝑧 = |⃗𝑎| cos 𝛾 = 4 cos 120∘ = 4 ·
(︂
−1

2

)︂
= −2.

Отже, �⃗� = (2
√

2, 2, −2).

2.4 Операцiї з векторами

1. Äîáóòêîì âåêòîðà �⃗� = (𝑥, 𝑦, 𝑧) íà äîâiëüíå ÷èñëî 𝜆 ¹ âåêòîð

�⃗� = 𝜆�⃗� = (𝜆𝑥, 𝜆𝑦, 𝜆𝑧). (2.8)
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2. Ñóìîþ äâîõ âåêòîðiâ �⃗� = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) òà �⃗� = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) ¹ âåêòîð

�⃗� = �⃗�+ �⃗� = (𝑥1 + 𝑥2, 𝑦1 + 𝑦2, 𝑧1 + 𝑧2). (2.9)

3. Ðiçíèöåþ äâîõ âåêòîðiâ �⃗� = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) òà �⃗� = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) ¹ âåêòîð

�⃗� = �⃗�− �⃗� = (𝑥1 − 𝑥2, 𝑦1 − 𝑦2, 𝑧1 − 𝑧2). (2.10)

4. Äîâæèíà âåêòîðà �⃗� = (𝑥, 𝑦, 𝑧):

|⃗𝑎| =
√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2. (2.11)

5. Âåêòîðè ðiâíi, ÿêùî âîíè ìàþòü îäíàêîâi êîîðäèíàòè: äëÿ äâîõ âå-
êòîðiâ �⃗� = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) òà �⃗� = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2):

�⃗� = �⃗�⇐⇒ 𝑥1 = 𝑥2, 𝑦1 = 𝑦2, 𝑧1 = 𝑧2. (2.12)

6. Âåêòîðè �⃗� = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) i �⃗� = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) êîëiíåàðíi, ÿêùî

𝑥1
𝑥2

=
𝑦1
𝑦2

=
𝑧1
𝑧2
. (2.13)

Приклад 2.4. Визначити модулi суми i рiзницi векторiв �⃗� = (3,−5, 8) та
�⃗� = (−1, 1,−4).

Розв’язок.

Згiдно правил додавання (2.9) та вiднiмання (2.10) векторiв заданих ко-
ординатами �⃗� + �⃗� = (3 + (−1),−5 + 1, 8 + (−4)) = (2,−4, 4) i �⃗� − �⃗� =
(3 − (−1),−5 − 1, 8 − (−4)) = (4,−6, 12). Знаючи координати векторiв, за
правилом (2.11) знаходимо їх модулi: |⃗𝑎 + �⃗�| =

√︀
22 + (−4)2 + 42 =

√
36 = 6

та |⃗𝑎− �⃗�| =
√︀

42 + (−6)2 + 122 =
√

196 = 14.

Приклад 2.5. Знайти проекцiю вектора �⃗� = 2⃗𝑖− 2⃗𝑗 + �⃗� на вектор �⃗�, якщо
кут мiж ними рiвний 𝜙 = 60∘.

Розв’язок.

За умовою задачi координати координати вектора �⃗� вiдомi �⃗� = 2⃗𝑖− 2⃗𝑗+
�⃗� = (2,−2, 1), тому можемо знайти його модуль |⃗𝑎| =

√︀
22 + (−2)2 + 12 =√

9 = 3. Тодi за формулою (2.4) знаходимо проекцiю вектора �⃗� на вектор �⃗�

�⃗�𝑒 = |⃗𝑎| cos𝜙 = 3 cos 60∘ =
3

2
.
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Вiдстань мiж двома точками
Âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè 𝐴(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) òà 𝐵(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê

äîâæèíó âåêòîðà:
−→
𝐴𝐵 = (𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1, 𝑧2 − 𝑧1), òîäi ¨¨ ìîæíà çíàéòè çà

ôîðìóëîþ

𝑑 = |
−→
𝐴𝐵| =

√︀
(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2 + (𝑧2 − 𝑧1)2. (2.14)

Приклад 2.6. Знайти координати векторiв
−→
𝐴𝐵 i

−→
𝐵𝐴 та їхню довжину,

якщо вiдомi координати точок 𝐴(5,−1, 2) та 𝐵(1, 2, 1).

Розв’язок.

Для того, щоб знайти координати вектора необхiдно вiд координат
кiнця вектора вiдняти вiдповiднi координати початку. Зокрема:

−→
𝐴𝐵 =

(1 − 5, 2 − (−1), 1 − 2) = (−4, 3,−1) та
−→
𝐵𝐴 = (5 − 1,−1 − 2, 2 −

1) = (4,−3, 1). Знаючи координати векторiв, легко знаходимо їх довжи-
ни |

−→
𝐴𝐵| =

√︀
(−4)2 + 32 + (−1)2 =

√
26 = 2

√
6 i |

−→
𝐵𝐴| =

√︀
42 + (−3)2 + 12 =√

26 = 2
√

6. Як видно вектори
−→
𝐴𝐵 i

−→
𝐵𝐴 мають однакову довжину, але про-

тилежно напрямленi. Довжину вектора можна розглядати i як вiдстань
мiж точками його початку i кiнця.

Напрямнi косинуси вектора
Âåêòîð �⃗� ìîæå áóòè çàäàíèé çà äîïîìîãîþ ìîäóëÿ (2.11) òà 𝛼, 𝛽, 𝛾 �

êóòiâ, ÿêi óòâîðþ¹ öåé âåêòîð ç îñÿìè êîîðäèíàò (äèâ. ðèñ. 2.6). Êîñèíóñè
êóòiâ 𝛼, 𝛽, 𝛾 íàçèâàþòüñÿ напрямними косинусами вектора �⃗�:

cos𝛼 =
𝑥

|⃗𝑎|
, cos 𝛽 =

𝑦

|⃗𝑎|
, cos 𝛾 =

𝑧

|⃗𝑎|
. (2.15)

Çâ'ÿçîê ìiæ íàïðÿìíèìè êîñèíóñàìè

cos2 𝛼 + cos2 𝛽 + cos2 𝛾 = 1. (2.16)

Íàïðÿìíi êîñèíóñè âåêòîðà �⃗� çáiãàþòüñÿ ç êîîðäèíàòàìè éîãî îðòà

�⃗�0 =
�⃗�

|⃗𝑎|
.

Приклад 2.7. Знайти напрямнi косинуси вектора
−→
𝐴𝐵, якщо 𝐴(2, 3, 4),

𝐵(3, 5, 6).

Розв’язок.
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Знаходимо координати вектора
−→
𝐴𝐵 = (3 − 2, 5 − 3, 6 − 4) = (1, 2, 2) та

його модуль |
−→
𝐴𝐵| =

√
12 + 22 + 22 = 3. Тепер за формулами (2.15) знаходимо

його напрямнi косинуси

cos𝛼 =
𝑥

|
−→
𝐴𝐵|

=
1

3
,

cos 𝛽 =
𝑦

|
−→
𝐴𝐵|

=
2

3
,

cos 𝛾 =
𝑧

|
−→
𝐴𝐵|

=
2

3
.

Завдання для самостiйної роботи
1. Îá÷èñëèòè ìîäóëü âåêòîðà �⃗� = (3,−6, 2).

Вiдповiдь: |⃗𝑎| = 7.

2. Âèçíà÷èòè ïî÷àòîê âåêòîðà �⃗� = (2,−3,−1), ÿêùî éîãî êiíåöü çáiãà¹-
òüñÿ ç òî÷êîþ (1,−1, 2).

Вiдповiдь: (−1, 2, 3).

3. Çíàéòè íàïðÿìíi êîñèíóñè âåêòîðà �⃗� = (12,−15,−16).

Вiдповiдь: cos𝛼 = 12
25 , cos 𝛽 = −3

5 , cos 𝛾 = −16
25 .

4. Çàäàíî ïðîåêöi¨ 𝐹𝑥 = 5, 𝐹𝑦 = 5
√

2, 𝐹𝑧 = −5 ñèëè 𝐹 íà êîîðäèíàòíi
îñi. Çíàéòè âåëè÷èíó ñèëè i íàïðÿì ¨¨ äi¨.

Вiдповiдь: |𝐹 | = 10, 𝛼 = 60∘, 𝛽 = 45∘, 𝛾 = 120∘.

2.5 Дiлення вiдрiзка в заданому спiввiдношеннi

Òî÷êà 𝐴 äiëèòü âiäðiçîê 𝐴1𝐴2 ó ñïiââiäíîøåííi 𝜆 =
𝐴1𝐴

𝐴𝐴2
. Íåõàé

𝐴1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 𝐴2(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2), 𝜆 � âiäîìi, òîäi êîîðäèíàòè òî÷êè 𝐴 ðiâíi:

𝑥 =
𝑥1 + 𝜆𝑥2

1 + 𝜆
, 𝑦 =

𝑦1 + 𝜆𝑦2
1 + 𝜆

, 𝑧 =
𝑧1 + 𝜆𝑧2

1 + 𝜆
. (2.17)

Приклад 2.8. Вiдрiзок, обмежений точками 𝐴(2,−2, 4), 𝐵(5, 4, 6), подiле-
но на три рiвнi частини. Знайти координати точок подiлу.

Розв’язок.

Нехай 𝑀 – перша точка подiлу. Вона дiлить вiдрiзок
−→
𝐴𝐵 у спiввiдно-

шеннi 𝜆 =
𝐴𝑀

𝑀𝐵
=

1

2
. Тому згiдно (2.17) маємо

𝑥 =
2 + 1

2 · 5

1 + 1
2

= 3, 𝑦 =
−2 + 1

2 · 4

1 + 1
2

= 0, 𝑧 =
4 + 1

2 · 6

1 + 1
2

=
14

3
.
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Отже, 𝑀
(︀
3, 0, 143

)︀
.

Друга точка 𝑁 дiлить вiдрiзок
−→
𝐴𝐵 у спiввiдношеннi 𝜆 =

𝐴𝑁

𝑁𝐴
= 2 i

𝑥 =
2 + 2 · 5

1 + 2
= 4, 𝑦 =

−2 + 2 · 4

1 + 2
= 2, 𝑧 =

4 + 2 · 6

1 + 2
=

16

3
.

Îòæå, 𝑁
(︀
4, 2, 163

)︀
.

Завдання для самостiйної роботи

1. Âiäðiçîê, îáìåæåíèé òî÷êàìè 𝐴(−1, 8,−3) i 𝐵(9,−7,−2), ïîäiëåíî òî-
÷êàìè 𝑀1, 𝑀2, 𝑀3, 𝑀4 íà ï'ÿòü ðiâíèõ ÷àñòèí. Çíàéòè êîîðäèíàòè òî÷îê
𝑀1 i 𝑀3.

Вiдповiдь: 𝑀1(1, 5,−2), 𝑀3(5,−1, 0).

2. Âèçíà÷èòè êîîðäèíàòè êiíöiâ 𝐴 i 𝐵 âiäðiçêà, ðîçäiëåíîãî òî÷êàìè
𝐶(2, 0, 2) i 𝐷(5,−2, 0) íà òðè ðiâíi ÷àñòèíè.

Вiдповiдь: 𝐴(−1, 2, 4), 𝐵(8,−4,−2).

2.6 Скалярний добуток двох векторiв. Кут мiж векто-

рами. Умови паралельностi та перпендикулярностi

Скалярним добутком �⃗� · �⃗� äâîõ âåêòîðiâ �⃗� i �⃗� íàçèâàþòü ÷èñëî, ÿêå
äîðiâíþ¹ äîáóòêó äîâæèí öèõ âåêòîðiâ íà êîñèíóñ êóòà ìiæ íèìè (ðèñ. 2.7)

�⃗� · �⃗� = |⃗𝑎| · |⃗𝑏| cos𝜙. (2.18)

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê äâîõ âåêòîðiâ �⃗� = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) òà �⃗� = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2), çà-
äàíèõ êîîðäèíàòàìè, äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ âiäïîâiäíèõ êîîðäèíàò öèõ
âåêòîðiâ

�⃗� · �⃗� = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 + 𝑧1𝑧2. (2.19)

a

b

j

Рис. 2.7.

Властивостi скалярного добутку:
1. �⃗� · �⃗� = �⃗� · �⃗�;
2. 𝜆�⃗� · �⃗� = �⃗� · 𝜆𝑏 = 𝜆(⃗𝑎 · �⃗�);
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3. �⃗� · (⃗𝑏+ �⃗�) = �⃗� · �⃗�+ �⃗� · �⃗�;
4. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðà �⃗� ñàìîãî íà ñåáå ðiâíèé êâàäðàòó éîãî

ìîäóëÿ: �⃗� · �⃗� = �⃗�2 = |⃗𝑎|2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2. Ç iíøîãî áîêó |⃗𝑎| =
√
�⃗� · �⃗�.

5. Ïðîåêöiÿ âåêòîðà �⃗� íà íàïðÿìîê âåêòîðà �⃗�:

�⃗⃗�𝑏 =
|⃗𝑎| · |⃗𝑏| cos𝜙

|⃗𝑏|
=
�⃗� · �⃗�
|⃗𝑏|

=
𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 + 𝑧1𝑧2√︀

𝑥22 + 𝑦22 + 𝑧22
.

Кут мiж векторами
Êóò ìiæ âåêòîðàìè �⃗� i �⃗� âèçíà÷àþòü çà ôîðìóëîþ

cos𝜙 =
�⃗� · �⃗�
|⃗𝑎||⃗𝑏|

=
𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 + 𝑧1𝑧2√︀

𝑥21 + 𝑦21 + 𝑧21
√︀
𝑥22 + 𝑦22 + 𝑧22

. (2.20)

Умови паралельностi та перпендикулярностi двох векторiв
1. ßêùî âåêòîðè �⃗� = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) i �⃗� = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) êîëiíåàðíi (ïàðàëåëüíi),

òî ¨õ âiäïîâiäíi êîîðäèíàòè ïðîïîðöiéíi
𝑥1
𝑥2

=
𝑦1
𝑦2

=
𝑧1
𝑧2
. (2.21)

2. ßêùî âåêòîðè �⃗� = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) i �⃗� = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) ïåðïåíäèêóëÿðíi (⃗𝑎 ⊥ �⃗�),
òî 𝜙 = 𝜋

2 . Òîäi ñêàëÿðíèé äîáóòîê öèõ âåêòîðiâ ðiâíèé íóëþ:

𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 + 𝑧1𝑧2 = 0. (2.22)

Приклад 2.9. Дано вектори �⃗� = −2�⃗�+3�⃗� i �⃗� = 4�⃗�− �⃗�, де |�⃗�| = 1; |�⃗�| = 3;
𝜙 = (�⃗�̂︀, �⃗�) = 𝜋. Знайти: а) (3�⃗� + 2⃗𝑏) · (−2�⃗� + 4⃗𝑏); б) проекцiю вектора
(−2�⃗�+ 4⃗𝑏) на вектор �⃗�; в) cos (⃗𝑎̂︀, 4⃗𝑏).

Розв’язок.

а) Обчислюємо

(3�⃗�+ 2⃗𝑏) · (−2�⃗�+ 4⃗𝑏) = (−6�⃗�+ 9�⃗�+ 8�⃗�− 2�⃗�) · (4�⃗�− 6�⃗�+ 16�⃗�− 4�⃗�) =

= 10 · (2�⃗�+ 7�⃗�) · (2�⃗�− �⃗�) =

= 10 · (4|�⃗�|2 + 12|�⃗�||�⃗�| cos𝜙− 7|�⃗�|2) =

= 10 · (4 · 1 + 12 · 1 · 3 · (−1) − 7 · 9) = −950;

б) Нехай 𝑐 = (−2�⃗�+ 4⃗𝑏) = (20�⃗�− 10�⃗�). Тодi

�⃗⃗�𝑏 =
�⃗� · �⃗�
|⃗𝑏|

,

�⃗� · �⃗� = 10 · (2�⃗�− �⃗�) · (4�⃗�− �⃗�) =

= 10 · (8|�⃗�|2 − 6|�⃗�||�⃗�| cos 𝜋 + |�⃗�|2) = 350,

|⃗𝑏| =

√︁
|⃗𝑏|2 =

√︀
(4�⃗�− �⃗�)2 =

=
√︀

16|�⃗�|2 − 8|�⃗�||�⃗�| cos 𝜋 + |�⃗�|2 =
√

49 = 7.
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Остаточно одержуємо

(−2�⃗�+ 4⃗𝑏)⃗𝑏 =
350

7
= 50;

в) Нехай 𝑑 = 4⃗𝑏. Тодi

cos (⃗𝑎̂︀, 4⃗𝑏) = cos(⃗𝑎̂︀, 𝑑) =
�⃗� · 𝑑
|⃗𝑎||⃗𝑏|

,

�⃗� · 𝑑 = 4 · (−2�⃗�+ 3�⃗�) · (4�⃗�− �⃗�) =

= 4 · (−8|�⃗�|2 + 14|�⃗�||�⃗�| cos𝜋 − 3|�⃗�|2) = −308,

|⃗𝑎| =
√︀

(−2�⃗�+ 3�⃗�)2 =

=
√︀

4|�⃗�|2 − 12|�⃗�||�⃗�| cos𝜋 + 9|�⃗�|2 =
√

121 = 11,

|𝑑| = 4 · |⃗𝑏| = 4 · 7 = 28.

В результатi маємо:

cos (⃗𝑎̂︀, 4⃗𝑏) =
−308

11 · 28
= −1.

Приклад 2.10. За координатами точок 𝐴(4, 6, 3), 𝐵(−5, 2, 6) i 𝐶(4,−4,−3)

знайти: а) скалярний добуток векторiв �⃗� = 4
−−→
𝐶𝐵−

−→
𝐴𝐶 i 𝑏 =

−→
𝐴𝐵; б) проекцiю

вектора 𝑐 =
−−→
𝐶𝐵 на вектор 𝑑 =

−→
𝐴𝐶; в) cos(⃗𝑎̂︀, 𝑑).

Розв’язок.

Послiдовно знаходимо
−→
𝐴𝐵 = (−9,−4, 3),

−→
𝐴𝐶 = (0,−10,−6),

−−→
𝐶𝐵 =

(−9, 6, 9) та 4
−−→
𝐶𝐵 −

−→
𝐴𝐶 = (−36, 34, 42).

а) Маємо �⃗� = (−36, 34, 42), �⃗� = (−9,−4, 3). Тодi

�⃗� · �⃗� = (−36) · (−9) + 34 · (−4) + 42 · 3 = 314.

б) Так як

�⃗�𝑑 =
�⃗� · 𝑑
|𝑑|

, 𝑑 = (0,−10,−6),

�⃗� · 𝑑 = 0 − 60 − 54 = −114, |𝑑| =
√

0 + 100 + 36 =
√

136,

то

�⃗�𝑑 = − 54√
34

;
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в) Оскiльки

cos (⃗𝑎̂︀, 𝑑) =
�⃗� · 𝑑
|⃗𝑎||𝑑|

, |⃗𝑎| =
√

1296 + 1156 + 1764 =
√

4216,

�⃗� · 𝑑 = 0 − 340 − 252 = −592,

то
cos (⃗𝑎̂︀, 𝑑) = − 592√

4216
√

136
= − 74

17
√

31
.

Ðîáîòà �⃗� ñèëè 𝐹 ïðè ïåðåìiùåííi ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè íà øëÿõó |�⃗�|,
âçäîâæ âåêòîðà �⃗�, îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

𝐴 = 𝐹 · �⃗� = |𝐹 ||�⃗�| cos (𝐹̂︀, �⃗�).
Îòæå, ðîáîòà äîðiâíþ¹ ñêàëÿðíîìó äîáóòêó âåêòîðà ñèëè íà âåêòîð ïå-

ðåìiùåííÿ. Â öüîìó ñóòü механiчного змiсту ñêàëÿðíîãî äîáóòêó.

Приклад 2.11. Обчислити роботу рiвнодiйної 𝐹 сил 𝐹1 = (3,−4, 5), 𝐹2 =

(2, 1,−4), 𝐹3 = (−1, 6, 2), прикладених до матерiальної точки, котра пiд їх
дiєю перемiщується прямолiнiйно з точки 𝑀1(4, 2,−3) в точку 𝑀2(7, 4, 1).

Розв’язок.

Так як 𝐹 = 𝐹1 + 𝐹2 + 𝐹3 = (4, 3, 3),
−−−→
𝑀1𝑀2 = �⃗� = (3, 2, 4), то 𝐴 = 𝐹 · �⃗� =

4 · 3 + 3 · 2 + 3 · 4 = 30.

Завдання для самостiйної роботи

1. Äàíî âåêòîðè �⃗� = −3�⃗� − 2�⃗� i �⃗� = �⃗� + 5�⃗�, äå |�⃗�| = 3; |�⃗�| = 6;
𝜙 = (�⃗�̂︀, �⃗�) = 4𝜋/3. Çíàéòè: à) (−�⃗�+ 2⃗𝑏) · (⃗𝑎+ �⃗�); á) ïðîåêöiþ âåêòîðà (⃗𝑎+ �⃗�)

íà âåêòîð �⃗�; â) cos (⃗𝑎̂︀, �⃗�).
Вiдповiдь: à) 1287; á) 15

√︂
13

7
; â) − 2√

7
.

2. Äàíî âåðøèíè ÷îòèðèêóòíèêà 𝐴(1,−2, 2), 𝐵(1, 4, 0), 𝐶(−4, 1, 1),
𝐷(−5,−5, 3). Âèçíà÷èòè êóò 𝜙 ìiæ éîãî äiàãîíàëÿìè.

Вiдповiдь: 𝜙 = 90∘.

3. Äàíî òðè ñèëè 𝑃 = (9,−3, 4),
−→
𝑄 = (5, 6,−2), �⃗� = (−4,−2, 7), ïðè-

êëàäåíi äî òî÷êè 𝐴(−5, 4,−2). Âèçíà÷èòè ðîáîòó ðiâíîäiéíî¨ öèõ ñèë, êîëè
òî÷êà äî ÿêî¨ âîíè ïðèêëàäåíi, ðóõàþ÷èñü ïðÿìîëiíiéíî, ïåðåìiùó¹òüñÿ â
òî÷êó 𝐵(4, 6,−5).

Вiдповiдь: 65.
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2.7 Векторний добуток двох векторiв.

Óïîðÿäêîâàíà òðiéêà �⃗�, �⃗�, �⃗� íåêîìïëàíàðíèõ âåêòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ пра-
вою (ðèñ. 2.8à), ÿêùî ç êiíöÿ òðåòüîãî âåêòîðà �⃗� íàéêîðîòøèé ïîâîðîò âiä
ïåðøîãî âåêòîðà �⃗� äî äðóãîãî âåêòîðà �⃗� çäiéñíþ¹òüñÿ ïðîòè ãîäèííèêîâî¨
ñòðiëêè; â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó òðiéêà âåêòîðiâ �⃗�, �⃗�, �⃗� íàçèâà¹òüñÿ лiвою
(ðèñ. 2.8á).

a

b

c

o

а

a

b

c

o

б

Рис. 2.8.

Векторним добутком �⃗�× �⃗� äâîõ âåêòîðiâ �⃗� i �⃗� íàçèâàþòü òðåòié âåêòîð
�⃗�, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

1) ìîäóëü âåêòîðà �⃗� ðiâíèé äîáóòêó äîâæèí âåêòîðiâ �⃗� i �⃗� íà ñèíóñ êóòà
ìiæ íèìè (ðèñ. 2.9à):

|⃗𝑐| = |⃗𝑎× �⃗�| = |⃗𝑎| · |⃗𝑏| sin𝜙; (2.23)

2) âåêòîð �⃗� ïåðïåíäèêóëÿðíèé ÿê äî âåêòîðà �⃗�, òàê i äî âåêòîðà �⃗�;
3) ÿêùî âåêòîð �⃗� íå íóëüîâèé, òî âií ç âåêòîðàìè �⃗� i �⃗� óòâîðþ¹ ïðàâó

òðiéêó âåêòîðiâ (ðèñ. 2.9à).

Алгебраїчнi властивостi векторного добутку:
1. (⃗𝑎× �⃗�) = −(⃗𝑏× �⃗�);
2. 𝜆�⃗�× �⃗� = �⃗�× 𝜆𝑏 = 𝜆(⃗𝑎× �⃗�);
3. �⃗�× (⃗𝑏+ �⃗�) = �⃗�× �⃗�+ �⃗�× �⃗�.

Приклад 2.12. Вектори �⃗� i �⃗� взаємно перпендикулярнi, |⃗𝑎| = 3, |⃗𝑏| = 4.
Обчислити |(3�⃗�− �⃗�) × (⃗𝑎− 2⃗𝑏)|.

Розв’язок.

Обчислюємо

|(3�⃗�− �⃗�) × (⃗𝑎− 2⃗𝑏)| = |3(⃗𝑎× �⃗�) − 6(⃗𝑎× �⃗�) − �⃗�× �⃗�+ 2(⃗𝑏× �⃗�)| =

= | − 5(⃗𝑎× �⃗�)| = 5 · |⃗𝑎× �⃗�| = 5 · |⃗𝑎| · |⃗𝑏| sin 𝜋
2 = 5 · 3 · 4 · 1 = 60.
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Геометричнi властивостi векторного добутку:
1) Âåêòîðíèé äîáóòîê äâîõ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ ðiâíèé íóëþ òîäi i òiëü-

êè òîäi, êîëè âîíè êîëiíåàðíi;
2) Ìîäóëü âåêòîðíîãî äîáóòêó äâóõ âåêòîðiâ �⃗� i �⃗� ÷èñåëüíî ðiâíèé ïëîùi

ïàðàëåëîãðàìà, ïîáóäîâàíîãî íà íèõ

𝑆 = |⃗𝑎× �⃗�|. (2.24)

Âiäïîâiäíî ïëîùà òðèêóòíèêà ðiâíà:

𝑆△ =
1

2
|⃗𝑎× �⃗�|. (2.25)

Â öüîìó ïîëÿãà¹ геометричний змiст âåêòîðíîãî äîáóòêó.

a

b

c a    b=

o

а

Sj

F

B

б

M
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N

r
j

Рис. 2.9.

Âåêòîðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ �⃗� = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) i �⃗� = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) çàäàíèõ êî-
îðäèíàòàìè ðiâíèé

�⃗�× �⃗� =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ �⃗� �⃗� �⃗�

𝑥1 𝑦1 𝑧1

𝑥2 𝑦2 𝑧2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

⎛⎝⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑦1 𝑧1

𝑦2 𝑧2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,−

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑥1 𝑧1

𝑥2 𝑧2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑥1 𝑦1

𝑥2 𝑦2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
⎞⎠ . (2.26)

Приклад 2.13. Знайти площу трикутника 𝐴𝐵𝐶, якщо вiдомо, що:
𝐴(1, 2, 0), 𝐵(3, 0, 3) i 𝐶(5, 2, 6).

Розв’язок.

Площа трикутника 𝐴𝐵𝐶 дорiвнює половинi площi паралелограма, побу-
дованого на векторах

−→
𝐴𝐵 i

−→
𝐴𝐶. Оскiльки

−→
𝐴𝐵 = (2,−2, 3),

−→
𝐴𝐶 = (4, 0, 6)

то

−→
𝐴𝐵 ×

−→
𝐴𝐶 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ �⃗� �⃗� �⃗�

2 −2 3
4 0 6

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = −12⃗𝑖− 0⃗𝑗 + 8�⃗� = (−12, 0, 8).
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Тодi площа

𝑆△ =
1

2
|
−→
𝐴𝐵 ×

−→
𝐴𝐶| =

1

2

√
144 + 64 = 2

√
13.

ßêùî îáèäâà âåêòîðè ëåæàòü â îäíié êîîðäèíàòíié ïëîùèíi, íàïðèêëàä
â ïëîùèíi 𝑂𝑥𝑦, òî ¨õ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âåêòîðè, àïëiêàòè ÿêèõ ðiâíi
íóëþ i çàñòîñîâóâàòè äî íèõ âæå âiäîìi ôîðìóëè (2.24)�(2.26).

Приклад 2.14. Знайти площу трикутника з вершинами 𝐴(−3,−1),
𝐵(1,−5), 𝐶(9, 3).

Розв’язок.

Точки 𝐴, 𝐵, лежать в площинi 𝑂𝑥𝑦, тому можна вважати, що
в загальному випадку вони мають координати: 𝐴(𝑥1, 𝑦1, 0), 𝐵(𝑥2, 𝑦2, 0),
(𝑥3, 𝑦3, 0). Тодi векторний добуток векторiв

−→
𝐴𝐵 = (𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1, 0) i

−→
𝐴𝐶 = (𝑥3 − 𝑥1, 𝑦3 − 𝑦1, 0) буде рiвний

−→
𝐴𝐵 ×

−→
𝐴𝐶 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ �⃗� �⃗� �⃗�
𝑥2 − 𝑥1 𝑦2 − 𝑦1 0
𝑥3 − 𝑥1 𝑦3 − 𝑦1 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

= 0 �⃗�+ 0 �⃗� + (𝑥1(𝑦2 − 𝑦3) + 𝑥2(𝑦3 − 𝑦1) + 𝑥3(𝑦1 − 𝑦2)) �⃗� =

= (0, 0, 𝑥1(𝑦2 − 𝑦3) + 𝑥2(𝑦3 − 𝑦1) + 𝑥3(𝑦1 − 𝑦2)) ,

а площа трикутника 𝐴𝐵𝐶, визначатиметься формулою

𝑆ABC =
1

2
|
−→
𝐴𝐵 ×

−→
𝐴𝐶| =

1

2
|𝑥1(𝑦2 − 𝑦3) + 𝑥2(𝑦3 − 𝑦1) + 𝑥3(𝑦1 − 𝑦2)| . (2.27)

Пiдставивши координати точок 𝐴, 𝐵 i , отримаємо:

𝑆ABC =
1

2
|−3(−5 − 3) + 1(3 − (−1)) + 9(−1 − (−5))| =

1

2
(24 + 4 + 36) =

=
64

2
= 32 кв. од.

Çà äîïîìîãîþ âåêòîðíîãî äîáóòêó ìîæíà îá÷èñëèòè обертаючий мо-
мент �⃗� сили 𝐹 , ïðèêëàäåíî¨ äî òî÷êè 𝐵 òiëà, çàêðiïëåíîãî â òî÷öi 𝐴 (ðèñ.
2.9á):

�⃗� =
−→
𝐴𝐵 × 𝐹 , |�⃗� | = |𝐹 ||

−→
𝐴𝐵| sin𝜙. (2.28)

Приклад 2.15. Силу 𝐹 = (3, 2,−4) прикладено до точки 𝐴(2,−1, 1). Зна-
йти обертаючий момент �⃗� цiєї сили вiдносно початку координат 𝑂.

Розв’язок.
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�⃗� =
−→
𝑂𝐴× 𝐹 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ �⃗� �⃗� �⃗�

2 −1 1
3 2 −4

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 2⃗𝑖+ 11⃗𝑗 + 7�⃗� = (2, 11, 7),

�⃗� =
√

4 + 121 + 49 =
√

174.

Завдання для самостiйної роботи

1. Äàíî: |⃗𝑎| = 10, |⃗𝑏| = 2, �⃗� · �⃗� = 12. Îá÷èñëèòè |⃗𝑎× �⃗�|.

Вiдповiдь: |⃗𝑎× �⃗�| = 16.

2. Îá÷èñëèòè ïëîùó ïàðàëåëîãðàìà, ïîáóäîâàíîãî íà âåêòîðàõ �⃗� = �⃗�−
2�⃗� i �⃗� = 2�⃗�+ 3�⃗�, ÿêùî |�⃗�| = |�⃗�| = 1, (�⃗�̂︀, �⃗�) =

𝜋

6
.

Вiдповiдь: 𝑆 = 3, 5.

3. Ñèëó 𝐹 = (2, 2, 9) ïðèêëàäåíî äî òî÷êè 𝐴(4, 2,−3). Îá÷èñëèòè âåëè-
÷èíó òà íàïðÿìíi êîñèíóñè ìîìåíòà �⃗� öi¹¨ ñèëè âiäíîñíî òî÷êè 𝐵(2, 4, 0).

Вiдповiдь: |�⃗� | = 28, cos𝛼 = 3/7, cos 𝛽 = 6/7, cos 𝛾 = −2/7.

2.8 Мiшаний добуток векторiв

Мiшаним добутком �⃗� �⃗� �⃗� âïîðÿäêîâàíî¨ òðiéêè âåêòîðiâ �⃗�, �⃗� i �⃗� íàçèâà-
¹òüñÿ ÷èñëî, ÿêå äîðiâíþ¹ âåêòîðíîìó äîáóòêó �⃗�× �⃗�, ïîìíîæåíîìó ñêàëÿðíî
íà âåêòîð �⃗�:

�⃗� �⃗� �⃗� = (⃗𝑎× �⃗�) · �⃗�. (2.29)

Ïåðåðàõó¹ìî основнi властивостi мiшаного добутку векторiв:
1. (⃗𝑎× �⃗�) · �⃗� = �⃗� · (⃗𝑏× �⃗�);
2. �⃗� �⃗� �⃗� = �⃗� �⃗� �⃗� = �⃗� �⃗� �⃗� = −�⃗� �⃗� �⃗� = −�⃗� �⃗� �⃗� = −�⃗� �⃗� �⃗�;
3. ãåîìåòðè÷íèé çìiñò ìiøàíîãî äîáóòêó ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó:

�⃗� �⃗� �⃗� = ±𝑉, (2.30)

äå 𝑉 � îá'¹ì ïàðàëåëåïiïåäà, ïîáóäîâàíîãî íà öèõ âåêòîðàõ, âçÿòèé çi çíà-
êîì �+�, ÿêùî òðiéêà âåêòîðiâ �⃗�, �⃗�, �⃗� � ïðàâà, àáî çi çíàêîì �−�, ÿêùî âîíà
ëiâà (äèâ. ðèñ. 2.8); îá'¹ì âiäïîâiäíî¨ ïiðàìiäè

𝑉ïið = ±1

6
�⃗� �⃗� �⃗�; (2.31)

4. íåîáõiäíà i äîñòàòíÿ óìîâà êîìïëàíàðíîñòi àáî ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi
âåêòîðiâ �⃗�, �⃗�, �⃗� âèðàæà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

�⃗� �⃗� �⃗� = 0. (2.32)
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ßêùî âåêòîðè �⃗�, �⃗�, �⃗� çàäàíî ñâî¨ìè êîîðäèíàòàìè: �⃗� = (𝑎𝑥, 𝑎𝑦, 𝑎𝑧), �⃗� =
(𝑏𝑥, 𝑏𝑦, 𝑏𝑧), �⃗� = (𝑐𝑥, 𝑐𝑦, 𝑐𝑧), òî ¨õ ìiøàíèé äîáóòîê âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

�⃗� �⃗� �⃗� =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝑎𝑧

𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧

𝑐𝑥 𝑐𝑦 𝑐𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ . (2.33)

Приклад 2.16. Дано вектори �⃗� = (7, 6, 1), �⃗� = (4, 0, 3), �⃗� = (3, 6, 4). Необхi-
дно встановити, чи компланарнi данi вектори, у випадку їх некомпланар-
ностi з’ясувати, яку трiйку (праву чи лiву) вони утворюють, i обчислити
об’єм побудованої на них пiрамiди.

Розв’язок.

Обчислимо

�⃗� �⃗� �⃗� =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 7 6 1

4 0 3
3 6 4

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = −144.

Iз значення мiшаного добутку випливає, що вектори некомпланарнi, утво-

рюють лiву трiйку i об’єм пiрамiди рiвний 𝑉 =
1

6
· 144 = 24.

Завдання для самостiйної роботи

1. Çíàéòè îá'¹ì ïàðàëåëåïiïåäà, ïîáóäîâàíîãî íà âåêòîðàõ �⃗� = (2⃗𝑖+ �⃗� +

3�⃗�), �⃗� = (3⃗𝑖+ �⃗� + 2�⃗�) i �⃗� = (⃗𝑖+ 3⃗𝑗 + �⃗�).

Вiдповiдь: 𝑉 = 13.

2. Âåêòîðè �⃗�, �⃗�, �⃗�, ùî óòâîðþþòü ïðàâó òðiéêó, âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíi.
Çíàþ÷è, ùî |⃗𝑎| = 4, |⃗𝑏| = 2, |⃗𝑐| = 3, îá÷èñëèòè �⃗� �⃗� �⃗�.

Вiдповiдь: �⃗� �⃗� �⃗� = 24.

3 ЕЛЕМЕНТИ АНАЛIТИЧНОЇ ГЕОМЕТРIЇ

3.1 Лiнiї на площинi та їх рiвняння

Ðiâíÿííÿ
𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0 (3.1)

íàçèâà¹òüñÿ рiвнянням лiнiї 𝑙, ÿêà çàäàíà íà ïëîùèíi âiäíîñíî äåÿêî¨ ñè-
ñòåìè êîîðäèíàò, ÿêùî öå ðiâíÿííÿ çàäîâîëüíÿþòü êîîðäèíàòè 𝑥, 𝑦 êîæíî¨
òî÷êè, ùî ëåæèòü íà ëiíi¨ 𝑙, i íå çàäîâîëüíÿþòü êîîðäèíàòè 𝑥, 𝑦 æîäíî¨
òî÷êè, ÿêà íå ëåæèòü íà öié ëiíi¨.
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3.2 Пряма на площинi. Рiзнi види рiвнянь прямої на

площинi

Ïðÿìà íà ïëîùèíi ãåîìåòðè÷íî ìîæå áóòè çàäàíà ðiçíèìè ñïîñîáàìè.
Âiäïîâiäíî ðiçíèì ñïîñîáàì çàäàííÿ ïðÿìî¨ âiäïîâiäàþòü ó ïðÿìîêóòíié
ñèñòåìi êîîðäèíàò ðiçíi âèäè ¨¨ ðiâíÿíü.

1. Рiвняння прямої, що проходить через точку 𝑀0(𝑥0, 𝑦0), па-
ралельно вектору �⃗� = (𝑚,𝑛). Íåõàé 𝑀(𝑥, 𝑦) � äîâiëüíà òî÷êà ïðÿìî¨

(ðèñ. 3.1), òîäi
−−−→
𝑀0𝑀 ‖ �⃗� i ïðÿìà ëiíiÿ íà ïëîùèíi ìîæå áóòè çàäàíà ве-

кторним рiвнянням у параметричнiй формi

Рис. 3.1.

�⃗�(𝑡) = �⃗�0 + �⃗�𝑡, (3.2)

�⃗� – напрямний вектор прямої 𝑙, �⃗�0 � ðàäióñ-âåêòîð ôiêñîâàíî¨ òî÷êè
𝑀0(𝑥0, 𝑦0) íà ïðÿìié, �⃗�(𝑡) � ðàäióñ-âåêòîð äîâiëüíî¨ òî÷êè íà ïðÿìié, 𝑡 �
ñêàëÿðíèé ïàðàìåòð.

Ïðèðiâíþþ÷è âiäïîâiäíi êîîðäèíàòè âåêòîðiâ �⃗� òà �⃗�0 + �⃗�𝑡 çà ôîðìóëîþ
(3.2), ìà¹ìî

𝑥 = 𝑥0 +𝑚𝑡, 𝑦 = 𝑦0 + 𝑛𝑡, (3.3)

çâiäêè
𝑥− 𝑥0
𝑚

=
𝑦 − 𝑦0
𝑛

. (3.4)

Ðiâíÿííÿ (3.3) íàçèâàþòüñÿ параметричними рiвняннями прямої, ðiâ-
íÿííÿ (3.4) � ¨¨ канонiчним рiвнянням.

Приклад 3.1. Сила 𝐹 = (3,−1) прикладена до точки 𝑀0(−1, 2). Записати
рiвняння прямої, вздовж якої напрямлена ця сила.

Розв’язок.

Записуємо рiвняння прямої, що проходить через задану точку 𝑀0, па-
ралельно до заданого вектора 𝐹

𝑥+ 1

3
=
𝑦 − 2

−1

44



або
3𝑦 + 𝑥− 5 = 0.

2. ßêùî â ðiâíÿííi (3.4) ââåñòè ïîçíà÷åííÿ
𝑛

𝑚
= 𝑘, 𝑦0 −

𝑛

𝑚
𝑥0 = 𝑏, òî

äiñòàíåìî
𝑦 = 𝑘𝑥+ 𝑏. (3.5)

Âiäíîøåííÿ 𝑘 =
𝑛

𝑚
= tg𝛼, äå 𝛼 � êóò, óòâîðåíèé ïðÿìîþ ç äîäàòíiì íà-

Рис. 3.2.

ïðÿìîì îñi 𝑂𝑥 (ðèñ. 3.2), íàçèâà¹òüñÿ кутовим коефiцiєнтом прямої, à
âåëè÷èíà 𝑏 = 𝑦0−

𝑛

𝑚
𝑥0 ¹ îðäèíàòîþ òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìî¨ ç âiññþ 𝑂𝑦. Ðiâ-

íÿííÿ (3.5), íàçèâà¹òüñÿ рiвнянням прямої з кутовим коефiцiєнтом.

Приклад 3.2. Записати рiвняння прямої, що проходить через точку
𝐴(4,−2) пiд кутом 135∘ до додатного напрямку осi 𝑂𝑥.

Розв’язок.

Знаходимо tg 135∘ = −1 та обчислюємо 𝑏 = 𝑦0− tg 135∘ ·𝑥0 = −2 + 4 = 2.
Тодi рiвняння прямої набуває вигляду 𝑦 = −𝑥+ 2 = 2 − 𝑥.

ßêùî ïðÿìà ìà¹ êóòîâèé êîåôiöi¹íò 𝑘 i ïðîõîäèòü ÷åðåç çàäàíó òî÷êó
𝑀0(𝑥0, 𝑦0), òî ¨¨ ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä:

𝑦 − 𝑦0 = 𝑘(𝑥− 𝑥0). (3.6)

3. Рiвняння прямої, яка проходить через двi заданi точки
𝑀1(𝑥1, 𝑦1) та 𝑀2(𝑥2, 𝑦2), äiñòàíåìî ç ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç

òî÷êó 𝑀1 i ìà¹ íàïðÿìíèé âåêòîð �⃗� =
−−−→
𝑀1𝑀2 = (𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1):

𝑥− 𝑥1
𝑥2 − 𝑥1

=
𝑦 − 𝑦1
𝑦2 − 𝑦1

. (3.7)
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Приклад 3.3. Скласти рiвняння прямої, що проходить через точки
𝐴(−5, 4), 𝐵(3,−2).

Розв’язок.

Маємо
𝑥+ 5

3 + 5
=

𝑦 − 4

−2 − 4
або

𝑥+ 5

8
=
𝑦 − 4

−6
.

y

x

B b(0,   )

O

b

a

A a(  , 0)

Рис. 3.3.

4. ßêùî ïðÿìà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè 𝐴(𝑎, 0) òà 𝐵(0, 𝑏), òîáòî âiäòèíà¹
íà îñÿõ âiäðiçêè 𝑎 òà 𝑏 (ðèñ. 3.3), òî ç ðiâíÿííÿ (3.7) ìà¹ìî

𝑥− 𝑎

0 − 𝑎
=
𝑦 − 0

𝑏− 0
àáî

𝑥

𝑎
+
𝑦

𝑏
= 1. (3.8)

Ðiâíÿííÿ (3.8) íàçèâà¹òüñÿ рiвнянням прямої, у вiдрiзках на осях.

Приклад 3.4. Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку
𝐴(2,−1) та вiдтинає на пiвосi 𝑂𝑦 вiдрiзок, вдвiчi бiльший нiж на додатнiй
пiвосi 𝑂𝑥.

Розв’язок.

Нехай дана пряма на додатнiй пiвосi 𝑂𝑥 вiдтинає вiдрiзок 𝑎, а на пiвосi
𝑂𝑦 – вiдрiзок 𝑏 = 2𝑎. Тодi рiвняння прямої у вiдрiзках на осях має вигляд

𝑥

𝑎
+

𝑦

2𝑎
= 1.

Якщо точка 𝐴(2,−1) лежить цiй на прямiй, то її координати повиннi
задовiльняти дане рiвняння

2

𝑎
+

−1

2𝑎
= 1.

Звiдки знаходимо значення 𝑎 =
3

2
. Тодi рiвняння прямої остаточно набуває

вигляду
2𝑥

3
+
𝑦

3
= 1 або 2𝑥+ 𝑦 = 3.
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5. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç çàäàíó òî÷êó
𝑀1(𝑥1, 𝑦1) ïåðïåíäèêóëÿðíî äî çàäàíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà �⃗� = (𝐴,𝐵).
Âiçüìåìî íà ïðÿìié 𝑙 äîâiëüíó òî÷êó (ðèñ. 3.4) 𝑀(𝑥, 𝑦) i ââåäåìî âåêòîð

n = A( , )B

M x  y( , )

y

xO

M x y1 ( , )1 1

Рис. 3.4.

−−−→
𝑀1𝑀 = (𝑥− 𝑥1, 𝑦 − 𝑦1). Îñêiëüêè âåêòîðè �⃗� i

−−−→
𝑀1𝑀 ïåðïåíäèêóëÿðíi, òî ¨õ

ñêàëÿðíèé äîáóòîê äîðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî

𝐴(𝑥− 𝑥1) +𝐵(𝑦 − 𝑦1) = 0. (3.9)

Ðiâíÿííÿ (3.9) íàçèâà¹òüñÿ рiвнянням прямої, яка проходить через за-
дану точку перпендикулярно до заданого вектора. Âåêòîð �⃗� = (𝐴,𝐵)
íàçèâà¹òüñÿ нормальним вектором прямої.

Приклад 3.5. Записати рiвняння прямої заданої точкою 𝑀(−1, 2) i нор-
мальним вектором �⃗� = (2, 2).

Розв’язок.

Вiдповiдно до формули (3.9) маємо:

2(𝑥+ 1) + 2(𝑦 − 2) = 0

або
𝑥+ 𝑦 − 1 = 0.

6. Ðiâíÿííÿ âèäó
𝐴𝑥+𝐵𝑦 + 𝐶 = 0 (3.10)

íàçèâà¹òüñÿ загальним рiвнянням прямої. Êîåôiöi¹íòè 𝐴 i 𝐵 ïðè 𝑥 i 𝑦
çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ ¹ êîîðäèíàòàìè ¨¨ íîðìàëüíîãî âåêòîðà.

Îñîáëèâi âèïàäêè:

à) ïðè 𝐶 = 0 𝑦 = −𝐴
𝐵
𝑥 � ïðÿìà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê ñèñòåìè êîîð-

äèíàò;

á) ïðè 𝐵 = 0 𝑥 = −𝐶
𝐴

= 𝑎 � ïðÿìà ïàðàëåëüíà îñi 𝑂𝑦;
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â) ïðè 𝐴 = 0 𝑦 = −𝐶
𝐵

= 𝑏 � ïðÿìà ïàðàëåëüíà îñi 𝑂𝑥;

ã) ïðè 𝐵 = 𝐶 = 0 𝐴𝑥 = 0, 𝑥 = 0 � âiñü 𝑂𝑦;
ä) ïðè 𝐴 = 𝐶 = 0 𝐵𝑦 = 0, 𝑦 = 0 � âiñü 𝑂𝑥.

Приклад 3.6. Точка 𝐴(−2, 3) лежить на прямiй, перпендикулярнiй до пря-
мої 2𝑥− 3𝑦 + 8 = 0. Записати рiвняння цiєї прямої.

Розв’язок.

Iз загального рiвняння прямої 2𝑥 − 3𝑦 + 8 = 0 знаходимо координати
її нормального вектора �⃗� = (2,−3). Пряма, рiвняння якої ми шукаємо,
перпендикулярна до прямої 2𝑥 − 3𝑦 + 8 = 0, а отже паралельна вектору
�⃗� = (2,−3). Тодi записуємо рiвняння прямої, що проходить через точку
𝐴(−2, 3) i має напрямний вектор �⃗� = (2,−3):

𝑥+ 2

2
=
𝑦 − 3

−3
.

Можемо привести його до загального вигляду

3𝑥+ 2𝑦 = 0.

Завдання для самостiйної роботи

1. Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó 𝐴(3, 1) ïåðïåí-
äèêóëÿðíî äî ïðÿìî¨ 𝐵𝐶, ÿêùî 𝐵(2, 5), 𝐶(1, 0).

Вiдповiдь: 𝑥+ 5𝑦 − 8 = 0.

2. Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó 𝐴(−2, 1) ïàðà-
ëåëüíî äî ïðÿìî¨ 𝑀𝑁 , ÿêùî 𝑀(−3,−2), 𝑁(1, 6).

Вiдповiдь: 2𝑥− 𝑦 + 5 = 0.

3.3 Кут мiж двома прямими. Умови паралельностi i

перпендикулярностi двох прямих

1. Êóò 𝜙, ÿêèé âiäðàõîâó¹òüñÿ ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè âiä ïðÿìî¨ 𝑙1
äî ïðÿìî¨ 𝑙2 (äèâ. ðèñ. 3.5), çàäàíèõ ðiâíÿííÿìè 𝑦 = 𝑘1𝑥+ 𝑏1 i 𝑦 = 𝑘2𝑥+ 𝑏2,
âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

tg𝜙 =
𝑘2 − 𝑘1
1 + 𝑘1𝑘2

. (3.11)

ßêùî ïðÿìi ïàðàëåëüíi, òî 𝜙 = 0 i tg𝜙 = 0. Îòæå, óìîâîþ ïàðàëåëüíîñòi
äâîõ ïðÿìèõ ¹ ðiâíiñòü ¨õ êóòîâèõ êîåôiöi¹íòiâ

𝑘1 = 𝑘2. (3.12)
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Рис. 3.5.

ßêùî ïðÿìi 𝑙1 i 𝑙2 ïåðïåíäèêóëÿðíi, òî 𝜙 = 90∘ i tg𝜙 íå iñíó¹. Òàêèì
÷èíîì óìîâà ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi ìà¹ âèãëÿä:

𝑘1𝑘2 + 1 = 0 àáî 𝑘2 = − 1

𝑘1
. (3.13)

Приклад 3.7. Точка 𝑃 (−2, 3) лежить на прямiй, що перпендикулярна до
прямої 2𝑥− 3𝑦 + 8 = 0. Записати рiвняння цiєї прямої.

Розв’язок.

Так як шукана пряма перпендикулярна заданiй, то згiдно (3.13) її куто-
вий коефiцiєнт 𝑘2 має бути обернений за абсолютною величиною i проти-
лежний за знаком до кутового коефiцiєнта заданої прямої 𝑘1:

𝑘2 = − 1

𝑘1
.

Знайдемо кутовий коефiцiєнт заданої прямої. Для цього перепишемо її рiв-
няння у виглядi

𝑦 =
2

3
𝑥+

8

3
.

Звiдки знаходимо:
𝑘1 = −𝐴

𝐵
=

2

3
.

За умовою перпендикулярностi:

𝑘2 = − 1

𝑘1
= −1

2
3

= −3

2
.

Знаходимо рiвняння шуканої прямої за формулою (3.6):

𝑦 − 𝑦0 = 𝑘(𝑥− 𝑥0),

𝑦 − 3 = −3

2
(𝑥+ 2),

2(𝑦 − 3) = −3(𝑥+ 2),

2𝑦 − 6 = −3𝑥− 6,

3𝑥+ 2𝑦 = 0.

49



Отже, шукане рiвняння прямої: 3𝑥+ 2𝑦 = 0.

2. Íåõàé ïðÿìi 𝑙1 i 𝑙2 çàäàíî êàíîíi÷íèìè ðiâíÿííÿìè

𝑥− 𝑥1
𝑚1

=
𝑦 − 𝑦1
𝑛1

;
𝑥− 𝑥2
𝑚2

=
𝑦 − 𝑦2
𝑛2

. (3.14)

Îñêiëüêè âåêòîðè �⃗�1 = (𝑚1, 𝑛1) i �⃗�2 = (𝑚2, 𝑛2) ¹ íàïðÿìíèìè âåêòîðàìè
ïðÿìèõ i êóò 𝜙 = (�⃗�1̂︀, �⃗�2), òî ìà¹ìî

cos𝜙 =
�⃗�1 · �⃗�2
|�⃗�1||�⃗�2|

=
𝑚1𝑚2 + 𝑛1𝑛2√︀
𝑚2

1 + 𝑛21
√︀
𝑚2

2 + 𝑛22
. (3.15)

ßêùî ïðÿìi 𝑙1 i 𝑙2 ïàðàëåëüíi, òî âåêòîðè �⃗�1 i �⃗�2 òåæ ïàðàëåëüíi, òîìó ¨õ
êîîðäèíàòè ïðîïîðöiéíi, òîáòî

𝑚1

𝑚2
=
𝑛1
𝑛2

(3.16)

� умова паралельностi двох прямих. ßêùî ïðÿìi 𝑙1 i 𝑙2 ïåðïåíäèêóëÿðíi,
òî âåêòîðè �⃗�1 i �⃗�2 òåæ ïåðïåíäèêóëÿðíi i ¨õ ñêàëÿðíèé äîáóòîê äîðiâíþ¹
íóëþ

𝑚1𝑚2 + 𝑛1𝑛2 = 0 (3.17)

� умова перпендикулярностi двох прямих.

Приклад 3.8. Знайти кути трикутника, вершини якого 𝐴(1,−1), 𝐵(3, 5),
𝐶(−7, 11) (див. рис. 3.6).

Рис. 3.6.

Розв’язок.
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Скористаємося рiвнянням прямої, що проходить через двi заданi точки
(3.7):

𝑥− 𝑥1
𝑥2 − 𝑥1

=
𝑦 − 𝑦1
𝑦2 − 𝑦1

.

Для знаходження рiвняння сторони 𝐴𝐵 пiдставимо координати точок
𝐴(1,−1) та 𝐵(3, 5) в рiвняння (3.7):

𝑥− 1

3 − 1
=
𝑦 + 1

5 + 1
⇒ 𝑥− 1

2
=
𝑦 + 1

6
⇒ 𝑥− 1

1
=
𝑦 + 1

3
.

Для знаходження рiвняння сторони 𝐴𝐶 беремо точки 𝐴(1,−1) та
𝐶(−7, 11), тодi

𝑥− 1

−7 − 1
=

𝑦 + 1

11 + 1
⇒ 𝑥− 1

−8
=
𝑦 + 1

12
⇒ 𝑥− 1

−2
=
𝑦 + 1

3
.

Рiвняння сторони 𝐵𝐶 знаходимо, використовуючи точки 𝐵(3, 5) та
𝐶(−7, 11)

𝑥− 3

−7 − 3
=

𝑦 − 5

11 − 5
⇒ 𝑥− 3

−10
=
𝑦 − 5

6
⇒ 𝑥− 3

−5
=
𝑦 − 5

3
.

З одержаних рiвнянь сторiн трикутника можемо визначити коорди-
нати їх напрямних векторiв i за формулою (3.15) знайти кути мiж ними.
Зокрема, �⃗�AB = (1, 3), �⃗�AC = (−2, 3), �⃗�BC = (−5, 3) i

cos∠𝐴 =
𝑚AB𝑚AC + 𝑛AB𝑛AC√︀
𝑚2
AB + 𝑛2AB

√︀
𝑚2
AC + 𝑛2AC

=
1 · (−2) + 3 · 3√

12 + 32
√︀

(−2)2 + 32
=

7√
130

,

∠𝐴 = arccos
7√
130

≈ 52∘;

cos∠(𝐴𝐵̂︀, 𝐵𝐶) =
𝑚AB𝑚BC + 𝑛AB𝑛BC√︀
𝑚2
AB + 𝑛2AB

√︀
𝑚2
BC + 𝑛2BC

=
1 · (−5) + 3 · 3√

12 + 32
√︀

(−5)2 + 32
=

2√
85
,

cos∠𝐵 = cos(𝜋 − ∠(𝐴𝐵̂︀, 𝐵𝐶)) = − cos∠(𝐴𝐵̂︀, 𝐵𝐶) = − 2√
85
,

∠𝐵 = arccos

(︂
− 2√

85

)︂
≈ 103∘;

cos∠𝐶 =
𝑚AC𝑚BC + 𝑛AC𝑛BC√︀
𝑚2
AC + 𝑛2AC

√︀
𝑚2
BC + 𝑛2BC

=
(−2) · (−5) + 3 · 3√︀

(−2)2 + 32
√︀

(−5)2 + 32
=

19√
442

,

∠𝐶 = arccos
19√
442

≈ 25∘.
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3. Íåõàé òåïåð ïðÿìi 𝑙1 òà 𝑙2 çàäàíi çàãàëüíèìè ðiâíÿííÿìè 𝐴1𝑥+𝐵1𝑦+
𝐶1 = 0 i 𝐴2𝑥+𝐵2𝑦+𝐶2 = 0. Òîäi êóò 𝜙 ìiæ íèìè äîðiâíþ¹ êóòó ìiæ ¨õíiìè
íîðìàëüíèìè âåêòîðàìè �⃗�1 = (𝐴1, 𝐵1) i �⃗�2 = (𝐴2, 𝐵2). Àíàëîãi÷íî äiñòàíåìî

1) ôîðìóëó äëÿ êîñèíóñà êóòà 𝜙 ìiæ ïðÿìèìè

cos𝜙 =
𝐴1𝐴2 +𝐵1𝐵2√︀

𝐴2
1 +𝐵2

1

√︀
𝐴2

2 +𝐵2
2

; (3.18)

2) óìîâó ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìèõ

𝐴1

𝐴2
=
𝐵1

𝐵2
; (3.19)

3) óìîâó ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi ïðÿìèõ

𝐴1𝐴2 +𝐵1𝐵2 = 0. (3.20)

Координати точки перетину прямих çàäàíèõ ðiâíÿííÿìè𝐴1𝑥+𝐵1𝑦+
𝐶1 = 0 i 𝐴2𝑥+𝐵2𝑦+𝐶2 = 0 âèçíà÷àþòüñÿ øëÿõîì ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè öèõ
ðiâíÿíü:

𝐴1𝑥+𝐵1𝑦 + 𝐶1 = 0,

𝐴2𝑥+𝐵2𝑦 + 𝐶2 = 0.

⎫⎬⎭ (3.21)

Приклад 3.9. Знайти кути та площу трикутника, сторони якого задано
рiвняннями: 5𝑥− 2𝑦 − 11 = 0, 𝑥+ 2𝑦 + 5 = 0, 𝑥− 2𝑦 + 1 = 0.

Розв’язок.

Рис. 3.7.

Побудуємо заданий трикутник (див. рис. 3.7) i позначимо його вершини
буквами 𝐴, 𝐵, 𝐶. Рiвняння сторони 𝐴𝐵 є 𝑥 − 2𝑦 + 1 = 0. Координати
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нормального вектора прямої 𝐴𝐵 рiвнi �⃗�AB = (1,−2). Рiвняння сторони 𝐵𝐶
є 𝑥 + 2𝑦 + 5 = 0, координати нормального вектора 𝐵𝐶 рiвнi �⃗�BC = (1, 2).
Рiвняння сторони 𝐴𝐶 є 5𝑥− 2𝑦− 11 = 0, координати нормального вектора
𝐴𝐶 рiвнi �⃗�AC = (5,−2). Кути трикутника знаходимо за формулою (3.18).
Зокрема,

cos∠𝐴 =
𝐴AB𝐴AC +𝐵AB𝐵AC√︀
𝐴2
AB +𝐵2

AB

√︀
𝐴2
AC +𝐵2

AC

=
1 · 5 + (−2) · (−2)√︀

12 + (−2)2
√︀

52 + (−2)2
=

9√
145

,

∠𝐴 = arccos
9√
145

≈ 42∘.

Кут мiж прямими 𝐵𝐶 i 𝐴𝐵 (див. рис. 3.7 та взаємне розташування
𝐵𝐶 i 𝐴𝐵) рiвний

cos𝜙 =
𝐴AB𝐴BC +𝐵AB𝐵BC√︀
𝐴2
AB +𝐵2

AB

√︀
𝐴2
BC +𝐵2

BC

=
1 · 1 + (−2) · 2√︀

12 + (−2)2
√

12 + 22
= −3

5
,

тому

cos∠𝐵 = cos(𝜋 − 𝜙) = − cos𝜙 =
3

5
,

∠𝐵 = arccos
3

5
≈ 53∘.

cos∠𝐶 =
𝐴AC𝐴BC +𝐵AC𝐵BC√︀
𝐴2
AC +𝐵2

AC

√︀
𝐴2
BC +𝐵2

BC

=
5 · 1 + (−2) · 2√︀

52 + (−2)2
√

12 + 22
=

1√
145

,

∠𝐶 = arccos
1√
145

≈ 85∘.

Для того, щоб знайти площу трикутника, необхiдно визначити коор-
динати його вершин. Точки 𝐴, 𝐵 i 𝐶 ми знайдемо розв’язавши системи
рiвнянь (3.21) прямих що перетинаються.

Розв’яжемо систему:

𝑥− 2𝑦 + 1 = 0,
5𝑥− 2𝑦 − 11 = 0.

}︂
За формулами Крамера маємо:

△ =

⃒⃒⃒⃒
1 −2
5 −2

⃒⃒⃒⃒
= 8, △𝑥 =

⃒⃒⃒⃒
−1 −2
11 −2

⃒⃒⃒⃒
= 24, △𝑦 =

⃒⃒⃒⃒
1 −1
5 11

⃒⃒⃒⃒
= 16,

𝑥 =
△𝑥

△
=

24

8
= 3, 𝑦 =

△𝑦

△
=

16

8
= 2.
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Отримуємо точку 𝐴(3, 2).
Розв’язуємо систему:

𝑥− 2𝑦 + 1 = 0,
𝑥+ 2𝑦 + 5 = 0.

}︂
Аналогiчно

△ =

⃒⃒⃒⃒
1 −2
1 2

⃒⃒⃒⃒
= 4, △𝑥 =

⃒⃒⃒⃒
−1 −2
−5 2

⃒⃒⃒⃒
= −12, △𝑦 =

⃒⃒⃒⃒
1 −1
1 −5

⃒⃒⃒⃒
= −4,

𝑥 =
−12

4
= −3, 𝑦 =

−4

4
= −1.

Отримуємо точку 𝐵(−3,−1).
Розв’язуємо систему:

5𝑥− 2𝑦 − 11 = 0,
𝑥+ 2𝑦 + 5 = 0.

}︂
Знаходимо

△ =

⃒⃒⃒⃒
5 −2
1 2

⃒⃒⃒⃒
= 12, △𝑥 =

⃒⃒⃒⃒
11 −2
−5 2

⃒⃒⃒⃒
= 12, △𝑦 =

⃒⃒⃒⃒
5 11
1 −5

⃒⃒⃒⃒
= −36,

𝑥 =
12

12
= 1, 𝑦 =

−36

12
= −3.

Отримуємо точку 𝐶(1,−3).
Площу трикутника знайдемо за формулою (2.27):

𝑆ABC =
1

2
|𝑥1(𝑦2 − 𝑦3) + 𝑥2(𝑦3 − 𝑦1) + 𝑥3(𝑦1 − 𝑦2)| ;

𝑆ABC =
1

2
|3(−1 − (−3)) − 3(−3 − 2) + 1(2 − (−1))| =

1

2
(6 + 15 + 3) =

=
24

2
= 12 кв. од.

Вiдстань вiд точки 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) до прямої 𝐴𝑥+𝐵𝑦 + 𝐶 = 0 çíàõîäÿòü
çà ôîðìóëîþ

𝑑 =
|𝐴𝑥0 +𝐵𝑦0 + 𝐶|√

𝐴2 +𝐵2
. (3.22)

×èñëî 𝑑 çàâæäè äîäàòíå, òîìó ùî öå âiäñòàíü. Вiдхиленням 𝛿 òî÷êè
𝑀0(𝑥0, 𝑦0) âiä ïðÿìî¨ 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0 íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíå ÷èñëî 𝛿 = 𝑑,
ÿêùî òî÷êè 𝑀0 i ïî÷àòîê êîîðäèíàò 𝑂(0, 0) ëåæàòü ïî ðiçíi ñòîðîíè âiä
ïðÿìî¨, i âiä'¹ìíå ÷èñëî 𝛿 = −𝑑, ÿêùî òî÷êè 𝑀0 i 𝑂(0, 0) ëåæàòü ïî îäèí
áiê âiä íå¨. Ç ôîðìóëè (3.22) âèïëèâà¹, ùî âiäõèëåííÿ

𝛿 =
𝐴𝑥0 +𝐵𝑦0 + 𝐶

±
√
𝐴2 +𝐵2

, (3.23)

äå çíàê çíàìåííèêà ìà¹ áóòè ïðîòèëåæíèé äî çíàêà 𝐶.
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Приклад 3.10. Знайти вiдстань мiж двома паралельними прямими:

3𝑥+ 4𝑦 − 12 = 0,
3𝑥+ 4𝑦 + 13 = 0.

Розв’язок.

Шукану вiдстань знайдемо як вiдстань вiд довiльної точки однiєї прямої
до другої прямої. Вiзьмемо на першiй прямiй довiльну точку, наприклад
точку з абсцисою 𝑥 = 4, її ордината буде:

3 · 4 + 4 · 𝑦 − 12 = 0; 4𝑦 = 0; 𝑦 = 0.

Отже, на першiй прямiй вибрана точка 𝑀0(4, 0). Вiдстань вiд точки
𝑀0(4, 0) до заданої другої прямої 3𝑥 + 4𝑦 + 13 = 0 знайдемо за формулою
(3.22):

𝑑 =
|3 · 4 + 4 · 0 + 13|√

32 + 42
=

|12 + 0 + 13|√
25

=
25

5
= 5 (лiн. од.).

Приклад 3.11. Задано вершини трикутника 𝐴(12,−4), 𝐵(0, 5),
𝐶(−12,−11). Знайти:

1) довжини сторiн;
2) рiвняння сторiн;
3) рiвняння висоти, що проведена з вершини 𝐵;
4) довжину цiєї висоти;
5) рiвняння медiани, що проведена iз вершини 𝐴;
6) точку перетину висоти, що проведена iз вершини 𝐵, та медiани, що

проведена з точки 𝐴;
7) рiвняння бiсектриси кута 𝐶;
8) центр ваги трикутника;
9) кут 𝐶;
10) площу трикутника.

Розв’язок.

1. Довжини сторiн знайдемо за допомогою формули (2.14) для вiдстанi мiж
двома точками :

𝑑 =
√︀

(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2.

𝑑AB =
√︀

(0 − 12)2 + (5 + 4)2 =
√

144 + 81 =
√

225 = 15;

𝑑BC =
√︀

(−12 − 0)2 + (−11 − 5)2 =
√

144 + 256 =
√

400 = 20;

𝑑AC =
√︀

(−12 − 12)2 + (−11 + 4)2 =
√

576 + 49 =
√

625 = 25.
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Рис. 3.8.

2. Кожна сторона трикутника проходить через двi точки (див.
рис. 3.8), тому для знаходження рiвнянь сторiн використаємо формулу
(3.7):

𝑥− 𝑥1
𝑥2 − 𝑥1

=
𝑦 − 𝑦1
𝑦2 − 𝑦1

.

Знаходимо рiвняння сторiн:

AB:
𝑥− 12

0 − 12
=
𝑦 + 4

5 + 4
⇒ 𝑥− 12

−12
=
𝑦 + 4

9
⇒ 𝑥− 12

−4
=
𝑦 + 4

3
⇒

⇒ 3𝑥− 36 = −4𝑦 − 16 ⇒ 3𝑥+ 4𝑦 − 20 = 0;

BC:
𝑥− 0

−12 − 0
=

𝑦 − 5

−11 − 5
⇒ 𝑥

−12
=
𝑦 − 5

−16
⇒ 𝑥

3
=
𝑦 − 5

4
⇒

⇒ 4𝑥 = 3𝑦 − 15 ⇒ 4𝑥− 3𝑦 + 15 = 0;

AC:
𝑥− 12

−12 − 12
=

𝑦 + 4

−11 + 4
⇒ 𝑥− 12

−24
=
𝑦 + 4

−7
⇒ 𝑥− 12

24
=
𝑦 + 4

7
⇒

⇒ 7𝑥− 84 = 24𝑦 + 96 ⇒ 7𝑥− 24𝑦 − 180 = 0.

3. Щоб скласти рiвняння висоти, яка проведена iз точки 𝐵 на сторону
𝐴𝐶, необхiдно знати кутовий коефiцiєнт висоти.

Спочатку знайдемо кутовий коефiцiєнт сторони 𝐴𝐶

𝑘1 = −𝐴
𝐵

= − 7

−24
=

7

24
.

З умови перпендикулярностi двох прямих 𝑘1 ·𝑘2 = −1 знайдемо кутовий
коефiцiєнт висоти 𝐵𝐷:

𝑘2 = − 1

𝑘1
= − 1

7
24

= −24

7
.
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Складемо рiвняння висоти, скориставшись формулою (3.6):

𝑦 − 𝑦0 = 𝑘(𝑥− 𝑥0),

𝑦 − 5 = −24

7
(𝑥− 0) ⇒ 7𝑦 − 35 = −24𝑥⇒ 24𝑥+ 7𝑦 − 35 = 0.

Отже, шукане рiвняння висоти 𝐵𝐷: 24𝑥+ 7𝑦 − 35 = 0.
4. Для знаходження довжини 𝐵𝐷 використаємо формулу (3.22)

𝑑 =
|𝐴𝑥0 +𝐵𝑦0 + 𝐶|√

𝐴2 +𝐵2
,

за допомогою якої знайдемо вiдстань вiд точки 𝐵(0, 5) до прямої 𝐴𝐶 (7𝑥−
24𝑦 − 180 = 0)

𝑑BD =
|7 · 0 − 24 · 5 − 180|√︀

72 + (−24)2
=

| − 300|√
49 + 576

=
300

25
= 12.

5. Для знаходження рiвняння медiани 𝐴𝑀 потрiбно знайти координати
точки 𝑀 , яка дiлить сторону 𝐵𝐶 навпiл. За формулами (2.17) (при 𝜆 = 1)
знаходимо:

𝑥M =
𝑥B + 𝑥C

2
=

0 + (−12)

2
= −6;

𝑦M =
𝑦B + 𝑦C

2
=

5 + (−11)

2
= −3.

Координати точки 𝑀(−6,−3).
Рiвняння медiани 𝐴𝑀 знайдемо як рiвняння прямої, що проходить через

двi точки 𝐴(12,−4) та 𝑀(−6,−3).

𝑥− 12

−6 − 12
=

𝑦 + 4

−3 + 4
⇒ 𝑥− 12

−18
=
𝑦 + 4

1
⇒

⇒ 𝑥− 12 = −18𝑦 − 72 ⇒ 𝑥+ 18𝑦 + 60 = 0.

Отже, шукане рiвняння медiани 𝐴𝑀 : 𝑥+ 18𝑦 + 60 = 0.
6. Щоб знайти координати точки 𝐹 перетину висоти 𝐵𝐷 та медiани

𝐴𝑀 , необхiдно розв’язати систему рiвнянь цих прямих:

24𝑥+ 7𝑦 − 35 = 0,
𝑥+ 18𝑦 + 60 = 0.

}︂
Знаходимо

△ =

⃒⃒⃒⃒
24 7
1 18

⃒⃒⃒⃒
= 425, △𝑥 =

⃒⃒⃒⃒
35 7
−60 18

⃒⃒⃒⃒
= 1050, △𝑦 =

⃒⃒⃒⃒
24 35
1 −60

⃒⃒⃒⃒
= −1475,
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𝑥 =
1050

425
=

42

17
≈ 2.47, 𝑦 =

−1475

425
= −59

17
≈ −3.47.

Отримуємо точку перетину 𝐹 (2.47,−3.47).
7. Для знаходження рiвняння бiсектриси внутрiшнього кута 𝐶 необхi-

дно знайти координати точки 𝐾. За властивiстю бiсектриси внутрiшньо-
го кута трикутника, яка дiлить протилежну сторону 𝐴𝐵 у вiдношеннi

𝜆 =
𝐴𝐾

𝐾𝐵
=

𝐴𝐶

𝐵𝐶
, знаходимо 𝜆 =

𝐴𝐶

𝐵𝐶
=

25

20
=

5

4
. Координати точки 𝐾

знаходимо за формулами (2.17):

𝑥 =
𝑥A + 𝜆𝑥B

1 + 𝜆
=

12 + 5
4 · 0

1 + 5
4

=
12 · 4

9
=

16

3
,

𝑦 =
𝑦A + 𝜆𝑦B

1 + 𝜆
=

−4 + 5
4 · 5

1 + 5
4

=
9

4
· 4

9
= 1.

Шукана точка 𝐾
(︀
−16

3 , 1
)︀
.

Знаходимо рiвняння бiсектриси внутрiшнього кути 𝐶 як рiвняння пря-
мої, що проходить через двi точки 𝐶(−12,−11) та 𝐾

(︀
−16

3 , 1
)︀
:

𝑥+ 12
16
3 + 12

=
𝑦 + 11

1 + 11
⇒ 𝑥+ 12

52
3

=
𝑦 + 11

12
⇒ 3(𝑥+ 12)

13
=
𝑦 + 11

3
⇒

⇒ 9𝑥+ 108 = 13𝑦 + 143 ⇒ 9𝑥− 13𝑦 − 35 = 0.

Отже, шукане рiвняння бiсектриси 𝐶𝐾: 9𝑥− 13𝑦 − 35 = 0.
8. Центр ваги трикутника 𝐸 лежить на перетинi його медiан або мо-

же бути визначений за формулами:

𝑥 =
𝑥A + 𝑥B + 𝑥C

3
, 𝑦 =

𝑦A + 𝑦B + 𝑦C
3

;

𝑥E =
12 + 0 − 12

3
= 0, 𝑦E =

−4 + 5 − 11

3
= −10

3
.

Шукана точка центру ваги трикутника 𝐸
(︀
0,−10

3

)︀
.

9. Величину кута 𝐶 знаходимо за формулою (3.11):

tg∠𝐶 =
𝑘BC − 𝑘AC
1 + 𝑘AC𝑘BC

.

З розв’язаного вище маємо: 𝑘AC =
7

24
, 𝑘BC =

4

3
; тодi

tg∠𝐶 =

4

3
− 7

24

1 +
7

24
· 4

3

=
18

24
=

3

4
.
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Величина кута ∠𝐶 = arctg 3
4 ≈ 37∘.

10. Площу трикутника знайдемо за формулою:

𝑆 =
1

2
𝑑AC 𝑑BD;

𝑆 =
1

2
· 25 · 12 = 25 · 6 = 150.

Шукана площа 𝑆 = 150 (кв. од.).

Завдання для самостiйної роботи

1. Äàíî âåðøèíè òðèêóòíèêà 𝐴𝐵𝐶: 𝐴(4, 3), 𝐵(−3,−3), 𝐶(2, 7). Çíàéòè:
à) ðiâíÿííÿ ñòîðîíè 𝐴𝐵;
á) ðiâíÿííÿ âèñîòè 𝐶𝐻;
â) ðiâíÿííÿ ìåäiàíè 𝐴𝑀 ;
ã) òî÷êó 𝑁 ïåðåòèíó ìåäiàíè 𝐴𝑀 i âèñîòè 𝐶𝐻;
ä) ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíó 𝐶 ïàðàëåëüíî ñòîðîíi

𝐴𝐵.
å) âiäñòàíü âiä òî÷êè 𝐶 äî ïðÿìî¨ 𝐴𝐵.

Вiдповiдь: à) 6𝑥 − 7𝑦 − 3 = 0, á) 7𝑥 + 6𝑦 − 56 = 0, â) 2𝑥 − 9𝑦 + 19 = 0,
ã) 𝑁(26/5; 49/15), ä) 6𝑥− 7𝑦 + 37 = 0, å) 𝑑 = 40/

√
85 ≈ 4, 4.

2. Âiäîìi ðiâíÿííÿ ñòîðîíè 𝐴𝐵 òðèêóòíèêà 𝐴𝐵𝐶 4𝑥 + 𝑦 = 12 òà éîãî
âèñîò 𝐵𝐻 5𝑥− 4𝑦 = 12 i 𝐴𝑀 𝑥+ 𝑦 = 6. Çíàéòè ðiâíÿííÿ äâîõ iíøèõ ñòîðií
òðèêóòíèêà 𝐴𝐵𝐶.

Вiдповiдь: 7𝑥− 7𝑦 − 16 = 0, 4𝑥+ 5𝑦 − 28 = 0.

3. Çíàéòè ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî çíàõîäèòüñÿ íà âiäñòàíi 2 âiä ïàðàëåëüíî¨
¨é ïðÿìî¨ 12𝑥+ 5𝑦 − 52 = 0.

Вiдповiдь: 12𝑥+ 5𝑦 − 26 = 0 àáî 12𝑥+ 5𝑦 − 78 = 0.

3.4 Площина в просторi

Íåõàé â ïðÿìîêóòíié ñèñòåìi êîîðäèíàò 𝑂𝑥𝑦𝑧 çàäàíî ïëîùèíó Π òî-
÷êîþ 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) i âåêòîðîì �⃗� = (𝐴,𝐵,𝐶), ïåðïåíäèêóëÿðíèì äî öi¹¨ ïëî-
ùèíè. Âèáåðåìî íà ïëîùèíi Π äîâiëüíó òî÷êó 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧). Ïðè áóäü-ÿêîìó

ïîëîæåííi òî÷êè 𝑀 âåêòîðè �⃗� i
−−−→
𝑀0𝑀 = (𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0, 𝑧 − 𝑧0) ¹ âçà¹ìíî

ïåðïåíäèêóëÿðíèìè, òîìó ¨õ ñêàëÿðíèé äîáóòîê ðiâíèé íóëþ

𝐴(𝑥− 𝑥0) +𝐵(𝑦 − 𝑦0) + 𝐶(𝑧 − 𝑧0) = 0; (3.24)

(3.24) � рiвняння площини, що проходить через точку 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) i
має нормальний вектор �⃗� = (𝐴,𝐵,𝐶).

Àáî
𝐴𝑥+𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 +𝐷 = 0 (3.25)

59



äå 𝐷 = −𝐴𝑥0−𝐵𝑦0−𝐶𝑧0. Ðiâíÿííÿ (3.25) íàçèâà¹òüñÿ загальним рiвнян-
ням площини. Âåêòîð �⃗� = (𝐴,𝐵,𝐶) íàçèâà¹òüñÿ нормальним вектором
ïëîùèíè.

𝐷 = 0, 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 = 0 � ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç
ïî÷àòîê ñèñòåìè êîîðäèíàò 𝑂(0, 0, 0);

𝐶 = 0, 𝐴𝑥+𝐵𝑦 +𝐷 = 0 � ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ïàðàëåëüíî¨ îñi 𝑂𝑧;
𝐶 = 𝐷 = 0, 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 = 0 � ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç âiñü

𝑂𝑧;
𝐵 = 𝐶 = 0, 𝐴𝑥+𝐷 = 0 � ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ïàðàëåëüíî¨ ïëîùèíi 𝑂𝑦𝑧;
𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 0 � ðiâíÿííÿ êîîðäèíàòíèõ ïëîùèí.
Ïëîùèíà Π â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìîæå áóòè çàäàíà òàêîæ

ðiâíÿííÿìè:
𝑥

𝑎
+
𝑦

𝑏
+
𝑧

𝑐
= 1 (3.26)

� рiвняння площини у вiдрiзках на осях, äå 𝑎, 𝑏, 𝑐 � âåëè÷èíè âiäðiçêiâ,
ùî ¨õ âiäòèíà¹ ïëîùèíà íà êîîðäèíàòíèõ îñÿõ 𝑂𝑥, 𝑂𝑦, 𝑂𝑧 âiäïîâiäíî;⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒ 𝑥− 𝑥1 𝑦 − 𝑦1 𝑧 − 𝑧1

𝑥2 − 𝑥1 𝑦2 − 𝑦1 𝑧2 − 𝑧1

𝑥3 − 𝑥1 𝑦3 − 𝑦1 𝑧3 − 𝑧1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 0 (3.27)

� рiвняння площини, що проходить через три точки 𝑀1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1),
𝑀2(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2), 𝑀3(𝑥3, 𝑦3, 𝑧3) (ÿêi íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié).

Приклад 3.12. Скласти рiвняння площини:
1) що приходить через точку 𝑀1 перпендикулярно до вектора

−−−→
𝑀1𝑀2,

якщо 𝑀1(3,−1, 2) i 𝑀2(4,−2,−1).
2) яка паралельна площинi 𝑂𝑥𝑧 i проходить через точку 𝑀0(7,−3, 5);
3) що проходить через вiсь 𝑂𝑧 i точку 𝑀0(−3, 1,−2);
4) яка паралельна осi 𝑂𝑥 i проходить через двi точки 𝑀1(4, 0,−2) i

𝑀2(5, 1, 7);
5) що приходить через точку 𝐶(3, 4,−5) паралельно двом векторам �⃗� =

(3, 1,−1) i �⃗� = (1,−2, 1);
6) що приходить через точку 𝑀0(7,−5, 1) i вiдтинає на осях координат

рiвнi додатнi вiдрiзки;
7) яка вiдтинає на осях 𝑂𝑥 та 𝑂𝑦 вiдрiзки 𝑎 = 3, 𝑏 = −2 i паралельна

до вектора �⃗� = (2, 1,−1).

Розв’язок.

1. Скориставшись рiвнянням (3.24), можемо записати рiвняння пло-
щини, яка проходить через точку 𝑀1 перпендиеулярно до вектора

−−−→
𝑀1𝑀2 =

(4 − 3, (−2) − (−1), −1 − 2) = (1,−1,−3):

1(𝑥− 3) − 1(𝑦 + 1) − 3(𝑧 − 2) = 0 або 𝑥− 𝑦 − 3𝑧 + 2 = 0.
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Це i є шукане рiвняння площини.
2. Знову скористаємося рiвнянням (3.24). Якщо дана площина паралель-

на площинi 𝑂𝑥𝑧, то вона має нормальний вектор �⃗� = (0, 𝐵, 0). Тодi рiвнян-
ня площини, що проходить через точку 𝑀0(7,−3, 5) має вигляд:

0(𝑥− 7) +𝐵(𝑦 + 3) + 0(𝑧 − 5) = 0 або 𝐵(𝑦 + 3) = 0.

Остаточно отримуємо рiвняння площини 𝑦 + 3 = 0.
3. Розглянемо загальне рiвняння площини (3.25). Якщо площина прохо-

дить через вiсь 𝑂𝑧, то вона має нормальний вектор �⃗� = (𝐴,𝐵, 0) i кое-
фiцiєнт 𝐷 = 0. Враховуючи, що шукана площина проходить через точку
𝑀0(−3, 1,−2), то отримаємо систему рiвняння, розв’язавши яку знайдемо
її рiвняння:

𝐴𝑥+𝐵𝑦 = 0,
−𝐴𝑥0 −𝐵𝑦0 = 0,

}︂
⇒ 𝐴𝑥+𝐵𝑦 = 0,

3𝐴−𝐵 = 0,

}︂
⇒ 𝐴𝑥+ 3𝐴𝑦 = 0,⇒ 𝑥+ 3𝑦 = 0.

4. Оскiльки площина паралельна до координатної осi 𝑂𝑥, то її нормаль-
ний вектор має координати: �⃗� = (0, 𝐵, 𝐶). Знайдемо вектор

−−−→
𝑀1𝑀2 =

(5 − 4, 1 − 0, 7 − (−2)) = (1, 1, 9), який лежить на площинi. Вектори �⃗�

i
−−−→
𝑀1𝑀2 взаємно перпендикулярнi, тому їхнiй скалярний добуток дорiвнює

нулю, тобто

�⃗� ·
−−−→
𝑀1𝑀2 = 0,

0 · 1 + 1 ·𝐵 + 9 · 𝐶 = 0, звiдки знаходимо 𝐵 = −9𝐶.

Запишемо рiвняння площини (3.24), що проходить через точку 𝑀1(4, 0,−2)

0 · 4 +𝐵(𝑦 − 0) + 𝐶(𝑧 + 2) = 0 або 𝐵𝑦 + 𝐶(𝑧 + 2) = 0

i пiдставимо в нього знайдене значення 𝐵 = −9𝐶

−9𝐶𝑦 + 𝐶(𝑧 + 2) = 0 або 9𝑦 − 𝑧 − 2 = 0.

Це i є шукане рiвняння площини.
5. Нехай точка 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) – довiльна точка шуканої площини. Тодi ве-

ктор
−−→
𝐶𝑀 = (𝑥− 3, 𝑦 − 4, 𝑧 + 5) належить цiй площинi. За умовою задачi

вектори �⃗�, �⃗� i
−−→
𝐶𝑀 є компланарними. Через це їх мiшаний добуток дорiвнює

нулю: (︁−−→
𝐶𝑀 · �⃗� · �⃗�

)︁
= 0

або ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑥− 3 𝑦 − 4 𝑧 + 5

3 1 −1
1 −2 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0.
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Обчислюючи визначник, знаходимо шукане рiвняння:

−𝑥+ 3 − 4𝑦 + 16 − 7𝑧 − 35 = 0 або 𝑥+ 4𝑦 + 7𝑧 + 16 = 0.

6. Скористаємося знову рiвнянням (3.24). Одержимо рiвняння площини
що проходить через задану точку 𝑀0(7,−5, 1):

𝐴(𝑥− 7) +𝐵(𝑦 + 5) +𝐶(𝑧 − 1) = 0 або 𝐴𝑥+𝐵𝑦 +𝐶𝑧 − 7𝐴+ 5𝐵 −𝐶 = 0.

Перепишемо його у виглядi

𝑥
1

𝐴

+
𝑦
1

𝐵

+
𝑧
1

𝐶

= 7𝐴− 5𝐵 + 𝐶.

Для того щоб одержане рiвняння перейшло в рiвняння площини у вiдрiзках
на осях (3.26), необхiдно покласти:

7𝐴− 5𝐵 + 𝐶 = 1, 𝑎 = 1/𝐴, 𝑏 = 1/𝐵, 𝑐 = 1/𝐶.

За умовою задачi 𝑎 = 𝑏 = 𝑐, отже 𝐴 = 𝐵 = 𝐶. Тодi з першого виразу
знаходимо 𝐴 = 𝐵 = 𝐶 = 1/3 i шукане рiвняння площини набуває вигляду

𝑥

3
+
𝑦

3
+
𝑥

3
= 1 або 𝑥+ 𝑦 + 𝑧 − 3 = 0.

Рис. 3.9.

Зауваження! Якщо необхiдно побудувати площину, зручно перейти
вiд загального рiвняння площини (3.24) до рiвняння площини у вiдрiзках
на осях (3.26). Для цього треба перенести у праву частину вiльний член i
подiлити на нього обидвi частини рiвняння. Знаючи вiдрiзки, якi вiдтинає
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площина на осях координат, легко побудувати площину. У нашому випадку
𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 1/3 i площину побудовано на рис. 3.9.

7. Оскiльки площина вiдтинає на осях 𝑂𝑥 та 𝑂𝑦 вiдрiзки 𝑎 = 3 𝑏 = −2,
то вона проходить через точки 𝑀1(3, 0, 0) i 𝑀2(0,−2, 0). Вiзьмемо на пло-
щинi точку 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) i знайдемо вектори

−−−→
𝑀1𝑀 = (𝑥− 3, 𝑦, 𝑧) та

−−−→
𝑀1𝑀2 =

(−3,−2, 0), якi належить цiй площинi. Вектори �⃗�,
−−−→
𝑀1𝑀 i

−−−→
𝑀1𝑀2 є компла-

нарними, тому їх мiшаний добуток дорiвнює нулю:⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑥− 3 𝑦 𝑧

2 1 −1
−3 −2 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0.

Обчислюючи визначник, знаходимо шукане рiвняння:

2𝑥− 3𝑦 + 𝑧 − 6 = 0.

Завдання для самостiйної роботи

1. Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ ïëîùèíè:
à) ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó 𝐵(2, 1,−1) i ìà¹ íàïðÿìíèé âåêòîð �⃗� =

(1,−2, 3);
á) ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè 𝑀1(1, 1, 1) i 𝑀2(2, 3, 4) ïåðïåíäèêóëÿðíî äî

ïëîùèíè 2𝑥− 7𝑦 + 5𝑧 + 9 = 0.

Вiдповiдь: à) 𝑥− 2𝑦 + 3𝑧 + 3 = 0, á) 31𝑥+ 𝑦 − 11𝑧 − 21 = 0.

2. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó 𝑀(2,−3, 5)
ïàðàëåëüíî ïëîùèíi 𝑂𝑥𝑦.

Вiдповiдь: 𝑧 − 5 = 0.

3. Çíàéòè âåëè÷èíó âiäðiçêiâ, ÿêi âiäòèíà¹ íà îñÿõ êîîðäèíàò ïëîùèíà,
ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó𝑀(−2, 7, 3) ïàðàëåëüíî ïëîùèíi 𝑥−4𝑦+5𝑧−1 = 0.

Вiдповiдь: 𝑎 = −15, 𝑏 = 15/4, 𝑐 = −3.

4. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè 2𝑥 −
2𝑦 + 4𝑧 − 5 = 0 i âiäòèíà¹ íà îñÿõ 𝑂𝑥 òà 𝑂𝑦 âiäðiçêè 𝑎 = −2, 𝑏 = 2/3.

Вiдповiдь: 𝑥− 3𝑦 − 2𝑧 + 2 = 0.

3.5 Кут мiж двома площинами. Умови паралельностi i

перпендикулярностi двох площин

Âåëè÷èíó êóòà 𝜙 ìiæ ïëîùèíàìè 𝐴1𝑥+𝐵1𝑦+𝐶1𝑧+𝐷1 = 0 i 𝐴2𝑥+𝐵2𝑦+
𝐶2𝑧 +𝐷2 = 0 îá÷èñëþþòü çà ôîðìóëîþ

cos𝜙 = cos(�⃗�1̂︀, �⃗�2) =
�⃗�1 · �⃗�2
|�⃗�1||�⃗�2|

=
𝐴1𝐴2 +𝐵1𝐵2 + 𝐶1𝐶2√︀

𝐴2
1 +𝐵2

1 + 𝐶2
1

√︀
𝐴2

2 +𝐵2
2 + 𝐶2

2

, (3.28)
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äå �⃗�1 = (𝐴1, 𝐵1, 𝐶1), �⃗�2 = (𝐴2, 𝐵2, 𝐶2) � íîðìàëüíi âåêòîðè äàíèõ ïëîùèí. Çà
äîïîìîãîþ ôîðìóëè (3.28) ìîæíà îòðèìàòè умову перпендикулярностi
äàíèõ площин:

�⃗�1 · �⃗�2 = 0 àáî 𝐴1𝐴2 +𝐵1𝐵2 + 𝐶1𝐶2 = 0. (3.29)

Умова паралельностi ðîçãëÿäóâàíèõ площин ìà¹ âèãëÿä

𝐴1

𝐴2
=
𝐵1

𝐵2
=
𝐶1

𝐶2
. (3.30)

Äâi ïëîùèíè çáiãàþòüñÿ, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

𝐴1

𝐴2
=
𝐵1

𝐵2
=
𝐶1

𝐶2
=
𝐷1

𝐷2
. (3.31)

Приклад 3.13. Знайти косинус кута мiж площиною, що проходить через
точки 𝑂(0, 0, 0), 𝑀1(1,−1, 0), 𝑀2(1, 1, 1), та площиною 𝑂𝑥𝑦.

Розв’язок.

За формулою (3.27) знаходимо рiвняння площини, що проходить через
точки 𝑂, 𝑀1 та 𝑀2 ⃒⃒⃒⃒

⃒⃒ 𝑥 𝑦 𝑧
1 −1 0
1 1 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0

або
𝑥+ 𝑦 − 2𝑧 = 0.

Рiвняння координатної площини 𝑂𝑥𝑦 вiдоме 𝑧 = 0. Знаючи нормальнi ве-
ктори площин 𝑛1 = (1, 1,−2) i 𝑛2 = (0, 0, 1) за формулою (3.28) знаходимо

cos𝜙 =
1 · 0 + 1 · 0 + (−2) · 1√︀

12 + 12 + (−2)2
√

0 + 0 + 12
= − 2√

6
.

Âiäñòàíü âiä òî÷êè 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) äî ïëîùèíè 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0
âèçíà÷àþòü çà ôîðìóëîþ

𝑑 =
|𝐴𝑥0 +𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0 +𝐷|√

𝐴2 +𝐵2 + 𝐶2
. (3.32)

Приклад 3.14. Знайти висоту 𝐴𝐻 пiрамiди, заданої своїми вершинами
𝐴(−1, 2,−1), 𝐵(1, 0, 2), 𝐶(0, 1,−1), 𝐷(2, 0,−1).

Розв’язок.
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За формулою (3.27) знаходимо рiвняння площини, що проходить через
точки 𝐵, 𝐶 та 𝐷 ⃒⃒⃒⃒

⃒⃒ 𝑥− 1 𝑦 − 0 𝑧 − 2
−1 1 −3
1 1 −3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0

звiдки 3𝑥+ 6𝑦 + 𝑧 − 5 = 0.
Висоту 𝐴𝐻 знайдемо як вiдстань точки 𝐴(−1, 2,−1) вiд площини 𝐵𝐶𝐷

за формулою (3.32):

𝐴𝐻 =
|3 · (−1) + 6 · 2 + 1 · (−1) − 5|√

32 + 62 + 12
=

3√
46
.

Завдання для самостiйної роботи

1. Îá÷èñëèòè êóò ìiæ ïëîùèíàìè 𝑥− 2𝑦 + 2𝑧 − 3 = 0 i 3𝑥− 4𝑦 + 5 = 0.

Вiдповiдь: cos𝜙 = 11/15, 𝜙 ≈ 42∘51′.

2. Çíàéòè âiäñòàíü âiä òî÷êè𝑀(2, 0,−1
2) äî ïëîùèíè 4𝑥−4𝑦+2𝑧+17 = 0.

Вiдповiдь: 𝑑 = 4.

3. Îá÷èñëèòè âiäñòàíü ìiæ ïàðàëåëüíèìè ïëîùèíàìè 3𝑥+6𝑦+2𝑧−15 = 0
i 3𝑥+ 6𝑦 + 2𝑧 + 13 = 0.

Вiдповiдь: 𝑑 = 4.

3.6 Пряма лiнiя в просторi. Рiзнi види рiвнянь прямої в

просторi

Çàëåæíî âiä ñïîñîáó çàäàííÿ ïðÿìî¨ â ïðîñòîði ìîæíà ðîçãëÿäàòè ðiçíi
¨¨ ðiâíÿííÿ.

1. Íåõàé ïðÿìà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ïàðàëåëüíî âåêòî-
ðó �⃗� = (𝑚,𝑛, 𝑝), à 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) � äîâiëüíà òî÷êà öi¹¨ ïðÿìî¨. ßêùî �⃗�0 i �⃗� �
ðàäióñè-âåêòîðè òî÷îê𝑀0 i𝑀 (ðèñ. 3.10), òî ñïðàâåäëèâà âåêòîðíà ðiâíiñòü
(àíàëîãi÷íà (3.2))

�⃗�(𝑡) = �⃗�0 + �⃗�𝑡 (−∞ < 𝑡 < +∞), (3.33)

ÿêà âèïëèâà¹ ç ïðàâèëà äîäàâàííÿ âåêòîðiâ. Ðiâíÿííÿ (3.33) íàçèâà¹òüñÿ
векторно-параметричним рiвнянням прямої, �⃗� – напрямним вектором
прямої (3.33), 𝑡 – параметром.

2. Iç ðiâíÿííÿ (3.33) îòðèìó¹ìî òðè ñêàëÿðíi ðiâíÿííÿ:

𝑥 = 𝑥0 +𝑚𝑡, 𝑦 = 𝑦0 + 𝑛𝑡, 𝑧 = 𝑧0 + 𝑝𝑡, (3.34)

ÿêi íàçèâàþòüñÿ параметричними рiвняннями прямої.
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Рис. 3.10.

3. Ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.34) âiäíîñíî 𝑡 òà ïðèðiâíþþ÷è îòðè-
ìàíi ñïiââiäíîøåííÿ, ïðèõîäèìî äî канонiчних рiвнянь прямої:

𝑥− 𝑥0
𝑚

=
𝑦 − 𝑦0
𝑛

=
𝑧 − 𝑧0
𝑝

. (3.35)

ßêùî 𝑚 = 0, 𝑛 ̸= 0, 𝑝 ̸= 0, òî íàïðÿìíèé âåêòîð �⃗� ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî
îñi 𝑂𝑥, òîìó ðiâíÿííÿ

𝑥− 𝑥0
0

=
𝑦 − 𝑦0
𝑛

=
𝑧 − 𝑧0
𝑝

âèçíà÷à¹ ïðÿìó, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî îñi 𝑂𝑥. Àíàëîãi÷íî ðiâíÿííÿ, â ÿêèõ
ëèøå 𝑛 = 0 àáî 𝑝 = 0, âèçíà÷àþòü ïðÿìi, ïåðïåíäèêóëÿðíi äî îñi 𝑂𝑦 àáî
𝑂𝑧.

ßêùî 𝑚 = 𝑛 = 0, 𝑝 ̸= 0, àáî 𝑚 = 𝑝 = 0, 𝑛 ̸= 0, àáî 𝑛 = 𝑝 = 0, 𝑚 ̸= 0, òî
ðiâíÿííÿ (3.35) âèçíà÷àþòü ïðÿìi, âiäïîâiäíî ïàðàëåëüíi îñÿì 𝑂𝑧, 𝑂𝑦, 𝑂𝑥.

Приклад 3.15. Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку

𝑀0(2,−3, 4) перпендикулярно до прямих
𝑥+ 2

1
=

𝑦 − 3

−1
=

𝑧 + 1

1
i

𝑥+ 4

2
=

𝑦

1
=
𝑧 − 4

3
.

Розв’язок.

Заданi прямi мають напрямнi вектори: �⃗�1 = (1,−1, 1) i �⃗�2 = (2, 1, 3).
Оскiльки пряма перпендикулярна до заданих прямих, то за її напрямний
вектор можна прийняти векторний добуток �⃗�1 × �⃗�2:

�⃗� = �⃗�1 × �⃗�2 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ �⃗� �⃗� �⃗�

1 −1 1
2 1 3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = (−4,−1, 3).
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Знаючи напрямний вектор та точку𝑀0 через яку проходить шукана пряма
записуємо її канонiчнi рiвняння:

𝑥− 2

4
=
𝑦 + 3

1
=
𝑧 − 4

−3
.

4. Рiвняння прямої, що проходить через двi заданi точки
𝑀1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) i 𝑀2(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

𝑥− 𝑥1
𝑥2 − 𝑥1

=
𝑦 − 𝑦1
𝑦2 − 𝑦1

=
𝑧 − 𝑧1
𝑧2 − 𝑧1

. (3.36)

Приклад 3.16. Скласти канонiчнi та параметричнi рiвняння прямої, що
проходить через точки 𝑀1(3,−5, 2) i 𝑀2(1,−1,−4).

Розв’язок.

За формулою (3.36) знаходимо:

𝑥− 3

1 − 3
=

𝑦 + 5

−1 + 5
=

𝑧 − 2

−4 − 2
⇒ 𝑥− 3

−2
=
𝑦 + 5

4
=
𝑧 − 2

−6

або
𝑥− 3

2
=
𝑦 + 5

−4
=
𝑧 − 2

6
– це i є канонiчнi рiвняння шуканої прямої.

Для знаходження параметричних рiвнянь цiєї прямої скористаємося
формулою (3.34) i одержимо:

𝑥 = 3 + 𝑡, 𝑦 = −5 − 2𝑡, 𝑧 = 2 + 3𝑡, 𝑡 ∈ (−∞,∞).

5. Äâi ïëîùèíè, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ

𝐴1𝑥+𝐵1𝑦 + 𝐶1𝑧 +𝐷1 = 0,

𝐴2𝑥+𝐵2𝑦 + 𝐶2𝑧 +𝐷2 = 0,

⎫⎬⎭ �⃗�1 = (𝐴1, 𝐵1, 𝐶1),

�⃗�2 = (𝐴2, 𝐵2, 𝐶2),
(3.37)

äå �⃗�1 ∦ �⃗�2, îäíîçíà÷íî çàäàþòü ïðÿìó. Ðiâíÿííÿ (3.37) íàçèâàþòüñÿ загаль-
ними рiвняннями прямої в просторi.

Íàïðÿìíèé âåêòîð �⃗� ïðÿìî¨, çàäàíî¨ ðiâíÿííÿìè (3.37), âèçíà÷à¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ

�⃗� = �⃗�1 × �⃗�2 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ �⃗� �⃗� �⃗�

𝐴1 𝐵1 𝐶1

𝐴2 𝐵2 𝐶2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ , (3.38)

à äëÿ çíàõîäæåííÿ êîîðäèíàò òî÷êè 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) îäíó ç ¨¨ êîîðäèíàò, íà-
ïðèêëàä 𝑥 = 𝑥0, áåðóòü äîâiëüíîþ, à äâi iíøi âèçíà÷àþòü iç ñèñòåìè

𝐵1𝑦 + 𝐶1𝑧 = −𝐷1 − 𝐴1𝑥0,

𝐵2𝑦 + 𝐶2𝑧 = −𝐷2 − 𝐴2𝑥0.

⎫⎬⎭
Òîäi ðiâíÿííÿ äàíî¨ ïðÿìî¨ ìîæíà çàïèñàòè ó êàíîíi÷íîìó âèãëÿäi (3.35).
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Приклад 3.17. Пряма задана загальними рiвняннями

𝑥− 𝑦 + 2𝑧 + 4 = 0,
3𝑥+ 𝑦 − 5𝑧 − 8 = 0.

}︂
Записати її канонiчнi рiвняння.

Розв’язок.

Знаходимо напрямний вектор прямої

�⃗� = �⃗�1 × �⃗�2 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ �⃗� �⃗� �⃗�

1 −1 2
3 1 −5

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = (3, 11, 4).

Поклавши у початковiй системi 𝑧 = 0 i додаючи данi рiвняння, отриму-
ємо 𝑥 = 1, 𝑦 = 5. Точка 𝑀0(1, 5, 0) лежить на данiй прямiй. Її канонiчнi
рiвняння мають вигляд

𝑥− 1

3
=
𝑦 − 5

11
=
𝑧

4
.

Завдання для самостiйної роботи

1. Ñêëàñòè êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
𝑀0(2, 0,−3):

à) ïàðàëåëüíî âåêòîðó �⃗� = (2,−3, 5);

á) ïàðàëåëüíî ïðÿìié 2𝑥− 𝑦 + 3𝑧 − 11 = 0,
5𝑥+ 4𝑦 − 𝑧 + 8 = 0.

}︃

Вiдповiдь: à)
𝑥− 2

2
=

𝑦

−3
=
𝑧 + 3

5
, á)

𝑥− 2

11
=

𝑦

−17
=
𝑧 + 3

−13
.

2. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò ïà-
ðàëåëüíî ïðÿìié 𝑥 = 2𝑡+ 5, 𝑦 = −3𝑡+ 1, 𝑧 = −7𝑡− 4 .

Вiдповiдь:
𝑥

2
=

𝑦

−3
=

𝑧

−7
.

3. Ñêëàñòè êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó

𝑀(1,−5, 3) ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ïðÿìèõ
𝑥

2
=

𝑦 − 2

3
=

𝑧 + 1

−1
i 𝑥 = 3𝑡 + 1,

𝑦 = −𝑡− 5, 𝑧 = 2𝑡+ 3 .

Вiдповiдь:
𝑥− 1

5
=
𝑦 + 5

−7
=
𝑧 − 3

−11
.
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3.7 Кут мiж двома прямими в просторi. Умови пара-

лельностi i перпендикулярностi прямих

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêè âçà¹ìíîãî ðîçòàøóâàííÿ äâîõ ïðÿìèõ â ïðîñòîði.
Äâi ïðÿìi â ïðîñòîði ìîæóòü áóòè ìèìîáiæíèìè àáî ïåðåòèíàþòüñÿ, àáî ïà-
ðàëåëüíèìè, àáî ñïiâïàäàòè. Ó áóäü-ÿêîìó âèïàäêó âîíè óòâîðþþòü äåÿêèé
êóò (ìiæ ¨õ íàïðÿìíèìè âåêòîðàìè �⃗�1 i �⃗�2). ßêùî ïðÿìi çàäàíi êàíîíi÷íèìè
ðiâíÿííÿìè:

𝑥− 𝑥1
𝑚1

=
𝑦 − 𝑦1
𝑛1

=
𝑧 − 𝑧1
𝑝1

i
𝑥− 𝑥2
𝑚2

=
𝑦 − 𝑦2
𝑛2

=
𝑧 − 𝑧2
𝑝2

(3.39)

òî âåëè÷èíà êóòà 𝜙 ìiæ íèìè âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

cos𝜙 =
�⃗�1 · �⃗�2
|�⃗�1||�⃗�2|

=
𝑚1𝑚2 + 𝑛1𝑛2 + 𝑝1𝑝2√︀

𝑚2
1 + 𝑛21 + 𝑝21

√︀
𝑚2

2 + 𝑛22 + 𝑝22
. (3.40)

Òåïåð ìîæíà çàïèñàòè умову перпендикулярностi прямих:

�⃗�1 · �⃗�2 = 0 àáî 𝑚1𝑚2 + 𝑛1𝑛2 + 𝑝1𝑝2 = 0. (3.41)

Умова паралельностi прямих (3.39) ìà¹ âèãëÿä �⃗�1 ‖ �⃗�2 ∦
−−−→
𝑀1𝑀2 àáî

𝑚1

𝑚2
=
𝑛1
𝑛2

=
𝑝1
𝑝2
, (3.42)

à умова їх спiвпадiння � �⃗�1 ‖ �⃗�2 ‖
−−−→
𝑀1𝑀2, äå òî÷êè 𝑀1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) i

𝑀2(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) íàëåæàòü ïðÿìèì (3.39).
Çàïèøåìî необхiдну i достатню умову перетину непаралельних

прямих (�⃗�1 ∦ �⃗�2), çàäàíèõ ðiâíÿííÿìè (3.39):

−−−→
𝑀1𝑀2 · �⃗�1 · �⃗�2 = 0 àáî

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑥2 − 𝑥1 𝑦2 − 𝑦1 𝑧2 − 𝑧1

𝑚1 𝑛1 𝑝1

𝑚2 𝑛2 𝑝2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 0. (3.43)

ßêùî óìîâà (3.43) íå âèêîíó¹òüñÿ, òî ïðÿìi (3.39) � ìèìîáiæíi.
Âiäñòàíü ℎ âiä òî÷êè 𝑀1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) äî ïðÿìî¨ (3.35), ùî ïðîõîäèòü ÷å-

ðåç òî÷êó 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ó íàïðÿìi âåêòîðà �⃗� = (𝑚,𝑛, 𝑝), îá÷èñëþ¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ

ℎ =
|�⃗�×

−−−→
𝑀0𝑀1|
|�⃗� |

. (3.44)

Приклад 3.18. Знайти косинус кута мiж прямими
2𝑥− 𝑦 − 7 = 0,
2𝑥− 𝑧 + 5 = 0

}︂
та

3𝑥− 2𝑦 + 8 = 0,
3𝑥− 𝑧 = 0.

}︂
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Розв’язок.

За формулою (3.38) знаходимо напрямнi вектори даних прямих:

�⃗�1 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ �⃗� �⃗� �⃗�

2 −1 0
2 0 −1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = (1, 2, 2) та �⃗�2 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ �⃗� �⃗� �⃗�

3 −2 0
3 0 −1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = (2, 3, 6).

Тодi вiдповiдно до (3.40) отримуємо

cos𝜙 =
1 · 2 + 2 · 3 + 2 · 6√

12 + 22 + 22
√

22 + 32 + 62
=

20

21
.

Приклад 3.19. При якому значеннi 𝑝 прямi

𝑥 = 2𝑡+ 5,
𝑦 = −𝑡+ 2,
𝑧 = 𝑝𝑡− 7

⎫⎬⎭ i
𝑥+ 3𝑦 + 𝑧 + 2 = 0,
𝑥− 𝑦 − 3𝑧 − 2 = 0

}︂

паралельнi?

Розв’язок.

За формулами (3.34) i (3.38) знаходимо напрямнi вектори даних прямих:

�⃗�1 = (2,−1, 𝑝) i �⃗�2 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ �⃗� �⃗� �⃗�

1 3 1
1 −1 −3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = (−8, 4,−4).

З умови (3.42) маємо

2

−8
=

−1

4
=

𝑝

−4
;

𝑝

−4
= −1

4
,

звiдки 𝑝 = 1.

Приклад 3.20. Перевiрити чи перетинаються прямi
𝑥+ 2

−1
=

𝑦 − 3

2
=

𝑧 − 4

3
i
𝑥

3
=
𝑦 + 4

2
=
𝑧 − 3

5
.

Розв’язок.

За умовою задачi перша пряма проходить через точку 𝑀1(−2, 3, 4) у на-
прямi вектора 𝑠1 = (−1, 2, 3), а друга – через точку 𝑀2(0,−4, 3) паралельно
до вектора 𝑠2 = (3, 2, 5).
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Для того щоб встановити чи перетинаються данi прямi необхiдно пе-
ревiрити умову (3.43):

−−−→
𝑀1𝑀2 · �⃗�1 · �⃗�2 = 0. Знаходимо мiшаний добуток

−−−→
𝑀1𝑀2 · �⃗�1 · �⃗�2 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 2 −7 −1
−1 2 3

3 2 5

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = −82 ̸= 0.

Оскiльки умова (3.43) не виконується, то данi прямi не перетинаються, а,
отже, є мимобiжними.

Приклад 3.21. Обчислити вiдстань мiж прямими
𝑥− 2

3
=
𝑦 + 1

4
=
𝑧

2
i

𝑥− 7

3
=
𝑦 − 1

4
=
𝑧 − 3

2
.

Розв’язок.

Як випливає з умови задачi перша пряма проходить через точку
𝑀0(2,−1, 0) у напрямi вектора �⃗� = (3, 4, 2), а друга – через точку𝑀1(7, 1, 3).

Знаходимо вектор
−−−→
𝑀0𝑀1 = (5, 2, 3), потiм векторний добуток

�⃗�×
−−−→
𝑀0𝑀1 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ �⃗� �⃗� �⃗�

3 4 2
5 2 3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = (8, 1,−14)

та його модуль |�⃗�×
−−−→
𝑀0𝑀1| =

√︀
82 + 12 + (−14)2 =

√
261 = 3

√
29.

Вiдстань вiд точки𝑀1 до першої прямої, яка i є вiдстанню мiж даними
прямими знаходимо за формулою (3.44):

ℎ =
|�⃗�×

−−−→
𝑀0𝑀1|
|�⃗� |

=
3
√

29√
32 + 42 + 22

=
3
√

29√
29

= 3 лiн. од.

Завдання для самостiйної роботи

1. Îá÷èñëèòè êóò ìiæ ïðÿìèìè
𝑥

1
=

𝑦

−2
=
𝑧

3
i 3𝑥+ 𝑦 − 5𝑧 = 0,

2𝑥+ 3𝑦 − 8𝑧 + 1 = 0.

}︃
Вiдповiдь: 𝜙 = 𝜋/2.

2. Äîâåñòè, ùî ïðÿìà
𝑥− 1

2
=
𝑦 + 2

3
=
𝑧 − 1

−6
ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïðÿìî¨

2𝑥+ 𝑦 − 4𝑧 + 2 = 0,
4𝑥− 𝑦 − 5𝑧 + 4 = 0.

}︃
.

Вiдповiдь: òàê.

3. Ïåðåâiðèòè, ÷è ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié òî÷êè 𝐴(0, 0, 2), 𝐵(4, 2, 5) i
𝐶(12, 6, 11).

Вiдповiдь: ëåæàòü.
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3.8 Кут мiж прямою i площиною. Умови паралельностi

i перпендикулярностi прямої i площини

Кутом мiж прямою i площиною íàçèâà¹òüñÿ êóò ìiæ ïðÿìîþ 𝑙 i ¨¨
îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ íà ïëîùèíó 𝑙′ (ðèñ. 3.11).

Рис. 3.11.

Âåëè÷èíà êóòà 𝜙 ìiæ ïðÿìîþ
𝑥− 𝑥0
𝑚

=
𝑦 − 𝑦0
𝑛

=
𝑧 − 𝑧0
𝑝0

i ïëîùèíîþ

𝐴𝑥+𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 +𝐷 = 0 îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

| cos(�⃗� ̂︀, �⃗� )| = sin𝜙 =
|𝐴𝑚+𝐵𝑛+ 𝐶𝑝|

√
𝐴2 +𝐵2 + 𝐶2

√︀
𝑚2 + 𝑛2 + 𝑝2

. (3.45)

Умова паралельностi прямої i площини: ÿêùî ïðÿìà ïàðàëåëüíà
ïëîùèíi, òî âåêòîðè �⃗� i �⃗� ïåðïåíäèêóëÿðíi, òîìó

�⃗� · �⃗� = 0 àáî 𝐴𝑚+𝐵𝑛+ 𝐶𝑝 = 0. (3.46)

Умова перпендикулярностi прямої i площини: ÿêùî ïðÿìà ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè, òî âåêòîðè �⃗� i �⃗� ïàðàëåëüíi, òîìó ìà¹ ìiñöå
ñïiââiäíîøåííÿ:

𝐴

𝑚
=
𝐵

𝑛
=
𝐶

𝑝
. (3.47)

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå âèïàäêè âçà¹ìíîãî ðîçòàøóâàííÿ ïðÿìî¨ i ïëî-
ùèíè. Ïðÿìà (3.35) i ïëîùèíà 𝐴𝑥+𝐵𝑦+𝐶𝑧+𝐷 = 0 ìîæóòü ïåðåòèíàòèñÿ,
áóòè ïàðàëåëüíèìè àáî ïðÿìà ìîæå ëåæàòè â ïëîùèíi.

Ïåðåéäåìî âiä êàíîíi÷íèõ ðiâíÿíü (3.35) äî ïàðàìåòðè÷íèõ (3.34) i ïiä-
ñòàâèìî çíà÷åííÿ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ç ðiâíÿíü (3.34) â ðiâíÿííÿ ïëîùèíè. Îòðèìà¹ìî
ðiâíÿííÿ âiäíîñíî íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà 𝑡:

𝐴(𝑥0 +𝑚𝑡) +𝐵(𝑦0 + 𝑛𝑡) + 𝐶(𝑧0 + 𝑝𝑡) +𝐷 = 0

àáî

(𝐴𝑚+𝐵𝑛+ 𝐶𝑝)𝑡+ (𝐴𝑥0 +𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0 +𝐷) = 0. (3.48)

Ìîæëèâi òðè âèïàäêè.
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1. Ïðè 𝐴𝑚+𝐵𝑛+ 𝐶𝑝 ̸= 0 ðiâíÿííÿ (3.48) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê:

𝑡 = −(𝐴𝑥0 +𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0 +𝐷)/(𝐴𝑚+𝐵𝑛+ 𝐶𝑝). (3.49)

Ïiäñòàâèâøè öå çíà÷åííÿ 𝑡 â ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ (3.34), çíàéäåìî
êîîðäèíàòè òî÷êè ïåðåòèíó 𝑀 (ðèñ. 3.11).

2. Ïðè

𝐴𝑚+𝐵𝑛+ 𝐶𝑝 = 0, 𝐴𝑥0 +𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0 +𝐷 ̸= 0 (3.50)

ðiâíÿííÿ (3.48) íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ, i ïðÿìà íå ìà¹ ñïiëüíèõ òî÷îê ç ïëîùèíîþ.
Ìè îòðèìàëè âiäîìó âæå óìîâó ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìî¨ i ïëîùèíè (3.46).

3. Ïðè

𝐴𝑚+𝐵𝑛+ 𝐶𝑝 = 0, 𝐴𝑥0 +𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0 +𝐷 = 0 (3.51)

áóäü-ÿêå çíà÷åííÿ 𝑡 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3.48), òîáòî áóäü-ÿêà òî÷êà ïðÿ-
ìî¨ íàëåæèòü ïëîùèíi. Ðiâíîñòi (3.51) íàçèâàþòüñÿ умовами принале-
жностi прямої площинi.

Приклад 3.22. Визначити кут мiж прямою

𝑥− 2𝑦 + 3 = 0,
3𝑦 + 𝑧 − 1 = 0

}︂
i площиною 2𝑥+ 3𝑦 − 𝑧 + 1 = 0.

Розв’язок.

Знаючи нормальний вектор площини �⃗� = (2, 3,−1) та знайшовши за
формулою (3.38) напрямний вектор прямої

�⃗� =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ �⃗� �⃗� �⃗�

1 −2 0
0 3 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = (−2,−1, 3),

з формули (3.45) маємо

sin𝜙 =
|2 · (−2) + 3 · (−1) + (−1) · 3|√︀

22 + 32 + (−1)2
√︀

(−2)2 + (−1)2 + 32
=

5

7
,

звiдки 𝜙 = arcsin(5/7) ≈ 45∘36′.

Приклад 3.23. Встановити взаємне розташування прямої
𝑥− 13

8
=

𝑦 − 1

2
=
𝑧 − 4

3
i площини 𝑥+ 2𝑦 − 4𝑧 + 1 = 0.
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Розв’язок.

За умовою задачi 𝑀0(13, 1, 4) – задана точка прямої, а �⃗� = (8, 2, 3) – її
напрямний вектор; �⃗� = (1, 2,−4) – нормальний вектор площини. Розгляне-
мо рiвняння (3.48) та виконання умов (3.50), (3.51):

𝐴𝑚+𝐵𝑛+ 𝐶𝑝 = 1 · 8 + 2 · 2 + (−4) · 3 = 8 + 4 − 12 = 0,

𝐴𝑥0 +𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0 +𝐷 = 1 · 13 + 2 · 1 + (−4) · 4 + 1 = 13 + 2 − 16 + 1 = 0.

Оскiльки, виконуються рiвностi (3.51), то пряма лежить в площинi.

Приклад 3.24. Знайти координати 𝑥2, 𝑦2, 𝑧2 точки 𝑀2, симетричної то-
чцi 𝑀1(6,−4,−2) вiдносно площини 𝑥+ 𝑦 + 𝑧 − 3 = 0.

Розв’язок.

Складемо канонiчнi рiвняння прямої 𝑀1𝑀2, що проходить через точку
𝑀1 перпендикулярно до площини 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 3 = 0 (вздовж напрямного
вектора �⃗� = �⃗� = (1, 1, 1)):

𝑥− 6

1
=
𝑦 + 4

1
=
𝑧 + 2

1
.

Представимо його у параметричнiй формi:

𝑥 = 6 + 𝑡, 𝑦 = −4 + 5, 𝑧 = −2 + 𝑡.

Одержанi значення 𝑥, 𝑦, 𝑧 пiдставимо у рiвняння площини: (𝑡 + 6) + (𝑡 −
4) + (𝑡 − 2) − 3 = 0 i знайдемо 𝑡 = 1. Пiдставивши значення параметра
𝑡 = 1 в параметричнi рiвняння прямої, знайдемо точку 𝑀 перетину пря-
мої 𝑀1𝑀2 з даною площиною: 𝑀(7,−3,−1). Так як точка 𝑀 є серединою
вiдрiзка 𝑀1𝑀2, то справедливi рiвностi (див. (2.17)):

7 =
6 + 𝑥2

2
, −3 =

−4 + 𝑦2
2

, −1 =
−2 + 𝑧2

2
,

iз яких знаходимо координати точки 𝑀2: 𝑥2 = 8, 𝑦2 = −2, 𝑧2 = 0.

Приклад 3.25. Скласти рiвняння площини, що проходить через точку

𝐴(3, 4, 0) i пряму
𝑥− 2

1
=
𝑦 − 3

2
=
𝑧 + 1

2
.

Розв’язок.
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Нехай 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) – довiльна точка площини, а 𝐵(2, 3,−1) – задана точка
прямої. Тодi вектори

−−→
𝐴𝑀 = (𝑥−3, 𝑦−4, 𝑧),

−→
𝐴𝐵 = (−1,−1,−1) i напрямний

вектор �⃗� = (1, 2, 2) прямої компланарнi, тому їх мiшаний добуток рiвний
нулю

−−→
𝐴𝑀 ·

−→
𝐴𝐵 · �⃗� =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑥− 3 𝑦 − 4 𝑧

−1 −1 −1
1 2 2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0.

Обчислюючи визначник, знаходимо шукане рiвняння площини: 𝑦−𝑧−4 = 0.

Завдання для самостiйної роботи

1. Âñòàíîâèòè âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ ïðÿìî¨
𝑥+ 1

2
=
𝑦 − 3

4
=
𝑧

3
i ïëî-

ùèíè 3𝑥− 3𝑦 + 2𝑧 − 5 = 0.

Вiдповiдь: ïàðàëåëüíi.

2. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ÷åðåç äâi ïàðàëåëüíi

ïðÿìi
𝑥− 3

2
=
𝑦

1
=
𝑧 − 1

2
i
𝑥+ 1

2
=
𝑦 − 1

1
=
𝑧

2
.

Вiдповiдь: 𝑥+ 2𝑦 − 2𝑧 − 1 = 0.

3. Çíàéòè ïðîåêöiþ òî÷êè 𝑀(2,−1, 3) íà ïëîùèíó 𝑥+ 3𝑦 − 4𝑧 − 13 = 0.

Вiдповiдь: 𝑀1(3, 2,−1) .

4 ЛIНIЇ ДРУГОГО ПОРЯДКУ

Лiнiєю (кривою) другого порядку íàçèâàþòü ìíîæèíó𝑀 òî÷îê ïëî-
ùèíè, äåêàðòîâi êîîðäèíàòè 𝑥, 𝑦 ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü àëãåáðà¨÷íå ðiâíÿííÿ
äðóãî¨ ñòåïåíi

𝑎1𝑥
2 + 𝑎2𝑥𝑦 + 𝑎3𝑦

2 + 𝑎4𝑥+ 𝑎5𝑦 + 𝑎0 = 0, (4.1)

äå 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5 � ïîñòiéíi äiéñíi ÷èñëà, ïðè÷îìó õî÷à á îäíå ç ÷èñåë 𝑎1,
𝑎2, 𝑎3 âiäìiííå âiä íóëÿ. Ðiâíÿííÿ (4.1) íàçèâàþòü загальним рiвнянням
лiнiї другого порядку. Çîêðåìà, äî ëiíié äðóãîãî ïîðÿäêó íàëåæàòü òàêi
ëiíi¨: êîëî, åëiïñ, ãiïåðáîëà i ïàðàáîëà.

4.1 Коло

Колом íàçèâàþòü ìíîæèíó òî÷îê ïëîùèíè, âiäñòàíi ÿêèõ âiä çàäàíî¨
òî÷êè ïëîùèíè (öåíòðà êîëà) äîðiâíþþòü ñòàëîìó ÷èñëó (ðàäióñó).

Ðiâíÿííÿ
(𝑥− 𝑥0)

2 + (𝑦 − 𝑦0)
2 = 𝑅2 (4.2)

âèçíà÷à¹ êîëî (äèâ. ðèñ. 4.1) ç öåíòðîì â òî÷öi 𝐶(𝑥0, 𝑦0) i ðàäióñîì 𝑅. Çîêðå-
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Рис. 4.1.

ìà, ÿêùî öåíòðîì êîëà ¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò (𝑥0 = 0, 𝑦0 = 0), òî ðiâíÿííÿ
êîëà ìà¹ âèãëÿä

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2. (4.3)

ßêùî â ðiâíÿííi (4.2) ðîçêðèòè äóæêè, òî âîíî íàáóâà¹ âèãëÿäó

𝑥2 + 𝑦2 +𝑚𝑥+ 𝑛𝑦 + 𝑝 = 0, (4.4)

äå 𝑚 = −2𝑥0, 𝑛 = −2𝑦0 òà 𝑝 = 𝑥20 + 𝑦20 − 𝑅2 i íàçèâà¹òüñÿ загальним
рiвнянням кола.

Äëÿ òîãî ùîá âiä ðiâíÿííÿ (4.4) çíîâó ïåðåéòè äî ðiâíÿííÿ (4.2), ïîòði-
áíî â ëiâié ÷àñòèíi (4.4) âèäiëèòè ïîâíi êâàäðàòè:(︁

𝑥− 𝑚

2

)︁2

+
(︁
𝑦 − 𝑛

2

)︁2

=
𝑚2

4
+
𝑛2

4
− 𝑝. (4.5)

Приклад 4.1. Скласти рiвняння кола з центром в точцi 𝐶(−3, 4) i радiу-
сом 𝑅 = 5.

Розв’язок.

Пiдставляючи в рiвняння (4.2) значення 𝑥0 = −3, 𝑦0 = 4 та 𝑅 = 5, зразу
одержимо:

(𝑥+ 3)2 + (𝑦 − 4)2 = 25.

Приклад 4.2. Знайти центр i радiус кола 𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥+ 6𝑦 − 3 = 0.

Розв’язок.

Згрупуємо доданки iз змiнною 𝑥 та змiнною 𝑦 та доповнимо одержанi
вирази до повних квадратiв:

𝑥2 − 4𝑥+ 𝑦2 + 6𝑦 − 3 = 0,
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або

(𝑥2 − 4𝑥+ 4) − 4 + (𝑦2 + 6𝑦 + 9) − 9 − 3 = 0,

звiдки

(𝑥− 2)2 + (𝑦 + 3)2 = 16.

Отже, точка (2,−3) – центр кола, а 𝑅 = 4 – його радiус.

Приклад 4.3. Скласти рiвняння кола, що проходить через точки 𝐴(7, 7),
𝐵(−2, 4), а його центр лежить на прямiй 2𝑥−𝑦−4 = 0. Зробити малюнок.

Розв’язок.

Якщо коло проходить через точки 𝐴(7, 7) i 𝐵(−2, 4), то координати цих
точок повиннi задовольняти рiвнянню кола (4.2). Таким чином отримуємо
два рiвняння:

(7 − 𝑥0)
2 + (7 − 𝑦0)

2 = 𝑅2,

(−2 − 𝑥0)
2 + (4 − 𝑦0)

2 = 𝑅2.

Якщо центр кола лежить на прямiй 2𝑥 − 𝑦 − 4 = 0, то його координати
повиннi задовольняти рiвняння цiєї прямої. Одержуємо третє рiвняння:

2𝑥0 − 𝑦0 − 4 = 0.

Для знаходження 𝑥0, 𝑦0 та 𝑅 розв’яжемо систему рiвнянь

(7 − 𝑥0)
2 + (7 − 𝑦0)

2 = 𝑅2,
(−2 − 𝑥0)

2 + (4 − 𝑦0)
2 = 𝑅2,

2𝑥0 − 𝑦0 − 4 = 0,

⎫⎬⎭ ⇒
98 − 14𝑥0 − 14𝑦0 + 𝑥20 + 𝑦20 = 𝑅2,
20 + 4𝑥0 − 8𝑦0 + 𝑥20 + 𝑦20 = 𝑅2,
2𝑥0 − 𝑦0 − 4 = 0.

⎫⎬⎭
Вiднiмемо вiд першого рiвняння друге i одержимо систему

3𝑥0 + 𝑦0 − 13 = 0,
2𝑥0 − 𝑦0 − 4 = 0.

}︂
Тепер до першого рiвняння додамо друге i знайдемо 𝑥0:

5𝑥0 = 17, 𝑥0 = 17/5.

Пiдставивши отримане значення 𝑥0 = 17/5 в рiвняння 2𝑥0−𝑦0−4 = 0, одер-
жимо значення 𝑦0 = 14/5. Таким чином, координати центра кола знайдено:
𝐶
(︀
17
5 ,

14
5

)︀
.
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З першого рiвняння вихiдної системи знаходимо 𝑅2:

𝑅2 = (7 − 𝑥0)
2 + (7 − 𝑦0)

2 =

(︂
7 − 17

5

)︂2

+

(︂
7 − 14

5

)︂2

=
153

5
.

Отже, шукане рiвняння кола має вигляд:(︂
𝑥− 17

5

)︂2

+

(︂
𝑦 − 14

5

)︂2

=
153

5
,

а саме коло зображено на рис. 4.2.

Рис. 4.2.

Завдання для самостiйної роботи

Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ êîëà â êîæíîìó ç òàêèõ âèïàäêiâ:
1) öåíòðîì êîëà ¹ òî÷êà 𝐶(2,−3), ðàäióñ 𝑅 = 7;

Вiдповiдь: (𝑥− 2)2 + (𝑦 + 3)2 = 49.

2) öåíòðîì êîëà ¹ òî÷êà 𝐶(6,−8) i êîëî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîð-
äèíàò;

Вiдповiдь: (𝑥− 6)2 + (𝑦 + 8)2 = 100.

3) òî÷êè 𝐴(3, 2) i 𝐵(−1, 6) ¹ êiíöÿìè îäíîãî ç äiàìåòðiâ êîëà;

Вiдповiдь: (𝑥− 1)2 + (𝑦 − 4)2 = 8.

4) öåíòðîì êîëà ¹ òî÷êà 𝐶(1,−1), à ïðÿìà 5𝑥− 12𝑦 + 9 = 0 ¹ äîòè÷íîþ
äî êîëà;

Вiдповiдь: (𝑥− 1)2 + (𝑦 + 1)2 = 4.
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5) êîëî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè 𝐴(3, 1) i 𝐵(−1, 3), öåíòð ëåæèòü íà ïðÿìié
3𝑥− 𝑦 − 2 = 0;

Вiдповiдь: (𝑥− 2)2 + (𝑦 − 4)2 = 10.

6) êîëî ïðîõîäèòü ÷åðåç òðè òî÷êè: 𝑀1(−1, 5), 𝑀2(−2,−2) i 𝑀3(5, 5);

Вiдповiдь: (𝑥− 2)2 + (𝑦 − 1)2 = 25.

7) êîëî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó 𝑀(1, 2) i äîòèêà¹òüñÿ äî êîîðäèíàòíèõ
îñåé;

Вiдповiдь: (𝑥− 1)2 + (𝑦 − 1)2 = 1 àáî (𝑥− 5)2 + (𝑦 − 5)2 = 25.

4.2 Елiпс

Елiпсом íàçèâàþòü ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê, ñóìà âiäñòàíåé âiä êîæíî¨
ç ÿêèõ äî äâîõ ôiêñîâàíèõ òî÷îê 𝐹1 i 𝐹2 (ôîêóñiâ) ¹ âåëè÷èíà ñòàëà 2𝑎
(𝑎 > 𝑏), áiëüøà çà 𝐹1𝐹2.

Рис. 4.3.

Канонiчне рiвняння елiпса ç ïiâîñÿìè 𝑎 i 𝑏, öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîð-
äèíàò i âåðøèíàìè 𝐴1, 𝐴2, 𝐵1, 𝐵2, ðîçòàøîâàíèìè íà îñÿõ êîîðäèíàò ìà¹
âèãëÿä

𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= 1. (4.6)

Âiäñòàíi ìiæ âåðøèíàìè íàçèâàþòüñÿ îñÿìè åëiïñà: 𝐴1𝐴2 = 2𝑎 � велика
(фокальна) âiñü i 𝐵1𝐵2 = 2𝑏 � мала âiñü äëÿ åëiïñà ó êîòðîãî 𝑎 > 𝑏 (äèâ.
ðèñ. 4.3,а) i íàâïàêè 𝐴1𝐴2 = 2𝑎 � мала âiñü, à 𝐵1𝐵2 = 2𝑏 � велика âiñü
äëÿ åëiïñà ó êîòðîãî 𝑏 > 𝑎 (äèâ. ðèñ. 4.3,б ). Òî÷êè 𝐹1 i 𝐹2 íàçèâàþòüñÿ
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фокусами, à 𝐹1𝐹2 = 2𝑐 � âiäñòàíü ìiæ ôîêóñàìè. Âiäïîâiäíî äî îçíà÷åííÿ
áóäü-ÿêà òî÷êà 𝑀 åëiïñà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi 𝐹1𝑀 + 𝐹2𝑀 = 2𝑎 i 𝑏2 = 𝑎2 − 𝑐2

ó âèïàäêó 𝑎 > 𝑏 àáî 𝐹1𝑀 + 𝐹2𝑀 = 2𝑏 i 𝑎2 = 𝑏2 − 𝑐2 ó âèïàäêó 𝑏 > 𝑎.
×èñëî 𝜀, ðiâíå âiäíîøåííÿ âiäñòàíi ìiæ ôîêóñàìè 𝐹1𝐹2 äî äîâæèíè âå-

ëèêî¨ îñi, íàçèâà¹òüñÿ ексцентриситетом елiпса:

𝜀 =
𝑐

𝑎
(𝑎 > 𝑏) i 𝜀 =

𝑐

𝑏
(𝑏 > 𝑎).

Â áóäü-ÿêîìó âèïàäêó 0 6 𝜀 < 1.
Ç âèùå ïðèâåäåíèõ ôîðìóë äëÿ âiäíîøåííÿ îñåé äiñòà¹ìî

ÿêùî 𝑎 > 𝑏, òî
𝑏

𝑎
=

√
𝑎2 − 𝑐2

𝑎2
=

√︂
1 − 𝑐2

𝑎2
=

√︀
1 − 𝜀2,

ÿêùî 𝑏 > 𝑎, òî
𝑎

𝑏
=

√
𝑏2 − 𝑐2

𝑏2
=

√︂
1 − 𝑐2

𝑏2
=

√︀
1 − 𝜀2.

Îòæå, ÿêùî 𝜀 = 0, òî 𝑏 = 𝑎, òîáòî åëiïñ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â êîëî; ÿêùî
𝜀 → 1, òî âiäíîøåííÿ îñåé 𝑏/𝑎 (𝑎/𝑏) çìåíøó¹òüñÿ, òîáòî åëiïñ âñå áiëüøå
ðîçòÿãó¹òüñÿ âçäîâæ îñi 𝑂𝑥 (𝑂𝑦).

Âiäñòàíi 𝐹1𝑀 = 𝑟1 òà 𝐹2𝑀 = 𝑟2 òî÷êè 𝑀 = (𝑥, 𝑦) åëiïñà äî éîãî ôî-
êóñiâ íàçèâàþòüñÿ фокальними радiусами точки 𝑀 i âèçíà÷àþòüñÿ çà
ôîðìóëàìè:

𝑟1 = 𝑎+ 𝜀𝑥, 𝑟2 = 𝑎− 𝜀𝑥 ïðè 𝑎 > 𝑏,

𝑟1 = 𝑏+ 𝜀𝑦, 𝑟2 = 𝑏− 𝜀𝑦 ïðè 𝑏 > 𝑎.

Ïðÿìi ïàðàëåëüíi äî ìàëî¨ îñi åëiïñà, íàçèâàþòüñÿ директрисами елi-
пса; ¨õ ðiâíÿííÿ ìàþòü âèãëÿä

𝑥 = ±𝑎
𝜀

= ±𝑎
2

𝑐
,

ÿêùî 𝑎 > 𝑏, àáî

𝑦 = ±𝑏
𝜀

= ±𝑏
2

𝑐
,

ÿêùî 𝑎 < 𝑏 (äèâ. ðèñ. 4.3). Îñi êîîðäèíàò ¹ îñÿìè ñèìåòði¨ åëiïñà.
Âiäíîøåííÿ ôîêàëüíèõ ðàäióñiâ äîâiëüíèõ òî÷îê åëiïñà äî âiäñòàíåé öi¹¨

òî÷êè âiä âiäïîâiäíèõ äèðåêòðèñ ¹ âåëè÷èíà ñòèëà i ðiâíà åêñöåòðèñèòåòó
åëiïñà, òîáòî

𝑟1
𝑑1

=
𝑟2
𝑑2

= 𝜀. (4.7)

Рiвняння дотичної до елiпса 𝑥2
⧸︀
𝑎2+ 𝑦2

⧸︀
𝑏2 = 1 ó òî÷öi𝑀0(𝑥0, 𝑦0) ìà¹

âèãëÿä
𝑥𝑥0
𝑎2

+
𝑦𝑦0
𝑏2

= 1.
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Åëiïñ ç öåíòðîì ó òî÷öi 𝐶0(𝑥0, 𝑦0) çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

(𝑥− 𝑥0)
2

𝑎2
+

(𝑦 − 𝑦0)
2

𝑏2
= 1. (4.8)

Приклад 4.4. Задано рiвняння елiпса 25𝑥2+169𝑦2 = 4225. Знайти довжину
осей, координати його фокусiв, ексцентриситет, рiвняння директрис та
координати точок елiпса, вiдстань вiд яких до лiвого фокуса 𝐹1 дорiвнює
14. Зробити малюнок.

Розв’язок.

Приведемо задане рiвняння елiпса до кононiчного виду (4.6), роздiливши
обидвi його частини на 4225

𝑥2

169
+
𝑦2

25
= 1 або

𝑥2

132
+
𝑦2

52
= 1.

Звiдти одержуємо, що 𝑎 = 13, 2𝑎 = 26; 𝑏 = 5, 2𝑏 = 10. Знаючи 𝑎 i 𝑏, iз
спiввiдношення 𝑏2 = 𝑎2 − 𝑐2 знаходимо 𝑐:

𝑐2 = 𝑎2 − 𝑏2 = 169 − 25 = 144, 𝑐 =
√

144 = 12.

Тодi координати фокусiв будуть: 𝐹1(−12, 0) i 𝐹2(12, 0) (див. рис. 4.4).

Рис. 4.4.

Обчислюємо ексцентриситет елiпса 𝜀 =
𝑐

𝑎
=

12

13
та записуємо рiвняння

директрис 𝑥 = ±𝑎
2

𝑐
= ±169

12
.

З рiвняння 𝑟1 = 𝑎+ 𝜀𝑥 знаходимо абсцису точок елiпса, що знаходяться
на вiдстанi 14 вiд лiвого фокуса 𝐹1

𝑥 =
𝑟1 − 𝑎

𝜀
=

14 − 13
12
13

=
13

12
.
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Пiдставивши її значення в канонiчне рiвняння елiпса, знайдемо ординати
цих точок

𝑦2 =
𝑏2

𝑎2
(𝑎2 − 𝑥2), 𝑦 = ± 𝑏

𝑎

√︀
𝑎2 − 𝑥2 = ± 5

13

√︂
169 − 169

144
= ±5

√
143

12
.

Таким чином отримуємо координати шуканих точок: 𝑀1

(︁
13
12 ,

5
√
143
12

)︁
та

𝑀2

(︁
13
12 ,−

5
√
143
12

)︁
.

Приклад 4.5. Скласти канонiчне рiвняння елiпса, фокуси якого лежать
на осi абсцис, симетрично вiдносно початку координат, якщо:

1) його мала вiсь рiвна 24, а вiдстань мiж фокусами рiвна 10;
2) вiдстань мiж фокусами рiвна 6, ексцентриситет рiвний 3/5;
3) вiдстань мiж фокусами рiвна 4, вiдстань мiж директрисами рiвна 5;
4) вiдстань мiж директрисами рiвна 32, ексцентриситет рiвний 0,5.

Розв’язок.

Для того щоб скласти рiвняння елiпса необхiдно знати його пiвосi 𝑎
та 𝑏.

1. За умовою задачi 2𝑏 = 24, 𝑏 = 12; 2𝑐 = 10, 𝑐 = 5. Велику пiввiсь
𝑎 знайдемо iз спiввiдношення 𝑏2 = 𝑎2 − 𝑐2. Таким чином, 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 =
122 + 52 = 169. Тодi одержуємо рiвняння елiпса:

𝑥2

169
+

𝑦2

144
= 1.

2. Згiдно умови 2𝑐 = 6, 𝑐 = 3; 𝜀 = 3
5. Велику пiввiсь 𝑎 знайдемо з формули

𝜀 = 𝑐
𝑎, а малу пiввiсь 𝑏 – iз спiввiдношення 𝑏

2 = 𝑎2 − 𝑐2:

𝑎 =
𝑐

𝜀
, 𝑎 =

3

3/5
= 5; 𝑏2 = 52 − 32 = 16.

Таким чином, шукане рiвняння елiпса має вигляд:

𝑥2

25
+
𝑦2

16
= 1.

3. За умовою 2𝑐 = 4, 𝑐 = 2. Нехай 𝑑 = 5 – вiдстань мiж директрисами.
Тодi їх рiвняння має вигляд: 𝑥 = ±𝑑

2 = ±5
2. З iншого боку 𝑥 = ±𝑎2

𝑐 . З цих
двох рiвнянь знаходимо квадрат великої пiвосi: 𝑎2 = 𝑐 𝑑

2 = 2·5
2 = 5 i аналогiчно

до попереднiх випадкiв 𝑏2 = 5−4 = 1. Одержуємо наступне рiвняння елiпса:

𝑥2

5
+
𝑦2

1
= 1.
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4. Нам вiдома вiдстань мiж директрисами 𝑑 = 32 та ексцентриситет
елiпса 𝜀 = 0, 5. З рiвнянь директрис 𝑥 = ±𝑑

2 i 𝑥 = ±𝑎
𝜀 знаходимо велику

пiввiсь: 𝑎 = 𝜀 𝑑
2 = 0,5·32

2 = 8. Пiдставляючи значення 𝑎 = 8 у формулу 𝜀 = 𝑐
𝑎,

знаходимо 𝑐 = 𝜀 𝑎 = 0, 5 · 8 = 4, а знаючи його, легко обчислюємо значення
малої пiвосi: 𝑏2 = 𝑎2 − 𝑐2 = 82 − 42 = 48. В цьому випадку рiвняння елiпса
має вигляд

𝑥2

64
+
𝑦2

48
= 1.

Завдання для самостiйної роботи

1. Äàíî åëiïñ, êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ÿêîãî ìà¹ âèãëÿä
𝑥2

25
+
𝑦2

9
= 1. Çíàéòè

êîîðäèíàòè éîãî ôîêóñiâ, åêñöåíòðèñèòåò òà ðiâíÿííÿ äèðåêòðèñ. Çðîáèòè
ìàëþíîê.

Вiдповiдь: 𝐹1(−4, 0), 𝐹2(4, 0), 𝜀 = 0, 8, 𝑥 = ±25/4.

2. Ñêëàñòè êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ åëiïñà, ôîêóñè ÿêîãî ëåæàòü íà îñi àá-
ñöèñ, ñèìåòðè÷íî âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ÿêùî:

à) éîãî ïiâîñi âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü 4 i 2;
á) âiäñòàíü ìiæ ôîêóñàìè ðiâíà 2𝑐 = 6, à áiëüøà âiñü 2𝑎 = 10;
â) áiëüøà âiñü 2𝑎 = 20, à åêñöåíòðèñèòåò 𝜀 = 0, 8;
ã) ìåíøà âiñü 2𝑏 = 6, à åêñöåíòðèñèòåò 𝜀 =

√
2/2;

ä) ñóìà îñåé äîðiâíþ¹ 16, à âiäñòàíü ìiæ ôîêóñàìè 2𝑐 = 8;
å) âiäñòàíü ìiæ ôîêóñàìè 2𝑐 = 6, à åêñöåíòðèñèòåò 𝜀 = 0, 6.

Вiдповiдь: à)
𝑥2

16
+
𝑦2

4
= 1, á)

𝑥2

25
+
𝑦2

16
= 1, â)

𝑥2

100
+
𝑦2

36
= 1, ã)

𝑥2

18
+
𝑦2

9
= 1,

ä)
𝑥2

25
+
𝑦2

9
= 1, å)

𝑥2

25
+
𝑦2

16
= 1.

3. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íèõ äî åëiïñà
𝑥2

10
+

2𝑦2

5
= 1, ïàðàëåëüíèõ

ïðÿìié 3𝑥+ 2𝑦 + 7 = 0.

Вiдповiдь: 3𝑥+ 2𝑦 − 10 = 0 i 3𝑥+ 2𝑦 + 10 = 0 .

4.3 Гiпербола

Гiперболою íàçèâàþòü ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê, ðiçíèöÿ âiäñòàíåé âiä
êîæíî¨ ç ÿêèõ äî äâîõ ôiêñîâàíèõ òî÷îê 𝐹1 i 𝐹2 (ôîêóñiâ) ¹ âåëè÷èíà ñòàëà
2𝑎 (0 < 2𝑎 < 𝐹1𝐹2). Òîáòî, äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè𝑀 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà |𝐹1𝑀−
𝐹2𝑀 | = 2𝑎.

Канонiчне рiвняння гiперболи (äèâ. ðèñ. 4.5) ìà¹ âèãëÿä

𝑥2

𝑎2
− 𝑦2

𝑏2
= 1, 𝑎 > 0, 𝑏 > 0. (4.9)
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Рис. 4.5.

Ïàðàìåòðè 2𝑎, 2𝑏 � íàçèâàþòüñÿ дiйсною i уявною осями гiперболи
(4.9); 𝑎, 𝑏 � ¨¨ ïiâîñi; òî÷êè 𝐴1(−𝑎, 0), 𝐴2(𝑎, 0) � вершини, 𝑂𝑥 i 𝑂𝑦 � дiйсна
i уявна îñi ñèìåòði¨, 𝑂(0, 0) � центр гiперболи.

Ïðÿìi 𝑦 = ± 𝑏
𝑎
𝑥 íàçèâàþòüñÿ асимптотами гiперболи.

Òî÷êè 𝐹1(−𝑐, 0) i 𝐹2(𝑐, 0) � фокуси гiперболи. Âiäñòàíü ìiæ ôîêóñàìè
äîðiâíþ¹ 2𝑐. Äëÿ ãiïåðáîëè çàâæëè ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü 𝑏2 = 𝑐2−𝑎2. ×èñëî
𝜀 =

𝑐

𝑎
=

√︀
1 + 𝑏2/𝑎2 íàçèâà¹òüñÿ ексцентриситет гiперболи (1 < 𝜀 < ∞).

Âiäñòàíi 𝑟1 òà 𝑟2 âiä òî÷êè 𝑀(𝑥, 𝑦) ãiïåðáîëè äî ¨¨ ôîêóñiâ íàçèâàþòüñÿ
фокальними радiусами цiєї точки i âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

𝑟1 = 𝜀𝑥− 𝑎, 𝑟2 = 𝜀𝑥+ 𝑎,

çà óìîâè, ùî òî÷êà 𝑀(𝑥, 𝑦) ëåæèòü íà ïðàâié âiòöi ãiïåðáîëè.

Ïðÿìi 𝑥 = ±𝑎
𝜀
íàçèâàþòüñÿ директрисами гiперболи. Âîíè ìàþòü òó

ñàìó âëàñòèâiñòü (4.7), ùî i äèðåêòðèñè åëiïñà.
Ãiïåðáîëà, äëÿ ÿêî¨ 𝑎 = 𝑏, íàçèâà¹òüñÿ рiвносторонньою, ¨¨ ðiâíÿííÿ

𝑥2 − 𝑦2 = 𝑎2, à ðiâíÿííÿ àñèìïòîò ìà¹ âèãëÿä 𝑦 = ±𝑥.
Ãiïåðáîëà, ðiâíÿííÿ ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä

𝑦2

𝑏2
− 𝑥2

𝑎2
= 1, (4.10)

íàçèâàþòüñÿ спряженою з гiперболою (4.9). �¨ âåðøèíè çíàõîäÿòüñÿ â
òî÷êàõ 𝐵1(0,−𝑏) i 𝐵2(0, 𝑏) íà îñi 𝑂𝑦, àñèìïòîòè ñïiâïàäàþòü ç àñèìïòîòàìè
ãiïåðáîëè (4.9), 𝜀 = 𝑐/𝑏. Ãiïåðáîëà (4.10) íà ðèñ. 4.5 ïîêàçàíà øòðèõîâîþ
ëiíi¹þ.

Дотична äî ãiïåðáîëè (4.9) ó òî÷öi 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

𝑥𝑥0
𝑎2

− 𝑦𝑦0
𝑏2

= 1.
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Ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè ç öåíòðîì ó òî÷öi 𝐶0(𝑥0, 𝑦0) ìà¹ âèãëÿä

(𝑥− 𝑥0)
2

𝑎2
− (𝑦 − 𝑦0)

2

𝑏2
= 1, (4.11)

à ðiâíÿííÿ ¨¨ àñèìïòîò

𝑦 − 𝑦0 = ± 𝑏
𝑎

(𝑥− 𝑥0). (4.12)

Приклад 4.6. Скласти канонiчне рiвняння гiперболи, якщо вiдомо, що:
1) вiдстань мiж вершинами рiвна 8, а вiдстань мiж фокусами рiвна 10;
2) дiйсна пiввiсь рiвна 5, вершини дiлять вiдстань мiж центром i фо-

кусом навпiл;
3) дiйсна вiсь рiвна 6, гiпебола проходить через точку 𝐴(9,−4);
4) точки 𝑃 (

√
80, 3) i 𝑄(4

√
6, 3

√
2) лежать на гiперболi.

Розв’язок.

Канонiчне рiвняння гiперболи має вигляд
𝑥2

𝑎2
− 𝑦2

𝑏2
= 1.

1. Згiдно умови задачi вiдстань мiж вершинами гiперболи 2𝑎 = 8, а вiд-
стань мiж фокусами 2𝑐 = 10. Тому 𝑎 = 4, 𝑐 = 5. Для гiперболи справедлива
рiвнiсть 𝑏2 = 𝑐2− 𝑎2. Таким чином, 𝑏2 = 52− 42 = 9. Тодi записуємо шукане
рiвняння гiперболи:

𝑥2

16
− 𝑦2

9
= 1.

2. Згiдно умови 𝑎 = 5, 𝑐 = 2𝑎. Уявну пiввiсь 𝑏 знайдемо з iз спiв-
вiдношення 𝑏2 = 𝑐2 − 𝑎2. Пiдставивши в нього значення 𝑎 i 𝑐, знайдемо
𝑏2 = 3𝑎2 = 3 · 52 = 75. Шукане рiвняння гiперболи

𝑥2

25
− 𝑦2

75
= 1.

3. За умовою задачi 2𝑎 = 6, 𝑎 = 3. Якщо точка 𝐴(9,−4) належить

гiперболi, то її координати повиннi задовiльняти рiвнянню гiперболи
92

32
−

(−4)2

𝑏2
= 1. З нього знаходимо квадрат уявної пiвосi: 9 − 16

𝑏2 = 1, 𝑏2 = 2.

Одержуємо наступне рiвняння гiперболи:

𝑥2

9
− 𝑦2

2
= 1.

4. Оскiльки точки 𝑃 (
√

80, 3) i 𝑄(4
√

6, 3
√

2) лежать на гiперболi, то їх
координати задовiльняють рiвняння:

80

𝑎2
− 9

𝑏2
= 1,

96

𝑎2
− 18

𝑏2
= 1.
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Розв’язавши дану систему алгебраїчних рiвнянь, знаходимо 𝑎2 = 64, 𝑏2 = 36.
В цьому випадку рiвняння гiперболи має вигляд

𝑥2

64
− 𝑦2

36
= 1.

Приклад 4.7. Записати рiвняння траєкторiї руху точки 𝑀(𝑥, 𝑦), якщо
в будь-який момент часу вона знаходиться в 1,25 рази дальше вiд точки
𝐴(5, 0), нiж вiд прямої 5𝑥− 16 = 0.

Розв’язок.

Згiдно умови 𝑀𝐴 = 1, 25𝑀𝑁 (див. рис. 4.6). Звiдси, так як 𝑁(16/5, 𝑦),
то маємо

√︀
(𝑥− 5)2 + (𝑦 − 0)2 =

5

4

√︃(︂
𝑥− 16

5

)︂2

+ (𝑦 − 𝑦)2,

(𝑥− 5)2 + 𝑦2 =
25

16

(︂
𝑥− 16

5

)︂2

, 𝑥2 − 10𝑥+ 25 + 𝑦2 =
25

16
𝑥2 − 10𝑥+ 16,

9

16
𝑥2 − 𝑦2 = 9,

𝑥2

16
− 𝑦2

9
= 1.

Таким чином, шукана лiнiя – гiпербола. Точка 𝐴 спiвпадає з її правим фо-
кусом (𝑐2 = 𝑏2 + 𝑎2 = 32 + 42 = 25, 𝑐 = ±5), пряма 5𝑥 − 16 = 0 – права
директриса (𝜀 = 𝑐/𝑎 = 5/4, 𝑥 = ±𝑎/𝜀 = ±16/5).

A(5,0)F1

N y(16/5, )
M x  y( , )

Рис. 4.6.
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Приклад 4.8. Скласти рiвняння гiперболи, вершини якої знаходяться у

фокусах елiпса
𝑥2

225
+

𝑦2

144
= 1, а фокуси в його вершинах.

Розв’язок.

Згiдно умови задачi велика та мала пiвосi елiпса рiвнi 𝑎 = 15, 𝑏 = 12. Звiдки
𝑐 =

√
𝑎2 − 𝑏2 =

√
225 − 144 = 9. Тодi координати фокусiв та вершин елiпса

вiдповiдно будуть: 𝐹1(−9, 0), 𝐹2(9, 0); 𝐴1(−15, 0), 𝐴2(15, 0).
Оскiльки вершини нашої гiперболи спiвпадають з фокусами елiпса, а фо-

куси з вершинами елiпса, то дiйсна пiввiсь гiперболи рiвна 𝑎 = 9 (i лежить
на осi 𝑂𝑥), а вiдстань мiж фокусами – 2𝑐 = 30, 𝑐 = 15. Для уявної пiвосi
одержуємо 𝑏2 = 𝑐2 − 𝑎2 = 225 − 81 = 12. Тодi шукане рiвняння гiпероли

𝑥2

81
− 𝑦2

144
= 1.

Приклад 4.9. Встановити, що рiвнянння 𝑥2 − 6𝑦2 − 12𝑥 + 36𝑦 − 48 = 0
визначає гiперболу. Знайти її центр i пiвосi.

Розв’язок.

Доповнимо члени, що мiстять 𝑥, i члени, що мiстять 𝑦, до повних
квадратiв. Одержимо

(𝑥2 − 12𝑥+ 36 − 36) − 6(𝑦2 − 6𝑦 + 9 − 9) − 48 = 0,

(𝑥2 − 12𝑥+ 36) − 6(𝑦2 − 6𝑦 + 9) = 48 + 36 − 54,

(𝑥− 6)2 − 6(𝑦 − 3)2 = 30,
(𝑥− 6)2

30
− (𝑦 − 3)2

5
= 1.

Порiвнюючи з рiвнянням (4.11), доходимо висновку, що одержане рiвняння
задає гiперболу з центром у точцi 𝐶0(6, 3), пiвосями 𝑎 =

√
30, 𝑏 =

√
5 та

асимптотами 𝑦 = 3 ± 1√
6
(𝑥− 6).

Приклад 4.10. Знайти ексцентриситет гiперболи при умовi, що кут мiж
асимптотами дорiвнює 60∘.

Розв’язок.

Канонiчне рiвняння гiперболи має вигляд:
𝑥2

𝑎2
− 𝑦2

𝑏2
= 1. Рiвняння асим-

птот 𝑦 = ± 𝑏
𝑎
𝑥, де

𝑏

𝑎
= tg𝜙, а 𝜙 – кут нахилу асимптоти до додатнього

напряму осi 𝑂𝑥.
Так як кут мiж асимптотами дорiвнює 60∘, то 𝜙 = 60∘

2 = 30∘. Звiдси

знаходимо
𝑏

𝑎
= tg 30∘ =

1√
3
. Тодi знаходимо ексцентриситет за формулою:

𝜀 =
√︁

1 + (𝑏/𝑎)2 =
√︀

1 + 1/3 = 2/
√

3.
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Завдання для самостiйної роботи

1. Ñêëàñòè êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè, äiéñíà ïiââiñü ÿêî¨ 𝑎 = 7, à
åêñöåíòðèñèòåò 𝜀 =

√
85/7.

Вiдповiдь:
𝑥2

49
− 𝑦2

36
= 1.

2. Ñêëàñòè êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè ç àñèìïòîòàìè 𝑦 = ±3
4𝑥 òà

äiéñíîþ âiññþ 2𝑎 = 16.

Вiдповiдь:
𝑥2

64
− 𝑦2

36
= 1.

3. Ñêëàñòè êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè ç àñèìïòîòàìè 𝑦 = ±3
4𝑥 òà

óÿâíîþ âiññþ 2𝑐 = 10
√

13.

Вiдповiдь:
𝑥2

208
− 𝑦2

117
= 1.

4. Ñêëàñòè êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè ç àñèìïòîòàìè 𝑦 = ±3
4𝑥 òà

åêñöåíòðèñèòåòîì 𝜀 = 5/4.

Вiдповiдь: ñiìåéñòâî ãiïåðáîë
25𝑥2

16 𝑐2
− 25 𝑦2

9 𝑐2
= 1, äå 𝑐 � âiäñòàíü äî ôîêóñiâ

âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

5. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè ç àñèìïòîòàìè
√

3𝑥± 𝑦 = 0 òà äîòè÷íîþ
2𝑥 − 𝑦 − 3 = 0. Çíàéòè êîîðäèíàòè ¨¨ ôîêóñiâ, åêñöåíòðèñèòåò òà ðiâíÿííÿ
äèðåêòðèñ. Çðîáèòè ìàëþíîê.

Вiдповiдь:
𝑥2

9
− 𝑦2

27
= 1, 𝐹1(−6, 0), 𝐹2(6, 0), 𝜀 = 2, 𝑥 = ±9

2 .

4.4 Парабола

Параболою íàçèâàþòü ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê ïëîùèíè, ùî çíàõîäÿ-
òüñÿ íà îäíàêîâié âiäñòàíi âiä äàíî¨ òî÷êè (ôîêóñà) i äàíî¨ ïðÿìî¨ (äèðå-
êòðèñè).

� äâà âèãëÿäè канонiчного ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè:

𝑦2 = 2𝑝𝑥 (4.13)

� ïàðàáîëà ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî îñi 𝑂𝑥 (ðèñ. 4.7), 𝑝 > 0 � ïàðàìåòð ïàðàáî-
ëè;

𝑥2 = 2𝑝𝑦 (4.14)

� ïàðàáîëà ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî îñi 𝑂𝑦.
Â îáèäâîõ âèïàäêàõ вершина ïàðàáîëè, òîáòî òî÷êà 𝑂(0, 0), ÿêà ëåæèòü

íà осi симетрiї 𝑂𝑥 (𝑂𝑦), çíàõîäèòüñÿ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò.
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Рис. 4.7.

Ïàðàáîëà (4.13) ìà¹фокус 𝐹
(︁𝑝

2
, 0
)︁
i директрису 𝑥 = −𝑝

2
;фокальний

радiус-вектор точки 𝑀(𝑥, 𝑦) ïàðàáîëè âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ 𝑟 = 𝑥+
𝑝

2
.

Ïàðàáîëà (4.14) ìà¹фокус 𝐹
(︁

0,
𝑝

2

)︁
i директрису 𝑦 = −𝑝

2
;фокальний

радiус-вектор точки 𝑀(𝑥, 𝑦) ïàðàáîëè âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ 𝑟 = 𝑦 +
𝑝

2
.

Ексцентриситет ïàðàáîëè 𝜀 = 1.
Дотична äî ïàðàáîëè 𝑦2 = 2𝑝𝑥 ó òî÷öi𝑀0(𝑥0, 𝑦0) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

𝑦𝑦0 = 𝑝(𝑥+ 𝑥0).
Рiвняння параболи з вершиною у точцi 𝐶0(𝑥0, 𝑦0) ìà¹ âèãëÿä (𝑦 −

𝑦0)
2 = 2𝑝(𝑥− 𝑥0).

5 ВСТУП ДО МАТЕМАТИЧНОГО АНАЛIЗУ

5.1 Числовi множини. Дiйснi числа

Ïiä множиною ðîçóìiþòü ñóêóïíiñòü (ñiìåéñòâî, íàáið, çiáðàííÿ) äå-
ÿêèõ îá'¹êòiâ, îá'¹äíàíèõ çà ïåâíîþ îçíàêîþ ÷è âëàñòèâiñòþ. Îá'¹êòè, ç
ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ ìíîæèíà, ¹ ¨¨ елементами. ßêùî åëåìåíò 𝑥 íàëåæèòü
ìíîæèíi 𝑋, òî ïèøóòü 𝑥 ∈ 𝑋. Çàïèñ 𝑥∈̄𝑋 îçíà÷à¹, ùî åëåìåíò 𝑥 íå íàëå-
æèòü ìíîæèíi 𝑋.

Ìíîæèíà, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ ÷èñëà, íàçèâà¹òüñÿ числовою.
Ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü ñêií÷åííó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ, ¹ скiнченною, à

ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ, ¹ нескiнченною.
Ìíîæèíà, ÿêà íå ìiñòèòü æîäíîãî åëåìåíòà, íàçèâà¹òüñÿ порожньою i ïî-
çíà÷à¹òüñÿ ∅.

Ìíîæèíà 𝐶, ÿêà ìiñòèòü åëåìåíòè, êîæåí ç ÿêèõ íàëåæèòü ìíîæèíi 𝐴
àáî 𝐵, ¹ об’єднанням (сумою) множин 𝐴 i 𝐵: 𝐶 = 𝐴 ∪𝐵.
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Ìíîæèíà 𝐷, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ, êîæíèé ç ÿêèõ íàëåæèòü îäíî-
÷àñíî ìíîæèíàì 𝐴 i 𝐵, ¹ перерiзом (добутком) множин 𝐴 i 𝐵:𝐷 = 𝐴∩𝐵.

Ìíîæèíà 𝐸, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ, êîæíèé ç ÿêèõ íàëåæèòü ìíî-
æèíi 𝐴 i íå íàëåæèòü ìíîæèíi 𝐵, ¹ рiзницею множин 𝐴 i 𝐵: 𝐸 = 𝐴 ∖𝐵.

Ìíîæèíà дiйсних чисел 𝑅 ñêëàäà¹òüñÿ iç âñiõ ðàöiîíàëüíèõ òà iððàöiî-
íàëüíèõ ÷èñåë. Рацiональним числом íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî âèäó 𝑚

𝑛 , äå 𝑚 i 𝑛
� öiëi ÷èñëà, ïðè÷îìó 𝑛 ̸= 0. Iррацiональним числом íàçèâà¹òüñÿ äiéñíå
÷èñëî, ÿêå íå ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi âiäíîøåííÿ äâîõ öiëèõ ÷èñåë.
Ìiæ ìíîæèíîþ òî÷îê ïðÿìî¨ i ìíîæèíîþ äiéñíèõ ÷èñåë 𝑅 çàâæäè ìîæíà
âñòàíîâèòè âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü. ßêùî öþ âiäïîâiäíiñòü âñòà-
íîâëåíî, òî ïðÿìó íàçèâàþòü числовою вiссю. Ñóêóïíiñòü âñiõ ÷èñåë 𝑥,
ÿêi çàäîâiëüíÿþòü óìîâó 𝑎 < 𝑥 < 𝑏 (𝑎 6 𝑥 6 𝑏), íàçèâàþòü iнтервалом
(вiдрiзком) i ïîçíà÷àþòü (𝑎; 𝑏) ([𝑎; 𝑏]).

Абсолютною величиною (модулем) дiйсного числа 𝑥 ¹ íåâiä'¹ìíå
÷èñëî |𝑥|, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

|𝑥| =

⎧⎨⎩ 𝑥, ÿêùî 𝑥 > 0,

−𝑥, ÿêùî 𝑥 < 0.
(5.1)

Âëàñòèâîñòi ìîäóëÿ äiéñíîãî ÷èñëà:
1) 𝑎 = 𝑏⇒ |𝑎| = |𝑏|; 2) |𝑥| > 𝑥; 3) |𝑥| = | − 𝑥|;
4) |𝑥+ 𝑦| 6 |𝑥| + |𝑦|; 5) |𝑥− 𝑦| > |𝑥| − |𝑦|;

6) |𝑥 · 𝑦| = |𝑥| + |𝑦|; 7)

⃒⃒⃒⃒
𝑥

𝑦

⃒⃒⃒⃒
=

|𝑥|
|𝑦|
, 𝑦 ̸= 0;

8) |𝑥| 6 𝑎⇔ −𝑎 6 𝑥 6 𝑎; 9) |𝑥| > 𝑎⇔ 𝑥 > 𝑎, 𝑥 6 −𝑎.

5.2 Функцiя

5.2.1 Функцiя. Найпростiшi властивостi функцiї

ßêùî êîæíîìó ÷èñëó 𝑥 ç ìíîæèíè 𝐷 çà ïåâíèì ïðàâèëîì ïîñòàâëåíî ó
âiäïîâiäíiñòü ¹äèíå ÷èñëî 𝑦, òî 𝑦 ¹ ôóíêöi¹þ âiä 𝑥 i ïîçíà÷à¹òüñÿ 𝑦 = 𝑓(𝑥),
𝑥 ∈ 𝐷.

Çìiííà 𝑥 ¹ незалежною змiнною àáî аргументом, à çìiííà 𝑦 � зале-
жною змiнною, àáî функцiєю.

Ìíîæèíà 𝐷 çíà÷åíü 𝑥, äëÿ ÿêèõ ôóíêöiÿ 𝑦 = 𝑓(𝑥) ìà¹ äiéñíèé çìiñò,
íàçèâà¹òüñÿ областю визначення öi¹¨ ôóíêöi¨.

Ìíîæèíà 𝐸 âñiõ ÷èñåë 𝑦, òàêèõ, ùî 𝑦 = 𝑓(𝑥) äëÿ êîæíîãî 𝑥 ∈ 𝐷, ¹
множиною значень ôóíêöi¨.

Ôóíêöiÿ 𝑓(𝑥) ¹ парною, ÿêùî 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷 i непарною, ÿêùî
𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷.

Ôóíêöiÿ 𝑓(𝑥), ÿêà âèçíà÷åíà íà âñié ÷èñëîâié ïðÿìié, ¹ перiодичною,
ÿêùî 𝑓(𝑥 + 𝑇 ) = 𝑓(𝑥). ×èñëî 𝑇 íàçèâà¹òüñÿ перiодом функцiї. ßêùî
𝑇 � ïåðiîä ôóíêöi¨, òî ¨¨ ïåðiîäîì òàêîæ ¹ ÷èñëà 𝑘𝑇 , äå 𝑘 = ±1, ±2, . . . .
Íàéìåíøå ç äîäàòíèõ ÷èñåë 𝑇 ¹ основним перiодом функцiї.
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ßêùî ôóíêöiÿ 𝑓(𝑥) âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi 𝐷 i äëÿ äâîõ äîâiëüíèõ ðiçíèõ
çíà÷åíü 𝑥1 i 𝑥2 àðãóìåíòó ç öi¹¨ ìíîæèíè ïðè óìîâi 𝑥1 < 𝑥2 ìà¹ìî:

1) 𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2), òî ôóíêöiÿ ¹ зростаючою;
2) 𝑓(𝑥1) > 𝑓(𝑥2), òî ôóíêöiÿ ¹ спадною;
3) 𝑓(𝑥1) 6 𝑓(𝑥2), òî ôóíêöiÿ ¹ неспадною;
4) 𝑓(𝑥1) > 𝑓(𝑥2), òî ôóíêöiÿ ¹ незростаючою.
Çðîñòàþ÷i, íåçðîñòàþ÷i, ñïàäíi i íåñïàäíi ôóíêöi¨ íà ìíîæèíi 𝐷 íàçè-

âàþòüñÿ монотонними íà öié ìíîæèíi.
Ôóíêöiÿ 𝑓(𝑥), âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi 𝐷, ¹ обмеженою íà öié ìíîæèíi,

ÿêùî iñíó¹ òàêå ÷èñëî𝑀 > 0, ùî äëÿ âñiõ 𝑥 ∈ 𝐷 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà |𝑓(𝑥)| 6
𝑀 .

ßêùî äëÿ ôóíêöié 𝑓(𝑥) i 𝑔(𝑥), ÿêi âèçíà÷åíi íà ìíîæèíi 𝐷, iñíó¹ òàêå
÷èñëî 𝑁 , ùî äëÿ âñiõ 𝑥 ∈ 𝐷 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |𝑓(𝑥)| 6 𝑁 àáî |𝑔(𝑥)| >
𝑁 , òî 𝑓(𝑥) ¹ обмеженою зверху, à 𝑔(𝑥) � обмеженою знизу ôóíêöi¹þ.

ßêùî ðiâíÿííÿ 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0, ÿêå íå ðîçâ'ÿçàíå âiäíîñíî 𝑦, âèçíà÷à¹ 𝑦 ÿê
ôóíêöiþ 𝑥, òî 𝑦 ¹ неявною ôóíêöi¹þ 𝑥.

Ôóíêöiÿ 𝑥 = 𝜙(𝑦) ¹ оберненою äî ôóíêöi¨ 𝑦 = 𝑓(𝑥), ÿêùî:
1) îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ 𝜙 ¹ ìíîæèíà çíà÷åíü ôóíêöi¨ 𝑓 ;
2) ìíîæèíà çíà÷åíü ôóíêöi¨ 𝜙 ¹ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ 𝑓 ;
3) êîæíîìó çíà÷åííþ çìiííî¨ 𝑦 ∈ 𝐸 âiäïîâiäà¹ ¹äèíå çíà÷åííÿ çìiííî¨

𝑥 ∈ 𝐷.
Ôóíêöiÿ 𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑦 ∈ 𝐸 ìà¹ îáåðíåíó ôóíêöiþ 𝑥 = 𝜙(𝑦) òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹ ñòðîãî ìîíîòîííîþ â îáëàñòi 𝐷.
Çàäàííÿ ôóíêöiîíàëüíî¨ çàëåæíîñòi ìiæ 𝑥 i 𝑦 ó âèãëÿäi äâîõ ôóíêöié

𝑥 = 𝜙(𝑡), 𝑦 = 𝜓(𝑡) îäíi¹¨ íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ 𝑡, ÿêi âèçíà÷åííi íà îäíîìó é
òîìó ñàìîìó ïðîìiæêó, ¹ ïàðàìåòðè÷íèì çàäàííÿì ôóíêöié; çìiííà 𝑡 ïðè
öüîìó íàçèâà¹òüñÿ параметром.

ßêùî ôóíêöiÿ 𝑥 = 𝜙(𝑡) ìà¹ îáåðíåíó 𝑡 = Φ(𝑥), òî çìiííó 𝑦 ìîæíà
ðîçãëÿäàòè ÿê ñêëàäåíó ôóíêöiþ âiä 𝑥: 𝑦 = 𝜙(Φ(𝑥)).

Íàéïðîñòiøèìè елементарними функцiями ¹:
1) ñòåïåíåâà 𝑦 = 𝑥𝛼, 𝛼 ∈ 𝑅;
2) ïîêàçíèêîâà 𝑦 = 𝑎𝑥, 𝑎 > 0, 𝑎 ̸= 1;
3) ëîãàðèôìi÷íà 𝑦 = log𝑎 𝑥, 𝑎 > 0, 𝑎 ̸= 1;
4) òðèãîíîìåòðè÷íi: 𝑦 = sin𝑥, 𝑦 = cos𝑥, 𝑦 = tg𝑥, 𝑦 = ctg𝑥;
5) îáåðíåíi òðèãîíîìåòðè÷íi: 𝑦 = arcsin 𝑥, 𝑦 = arccos 𝑥, 𝑦 = arctg𝑥,

𝑦 = arcctg𝑥.
Îñíîâíèìè ñïîñîáàìè çàäàííÿ ôóíêöié ¹: òàáëè÷íèé, àíàëiòè÷íèé òà

ãðàôi÷íèé.

Приклад 5.1. Знайти областi визначення i значення функцiї 𝑦 = lg(5𝑥2 −
8𝑥− 4).

Розв’язок.

Логарифмiчна функцiя визначена, якщо 5𝑥2 − 8𝑥 − 4 > 0. Коренi квадра-
тного тричлена: 𝑥1 = −0, 4, 𝑥2 = 2. Записана вище нерiвнiсть рiвносильна
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нерiвностi (𝑥+ 0, 4)(𝑥−2) > 0, що можливо при 𝑥 < −0, 4, 𝑥 > 2. Областю
𝐷 визначення даної функцiї є iнтервал (−∞;−0, 4) ∪ (2; +∞). Оскiльки в
𝐷 0 < 5𝑥2 − 8𝑥 − 4 < +∞, то iнтервал (−∞; +∞) є областю 𝐸 значень
функцiї.

Приклад 5.2. Знайти областi визначення i значення функцiї 𝑦 =√
6 + 7𝑥− 3𝑥2.

Розв’язок.

Дана функцiя визначена, якщо 6 + 7𝑥 − 3𝑥2 > 0. Коренi квадратного
тричлена: 𝑥1 = −2/3, 𝑥2 = 3. Вихiдна нерiвнiсть рiвносильна нерiвно-
стi −(𝑥 + 2/3)(𝑥 − 3) > 0, що можливо при −2/3 6 𝑥 6 3. Областю
𝐷 визначення даної функцiї буде вiдрiзок

[︀
−2

3 ; 3
]︀
. Оскiльки в областi 𝐷

0 6 5𝑥2 − 8𝑥− 4 6 121
12 , то областю 𝐸 значень функцiї є iнтервал

[︁
0; 11

2
√
3

]︁
.

Завдання для самостiйної роботи

1. Çíàéòè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöié:
à) 𝑦 =

√
𝑥2 − 6𝑥+ 5;

á) 𝑦 = arccos 2𝑥
1+𝑥 ;

â) 𝑦 =
√

25 − 𝑥2 + lg sin 𝑥;

ã) 𝑦 =
1√

𝑥2 + 𝑥
.

Вiдповiдь: à) (−∞; 1) ∪ [5; +∞); á) [−1/3; 1]; â) [−5;−𝜋) ∪ (0;𝜋);
ã) (−∞;−1) ∪ (0; +∞).

2. Äîñëiäèòè ôóíêöi¨ íà ïàðíiñòü:
à) 𝑦 = 𝑥2 + |𝑥|;
á) 𝑦 = tg2𝑥− cos𝑥;

â) 𝑦 = lg
1 − 𝑥

1 + 𝑥
;

ã) 𝑦 =
2𝑥 − 1

2𝑥 + 1
.

Вiдповiдь: à) ïàðíà; á) ïàðíà; â) íåïàðíà; ã) íåïàðíà.

5.3 Границя

5.3.1 Послiдовнiсть. Границя послiдовностi

ßêùî êîæíîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó 𝑛 ∈ 𝑁 çà ïåâíèì ïðàâèëîì ñòàâè-
òüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî 𝑥𝑛, òî ìíîæèíó ÷èñåë

{𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, . . .}
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íàçèâàþòü числовою послiдовнiстю i ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì {𝑥𝑛}, äå 𝑥1,
𝑥2, . . ., 𝑥𝑛 � ÷ëåíè àáî åëåìåíòè ïîñëiäîâíîñòi, 𝑥𝑛 � çàãàëüíèé ÷ëåí ïîñëi-
äîâíîñòi.

×èñëî 𝑥0 ¹ границею послiдовностi {𝑥𝑛}, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ÷è-
ñëà 𝜀 > 0 iñíó¹ òàêèé íîìåð 𝑁 = 𝑁(𝜀), ùî ïðè âñiõ 𝑛 > 𝑁 âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

|𝑥𝑛 − 𝑥0| < 𝜀. (5.2)

ßêùî 𝑥0 ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi {𝑥𝑛}, òî ïèøóòü

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥0.

Ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà ìà¹ ãðàíèöþ íàçèâà¹òüñÿ збiжною, â ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó � розбiжною.

Приклад 5.3. Довести, що lim
𝑛→∞

3𝑛+ 4

𝑛
= 3. Пояснити таблицями значень

𝑛 та
3𝑛+ 4

𝑛
при 𝑛 = 1, 10, 100, 1000, . . .

Розв’язок.

Знайдемо значення членiв послiдовностi 𝑥𝑛 =
3𝑛+ 4

𝑛
при 𝑛 = 1, 10,

100, 1000, . . .

𝑛 1 10 100 1000 . . . → ∞
3𝑛+ 4

𝑛
7 3, 4 3, 04 3, 004 . . . → 3

.

З таблицi випливає що при 𝑛 → ∞, члени послiдовностi прямують до 3.

Отже, lim
𝑛→∞

3𝑛+ 4

𝑛
= 3.

Ç'ÿñó¹ìî геометричний змiст ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi. Íåðiâíiñòü (5.2)
åêâiâàëåíòíà íåðiâíîñòÿì

−𝜀 < 𝑥𝑛 − 𝑥0 < 𝜀, àáî 𝑥0 − 𝜀 < 𝑥𝑛 < 𝑥0 + 𝜀.

Iíòåðâàë (𝑥0− 𝜀; 𝑥0 + 𝜀) íàçèâà¹òüñÿ 𝜀-околом òî÷êè (÷èñëà) 𝑥0. Òàêèì ÷è-
íîì, ÿêùî ÷èñëî 𝑥0 ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi 𝑥𝑛, òî ãåîìåòðè÷íî öå îçíà÷à¹,
ùî äëÿ äîâiëüíîãî 𝜀 > 0 çíàéäåòüñÿ òàêå ÷èñëî 𝑁 , ùî äëÿ âñiõ 𝑛 > 𝑁 ÷è-
ñëà 𝑥𝑛 áóäóòü çíàõîäèòèñÿ â 𝜀-îêîëi ÷èñëà 𝑥0. Çà ìåæàìè öüîãî îêîëó ìîæå
çíàõîäèòèñÿ õiáà ùî ñêií÷åíà êiëüêiñòü ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi 𝑥𝑛.

Приклад 5.4. Довести, що lim
𝑛→∞

4𝑛− 3

2𝑛+ 1
= 2. Починаючи з якого номера 𝑛

члени послiдовностi будуть вiдрiзнятися вiд границi менше нiж на 0, 001?

Розв’язок.
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Нехай 𝑥𝑛 =
4𝑛− 3

2𝑛+ 1
, тодi |𝑥𝑛 − 2| =

⃒⃒⃒⃒
4𝑛− 3

2𝑛+ 1
− 2

⃒⃒⃒⃒
=

5

2𝑛+ 1
. Задамо довiльне

число 𝜀 > 0. Нерiвнiсть |𝑥𝑛 − 2| < 𝜀 буде виконуватись, якщо
5

2𝑛+ 1
< 𝜀,

звiдки знаходимо 𝑛 >
5

2𝜀
− 1

2
. Тодi вiдповiдно 𝑁 =

[︂
5

2𝜀
− 1

2

]︂
+ 1, де [𝑎] – цiла

частина числа 𝑎. Таким чином, при всiх 𝑛 > 𝑁 виконуватимеся нерiвнiсть

|𝑥𝑛 − 2| = 𝜀. Це означає, що lim
𝑛→∞

4𝑛− 3

2𝑛+ 1
= 2.

Нехай 𝜀 = 0, 001, тодi 𝑁 = [2499, 5] + 1 = 2500. Вiдповiдно умова
|𝑥𝑛 − 2|< 0, 001 буде виконуватися при 𝑛 > 2500. Геометрично це означає,

що всi члени послiдовностi 𝑥𝑛 =
4𝑛− 3

2𝑛+ 1
при 𝑛 > 2500 лежать в середи-

нi iнтервалу (2 − 0, 001; 2 + 0, 001) = (1, 999; 2, 001). Iншими словами при
𝑛 > 2500 всi члени послiдовностi знаходяться вiд точки 2 на вiдстанi, що
менша за 0, 001. Вiдповiдно за межами околу (1, 999; 2, 001) лежить 2500
членiв послiдовностi.

5.3.2 Границя функцiї. Обчислення границь

Íåõàé ôóíêöiÿ 𝑓(𝑥) âèçíà÷åíà â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè 𝑥0, êðiì, ìîæëèâî,
ñàìî¨ òî÷êè 𝑥0. ×èñëî 𝐴 íàçèâà¹òüñÿ границею функцiї 𝑓(𝑥) в точцi 𝑥0
(ïèøóòü lim

𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐴), ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà 𝜀 > 0 iñíó¹ çàëåæíå âiä

𝜀 ÷èñëî 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 òàêå, ùî |𝑓(𝑥) − 𝐴| < 𝜀 ïðè 0 < |𝑥− 𝑥0| < 𝛿.
Àíàëîãi÷íî, lim

𝑥→±∞
𝑓(𝑥) = 𝐴, ÿêùî äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà 𝜀 > 0 iñíó¹ çàëåæíå

âiä 𝜀 ÷èñëî 𝑁 òàêå, ùî |𝑓(𝑥) − 𝐴| < 𝜀 ïðè |𝑥| > 𝑁 .
ßêùî 𝑥 → 𝑥0 i ïðè öüîìó 𝑥 < 𝑥0, òî ïèøóòü 𝑥 → 𝑥0 − 0; àíàëîãi÷íî,

ÿêùî 𝑥 → 𝑥0 i ïðè öüîìó 𝑥 > 𝑥0, òî ïèøóòü 𝑥 → 𝑥0 + 0. ×èñëà 𝑓(𝑥0 − 0) =
lim

𝑥→𝑥0−0
𝑓(𝑥) i 𝑓(𝑥0+0) = lim

𝑥→𝑥0+0
𝑓(𝑥) íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî границею злiва

функцiї 𝑓(𝑥) в точцi 𝑥0 i границею справа функцiї 𝑓(𝑥) в точцi 𝑥0.
Äëÿ iñíóâàííÿ ãðàíèöi ôóíêöi¨ 𝑓(𝑥) ïðè 𝑥→ 𝑥0 íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá
âèêîíóâàëàñÿ óìîâà 𝑓(𝑥0 − 0) = 𝑓(𝑥0 + 0). Çàìiñòü 𝑥 → 0 − 0 i 𝑥 → 0 + 0
ïèøóòü 𝑥→ −0 i 𝑥→ +0 âiäïîâiäíî.

Ëiâà i ïðàâà ãðàíèöi ôóíêöi¨ íàçèâàþòüñÿ одностороннiми границя-
ми.

Приклад 5.5. Знайти lim
𝑥→3+0

4

𝑥− 3
i lim
𝑥→3−0

4

𝑥− 3
та пояснити таблицями.

Розв’язок.

Знайдемо значення функцiї
4

𝑥− 3
, коли її аргумент прямує до точки 𝑥0 = 3

справа

94



𝑥 4 3, 1 3, 01 3, 001 . . . → 3 + 0

4

𝑥− 3
4 40 400 4000 . . . → +∞

та злiва

𝑥 2 2, 9 2, 99 2, 999 . . . → 3 − 0

4

𝑥− 3
−4 −40 −400 −4000 . . . → −∞

.

Отже, правостороння границя рiвна lim
𝑥→3+0

4

𝑥− 3
= +∞, а лiвостороння –

lim
𝑥→3+0

4

𝑥− 3
= −∞.

Властивостi границь.
1) Ãðàíèöÿ ïîñòiéíî¨ ðiâíà ñàìié ïîñòiéíié: lim 𝑐 = 𝑐, 𝑐 = const.
2) ßêùî êîæíà ç ôóíêöié 𝑢(𝑥) òà 𝑣(𝑥) ìà¹ ñêií÷åííó ãðàíèöþ ïðè 𝑥→ 𝑥0

(𝑥→ ∞), òî ñïðàâåäëèâi ôîðìóëè:
a) lim 𝑐𝑢 = 𝑐 lim𝑢;
á) lim(𝑢± 𝑣) = lim𝑢± lim 𝑣;
â) lim(𝑢 · 𝑣) = lim𝑢 · lim 𝑣;

ã) lim
𝑢

𝑣
=

lim𝑢

lim 𝑣
, lim 𝑣 ̸= 0.

Íàñëiäêè:
1) lim𝑢𝑛 = [lim𝑢]𝑛, çîêðåìà,
2) lim

𝑥→𝑥0

𝑥𝑛 = 𝑥𝑛0 , 𝑛 ∈ 𝑁 .

ßêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ÿê çàâãîäíî âåëèêîãî ÷èñëà 𝑁 iñíó¹ òàêå ÷èñëî
𝛿(𝑁), ùî ïðè 0 < |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿(𝑁) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |𝑓(𝑥)| > 𝑁 ,
òî ôóíêöiÿ 𝑦 = 𝑓(𝑥) íàçèâà¹òüñÿ нескiнченно великою ïðè 𝑥 → 𝑥0
( lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = ∞). Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ íåñêií÷åííî âåëèêà 𝑓(𝑥) ïðè
𝑥→ ∞.

ßêùî lim
𝑥→𝑥0

𝛼(𝑥) = 0, òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî 𝜀 > 0 iñíó¹ 𝛿 > 0, òàêå, ùî

ïðè 0 < |𝑥− 𝑥0| < 𝛿 ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü |𝛼(𝑥)| < 𝜀, òî 𝛼(𝑥) íàçèâà¹òüñÿ
нескiнченно малою функцiєю при 𝑥 → 𝑥0. Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ
íåñêií÷åííî ìàëà 𝛼(𝑥) ïðè 𝑥→ ∞.

Деякi властивостi нескiнченно малих величин:
1) ÿêùî ïðè 𝑥 → 𝑥0 (𝑥 → ∞) 𝛼(𝑥) � íåñêií÷åííî ìàëà, à 𝑓(𝑥) � íåñêií-

÷åííî âåëèêà âåëè÷èíà, òî ïðè 𝑥 → 𝑥0 (𝑥 → ∞)
1

𝛼(𝑥)
i

1

𝑓(𝑥)
� âiäïîâiäíî

íåñêií÷åííî âåëèêà i íåñêií÷åííî ìàëà âåëè÷èíè;
2) ñóìà ñêií÷åíîãî ÷èñëà íåñêií÷åííî ìàëèõ âåëè÷èí ¹ íåñêií÷åííî ìà-

ëîþ âåëè÷èíîþ;
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3) äîáóòîê îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨ íà íåñêií÷åííî ìàëó ¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ
âåëè÷èíîþ;

4) ÷àñòêà âiä äiëåííÿ íåñêií÷åííî ìàëî¨ âåëè÷èíè íà ôóíêöiþ, ÿêà ìà¹
âiäìiííó âiä íóëÿ ãðàíèöþ, ¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ âåëè÷èíîþ.

Порiвняння нескiнченно малих функцiй.
Íåõàé ïðè 𝑥→ 𝑥0 𝛼(𝑥) òà 𝛽(𝑥) ¹ íåñêií÷åííî ìàëèìè ôóíêöiÿìè. Òîäi:

I. ßêùî lim
𝑥→𝑥0

𝛼

𝛽
= 𝐶, 𝐶 ̸= 0, òî 𝛼 i 𝛽 ¹ нескiнченно малими одного

порядку; ÿêùî 𝐶 = 0, òî 𝛼 ¹ нескiнченно малою вищого порядку нiж
𝛽.

II. ßêùî lim
𝑥→𝑥0

𝛼

𝛽𝑘
= 𝐴 ̸= 0, 𝐴 ∈ 𝑅, òî 𝛼 íàçèâà¹òüñÿ нескiнченно малою

𝑘-го порядку вiдносно 𝛽.

III. ßêùî lim
𝑥→𝑥0

𝛼

𝛽
= 1, òî 𝛼 i 𝛽 íàçèâàþòüñÿ еквiвалентними нескiн-

ченно малими. Åêâiâàëåíòíiñòü çàïèñó¹òüñÿ òàê: 𝛼 ∼ 𝛽.
Ãðàíèöÿ âiäíîøåííÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ ôóíêöié 𝛼(𝑥) i 𝛽(𝑥) ïðè 𝑥 →

𝑥0 ðiâíà ãðàíèöi âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíèõ ¨ì íåñêií÷åííî ìàëèõ ôóíêöié
𝛼*(𝑥) i 𝛽*(𝑥) ïðè 𝑥→ 𝑥0, òîáòî ñïðàâåäëèâi ãðàíè÷íi ðiâíîñòi:

lim
𝑥→𝑥0

𝛼

𝛽
= lim

𝑥→𝑥0

𝛼*

𝛽
= lim

𝑥→𝑥0

𝛼

𝛽* = lim
𝑥→𝑥0

𝛼*

𝛽* .

×àñòî çóñòði÷àþòüñÿ íàñòóïíi åêâiâàëåíòíi íåñêií÷åííî ìàëi âåëè÷èíè
ïðè 𝑥→ 0:

sin𝑥 ∼ 𝑥; 𝑒𝑥 − 1 ∼ 𝑥;

tg𝑥 ∼ 𝑥; 𝑎𝑥 − 1 ∼ 𝑥 ln 𝑎;

arcsin𝑥 ∼ 𝑥; log𝑎(1 + 𝑥) ∼ 𝑥 log𝑎 𝑒;

arctg𝑥 ∼ 𝑥; ln(1 + 𝑥) ∼ 𝑥;

1 − cos𝑥 ∼ 𝑥2

2
; (1 + 𝑥)𝑘 − 1 ∼ 𝑘𝑥, 𝑘 > 0.

Ïðè îá÷èñëåííi ãðàíèöü øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi ãðàíèöi:

1) lim
𝑥→0

sin𝑥

𝑥
= 1, lim

𝑥→0

𝑥

sin𝑥
= 1 � перша важлива границя. Çà ¨¨ äî-

ïîìîãîþ ðîçêðèâàþòü íåâèçíà÷åíiñòü âèäó
0

0
, çàäàíó âèðàçàìè, ùî ìiñòÿòü

òðèãîíîìåòðè÷íi ôóíêöi¨.

2) lim
𝑥→±∞

(︂
1 +

1

𝑥

)︂𝑥

= lim
𝛼→0

(1 + 𝛼)
1
𝛼 = 𝑒 ≈ 2, 71828 . . . � друга важлива

границя, ¨ ¨ âèêîðèñòîâóþòü ïðè ðîçêðèòòi íåâèçíà÷åíîñòi âèäó 1∞.
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5.3.3 Неперервнiсть функцiї. Точки розриву

Ôóíêöiÿ 𝑦 = 𝑓(𝑥) íàçèâà¹òüñÿ неперервною в точцi 𝑥0, ÿêùî:
1) ôóíêöiÿ 𝑓(𝑥) âèçíà÷åíà â òî÷öi 𝑥0 i äåÿêîìó ¨¨ îêîëi;
2) iñíó¹ ñêií÷åíà ãðàíèöÿ ôóíêöi¨ 𝑓(𝑥) â òî÷öi 𝑥0: 𝑓(𝑥0 − 0) = 𝑓(𝑥0 + 0);
3) ãðàíèöÿ ôóíêöi¨ 𝑓(𝑥) â òî÷öi 𝑥0 ðiâíà çíà÷åííþ ôóíêöi¨ â öié òî÷öi

𝑥0, òîáòî
lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0). (5.3)

Òî÷êà 𝑥0, â ÿêié íå âèêîíó¹òüñÿ õî÷à á îäíà ç óìîâ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨
𝑦 = 𝑓(𝑥), íàçèâà¹òüñÿ точкою розриву функцiї. ßêùî â òî÷öi 𝑥0 iñíóþòü
ñêií÷åíi ãðàíèöi 𝑓(𝑥0 − 0) i 𝑓(𝑥0 + 0), òàêi, ùî 𝑓(𝑥0 − 0) ̸= 𝑓(𝑥0 + 0), òî 𝑥0
íàçèâà¹òüñÿ неусувною точкою розриву першого роду. Çîêðåìà, ÿêùî
𝑓(𝑥0 − 0) = 𝑓(𝑥0 + 0) ̸= 𝑓(𝑥0), òî 𝑥0 ¹ усувною точкою розриву першого
роду. ßêùî æ õî÷à á îäíà ç îäíîñòîðîííiõ ãðàíèöü 𝑓(𝑥0 − 0) àáî 𝑓(𝑥0 + 0)
íå iñíó¹ àáî äîðiâíþ¹ íåñêií÷åííîñòi, òî÷êó 𝑥0 íàçèâàþòü точкою розриву
другого роду.

Ôóíêöiÿ, íåïåðåðâíà ó âñiõ òî÷êàõ äåÿêî¨ îáëàñòi, íàçèâà¹òüñÿ непе-
рервною в цiй областi.

6 ДИФЕРЕНЦIАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦIЙ ОДНIЄЇ
ЗМIННОЇ

6.1 Похiдна

Похiдною функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) â òî÷öi 𝑥 íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöÿ

lim
△𝑥→0

𝑓(𝑥+ △𝑥) − 𝑓(𝑥)

△𝑥
= lim

△𝑥→0

△𝑦
△𝑥

, (6.1)

äå △𝑥 � ïðèðiñò àðãóìåíòó, à △𝑦 = 𝑓(𝑥+ △𝑥) − 𝑓(𝑥) � ïðèðiñò ôóíêöi¨.
ßêùî öÿ ãðàíèöÿ ¹ ñêií÷åíîþ, òî ôóíêöiÿ 𝑓(𝑥) íàçèâà¹òüñÿ диференцi-

йовною â òî÷öi 𝑥; ïðè öüîìó âîíà ¹ îáîâ'ÿçêîâî i íåïåðåðâíîþ â öié òî÷öi.

Ïîõiäíó ïîçíà÷àþòü 𝑦′ àáî 𝑓 ′(𝑥), àáî
𝑑𝑦

𝑑𝑥
, àáî

𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
.

6.1.1 Основнi правила диференцiювання

ßêùî 𝐶 � ñòàëà âåëè÷èíà, à 𝑢 = 𝑢(𝑥) i 𝑣 = 𝑣(𝑥) � äåÿêi äèôåðåíöiéîâíi
ôóíêöi¨ âiä 𝑥, òî ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi ïðàâèëà äèôåðåíöiþâàííÿ:

1) 𝐶 ′ = 0, 𝑥′ = 1;
2) (𝐶1𝑢± 𝐶2𝑣)′ = (𝐶1𝑢)′ ± (𝐶2𝑣)′ = 𝐶1𝑢

′ ± 𝐶2𝑣
′;

3) (𝑢𝑣)′ = 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′;

4)
(︁𝑢
𝑣

)︁′
=
𝑢′𝑣 − 𝑢𝑣′

𝑣2
,

(︂
𝐶

𝑣

)︂′
= −𝐶𝑣

′

𝑣2
;
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5) ÿêùî 𝑦 = 𝑓(𝑢), 𝑢 = 𝑢(𝑥), òîáòî 𝑦 = 𝑓(𝑢(𝑥)) � ñêëàäåíà ôóíêöiÿ, òî

𝑦′𝑥 = 𝑦′𝑢 𝑢
′
𝑥, àáî

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑥
;

6) ÿêùî äëÿ ôóíêöi¨ 𝑦 = 𝑓(𝑥) iñíó¹ îáåðíåíà ôóíêöiÿ 𝑥 = 𝜙(𝑦), òî

𝑦′𝑥 =
1

𝑥′𝑦
;

7) ÿêùî ôóíêöiþ çàäàíî ïàðàìåòðè÷íî

⎧⎨⎩ 𝑥 = 𝜙(𝑡),

𝑦 = 𝜓(𝑡),
òî 𝑦′𝑥 =

𝑦′𝑡
𝑥′𝑡
;

8) ÿêùî ôóíêöiþ çàäàíî â íåÿâíié ôîðìi 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0, òî äëÿ çíàõîäæå-
ííÿ ïîõiäíî¨ 𝑑𝑦/𝑑𝑥 = 𝑦′ ïîòðiáíî ïðîäèôåðåíöiþâàòè çà çìiííîþ 𝑥 îáèäâi
÷àñòèíè ðiâíÿííÿ 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0, ââàæàþ÷è 𝑦 ôóíêöi¹þ âiä 𝑥: 𝑑𝐹 (𝑥, 𝑦)/𝑑𝑥 = 0.
Ç öüîãî ðiâíÿííÿ çíàõîäèìî 𝑦′;

9) íåõàé çàäàíî ïîêàçíèêîâî-ñòåïåíåâó ôóíêöiþ âèäó 𝑦 = 𝑢𝑣. Ïðîëîãà-
ðèôìó¹ìî ¨¨ çà îñíîâîþ 𝑒: ln 𝑦 = 𝑣 ln𝑢. Ïiñëÿ äèôåðåíöiþâàííÿ îáîõ ÷àñòèí
ðiâíîñòi äiñòàíåìî

𝑦′

𝑦
= 𝑣′ ln𝑢+ 𝑣

𝑢′

𝑢
.

Çâiäñè

𝑦′ = 𝑣𝑢𝑣−1𝑢′ + 𝑢𝑣 ln𝑢 · 𝑣′.

6.1.2 Таблиця похiдних

1. (𝑢𝑎)′ = 𝑎𝑢𝑎−1𝑢′. 2. ( 𝑛
√
𝑢𝑚)′ =

𝑚𝑢′

𝑛 𝑛
√
𝑢𝑚−𝑛

.

3. (𝑎𝑢)′ = 𝑎𝑢 ln 𝑎 · 𝑢′. 4. (log𝑎 𝑢)′ =
𝑢′

𝑢 ln 𝑎
.

5. (ln𝑢)′ =
𝑢′

𝑢
. 6.(sin𝑢)′ = cos𝑢 · 𝑢′.

7. (cos𝑢)′ = − sin𝑢 · 𝑢′. 8. (tg𝑢)′ =
𝑢′

cos2 𝑢
.

9. (ctg𝑢)′ = − 𝑢′

sin2 𝑢
. 10. (arcsin𝑢)′ =

𝑢′√
1 − 𝑢2

.

11. (arccos𝑢)′ = − 𝑢′√
1 − 𝑢2

. 12. (arctg𝑢)′ =
𝑢′

1 + 𝑢2
.

13. (arcctg𝑢)′ = − 𝑢′

1 + 𝑢2
. 14. (sh𝑢)′ = ch𝑢 · 𝑢′.

15. (ch𝑢)′ = sh𝑢 · 𝑢′. 16. (th𝑢)′ =
𝑢′

ch2𝑢
.

17. (cth𝑢)′ = − 𝑢′

sh2𝑢
.
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6.1.3 Похiднi вищих порядкiв

Ïîõiäíà 𝑦′ = 𝑓 ′(𝑥) âiä ôóíêöi¨ 𝑦 = 𝑓(𝑥) íàçèâà¹òüñÿ похiдною пер-
шого порядку i ÿâëÿ¹ ñîáîþ äåÿêó íîâó ôóíêöiþ, ÿêà òåæ ìîæå ìàòè
ïîõiäíó. Òîäi ïîõiäíà âiä ïîõiäíî¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó (𝑦′)′ íàçèâà¹òüñÿ похi-
дною другого порядку вiд функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) i ïîçíà÷à¹òüñÿ 𝑦′′ = (𝑦′)′,

𝑓 ′′(𝑥) = (𝑓 ′(𝑥))′ àáî
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑑𝑦

𝑑𝑥

)︂
.

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ похiдна третього порядку: 𝑦′′′ = (𝑦′′)′,

𝑓 ′′′(𝑥) = (𝑓 ′′(𝑥))′ àáî
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
=

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2

)︂
.

Ïåðøó ïîõiäíó âiä ïîõiäíî¨ (𝑛 − 1)-ãî ïîðÿäêó (𝑦(𝑛−1))′ íàçèâàþòü по-

хiдною 𝑛-го порядку: 𝑦(𝑛) = (𝑦(𝑛−1))′, 𝑓 (𝑛)(𝑥) = (𝑓 (𝑛−1)(𝑥))′ àáî
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
=

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1

)︂
.

ßêùî ôóíêöi¨ 𝑢 = 𝑢(𝑥) i 𝑣 = 𝑣(𝑥) ìàþòü ïîõiäíi äî 𝑛-ãî ïîðÿäêó âêëþ-
÷íî, òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ëåéáíiöà

(𝑢𝑣)(𝑛) = 𝑢(𝑛)𝑣 + 𝑛𝑢(𝑛−1)𝑣′ +
𝑛(𝑛− 1)

2!
𝑢(𝑛−2)𝑣′′ + . . .+ 𝑢𝑣(𝑛). (6.2)

Íåõàé ôóíêöiÿ 𝑦 = 𝑓(𝑥) çàäàíà íåÿâíî ðiâíiñòþ 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0. Äèôåðåí-
öiþþ÷è öþ ðiâíiñòü çà çìiííîþ 𝑥 i ðîçâ'ÿçóþ÷è îäåðæàíå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî
𝑦′, çíàõîäèìî ïåðøó ïîõiäíó. Ùîá çíàéòè äðóãó ïîõiäíó, ïîòðiáíî ïðîäè-
ôåðåíöiþâàòè ïî 𝑥 ïåðøó ïîõiäíó i â îäåðæàíå ñïiââiäíîøåííÿ ïiäñòàâèòè
¨¨ çíà÷åííÿ. Ïðîäîâæóþ÷è äèôåðåíöiþâàííÿ, ìîæíà çíàéòè îäíà çà îäíîþ
ïîñëiäîâíî ïîõiäíi áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó.

Äëÿ ôóíêöié çàäàíèõ ïàðàìåòðè÷íî

⎧⎨⎩ 𝑥 = 𝜙(𝑡),

𝑦 = 𝜓(𝑡),
ïîõiäíi ìîæíà çíàéòè

çà ôîðìóëàìè

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦′𝑥 =

𝑦′𝑡
𝑥′𝑡

;
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

(︂
𝑑𝑦

𝑑𝑥

)︂′

𝑡

1

𝑥′𝑡
=

(𝑦′𝑥)′𝑡
𝑥′𝑡

; . . .
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
=

(︂
𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1

)︂′

𝑡

1

𝑥′𝑡
.

6.2 Диференцiал

Диференцiалом функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíà ÷àñòèíà ¨¨ ïðè-
ðîñòó, ëiíiéíà âiäíîñíî ïðèðîñòó àðãóìåíòó ∆𝑥

𝑑𝑦 = 𝑓 ′(𝑥)∆𝑥. (6.3)

Äèôåðåíöiàë 𝑑𝑦 íàçèâàþòü òàêîæ диференцiалом першого порядку.
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Îñêiëüêè 𝑑𝑥 = ∆𝑥, òî ôîðìóëó (6.3) ìîæíà çàïèñàòè òàê:

𝑑𝑦 = 𝑓 ′(𝑥)𝑑𝑥. (6.4)

Ïðè äîñèòü ìàëèõ çíà÷åííÿõ ∆𝑥 ñïðàâäæó¹òüñÿ íàáëèæåíà ðiâíiñòü
∆𝑦 ≈ 𝑑𝑦. Çâiäñè äiñòà¹ìî ôîðìóëó äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ çíà÷åí-
íÿ ôóíêöi¨

𝑓(𝑥+ ∆𝑥) ≈ 𝑓(𝑥) + 𝑓 ′(𝑥)∆𝑥. (6.5)

6.2.1 Основнi властивостi диференцiала

1) 𝑑𝐶 = 0, 𝐶 = const;
2) 𝑑(𝐶1𝑢± 𝐶2𝑣) = 𝑑(𝐶1𝑢) ± 𝑑(𝐶2𝑣) = 𝐶1𝑑𝑢± 𝐶2𝑑𝑣;
3) 𝑑(𝑢𝑣) = 𝑢𝑑𝑣 + 𝑣𝑑𝑢;

4) 𝑑
(︁𝑢
𝑣

)︁
=
𝑣𝑑𝑢− 𝑢𝑑𝑣

𝑣2
, 𝑑

(︂
𝐶

𝑣

)︂
= −𝐶

𝑣2
𝑑𝑣;

5) ÿêùî 𝑦 = 𝑓(𝑢), 𝑢 = 𝑢(𝑥), òîáòî 𝑦 = 𝑓(𝑢(𝑥)) � ñêëàäåíà ôóíêöiÿ,
ïðè÷îìó ôóíêöi¨ 𝑓(𝑢), 𝑢(𝑥) äèôåðåíöiéîâíi â òî÷êàõ 𝑢 i 𝑥. Òîäi iñíó¹ ïîõiäíà
𝑦′𝑥 = 𝑦′𝑢 𝑢

′
𝑥, à îòæå, i äèôåðåíöiàë

𝑑𝑦 = 𝑦′𝑥𝑑𝑥 = 𝑦′𝑢 𝑢
′
𝑥𝑑𝑥 = 𝑦′𝑢 𝑑𝑢 (6.6)

6.2.2 Диференцiали вищих порядкiв

Диференцiалом другого порядку, íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiàë âiä ïåð-
øîãî äèôåðåíöiàëà:

𝑑2𝑦 = 𝑑(𝑑𝑦).

Îñêiëüêè 𝑑𝑥 íå çàëåæèòü âiä 𝑥, òî ïðè äèôåðåíöiþâàííi ïåðøîãî äèôåðåí-
öiàëà 𝑑𝑥 ìîæíà âèíåñòè çà çíàê ïîõiäíî¨, òîìó

𝑑2𝑦 = 𝑑(𝑑𝑦) = 𝑑(𝑓 ′(𝑥)𝑑𝑥) = (𝑓 ′(𝑥)𝑑𝑥)′𝑥𝑑𝑥 = 𝑓 ′′(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑥 = 𝑓 ′′(𝑥)𝑑𝑥2. (6.7)

Òóò 𝑑𝑥 ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê îäèí ñèìâîë, òîìó (𝑑𝑥)𝑛 = 𝑑𝑥𝑛.
Диференцiалом третього порядку 𝑑3𝑦, íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiàë âiä

äðóãîãî äèôåðåíöiàëà:

𝑑3𝑦 = 𝑑(𝑑2𝑦) = 𝑑(𝑓 ′′(𝑥)𝑑𝑥2) = 𝑓 ′′′(𝑥)𝑑𝑥3. (6.8)

Диференцiалом 𝑛-го порядку 𝑑𝑛𝑦, íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiàë âiä äè-
ôåðåíöiàëà (𝑛− 1)-ãî ïîðÿäêó:

𝑑𝑛𝑦 = 𝑑(𝑑𝑛−1𝑦) = 𝑓 (𝑛)(𝑥)𝑑𝑥𝑛. (6.9)
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