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1 ОСНОВНI ПОНЯТТЯ I ЗАКОНИ ТЕРМОДИНАМIКИ

1.1 Вступ

Òåðìîäèíàìiêà i ñòàòèñòè÷íà ôiçèêà çàéìàþòüñÿ âèâ÷åííÿì ôiçè÷íèõ
ïðîöåñiâ, ùî âiäáóâàþòüñÿ â макроскопiчних ñèñòåìàõ, òîáòî ó òiëàõ, ùî
ìiñòÿòü âåëèêå ÷èñëî мiкрочастинок (çàëåæíî âiä êîíêðåòíîãî âèäó ñèñòå-
ìè öèìè ìiêðî÷àñòèíêàìè ìîæóòü áóòè àòîìè, ìîëåêóëè, iîíè, åëåêòðîíè,
ôîòîíè i ò. ä.).

Iñíó¹ äâà ìåòîäè âèâ÷åííÿ ñòàíiâ ìàêðîñêîïi÷íèõ ñèñòåì � термоди-
намiчний i статистичний. Òåðìîäèíàìi÷íèé ìåòîä íå ñïèðà¹òüñÿ íi íà
ÿêi ìîäåëüíi óÿâëåííÿ ïðî àòîìíî-ìîëåêóëÿðíó ñòðóêòóðó ðå÷îâèíè i ¹ çà
ñâî¹þ ñóòòþ ôåíîìåíîëîãi÷íèì ìåòîäîì. Öå îçíà÷à¹, ùî завданням термо-
динамiчного методу ¹ âñòàíîâëåííÿ çâ'ÿçêiâ ìiæ áåçïîñåðåäíüî ñïîñòåðå-
æóâàíèìè (âèìiðþâàíèìè â ìàêðîñêîïi÷íèõ äîñëiäàõ) âåëè÷èíàìè, òàêèìè
ÿê òèñê, îá'¹ì, òåìïåðàòóðà, êîíöåíòðàöiÿ ðîç÷èíó, íàïðóæåíiñòü åëåêòðè-
÷íîãî àáî ìàãíiòíîãî ïîëÿ, ñâiòëîâèé ïîòiê i ò. ä. Íàâïàêè, íiÿêi âåëè÷èíè,
ïîâ'ÿçàíi ç àòîìíî-ìîëåêóëÿðíîþ ñòðóêòóðîþ ðå÷îâèíè (ðîçìiðè àòîìiâ àáî
ìîëåêóë, ¨õ ìàñè, êiëüêiñòü i ò. ä.), íå âõîäÿòü â ðîçãëÿä ïðè òåðìîäèíàìi-
÷íîìó ïiäõîäi äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷.

Â ïðîòèëåæíiñòü öüîìó, ñòàòèñòè÷íèé ìåòîä âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé
ìàêðîñêîïi÷íèõ òië iç ñàìîãî ïî÷àòêó çàñíîâàíèé íà ìîäåëüíèõ àòîìíî-
ìîëåêóëÿðíèõ óÿâëåííÿõ, i основне завдання статистичної фiзики ìîæíà
ñôîðìóëþâàòè òàêèì ÷èíîì: çíàþ÷è çàêîíè ïîâåäiíêè ÷àñòèíîê, ç ÿêèõ ïî-
áóäîâàíà ñèñòåìà (ìîëåêóëè, àòîìè, iîíè, êâàíòè i ò. ä.), âñòàíîâèòè çàêîíè
ïîâåäiíêè ìàêðîñêîïi÷íî¨ êiëüêîñòi ðå÷îâèíè.

Òàêèì ÷èíîì, ìiæ òåðìîäèíàìiêîþ i ñòàòèñòè÷íîþ ôiçèêîþ iñíó¹ âåëè-
êà âiäìiííiñòü â ïiäõîäàõ äî äîñëiäæóâàíèõ ÿâèù. Àëå öi ïiäõîäè íå ïðî-
òèði÷àòü îäèí îäíîìó: çàêîíè òåðìîäèíàìiêè ìîæóòü áóòè îá ðóíòîâàíi çà
äîïîìîãîþ ìåòîäiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè. Ìîæëèâiñòü ñòàòèñòè÷íîãî îá ðóí-
òóâàííÿ, âòiì, íiñêiëüêè íå çìåíøó¹ ðîëi òåðìîäèíàìiêè â ñó÷àñíié íàóöi.
Ïðîñòi, óíiâåðñàëüíi i òîìó íàäçâè÷àéíî ïîòóæíi òåðìîäèíàìi÷íi ìåòîäè i
çàðàç øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ íà ïðàêòèöi. Âîíè öiëêîì çáåðåãëè ñâî¹ çíà-
÷åííÿ.

Òåðìîäèíàìiêà i ñòàòèñòè÷íà ôiçèêà íå ìàþòü ÷iòêî âèçíà÷åíî¨ îáëàñòi
äîñëiäæóâàíèõ ôiçè÷íèõ ÿâèù íà âiäìiíó âiä îïòèêè, ìåõàíiêè, åëåêòðîäè-
íàìiêè òà iíøèõ ðîçäiëiâ ôiçèêè, à ¹ øâèäøå ìåòîäàìè âèâ÷åííÿ áóäü-ÿêèõ
ìàêðîñêîïi÷íèõ ñèñòåì. ×àñòî ïðè öüîìó ãîâîðÿòü ïðî ¹äèíèé ìåòîä ñòà-
òèñòè÷íî¨ òåðìîäèíàìiêè.

Ìåòîäàìè ñòàòèñòè÷íî¨ òåðìîäèíàìiêè ìîæíà âèâ÷àòè áóäü-ÿêi ñèñòåìè,
ùî ñêëàäàþòüñÿ ç äîñòàòíüî âåëèêîãî ÷èñëà ÷àñòèíîê: ãàçè, ðiäèíè, òâåðäi
òiëà, ïëàçìó, åëåêòðîëiòè, ñâiòëîâå âèïðîìiíþâàííÿ i íàâiòü âàæêi ÿäðà, ùî
ìiñòÿòü ñîòíi íóêëîíiâ.
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1.2 Опис макроскопiчної системи за допомогою термо-

динамiчних величин

Áóäü-ÿêèé ìàêðîñêîïi÷íèé îá'¹êò ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê термодинамi-
чна система. Ñòàí áóäü-ÿêî¨ òåðìîäèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ìîæå áóòè çàäàíèé
çà äîïîìîãîþ ñóêóïíîñòi ôiçè÷íèõ âåëè÷èí, ÿêi íàçèâàþòüñÿ параметра-
ми системи. Íåçàëåæíi ïàðàìåòðè, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü ìàêðîñêîïi÷íèé
ñòàí ñèñòåìè, íàçèâàþòüñÿ макроскопiчними параметрами. ßêèìè ñàìå
ïàðàìåòðàìè äîñòàòíüî ïîâíî ìîæíà îïèñàòè êîíêðåòíèé îá'¹êò àáî ïðî-
öåñ äà¹ óçàãàëüíåííÿ åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ. Òàê, íàïðèêëàä, ñòàí ãàçó
àáî ðiäèíè (îäíîðiäíi ñèñòåìè) ìîæå áóòè çàäàíèé çà äîïîìîãîþ òèñêó 𝑃 ,
îá'¹ìó 𝑉 , òåìïåðàòóðè 𝑡; ñòàíè ïëiâêè ðiäèíè � çà äîïîìîãîþ êîåôiöi¹íòà
ïîâåðõíåâîãî íàòÿãó 𝛼, ïëîùi ïîâåðõíi ïëiâêè 𝜎 i 𝑡; ñòàí ñòåðæíÿ � çà äî-
ïîìîãîþ äîâæèíè 𝑙, ïëîùi ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó 𝜎, ñèëè ðîçòÿãó 𝑓 , ìîäóëÿ
Þíãà 𝐸 òà 𝑡 i ò. ä.

Ìàêðîñêîïi÷íi ïàðàìåòðè äiëÿòüñÿ íà зовнiшнi òà внутрiшнi. Âíóòði-
øíi ïàðàìåòðè çàëåæàòü âiä âëàñòèâîñòåé ñèñòåìè (êîîðäèíàò i øâèäêîñòåé
ìîëåêóë, ÿêi âõîäÿòü â ñèñòåìó), çîâíiøíi ïàðàìåòðè öiëêîì âèçíà÷àþòüñÿ
äi¹þ òië, ùî íå âõîäÿòü â ñèñòåìó. ßêùî, íàïðèêëàä, ãàç ïîìiùåíî â ïîñóäè-
íó, òî ¨¨ îá'¹ì ¹ çîâíiøíiì ïàðàìåòðîì (òîìó, ùî îá'¹ì ïîñóäèíè çàëåæèòü
âiä ïîëîæåííÿ ¨¨ ñòiíîê), à òèñê � âíóòðiøíié (îñêiëüêè, òèñê ãàçó íà äå-
ÿêèé ó÷àñòîê ñòiíêè çàëåæèòü âiä êîîðäèíàò i øâèäêîñòåé ìîëåêóë ãàçó).
Àëå âêàçàíèé ïîäië ¹ óìîâíèì i çàëåæèòü âiä êîíêðåòíî¨ ñèòóàöi¨. Òîìó â
iíøèõ óìîâàõ îá'¹ì ãàçó ìîæå âèÿâèòèñÿ âíóòðiøíiì ïàðàìåòðîì, à òèñê �
çîâíiøíiì (íàïðèêëàä, ÿêùî ãàç â öèëiíäði ñòèñíóòèé ïîðøíåì).

Ðîçðiçíÿþòü ùå iнтенсивнi òà екстенсивнi ïàðàìåòðè. Äî ïåðøî¨ ãðó-
ïè íàëåæàòü âåëè÷èíè, ÿêi áåçïîñåðåäíüî íå çàëåæàòü âiä ìàñè àáî êiëüêîñòi
ðå÷îâèíè â ñèñòåìi. Öå, íàïðèêëàä, òèñê, òåìïåðàòóðà. Ïàðàìåòðè, ïðîïîð-
öiéíi ìàñi àáî ÷èñëó ÷àñòèíîê, âiäíîñÿòüñÿ äî äðóãî¨ ãðóïè. Åêñòåíñèâíèìè
âåëè÷èíàìè ¹, íàïðèêëàä, åíåðãiÿ i îá'¹ì ñèñòåìè. ßêùî äâi îäíàêîâi ñèñòå-
ìè, ùî çíàõîäÿòüñÿ â îäíàêîâèõ óìîâàõ, ç'¹äíàòè ðàçîì, òî çíà÷åííÿ iíòåí-
ñèâíèõ ïàðàìåòðiâ íå çìiíÿòüñÿ, à îá'¹ì i åíåðãiÿ îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè áóäóòü
óäâi÷i áiëüøèìè, íiæ êîæíî¨ ç ïiäñèñòåì. Åêñòåíñèâíi ïàðàìåòðè õàðàêòå-
ðèçóþòü ñèñòåìó ÿê öiëå i âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ àääèòèâíîñòi, iíòåíñèâíi
æ ïàðàìåòðè ïðèéìàþòü ïåâíi çíà÷åííÿ â êîæíié òî÷öi.

ßêùî ïàðàìåòðè ñèñòåìè íå çìiíþþòüñÿ ç ÷àñîì, òî òàêèé ñòàí íàçèâà-
¹òüñÿ стацiонарним. Ìîæëèâi òàêîæ ñòàíè, â ÿêèõ äåÿêèé ïàðàìåòð ñè-
ñòåìè ìà¹ ðiçíi çíà÷åííÿ â ðiçíèõ òî÷êàõ, íàïðèêëàä, ñèñòåìà, òåìïåðàòóðà
ÿêî¨ çìiíÿþòüñÿ âiä òî÷êè äî òî÷êè, àáî ãàç, â ðiçíèõ òî÷êàõ ÿêîãî òèñê
ðiçíèé. Äîñëiä ïîêàçó¹, ïðîòå, ùî â òàêèõ ñòàíàõ òåðìîäèíàìi÷íèõ ñèñòåì
iñíóþòü ïîòîêè (ïîòiê òåïëà, ïîòiê ìàñè ãàçó i ò. ä.) i öi ñòàíè íå çàëèøà-
þòüñÿ íåçìiííèìè. ×åðåç äåÿêèé ÷àñ âñòàíîâëþ¹òüñÿ ñòàí, â ÿêîìó êîæåí
òàêèé ïàðàìåòð ìà¹ îäíå i òå æ çíà÷åííÿ â óñiõ òî÷êàõ ñèñòåìè i çàëèøà¹-
òüñÿ íåçìiííèì ÿê çàâãîäíî äîâãî, ÿêùî íå çìiíÿþòüñÿ çîâíiøíi óìîâè. Òàêi
ñòàíè íàçèâàþòüñÿ рiвноважними. ßêùî ðiâíîâàãà íå âñòàíîâèëàñÿ i â ñè-
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ñòåìi ¹ ãðàäi¹íòè ìàêðîñêîïi÷íèõ ïàðàìåòðiâ (òèñêó, ãóñòèíè, òåìïåðàòóðè
i ò. ä.), òî ñòàí íàçèâà¹òüñÿ нерiвноважним.

Áiëüø ñòðîãî öå ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê: рiвноважним станом àáî
станом термодинамiчної рiвноваги íàçèâàþòü òàêèé ñòàí òåðìîäèíàìi-
÷íî¨ ñèñòåìè, â ÿêîìó âiäñóòíi áóäü-ÿêi ïîòîêè (åíåðãi¨, ðå÷îâèíè, iìïóëüñó
i ò. ä.), à ìàêðîñêîïi÷íi ïàðàìåòðè ñèñòåìè ¹ ñòàëèìè i íå çìiíþþòüñÿ ç
÷àñîì.

Ñëiä òàêîæ âiäçíà÷èòè, ùî ñòàòèñòè÷íà òåðìîäèíàìiêà âèâ÷à¹ ðiâíîâà-
æíi ñòàíè ìàêðîñêîïi÷íèõ ñèñòåì. Îïèñîì ñèñòåì â íåðiâíîâàæíîìó ñòàíi
òà ïðîöåñiâ ïåðåíîñó çàéìà¹òüñÿ íåðiâíîâàæíà òåðìîäèíàìiêà (ôiçè÷íà êi-
íåòèêà).

Ñèñòåìà, ùî íå îáìiíþ¹òüñÿ iç çîâíiøíiìè òiëàìè íi åíåðãi¹þ, íi ÷àñòèí-
êàìè, íàçèâà¹òüñÿ замкнутою обо iзольваною. Äîñâiä ïîêàçó¹, ùî ó âñiõ
çàìêíóòèõ ñèñòåìàõ, äå òåìïåðàòóðà, òèñê, êîíöåíòðàöiÿ ðå÷îâèíè òà iíøi
âåëè÷èíè ìàþòü ðiçíi çíà÷åííÿ â ðiçíèõ òî÷êàõ, âiäáóâà¹òüñÿ ïðîöåñ âèðiâ-
íþâàííÿ, ùî ïðîäîâæó¹òüñÿ äî òèõ ïið, ïîêè ñèñòåìà íå ñòàíå îäíîðiäíîþ.
Замкнута термодинамiчна система прагне з часом до стану термодинамi-
чної рiвноваги i пiсля його досягнення не може самовiльно з нього вийти.
Äàíå òâåðäæåííÿ ÷àñòî íàçèâàþòü нульовим началом термодинамiки.

Ïåðåõiä ç îäíîãî òåðìîäèíàìi÷íîãî ñòàíó â iíøèé íàçèâà¹òüñÿ термо-
динамiчним процесом.

Ïðîöåñ ïåðåõîäó òåðìîäèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ç íåðiâíîâàæíîãî ñòàíó â ðiâ-
íîâàæíèé íàçèâà¹òüñÿ процесом релаксацiї. Ïðè öüîìó äëÿ âèðiâíþâà-
ííÿ êîæíîãî ïàðàìåòðà iñíó¹ ñâié õàðàêòåðíèé ÷àñ � час релаксацiї äëÿ
äàíîãî ïàðàìåòðà. Ðîëü ïîâíîãî ÷àñó ðåëàêñàöi¨ âiäiãðàâàòèìå, î÷åâèäíî,
ìàêñèìàëüíèé ç öèõ ÷àñiâ.

Óÿâèìî ñîái ïðîöåñ, ùî ïðîòiêà¹ â òåðìîäèíàìi÷íié ñèñòåìi ç øâèäêiñòþ,
çíà÷íî ìåíøîþ øâèäêîñòi ðåëàêñàöi¨; öå îçíà÷à¹, ùî íà áóäü-ÿêîìó åòàïi
öüîãî ïðîöåñó çíà÷åííÿ âñiõ ïàðàìåòðiâ âñòèãàòèìóòü âèðiâíþâàòèñÿ i òàêèé
ïðîöåñ áóäå ëàíöþæêîì íåñêií÷åííî áëèçüêèõ îäèí äî îäíîãî ðiâíîâàæíèõ
ñòàíiâ. Òàêi äîñòàòíüî ïîâiëüíi ïðîöåñè ïðèéíÿòî íàçèâàòè рiвноважними
поцесами. Çðîçóìiëî, ùî âñi ðåàëüíi ïðîöåñè ¹ íåðiâíîâàæíèìè i ìîæóòü
ëèøå áiëüøîþ ÷è ìåíøîþ ìiðîþ íàáëèæàòèñÿ äî ðiâíîâàæíèõ.

Ðiâíîâàæíèé ïðîöåñ ¹ оборотним, òîáòî òàêèì, ïðè ÿêîìó ïîâåðíåííÿ
äî çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ ñòàíó, ùî ìàëè ìiñöå â ïîïåðåäíié ìîìåíò ÷àñó, ïî-
âèííî ïðèâîäèòè òåðìîäèíàìi÷íó ñèñòåìó â ïîïåðåäíié ñòàí áåç áóäü-ÿêèõ
çìií â îòî÷óþ÷èõ ñèñòåìó òiëàõ.

ßêùî â ðåçóëüòàòi òåðìîäèíàìi÷íîãî ïðîöåñó ñèñòåìà ïîâåðòà¹òüñÿ â
ïî÷àòêîâèé ñòàí, òî òàêèé ïðîöåñ íàçèâà¹òüñÿ круговим àáî циклiчним.
Êðóãîâi ïðîöåñè, òàê ñàìî ÿê i áóäü-ÿêi iíøi òåðìîäèíàìi÷íi ïðîöåñè, ìî-
æóòü áóòè ÿê ðiâíîâàæíèìè (à îòæå � îáîðîòíèìè), òàê i íåðiâíîâàæíèìè
(íåîáîðîòíèìè). Ïðè îáîðîòíîìó êðóãîâîìó ïðîöåñi ïiñëÿ ïîâåðíåííÿ òåð-
ìîäèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè â ïî÷àòêîâå ïîëîæåííÿ â òiëàõ, ùî ¨¨ îòî÷óþòü, íå
âèíèêà¹ íiÿêèõ òåðìîäèíàìi÷íèõ çáóðåíü, i ¨õ ñòàíè çàëèøàþòüñÿ ðiâíî-
âàæíèìè. Â öüîìó âèïàäêó çîâíiøíi ïàðàìåòðè ñèñòåìè ïiñëÿ çäiéñíåííÿ
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öèêëi÷íîãî ïðîöåñó ïîâåðòàþòüñÿ äî ñâî¨õ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü. Ïðè íåîáî-
ðîòíîìó êðóãîâîìó ïðîöåñi ïiñëÿ éîãî çàâåðøåííÿ íàâêîëèøíi òiëà ïåðåõî-
äÿòü â íåðiâíîâàæíi ñòàíè i çîâíiøíi ïàðàìåòðè òåðìîäèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè
çìiíþþòüñÿ.

Ôiçè÷íi âåëè÷èíè, ùî îïèñóþòü ðiâíîâàæíèé ìàêðîñêîïi÷íèé ñòàí, íà-
çèâàþòüñÿ термодинамiчними.

Äëÿ ðiâíîâàæíîãî ñòàíó õàðàêòåðíå íàéìåíøå ÷èñëî ïàðàìåòðiâ, ùî
îïèñóþòü ñèñòåìó. Ïðè öüîìó âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî в станi термодинамiчної
рiвноваги всi внутрiшнi параметри є функцiї зовнiшнiх параметрiв i тем-
ператури. Êðiì òîãî, âîíè íå ¹ íåçàëåæíèìè, à çâ'ÿçàíi îäíèì àáî äåêiëü-
êîìà ðiâíÿííÿìè, ÿêi íàçèâàþòüñÿ рiвняннями стану.

Термiчне рiвняння стану çâ'ÿçó¹ ìàêðîñêîïi÷íi ïàðàìåòðè ñèñòåìè.
Äëÿ ñèñòåìè ç ïîñòiéíèì ÷èñëîì ÷àñòèíîê éîãî çàãàëüíèé âèãëÿä ìîæíà
çàïèñàòè òàê:

𝑓(𝑃, 𝑉, 𝑇 ) = 0. (1.1)

Калоричне рiвняння стану ïîêàçó¹, ÿê âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ âèðàæà-
¹òüñÿ ÷åðåç òèñê, îá'¹ì i òåìïåðàòóðó. Äëÿ ñèñòåìè ç ïîñòiéíèì ÷èñëîì
÷àñòèíîê âîíî âèãëÿäà¹ òàê:

𝑈 = 𝑈(𝑃, 𝑉, 𝑇 ) (1.2)

àáî, âðàõîâóþ÷è, ùî òèñê ìîæíà âèðàçèòè ç òåðìi÷íîãî ðiâíÿííÿ (1.1):

𝑈 = 𝑈(𝑉, 𝑇 ). (1.3)

Âèâ÷åííÿ öèõ çàëåæíîñòåé i ñòàíîâèòü çìiñò òåðìîäèíàìiêè.
ßê ïðèêëàä òàêèõ çàëåæíîñòåé ìîæíà ïðèâåñòè ðiâíÿííÿ ñòàíó (òåðìi-

÷íå) iäåàëüíîãî ãàçó

𝑃𝑉 =
𝑚

𝜇
𝑅𝑇, (1.4)

äå 𝑚 i 𝜇 � âiäïîâiäíî ìàñà i ìîëÿðíà ìàñà ãàçó; 𝑅 = 8, 31Äæ/(ìîëü · Ê)
� óíiâåðñàëüíà ãàçîâà ñòàëà. Öå îçíà÷à¹, íàïðèêëàä, ùî çàäàííÿ îá'¹ìó,
òåìïåðàòóðè i ÷èñëà ÷àñòèíîê îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ ñòàí iäåàëüíîãî ãàçó,
îñêiëüêè åíåðãiÿ, òèñê, åíòðîïiÿ i iíøi âåëè÷èíè çíàõîäÿòüñÿ ÷åðåç 𝑉 , 𝑇 i
𝑁 .

Ìåòîäàìè òåðìîäèíàìiêè âèãëÿä ðiâíÿíü ñòàíó íå ìîæå áóòè âñòàíîâëå-
íèé, i â òåðìîäèíàìiöi ïîäiáíi çàëåæíîñòi ¹ óçàãàëüíåííÿì äîñëiäó. Â ñòàòè-
ñòè÷íié ôiçèöi (òåðìîäèíàìiöi) ¨õ âèâîäÿòü òåîðåòè÷íî çi ñâî¨õ ïî÷àòêîâèõ
ïîëîæåíü.

1.3 Внутрiшня енергiя

Âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ òåðìîäèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ¹ ¨¨ внутрiшня
енергiя 𝑈 , ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä òåðìîäèíàìi÷íîãî ñòàíó ñèñòåìè. Iñíó-
âàííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ âèïëèâà¹ ç ìåõàíiêè, äå äîâîäèòüñÿ, ùî êîæíà ìåõàíi÷íà
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ñèñòåìà ìà¹ åíåðãiþ, ÿêà ¹ îäíîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ ñòàíó, òîáòî çàëåæèòü âiä
êîîðäèíàò i iìïóëüñiâ i çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííîþ äëÿ içîëüîâàíî¨ ñèñòåìè. Âiä-
ìiííiñòü âiä ìåõàíiêè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî òåðìîäèíàìi÷íèé ñòàí îïèñó¹òüñÿ
iíøèìè ïàðàìåòðàìè, íàïðèêëàä, îá'¹ìîì 𝑉 i òèñêîì 𝑃 . Òîìó âíóòðiøíÿ
åíåðãiÿ ¹ ôóíêöi¹þ ñàìå öèõ ïàðàìåòðiâ 𝑈(𝑉, 𝑃 ).

Çàçíà÷èìî, ùî åíåðãiÿ çàâæäè ¹ ôóíêöi¹þ ñòàíó, òîáòî êîæíîìó ñòà-
íó âiäïîâiäà¹ òiëüêè îäíå çíà÷åííÿ åíåðãi¨. Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ, âçàãàëi
êàæó÷è, íåïðàâèëüíå.

Äëÿ ñèñòåìè, íà ÿêó íå äiþòü çîâíiøíi ñèëè i âîíà çíàõîäèòüñÿ â ñòàíi
ìàêðîñêîïi÷íîãî ñïîêîþ, âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ ¹ ïîâíîþ åíåðãi¹þ ñèñòåìè.

Îñêiëüêè, âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ ¹ îäíîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ ñòàíó ñèñòåìè, òî
¨¨ çìiíà △𝑈 ïðè ïåðåõîäi iç ñòàíó 1 â ñòàí 2 íå çàëåæèòü âiä âèäó ïðîöåñó i
ðiâíà △𝑈 = 𝑈2 − 𝑈1. ßêùî ñèñòåìà çäiéñíþ¹ êðóãîâèé ïðîöåñ 1 � 2 � 1, òî
ïîâíà çìiíà ¨¨ âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ ðiâíà íóëþ.

Âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ ìîæå áóòè âèçíà÷åíà òiëüêè ç òî÷íiñòþ äî ïîñòiéíî¨
êîíñòàíòè 𝑈0, ÿêà íå ìîæå áóòè çíàéäåíà ìåòîäàìè òåðìîäèíàìiêè. Îäíàê,
öå íå ¹ ñóòò¹âèì, òîìó ùî ïðè òåðìîäèíàìi÷íîìó àíàëiçi ñèñòåìè äîâîäè-
òüñÿ ìàòè ñïðàâó íå ç àáñîëþòíèì çíà÷åííÿì âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨, à ç ¨¨
çìiíîþ △𝑈 â ðiçíèõ ïðîöåñàõ, ÿêà íå çàëåæèòü âiä 𝑈0. Òîìó ìîæíà ïîêëà-
ñòè 𝑈0 = 0, à ïiä âíóòðiøíüîþ åíåðãi¹þ ñèñòåìè ðîçóìiòè, òó ¨¨ ÷àñòèíó, ÿêà
çìiíþ¹òüñÿ ó ðîçãëÿäóâàíèõ ïðîöåñàõ.

Äîñâiä ïîêàçó¹, ùî iñíóþòü äâi ÿêiñíî ðiçíi ïðè÷èíè çìiíè âíóòðiøíüî¨
åíåðãi¨ � робота òà теплообмiн.

1.4 Робота

Íåîáõiäíîþ óìîâîþ âèêîíàííÿ ñèñòåìîþ ðîáîòè ¹ ïåðåìiùåííÿ âçà¹ìî-
äiþ÷èõ ç íåþ çîâíiøíiõ òië, òîáòî çìiíà çîâíiøíiõ ïàðàìåòðiâ ñòàíó ñèñòåìè.
Âiäïîâiäíî çìiíà ñòàíó ñèñòåìè ïðèâîäèòü äî çìiíè ¨¨ âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨.

Ïîíÿòòÿ ðîáîòè ïðèéøëî â òåðìîäèíàìiêó ç ìåõàíiêè. Елементарна
робота 𝛿𝐴, ÿêó ñèñòåìà âèêîíó¹ íàä çîâíiøíiìè òiëàìè, ðiâíà

𝛿𝐴 = 𝐹𝑑𝑥 (1.5)

äå � 𝑥 äåÿêèé çîâíiøíié ïàðàìåòð ñòàíó ñèñòåìè, à 𝐹 � âiäïîâiäíà éîìó
óçàãàëüíåíà ñèëà. Åëåìåíòàðíà ðîáîòà 𝛿𝐴′, ÿêó âèêîíóþòü çîâíiøíi òiëà
íàä ñèñòåìîþ, ÷èñåëüíî ðiâíà 𝛿𝐴 i ïðîòèëåæíà ¨é çà çíàêîì: 𝛿𝐴′ = −𝛿𝐴.
Çàóâàæèìî, ùî åëåìåíòàðíà ðîáîòà ïîçíà÷åíà ÷åðåç 𝛿𝐴, à íå 𝑑𝐴, òîìó ùî
òåðìîäèíàìiöi, ÿê i â ìåõàíiöi âîíà íå ¹ ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì äåÿêî¨ ôóí-
êöi¨ ëèøå çîâíiøíüîãî ïàðàìåòðà ñòàíó 𝑥.

Ó âèïàäêó ðîçøèðåííÿ îáî ñòèñíåííÿ ãàçó åëåìåíòàðíà ðîáîòà âèðàæà-
¹òüñÿ ôîðìóëîþ

𝛿𝐴 = 𝑃 𝑑𝑉. (1.6)
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Робота рiвноважного розширення газу âiä îá'¹ìó 𝑉1 äî îá'¹ìó 𝑉2 ðiâíà

𝐴 =

𝑉2∫︁
𝑉1

𝑃 𝑑𝑉, (1.7)

i ãðàôi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ïëîùåþ ôiãóðè, ùî ëåæèòü ïiä êðèâîþ 𝑃 (𝑉 )
(ðèñ. 1.1 à)

P

V
0

1

2

P1

P2

V1 V2а

P

V
0

1

2

P1

P2

V1 V2б

I

II

III

Рис. 1.1

Îñêiëüêè òèñê ãàçó íå âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî éîãî îá'¹ìîì, à ¹ ôóíêöi-
¹þ ñòàíó ãàçó (ÿêèé ìè ìîæåìî çàäàòè, íàïðèêëàä, çà äîïîìîãîþ çìiííèõ 𝑉
i 𝑇 ), òî òèñê ãàçó â ïðîìiæíèõ òî÷êàõ ìîæå áóòè áiëüøèì îáî ìåíøèì òèñêó
íà ãðàôiêó 𝐼 (ðèñ. 1.1 á, ãðàôiêè 𝐼𝐼 i 𝐼𝐼𝐼), i âiäïîâiäíî, ðîáîòà çàëåæèòü
íå òiëüêè âiä ïàðàìåòðiâ ïî÷àòêîâîãî (𝑃1, 𝑉1) i êiíöåâîãî ñòàíiâ (𝑃2, 𝑉2), àëå
i âiä õàðàêòåðà ïðîöåñó (𝐼, 𝐼𝐼 ÷è 𝐼𝐼𝐼). Âiäïîâiäíî êðèâîëiíiéíèé iíòåãðàë∫︀
𝑃 𝑑𝑉 çàëåæèòü âiä øëÿõó iíòåãðóâàííÿ i

∮︀
𝑃 𝑑𝑉 íå ðiâíèé íóëþ, à ïiäií-

òåãðàëüíèé âèðàç 𝛿𝐴 = 𝑃 𝑑𝑉 íå ¹ ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì äåÿêî¨ ôóíêöi¨
ñòàíó ãàçó (â òîé ÷àñ ÿê öåé iíòåãðàë âiä ïîâíîãî äèôåðåíöiàëà ïîâèíåí
áóòè òîòîæíî ðiâíèì íóëþ). Ôiçè÷íî öå îçíà÷à¹, ùî íå iñíó¹ âåëè÷èíè 𝐴
ïðèðîñòîì ÿêî¨ áóëà áè âåëè÷èíà 𝛿𝐴. Òàêèì ÷èíîì, робота є функцiєю не
стану газу, а функцiєю термодинамiчного процесу i має змiст лише при
зазначеннi умов стиснення та розширення газу.

Задача 1.1. Знайти роботу, яку виконує газ при розширеннi вiд об’єму 𝑉1
до об’єму 𝑉2, якщо залежнiсть тиску 𝑃 вiд об’єму 𝑉 виражається форму-
лою: 𝑃 (𝑉 ) =

𝛼

𝑉 𝑛
, де 𝛼, 𝑛 – вiдомi константи.

Розв’язок.
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Вiдповiдно до формули (1.7) маємо:

𝐴12 =

𝑉2∫︁
𝑉1

𝑃 (𝑉 ) 𝑑𝑉 =

𝑉2∫︁
𝑉1

𝛼

𝑉 𝑛
𝑑𝑉 = 𝛼

𝑉2∫︁
𝑉1

𝑉 −𝑛 𝑑𝑉 =

=
𝛼

1 − 𝑛

[︂
1

𝑉 𝑛−1
2

− 1

𝑉 𝑛−1
1

]︂
=

𝛼

𝑛− 1

[︂
1

𝑉 𝑛−1
1

− 1

𝑉 𝑛−1
2

]︂
.

1.5 Теплота

Äîñâiä ïîêàçó¹, ùî ñèñòåìà ìîæå îòðèìóâàòè i âiääàâàòè åíåðãiþ áåç
çìiíè çîâíiøíiõ ïàðàìåòðiâ, òîáòî áåç âèêîíàííÿ ðîáîòè. Òàêèé ñïîñiá ïå-
ðåäà÷i åíåðãi¨ âiä ñèñòåìè äî ñèñòåìè (ïðè ïîñòiéíèõ çîâíiøíiõ ïàðàìåòðàõ)
íàçèâà¹òüñÿ теплопередачею àáî теплообмiном. Òîáòî, òåïëîïåðåäà÷åþ
íàçèâà¹òüñÿ ïåðåäà÷à åíåðãi¨ âiä îäíîãî òiëà äî iíøîãî áåç ïåðåíåñåííÿ ðå-
÷îâèíè i çäiéñíåííÿ ìåõàíi÷íî¨ ðîáîòè. Êiëüêiñòü åíåðãi¨, ïåðåäàíà â ðåçóëü-
òàòi òåïëîîáìiíó, íàçèâà¹òüñÿ теплотою. Òåïëîòà ïîçíà÷à¹òüñÿ áóêâîþ 𝑄.
Åëåìåíòàðíà òåïëîòà ïðîöåñó ÷àñòî âèðàæà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì:

𝛿𝑄 = 𝐶 𝑑𝑇 (1.8)

äå 𝐶 � òåïëî¹ìíiñòü ñèñòåìè. Ïðîòå öÿ ôîðìóëà íå çàâæäè çàñòîñîâíà,
îñêiëüêè ñèñòåìà ìîæå âiääàâàòè i îòðèìóâàòè òåïëîòó içîòåðìi÷íî, áåç
çìiíè òåìïåðàòóðè. Òàêèì ÷èíîì, êiëüêiñòü òåïëîòè 𝛿𝑄, ïåðåäàíà ñèñòå-
ìi, ¹ õàðàêòåðèñòèêîþ çäiéñíþâàíîãî ïðîöåñó, à íå ñòàíó ñèñòåìè i ïîäiáíî
åëåìåíòàðíié ðîáîòi 𝛿𝐴 íå ¹ ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì.

1.6 Температура

Ó ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi ìè âæå êîðèñòóâàëèñÿ ïîíÿòòÿì òåìïåðàòó-
ðè, ââàæàþ÷è éîãî iíòó¨òèâíî çðîçóìiëèì. Ðîçãëÿíåìî éîãî áiëüø äåòàëüíî.

Температура � öå õàðàêòåðèñòèêà ñòàíó òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè.
Âîíà çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðiâ ñòàíó, íàïðèêëàä, âiä òèñêó i îá'¹ìó ãàçó, i ¹
ôóíêöi¹þ âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ ñèñòåìè. Öÿ ôóíêöiÿ çàçâè÷àé ìà¹ ìîíîòîííó
çàëåæíiñòü âiä âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ ñèñòåìè, òîáòî çðîñòà¹ iç çðîñòàííÿì
âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨.

Òåìïåðàòóðà òåðìîäèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ùî çíàõîäÿòüñÿ â ñòàíi ðiâíîâàãè,
âîëîäi¹ íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

ßêùî äâi ðiâíîâàæíi òåðìîäèíàìi÷íi ñèñòåìè, çíàõîäÿòüñÿ â òåïëîâîìó
êîíòàêòi i ìàþòü îäíàêîâó òåìïåðàòóðó, òî ñóêóïíà òåðìîäèíàìi÷íà ñèñòåìà
òåæ çíàõîäèòüñÿ â ñòàíi òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè ïðè òié æå òåìïåðàòóði.

ßêùî ÿêà-íåáóäü ðiâíîâàæíà òåðìîäèíàìi÷íà ñèñòåìà ìà¹ îäíó i òó æ
òåìïåðàòóðó ç äâîìà iíøèìè ñèñòåìàìè, òî öi òðè ñèñòåìè çíàõîäÿòüñÿ â
òåðìîäèíàìi÷íié ðiâíîâàçi ïðè îäíié i òié æå òåìïåðàòóði (властивiсть
транзитивностi).
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Òàêèì ÷èíîì, òåìïåðàòóðà ¹ ìiðà ñòàíó òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè.
ßêùî ìiæ òiëàìè, ùî çíàõîäÿòüñÿ â òåïëîâîìó êîíòàêòi îäíå ç îäíèì,

òåïëîïåðåäà÷à âiäñóòíÿ, òî òiëà ìàþòü îäíàêîâi òåìïåðàòóðè i çíàõîäÿòüñÿ
â ñòàíi òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè îäèí ç îäíèì.

ßêùî â içîëüîâàíié ñèñòåìi, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ òië, öi òiëà çíàõî-
äÿòüñÿ ïðè ðiçíèõ òåìïåðàòóðàõ, òî òåïëîïåðåäà÷à çäiéñíþâàòèìåòüñÿ òàê,
ùîá åíåðãiÿ ïåðåäàâàëàñÿ âiä áiëüø íàãðiòîãî òiëà äî ìåíø íàãðiòîãî. Öåé
ïðîöåñ òðèâàòèìå äî òèõ ïið, ïîêè òåìïåðàòóðè òië íå ñòàíóòü îäíàêîâèìè,
i içîëüîâàíà ñèñòåìà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ òië íå äîñÿãíå ñòàíó òåðìîäè-
íàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè.

Òàêèì ÷èíîì, для кожної системи iснує функцiя її зовнiшнiх параме-
трiв та її енергiї, яка для всiх систем, що перебувають з нею в рiвновазi,
має одне i те ж значення i називається температурою.

Äëÿ âèíèêíåííÿ ïðîöåñó òåïëîïåðåäà÷i íåîáõiäíå ñòâîðåííÿ ïîòîêiâ òå-
ïëîòè, òîáòî ïîòðiáíèé âèõiä iç ñòàíó òåïëîâî¨ ðiâíîâàãè. Òîìó ðiâíîâàæíà
òåðìîäèíàìiêà íå îïèñó¹ ïðîöåñ òåïëîïåðåäà÷i, à òiëüêè éîãî ðåçóëüòàò �
ïåðåõiä â íîâèé ðiâíîâàæíèé ñòàí. Îïèñîì ñàìîãî ïðîöåñó òåïëîïåðåäà÷i
çàéìà¹òüñÿ ôiçè÷íà êiíåòèêà.

Çìiíà òåìïåðàòóðè âèêëèêà¹ çìiíó iíøèõ âíóòðiøíiõ ïàðàìåòðiâ ñèñòå-
ìè. Ïðè ôiêñîâàíèõ çîâíiøíiõ ïàðàìåòðàõ öåé çâ'ÿçîê îäíîçíà÷íèé, ùî äî-
çâîëÿ¹ ñóäèòè ïðî òåìïåðàòóðó òiëà çà çíà÷åííÿìè âiäïîâiäíî¨ ôiçè÷íî¨
âåëè÷èíè. Íà öüîìó òà íà âëàñòèâîñòi òðàíçèòèâíîñòi òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâ-
íîâàãè áàçó¹òüñÿ ïðèíöèï ðîáîòè âñiõ òåðìîìåòðiâ. Çàëåæíî âiä êîíñòðóêöi¨
òåðìîìåòðà òåìïåðàòóðà ìîæå áóòè âèçíà÷åíà: äîâæèíîþ ñòîâï÷èêà ðòó-
òi, îá'¹ìîì ãàçó, åëåêòðè÷íèì îïîðîì, òåðìîåðñ i ò. ä. Òåìïåðàòóðó, ÿêà
âèçíà÷à¹òüñÿ ïîêàçàìè êîíêðåòíîãî òåðìîìåòðà, íàçèâàþòü емпiричною
температурою 𝑡.

Ó ïîáóòi âèêîðèñòîâóþòü ñòîãðàäóñíó òåìïåðàòóðíó øêàëó, çàïðîïîíî-
âàíó ó 1742 ð. øâåäñüêèì àñòðîíîìîì òà ôiçèêîì À. Öåëüñi¹ì. Ó ôiçèöi
âèêîðèñòîâóþòü абсолютну (термодинамiчну) òåìïåðàòóðó 𝑇 , ââåäåíó
íà ïiäñòàâi äðóãîãî çàêîíó òåðìîäèíàìiêè (äèâ. ðîçäië 1.9) àíãëiéñüêèì ôi-
çèêîì Ó. Òîìñîíîì (ëîðäîì Êåëüâiíîì).

Çãiäíî Ìiæíàðîäíî¨ ñèñòåìè îäèíèöü (SI), ðåïåðíîþ òî÷êîþ òåðìîäè-
íàìi÷íî¨ øêàëè òåìïåðàòóð ¹ òåìïåðàòóðà ïîòðiéíî¨ òî÷êè âîäè (äèâ. ïiä-
ðîçäië 1.19), ÿêà äîðiâíþ¹ 273.16 𝐾 (+ 0.01 ∘𝐶 i òèñêó 611.657 Ïà), à îäè-
íèöåþ òåðìîäèíàìi÷íî¨ òåìïåðàòóðè ¹ Êåëüâií 𝐾 (îäèí Êåëüâií äîðiâíþ¹
òî÷íî 1/273, 16 ÷àñòêàì òåìïåðàòóðè ïîòðiéíî¨ òî÷êè âîäè), âåëè÷èíà îäíî-
ãî Êåëüâiíà òî÷íî äîðiâíþ¹ îäíîìó ãðàäóñó øêàëè Öåëüñiÿ.

Àáñîëþòíà òåìïåðàòóðà 𝑇 ïîâ'ÿçàíà ç òåìïåðàòóðîþ 𝑡 çà øêàëîþ Öåëü-
ñiÿ òàêèì ñïiââiäíîøåííÿì:

𝑇 (𝐾) = 𝑡(∘𝐶) + 273.15, (1.9)

îòæå, òåìïåðàòóði 𝑡 = 0 ∘𝐶 çà íîðìàëüíîãî àòìîñôåðíîãî òèñêó âiäïîâiäà¹
àáñîëþòíà òåìïåðàòóðà 𝑇 = 273.15𝐾.
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Âiäïîâiäíî äî ðiâíÿííÿ ñòàíó iäåàëüíîãî ãàçó (1.4) ïðè àáñîëþòíié òåì-
ïåðàòóði 𝑇 = 0 äîáóòîê 𝑃𝑉 îáåðòà¹òüñÿ â íóëü. Öå çíà÷åííÿ òåìïåðàòó-
ðè íàçèâà¹òüñÿ абсолютним нулем температури. Òàê ñàìî ÿê i äîáóòîê
òèñêó íà îá'¹ì 𝑃𝑉 , àáñîëþòíà òåìïåðàòóðà íå ìîæå íàáóâàòè âiä'¹ìíèõ
çíà÷åíü. Ç (1.9) âèïëèâà¹, ùî àáñîëþòíîìó íóëþ òåìïåðàòóðè âiäïîâiäà¹
𝑡 = −273.15 ∘𝐶.

Ââåäåìî òåïåð ïîíÿòòÿ термостата. Áóäåìî ïîçíà÷àòè öèì òåðìiíîì
òiëî, ìàñà ÿêîãî âåëèêà â ïîðiâíÿííi ç áóäü-ÿêèìè ïðîáíèìè òiëàìè, ç ÿêè-
ìè ìè ïðèâîäèòèìåìî éîãî â êîíòàêò. Öå îçíà÷à¹, ùî, ç îäíîãî áîêó, ïðè
êîíòàêòi ç ïðîáíèìè òiëàìè òåìïåðàòóðà òåðìîñòàòà íå ìiíÿ¹òüñÿ, à, ç ií-
øîãî áîêó, ÷åðåç íåâåëèêèé ÷àñ ðåëàêñàöi¨ áóäü-ÿêå ïðîáíå òiëî, ïðèâåäåíå
â êîíòàêò ç òåðìîñòàòîì, íàáóâà¹ éîãî òåìïåðàòóðè.

ßêùî ñèñòåìà ïîìiùåíà â òåðìîñòàò, òî òåìïåðàòóðà ñèñòåìè ïðè áóäü-
ÿêîìó ïðîöåñi, ùî ïðîòiêà¹ â òåðìîñòàòi çàëèøà¹òüñÿ ñòàëîþ, òîáòî öåé
ïðîöåñ ¹ içîòåðìi÷íèì.

Iíøèé ñïîñiá âèäiëåííÿ äîñëiäæóâàíî¨ ñèñòåìè iç íàâêîëèøíüîãî ñåðå-
äîâèùà íàçèâà¹òüñÿ àäiàáàòíèì.

1.7 Перший закон термодинамiки

ßê áóëî íàìè âñòàíîâëåíî, iñíó¹ äâà ðiçíi ñïîñîáè çìiíè âíóòðiøíüî¨
åíåðãi¨ ñèñòåìè � ðîáîòà òà òåïëîîáìií. Âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòå-
ìè çìiíþ¹òüñÿ òiëüêè ïðè âçà¹ìîäi¨ ç iíøèìè òiëàìè. Òîìó åíåðãiÿ çàìêíó-
òî¨ ñèñòåìè, çãiäíî çàêîíó çáåðåæåííÿ åíåðãi¨, ïîâèííà çàëèøàòèñÿ ñòàëîþ.
Ôîðìóëþâàííÿ çàêîíó çáåðåæåííÿ åíåðãi¨ ñòîñîâíî òåïëîâèõ ïðîöåñiâ ñêëà-
äà¹ ñóòü першого закону термодинамiки. Çàêîí çìiíè åíåðãi¨ äëÿ áóäü-
ÿêèõ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïðîöåñiâ çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi:

𝑑𝑈 = 𝛿𝑄− 𝛿𝐴. (1.10)

Öÿ ôîðìóëà âèçíà÷à¹ íåñêií÷åííî ìàëèé ïðèðiñò âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ ñè-
ñòåìè 𝑑𝑈 â äåÿêîìó ïðîöåñi. 𝛿𝐴 i 𝛿𝑄 � íåñêií÷åííî ìàëà ðîáîòà i òåïëîòà.
Ó ôîðìóëi (1.10) ðîáîòà 𝛿𝐴 äîäàòíà, ÿêùî ñèñòåìà çäiéñíþ¹ ðîáîòó íàä
çîâíiøíiìè òiëàìè; òåïëîòà 𝛿𝑄 äîäîòíà, êîëè ñèñòåìà îòðèìó¹ ¨¨ âiä iíøèõ
òië.

Âèðàç (1.10) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

𝛿𝑄 = 𝑑𝑈 + 𝛿𝐴. (1.11)

Кiлькiсть теплоти надана системi йде на змiну її внутрiшньої енергiї та
на виконання системою роботи проти зовнiшнiх сил.

Ðîáîòà i òåïëîîáìií âè÷åðïóþòü âñi øëÿõè ïåðåäà÷i åíåðãi¨ äëÿ ñèñòåìè ç
ïîñòiéíèì ÷èñëîì ÷àñòèíîê. Òîìó â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1.10) ñòî¨òü ïîâíà
çìiíà åíåðãi¨ ïðè áóäü-ÿêîìó ïðîöåñi. Ïðè ïåðåõîäi ç îäíîãî ñòàíó â iíøèé

ïðèðiñò
2∫︀
1

𝑑𝑈 = 𝑈2−𝑈1, îñêiëüêè åíåðãiÿ îäíîçíà÷íî ïîâ'ÿçàíà ç ñòàíîì, íå
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çàëåæèòü âiä øëÿõó ïåðåõîäó, à âèçíà÷à¹òüñÿ òiëüêè ïî÷àòêîâèì i êiíöåâèì
ñòàíîì. Öå îçíà÷à¹, ùî 𝑑𝑈 ¹ ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì äåÿêî¨ ôóíêöi¨ ñòàíó.

Øëÿõîì çäiéñíåííÿ ðîáîòè äàíèé âèä åíåðãi¨ ìîæíà ïåðåòâîðèòè â áóäü-
ÿêié iíøié. Òåïëîîáìií æå ñëóæèòü òiëüêè äëÿ ïåðåòâîðåííÿ âíóòðiøíüî¨
åíåðãi¨ îäíi¹¨ ñèñòåìè ó âíóòðiøíþ åíåðãiþ iíøî¨ ñèñòåìè.

Äëÿ êîëîâîãî ïðîöåñó, iíòåãðóþ÷è ðiâíiñòü (1.10), ìà¹ìî∮︁
𝑑𝑈 =

∮︁
𝛿𝑄−

∮︁
𝛿𝐴, (1.12)

ïðè÷îìó
∮︀
𝑑𝑈 = 𝑈2 − 𝑈1 = 0, îñêiëüêè 𝑑𝑈 ¹ ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì, à

ïî÷àòêîâèé i êiíöåâèé ñòàíè çáiãàþòüñÿ. Òàêèì ÷èíîì,

𝐴 =

∮︁
𝛿𝐴 =

∮︁
𝛿𝑄 ≡ 𝑄, (1.13)

òîáòî, ÿêùî 𝐴 ̸= 0, òî i 𝑄 ̸= 0. Çâiäñè âèïëèâà¹ ùå îäíå ôîðìóëþâàííÿ ïåð-
øîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìiêè: неможливо створити такий перiодично дiю-
чий пристрiй, який здiйснював би роботу тiльки за рахунок власної енергiї,
тобто без запозичення енергiї ззовнi.

Iíøèìè ñëîâàìè, â ïðîöåñi òåðìîäèíàìi÷íîãî öèêëó ñèñòåìà, ùî âèêî-
íàëà ðîáîòó 𝐴, îáîâ'ÿçêîâî ïîâèííà äiñòàòè åêâiâàëåíòíó êiëüêiñòü òåïëîòè
𝑄 ç íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà. ßêùî æ 𝑄 = 0, òî i 𝐴 = 0.

1.8 Рiвняння стану iдеального газу

1.8.1 Iзопроцеси. Адiабатичний процес

Àäiàáàòè÷íî içîëüîâàíà ñèñòåìè � öå ñèñòåìà, ÿêà íå îáìiíþ¹òüñÿ òå-
ïëîòîþ ç íàâêîëèøíiìè òiëàìè. Ïðîöåñè, ùî âiäáóâàþòüñÿ â òàêié ñèñòåìi,
íàçèâàþòüñÿ àäiàáàòè÷íèìè. Ñòàí àäiàáàòè÷íî içîëüîâàíî¨ ñèñòåìè (â àäià-
áàòè÷íié îáîëîíöi, íàïðèêëàä, ïîñóäèíi Äþàðà) ìîæå áóòè çìiíåíèé òiëüêè
øëÿõîì çìiíè çîâíiøíiõ ïàðàìåòðiâ. Çìiíà æ òåìïåðàòóðè çîâíiøíiõ òië íå
âïëèâà¹ íà ñòàí ñèñòåìè. Òîáòî, ñòàí òiëà â ïîñóäèíi Äþàðà, ìîæíà çìiíè-
òè, òiëüêè çìiíþþ÷è îá'¹ì çîâíiøíüî¨ ïîñóäèíè àáî äiþ÷è íà íüîãî ñèëîþ
òÿæiííÿ àáî ìàãíiòíèì ïîëåì. ßêùî ñòiíêè äþàðà íåðóõîìi òî îá'¹ì àäià-
áàòè÷íî içîëüîâàíîãî òiëà íå çìiíþ¹òüñÿ.

Îñêiëüêè ïðè àäiàáàòè÷íèõ ïðîöåñàõ 𝛿𝑄 = 0, òî ïåðøèé ïî÷àòîê òåðìî-
äèíàìiêè äëÿ íèõ ìîæíà çàïèñàòè ó ôîðìi:

𝛿𝐴 = −𝑑𝑈. (1.14)

Ïðè àäiàáàòè÷íîìó ïðîöåñi ðîáîòà âèêîíó¹òüñÿ çà ðàõóíîê çìåíøåííÿ âíó-
òðiøíüî¨ åíåðãi¨ ïðè ñòàëîìó îá'¹ìi. ßêùî îá'¹ì iäåàëüíîãî ãàçó íå çìiíþ-
¹òüñÿ, òî çìiíà âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ ðiâíà (ÿê ïðè içîõîðíîìó ïðîöåñîâi)

𝑑𝑈 =
𝑚

𝜇
𝑉 𝑑𝑇. (1.15)
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Òîäi âèðàç (1.14) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

𝑃𝑑𝑉 = −𝑚
𝜇
𝑉 𝑑𝑇. (1.16)

Çàñòîñóâàííÿ öüîãî âèðàçó ðàçîì ç ðiâíÿííÿ Êëàïåéðîíà-Ìåíäåëååâà
(1.4) äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè ðiâíÿííÿ, ùî îïèñó¹ àäiàáàòè÷íèé ïðîöåñ â iäåàëü-
íîìó ãàçi.

Çíàõîäæåííÿ ïîâíèõ äèôåðåíöiàëiâ âiä ïðàâî¨ i ëiâî¨ ÷àñòèí ðiâíÿííÿ
Êëàïåéðîíà-Ìåíäåëååâà (1.4) äà¹:

𝑃𝑑𝑉 + 𝑉 𝑑𝑃 =
𝑚

𝜇
𝑅𝑑𝑇. (1.17)

Âiäíiìàþ÷è âiä öi¹¨ ôîðìóëè âèðàçó (1.16) ïðèõîäèìî äî âèðàçó

𝑉 𝑑𝑃 =
𝑚

𝜇
𝑅𝑑𝑇 +

𝑚

𝜇
𝑉 𝑑𝑇 =

𝑚

𝜇
(𝑅 + 𝐶𝑉 ) 𝑑𝑇. (1.18)

Ç óðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåííÿ Ìàé¹ðà

𝐶𝑃 = 𝐶𝑉 +𝑅 (1.19)

ìà¹ìî:
𝑉 𝑑𝑃 =

𝑚

𝜇
𝐶𝑃 𝑑𝑇. (1.20)

Äîìíîæèìî âèðàç (1.16) íà âiäíîøåííÿ òåïëî¹ìíîñòåé 𝐶𝑃/𝐶𝑉 i äîäàìî
éîãî äî ôîðìóëè (1.20). Òîäi îòðèìà¹ìî

𝛾 𝑃𝑑𝑉 + 𝑉 𝑑𝑃 = 0, (1.21)

äå ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ

𝛾 =
𝐶𝑃
𝐶𝑉

. (1.22)

Âåëè÷èíà 𝛾 íàçèâà¹òüñÿ показником адiабати. Âiäîìi ñïiââiäíîøåííÿ
𝐶𝑉 = 𝑖

2𝑅 i 𝐶𝑃 = 𝑖+2
2 𝑅 äîçâîëÿþòü âèðàçèòè ïîêàçíèê àäiàáàòè ÷åðåç ÷èñëî

ñòåïåíåé âiëüíîñòi 𝑖:

𝛾 =
𝑖+ 2

𝑖
(1.23)

Ç öüîãî âèðàçó âèïëèâà¹, ùî ïîêàçíèê àäiàáàòè äëÿ iäåàëüíîãî ãàçó çàâæäè
áiëüøèé çà îäèíèöþ.

Ðîçäiëèâøè ðiâíÿííÿ (1.21) íà äîáóòîê 𝑃𝑉 , ïåðåòâîðèìî éîãî äî âèãëÿ-
äó

𝛾
𝑑𝑉

𝑉
+
𝑑𝑃

𝑃
= 0. (1.24)

Iíòåãðó¹ìî

𝛾

∫︁
𝑑𝑉

𝑉
+

∫︁
𝑑𝑃

𝑃
= 0. (1.25)
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Çâiäñè çíàõîäèìî ðiâíÿííÿ:

𝛾 ln𝑉 + ln𝑃 = const,

ln𝑃𝑉 𝛾 = const,

𝑃𝑉 𝛾 = 𝑒const = const, (1.26)

ÿêå íàçèâà¹òüñÿ рiвнянням Пуассона. Öå ðiâíÿííÿ àäiàáàòè÷íîãî ïðîöåñó
äëÿ iäåàëüíîãî ãàçó, àáî àäiàáàòè � êðèâî¨, ùî îïèñó¹òüñÿ öèì ðiâíÿííÿì â
çìiííèõ 𝑃 i 𝑉 .

Çà äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ Êëàïåéðîíà-Ìåíäåëååâà ðiâíÿííÿ (1.4) ìîæíà
ïåðåïèñàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è iíøi ïàðàìåòðè ñòàíó iäåàëüíîãî ãàçó:

𝑚

𝜇
𝑅𝑇 𝑉 𝛾−1 = const,

𝑇𝑉 𝛾−1 = const, (1.27)

𝑉 =
𝑚

𝜇
𝑅
𝑇

𝑃
,

𝑃

(︂
𝑚

𝜇
𝑅

)︂𝛾 (︂
𝑇

𝑃

)︂𝛾
= const,

𝑃 1−𝛾𝑇 𝛾 = const, (1.28)

Ïîðiâíþþ÷è ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà (1.26) ç ðiâíÿííÿì Áîéëÿ-Ìàðiîòòà:
𝑃𝑉 = const, ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî àäiàáàòà iäåàëüíîãî ãàçó, ïîáóäîâàíà
â êîîðäèíàòàõ 𝑃 i 𝑉 , çàâæäè éäå êðóòiøå çà içîòåðìó (äèâ. ðèñ. 1.2).

Рис. 1.2. Графiки адiабатичних процесiв (1) i iзотермiчного процеса (2)

Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî, ÿê âêàçóâàëîñÿ âèùå, ïîêàçíèê àäiàáàòè äëÿ
ãàçiâ çàâæäè áiëüøå îäèíèöi i ïðèéìà¹ íàéáiëüøå çíà÷åííÿ äëÿ îäíîàòîì-
íèõ ãàçiâ. Òîìó íàéêðóòiøó àäiàáàòó ìàþòü iíåðòíi ãàçè, ìîëåêóëè ÿêèõ
ñêëàäàþòüñÿ ç îäíîãî àòîìà.

Îñêiëüêè àäiàáàòà ïåðåòèíà¹ âñi içîòåðìè äàíî¨ òåðìîäèíàìi÷íî¨ ñèñòå-
ìè, ìîæëèâèé àäiàáàòè÷íèé ïåðåõiä ç îäíi¹¨ içîòåðìè íà iíøó, øëÿõîì ñòè-
ñíåííÿ àáî ðîçðiäæåííÿ ãàçó. À çà äîïîìîãîþ içîòåðìi÷íî¨ çìiíè îá'¹ìó
ìîæëèâèé ïåðåõiä ç îäíi¹¨ àäiàáàòè íà iíøó.
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Ðîáîòó iäåàëüíîãî ãàçó â àäiàáàòè÷íîìó ïðîöåñi ìîæíà âèçíà÷èòè çà
äîïîìîãîþ âèðàçó (1.14). Iíòåãðóâàííÿ öüîãî âèðàçó äà¹:

𝐴12 = −𝑚
𝜇
𝐶𝑉 (𝑇2 − 𝑇1), (1.29)

äå 𝑇1 i 𝑇2 � òåìïåðàòóðè ãàçó íà ïî÷àòêó i â êiíöi ïðîöåñó âiäïîâiäíî. Â äà-
íîìó âèïàäêó ðîáîòà ïðè ïåðåõîäi ç îäíîãî ñòàíó ñèñòåìè â iíøèé âèçíà÷à¹-
òüñÿ òiëüêè ôóíêöi¹þ ñòàíó ñèñòåìè 𝑇 , îñêiëüêè øëÿõ ïåðåõîäó îäíîçíà÷íî
çàäàíèé ðiâíÿííÿì Ïóàññîíà.

Ìîëÿðíà òåïëî¹ìíiñòü ãàçó 𝐶𝑉 ìîæå áóòè âèðàæåíà ÷åðåç ïîêàçíèê àäi-
àáàòè 𝛾. Ïiäñòàíîâêà ó ôîðìóëó (1.22) ñïiââiäíîøåííÿ Ìàé¹ðà (1.19) ïðè-
âîäèòü ¨¨ äî âèãëÿäó

𝛾 =
𝐶𝑉 +𝑅

𝐶𝑉
, (1.30)

ç ÿêîãî çíàõîäèìî âèðàç:

𝐶𝑉 =
𝑅

𝛾 − 1
. (1.31)

Ç óðàõóâàííÿì öi¹¨ ôîðìóëè âèðàç (1.29) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó ôîðìi

𝐴12 =
𝑚

𝜇

𝑅𝑇1
𝛾 − 1

(︂
1 − 𝑇2

𝑇1

)︂
. (1.32)

Íà îñíîâi ðiâíÿííÿ àäiàáàòè (1.27) çàïèøåìî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ òåì-
ïåðàòóðàìè i îá'¹ìàìè ãàçó â ïî÷àòêîâîìó i êiíöåâîìó ñòàíàõ:

𝑇1𝑉
𝛾−1
1 = 𝑇2𝑉

𝛾−1
2 (1.33)

àáî
𝑇2
𝑇1

=

(︂
𝑉1
𝑉2

)︂𝛾−1

. (1.34)

Ïiäñòàíîâêà öi¹¨ ôîðìóëè ó âèðàç (1.32) äà¹

𝐴12 =
𝑚

𝜇

𝑅𝑇1
𝛾 − 1

[︃
1 −

(︂
𝑉1
𝑉2

)︂𝛾−1
]︃

(1.35)

àáî ç óðàõóâàííÿì ðiâíÿííÿ Êëàïåéðîíà-Ìåíäåëååâà (1.4)

𝐴12 =
𝑃1𝑉1
𝛾 − 1

[︃
1 −

(︂
𝑉1
𝑉2

)︂𝛾−1
]︃
. (1.36)

Задача 1.2. Всерединi закритої теплоiзольованої цилiндричної посудини
знаходиться теплонепровiдний поршень, який може рухатися без тертя.
В початковий момент поршень знаходиться по серединi посудини i дiлить
її на двi рiвнi частини з об’ємом 𝑉0. У кожнiй з цих половин посудини зна-
ходиться iдеальний газ з показником адiабати 𝛾 пiд тиском 𝑃0. Яку роботу
треба виконати, щоб зменшити об’єм однiєї з половин в два рази?
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Розв’язок.

В обох частинах цилiндричної посудини буде проходити адiабатичний
процес

𝑃1𝑉
𝛾
1 = 𝑃2𝑉

𝛾
2 = 𝑃0𝑉

𝛾
0 ,

в результатi якого об’єм першої частини зменшиться вiд 𝑉0 до 𝑉1 = 𝑉0 −
𝑉0/2 = 𝑉0/2, а об’єм другої збiльшиться вiд 𝑉0 до 𝑉2 = 𝑉0 + 𝑉0/2 = 3𝑉0/2.
Тодi робота, яку виконує газ в першiй частинi посудини буде рiвна

𝐴1 =

𝑉0
2∫︁

𝑉0

𝑃1(𝑉 )𝑑𝑉1 =

𝑉0
2∫︁

𝑉0

𝑃0

(︂
𝑉0
𝑉1

)︂𝛾
𝑑𝑉1 = 𝑃0𝑉

𝛾
0

𝑉0
2∫︁

𝑉0

𝑑𝑉1
𝑉 𝛾
1

= −𝑃0𝑉
𝛾
0

𝛾 − 1

1

𝑉 𝛾−1
1

⃒⃒⃒⃒𝑉0
2

𝑉0

=

= − 𝑃0𝑉
𝛾
0

(𝛾 − 1)𝑉 𝛾−1
0

[︀
2𝛾−1 − 1

]︀
=

𝑃0𝑉0
𝛾 − 1

[︀
1 − 2𝛾−1

]︀
.

Вiдповiдно робота газу в другiй частинi посудини рiвна

𝐴2 =

3
2𝑉0∫︁
𝑉0

𝑃2(𝑉 )𝑑𝑉2 = 𝑃0𝑉
𝛾
0

3
2𝑉0∫︁
𝑉0

𝑑𝑉2
𝑉 𝛾
2

=
𝑃0𝑉0
𝛾 − 1

[︃
1 −

(︂
2

3

)︂𝛾−1
]︃
.

Таким чином повна робота газу 𝐴 = 𝐴1 + 𝐴2 рiвна

𝐴 =
𝑃0𝑉0
𝛾 − 1

[︃
2 − 2𝛾−1 −

(︂
2

3

)︂𝛾−1
]︃
.

А шукану роботу над газом 𝐴′ знаходимо з умови 𝐴′ = −𝐴

𝐴′ =
𝑃0𝑉0
𝛾 − 1

[︃(︂
2

3

)︂𝛾−1

+ 2𝛾−1 − 2

]︃
.

При 𝛾 > 1 цей вираз стає додатнiм, оскiльки при збiльшеннi параметра 𝛾
другий доданок росте швидше, нiж спадає перший.

Задача 1.3. Адiабатично iзольовану посудину роздiлено перегородкою на двi
рiвнi частини, кожна об’ємом 𝑉 . У лiвiй частинi знаходиться двоатомний
iдеальний газ (𝛾 = 1, 4) при тиску 𝑃 i температурi 𝑇 . Торцьова стiнка
правої частини посудини є поршнем. Перегородку вийняли, а потiм газ по-
волi стиснули поршнем так, що вiн знову почав займати лiву половину
посудини. Знайти тиски 𝑃1, 𝑃2 i температури 𝑇1, 𝑇2 газу пiсля вилучення
перегородки i в кiнцi процесу.

Розв’язок.

18



При адiабатичному розширеннi iдеального газу без виконання роботи над
зовнiшнiми тiлами, його внутрiшня енергiя i температура не змiнюються.
Тому пiсля виймання перегородки маємо:

𝑇1 = 𝑇 i 𝑃1 = 𝑃/2.

При адiабатичному стисненнi газу поршнем (вiд об’єму 2𝑉 до 𝑉 ) збiль-
шення його внутрiшньої енергiї рiвне роботi, яку виконує поршень. Темпе-
ратура i тиск газу в кiнцi процесу можуть бути знайденi за допомогою
спiввiдношень (1.27) i (1.26), тодi маємо:

𝑇2 =

(︂
2𝑉

𝑉

)︂𝛾−1

𝑇1 = 21,4−1𝑇1 = 22/5 𝑇1 =
5
√

4𝑇,

𝑃2 =

(︂
2𝑉

𝑉

)︂𝛾
𝑃1 = 21,4𝑃1 = 21,4−1 𝑃 =

5
√

4𝑃.

1.8.2 Полiтропiчний процес

Âàæëèâèì êëàñîì òåðìîäèíàìi÷íèõ ïðîöåñiâ ¹ ïðîöåñè, ùî âiäáóâàþ-
òüñÿ ïðè ïîñòiéíié òåïëî¹ìíîñòi, òîáòî полiтропiчнi ïðîöåñè. Äî òàêèõ
ïðîöåñiâ, çîêðåìà, âiäíîñÿòüñÿ àäiàáàòè÷íèé, içîòåðìi÷íèé, içîáàðè÷íèé òà
içîõîðè÷íèé ïðîöåñè.

Äëÿ iäåàëüíîãî ãàçó íåâàæêî îòðèìàòè ðiâíÿííÿ ïîëiòðîïi÷íîãî ïðîöå-
ñó òèì æå ñïîñîáîì, ùî i ðàíiøå áóëî âèâåäåíî ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà (1.26).
Íåõàé ìîëÿðíà òåïëî¹ìíiñòü iäåàëüíîãî ãàçó â ïîëiòðîïi÷íîìó ïðîöåñi ðiâ-
íà 𝐶. Òîäi âiäïîâiäíî äî ïåðøîãî ïî÷àòêó òåðìîäèíàìiêè (1.11) âèðàçó äëÿ
(çìiíè) âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ (1.15) ìà¹ìî âèðàç:

𝑚

𝜇
𝐶𝑑𝑇 =

𝑚

𝜇
𝐶𝑉 𝑑𝑇 + 𝑃𝑑𝑉, (1.37)

ç ÿêîãî âèõîäèòü:
𝑃𝑑𝑉 =

𝑚

𝜇
(𝐶 − 𝐶𝑉 )𝑑𝑇. (1.38)

Ïiäñòàâëÿþ÷è öåé âèðàç ó ôîðìóëó (1.17) îòðèìà¹ìî

𝑉 𝑑𝑃 =
𝑚

𝜇
𝑅𝑑𝑇 − 𝑚

𝜇
(𝐶 − 𝐶𝑉 )𝑑𝑇. (1.39)

àáî ç óðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåííÿ Ìàé¹ðà (1.19)

𝑉 𝑑𝑃 =
𝑚

𝜇
(𝑅 + 𝐶𝑉 − 𝐶)𝑑𝑇 =

𝑚

𝜇
(𝐶𝑃 − 𝐶)𝑑𝑇. (1.40)

Äîìíîæèâøè âèðàç (1.38) íà 𝐶−𝐶𝑃

𝐶−𝐶𝑉
i äîäàâøè äî ôîðìóëè (1.40) çà óìîâè,

ùî 𝐶 ̸= 𝐶𝑉 , îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

𝑛𝑃𝑑𝑉 + 𝑉 𝑑𝑃 = 0, (1.41)
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àíàëîãi÷íå ðiâíÿííþ (1.21). Òóò ââåäåíî ïàðàìåòð

𝑛 =
𝐶 − 𝐶𝑃
𝐶 − 𝐶𝑉

, (1.42)

ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ показником полiтропи. Ç öi¹¨ ôîðìóëè ìîæíà òàêîæ
îòðèìàòè çàëåæíiñòü ìîëÿðíî¨ òåïëî¹ìíîñòi 𝐶 âiä ïîêàçíèêà ïîëiòðîïè 𝑛:

𝐶 =
𝑛𝐶𝑉 − 𝐶𝑃
𝑛− 1

. (1.43)

Ïåðåòâîðåííÿ ôîðìóëè (1.41) äî âèãëÿäó:

𝑛
𝑑𝑉

𝑉
+
𝑑𝑃

𝑃
= 0 (1.44)

òà iíòåãðóâàííÿ îòðèìàíîãî ðiâíÿííÿ äà¹

𝑃𝑉 𝑛 = const. (1.45)

Ðiâíÿííÿ (1.45) íàçèâà¹òüñÿ рiвнянням полiтропiчного процесу àáî по-
лiтропи � êðèâî¨, ùî îïèñó¹òüñÿ òàêèì ðiâíÿííÿì â çìiííèõ 𝑃 i 𝑉 .

Àíàëîãi÷íî ðiâíÿííÿì àäiàáàòè (1.27) i (1.28) ðiâíÿííÿ ïîëiòðîïè ìîæå
áóòè ïåðåïèñàíå â iíøèõ òåðìîäèíàìi÷íèõ êîîðäèíàòàõ:

𝑇𝑉 𝑛−1 = const, (1.46)

𝑃 1−𝑛𝑇 𝑛 = const. (1.47)

Ïðè àäiàáàòè÷íîìó ïðîöåñi 𝛿𝑄 = 0, ùî âiäïîâiäà¹ íóëüîâié òåïëî¹ìíîñòi,
ïiäñòàâèâøè 𝐶 = 0 ó ôîðìóëó (1.42) i ïîðiâíÿâøè îòðèìàíèé âèðàç ç (1.22),
ìà¹ìî 𝑛 = 𝛾, i ðiâíÿííÿ ïîëiòðîïè (1.45) ñòà¹ ðiâíÿííÿì àäiàáàòè: 𝑃𝑉 𝛾 =
const.

ßêùî ïðîöåñ içîòåðìi÷íèé, òî 𝐶 → ∞, îñêiëüêè ïðè öüîìó 𝑑𝑇 → 0.
Â öüîìó âèïàäêó ïîêàçíèê ïîëiòðîïè 𝑛 â ãðàíèöi ðiâíèé îäèíèöi, i ðiâíÿ-
ííÿ ïîëiòðîïè (1.45) ïåðåõîäèòü â ðiâíÿííÿ Áîéëÿ-Ìàðiîòòà: 𝑃𝑉 = const.
Çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî îñêiëüêè ïðè âèâåäåííi ðiâíÿííÿ ïîëiòðîïè ìè
ñêîðî÷óâàëè âåëè÷èíó 𝑑𝑇 , òî öåé âèâiä íå ìîæå ââàæàòèñÿ ïîâíiñòþ êîðå-
êòíèì äëÿ içîòåðìi÷íîãî ïðîöåñó.

Äëÿ içîáàðè÷íîãî ïðîöåñó ïðè 𝐶 = 𝐶𝑃 ïîêàçíèê ïîëiòðîïè 𝑛 = 0, i
ðiâíÿííÿ (1.45) ïðèéìà¹ ôîðìó: 𝑃 = const.

Ïðè içîõîðè÷íîìó ïðîöåñi 𝐶 ïîâèííî ñòàòè ðiâíèì 𝐶𝑉 , ùî âiäïîâiäà¹
âèïàäêó, êîëè ïîêàçíèê 𝑛 → ∞. Î÷åâèäíî, ïåðåõiä ó ôîðìóëi (1.45) äî
âêàçàíî¨ ìåæi íåêîðåêòíèé. Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî ïðè âèâåäåííi ðiâíÿííÿ
ïîëiòðîïè ïåðåäáà÷àëîñÿ, ùî 𝐶 ̸= 𝐶𝑉 (äèâ. ïåðåõiä äî ôîðìóëè (1.41)).

ßêùî ïîìíîæèòè ðiâíÿííÿ (1.38) íà âåëè÷èíó (𝐶−𝐶𝑃 ), ðiâíÿííÿì (1.40)
íà � (𝐶 − 𝐶𝑉 ) i äîäàòè ¨õ, òî îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ ïîëiòðîïè â äèôåðåíöi-
àëüíié ôîðìi

(𝐶 − 𝐶𝑃 )𝑃𝑑𝑉 + (𝐶 − 𝐶𝑉 )𝑉 𝑑𝑃 = 0. (1.48)
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Ïðè 𝐶 = 𝐶𝑉 öå ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ ôîðìi:

(𝐶 − 𝐶𝑃 )𝑃𝑑𝑉 = 0. (1.49)

Çâiäêè ìà¹ìî 𝑑𝑉 = 0 àáî 𝑉 = const. Ç ðiâíÿííÿ (1.48) òàêîæ âèïëèâà¹, ùî
â ïðîöåñi, ïðè ÿêîìó 𝐶 = 𝐶𝑃 , òèñê ïîñòiéíèé: 𝑃 = const.

Äëÿ ïîëiòðîïi÷íèõ ïðîöåñiâ çíà÷åííÿ òåïëî¹ìíîñòi i, âiäïîâiäíî, ïîêà-
çíèêà ïîëiòðîïè ìîæóòü ïðèéìàòè áóäü-ÿêi çíà÷åííÿ. Âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ òå-
ïëî¹ìíîñòi, âiäïîâiäàþòü òàêèì óìîâàì, ïðè ÿêèõ âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ òåðìî-
äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè çìåíøó¹òüñÿ ïðè ïåðåäà÷i ¨é äîäàòíî¨ êiëüêîñòi òåïëîòè.
Öå ìîæå áóòè ðåàëiçîâàíî ïðè ïðèìóñîâîìó ðîçøèðåííi ãàçó.

Âiäïîâiäíî äî ôîðìóëè (1.38) ïðè 𝐶 < 𝐶𝑉 âåëè÷èíè 𝑑𝑉 i 𝑑𝑇 ìàþòü ðiçíi
çíàêè, i iç çðîñòàííÿì îá'¹ìó ãàçó éîãî òåìïåðàòóðà, à, îòæå, i âíóòðiøíÿ
åíåðãiÿ, çìåíøóþòüñÿ. Ç öèì, çîêðåìà, ïîâ'ÿçàíî çíèæåííÿ òåìïåðàòóðè
iäåàëüíîãî ãàçó ïðè éîãî àäiàáàòè÷íîìó ðîçøèðåííi, îñêiëüêè â öüîìó ïðî-
öåñi 𝐶 = 0. Íàâïàêè, ïðè 𝐶 > 𝐶𝑉 iç çáiëüøåííÿì îá'¹ìó ãàçó éîãî òåìïåðà-
òóðà çðîñòà¹. Âiäïîâiäíî äî ïåðøîãî çàêîíó òåðìîäèíàìiêè öå çáiëüøåííÿ
𝑉 ïîâèííî âiäáóâàòèñÿ çà ðàõóíîê ïiäâåäåííÿ äî ñèñòåìè äîäàòêîâî¨ êiëü-
êîñòi òåïëîòè.

Àíàëîãi÷íî, íà ïiäñòàâi ôîðìóëè (1.39) ìîæíà âñòàíîâèòè çâ'ÿçîê ìiæ
ïðèðîñòàìè òèñêó òà òåìïåðàòóðè. Ïðè 𝐶 < 𝐶𝑃 iç çðîñòàííÿì òèñêó òåìïå-
ðàòóðà ãàçó áóäå çáiëüøóâàòèñÿ, à ïðè 𝐶 > 𝐶𝑃 � çìåíøóâàòèñÿ.

Ðîáîòà ãàçó â ïîëiòðîïi÷íîìó ïðîöåñi ìîæå áóòè âèçíà÷åíà çà äîïîìîãîþ
iíòåãðàëà (1.7) ïðè ïiäñòàíîâöi â íüîãî ðiâíÿííÿ ïîëiòðîïè (1.45):

𝐴12 =

𝑉2∫︁
𝑉1

𝑃 (𝑉 )𝑑𝑉 = 𝑃1𝑉
𝑛
1

𝑉2∫︁
𝑉1

𝑑𝑉

𝑉 𝑛
. (1.50)

Iíòåãðóâàííÿ ó âèðàçi (1.50) äà¹ ôîðìóëó äëÿ âèçíà÷åííÿ ðîáîòè â ïîëiòðî-
ïi÷íîìó ïðîöåñi

𝐴12 =
𝑃1𝑉1
𝑛− 1

[︃
1 −

(︂
𝑉1
𝑉2

)︂𝑛−1
]︃

=
𝑚

𝜇

𝑅𝑇1
𝑛− 1

[︃
1 −

(︂
𝑉1
𝑉2

)︂𝑛−1
]︃
, (1.51)

äå 𝑃1 i 𝑉1 � ïî÷àòêîâèé òèñê i îá'¹ì ãàçó, 𝑉2 � éîãî êiíöåâèé îá'¹ì.
Ç öi¹¨ ôîðìóëè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ðîáîòà ïðè ðîçøèðåííi ãàçó çàâ-

æäè çàëèøà¹òüñÿ äîäàòíîþ, íåçàëåæíî âiä òîãî, ÿêå çíà÷åííÿ ïðèéìà¹ ïî-
êàçíèê ïîëiòðîïè, áiëüøå àáî ìåíøå îäèíèöi.

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî äëÿ àäiàáàòè÷íîãî ïðîöåñó ïðè 𝑛 = 𝛾 âèðàç (1.51)
ïåðåõîäèòü ó ôîðìóëó (1.36). Äëÿ içîáàðè÷íîãî ïðîöåñó, ïðè 𝑛 = 0 âèðàç
(1.51) äà¹

𝐴12 = −𝑃1𝑉1

[︂
1 − 𝑉2

𝑉1

]︂
= −𝑃1𝑉1

𝑉1
(𝑉1 − 𝑉2) = 𝑃 (𝑉2 − 𝑉1), (1.52)
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äå âðàõîâàíî, ùî ïðè öüîìó ïðîöåñi 𝑃1 = 𝑃2 = 𝑃 const.
Ôîðìóëà (1.51) íåïðèäàòíà äëÿ îïèñó içîõîðè÷íîãî ïðîöåñó, îñêiëüêè

ïðè âèâåäåííi ðiâíÿííÿ ïîëiòðîïè (1.44) âèêëþ÷àâñÿ âèïàäîê 𝐶 = 𝐶𝑉 . Àëå
ç ôîðìóëè (1.38) àáî (1.51) î÷åâèäíî, ùî ðîáîòà ãàçó â içîõîðè÷íîìó ïðîöåñi
ðiâíà íóëþ.

Iíøèì ïðîöåñîì, ùî íå îïèñó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (1.51), ¹ içîòåðìi-
÷íèé ïðîöåñ. ßê áóëî ñêàçàíî âèùå, âií ¹ ãðàíè÷íèì âèïàäêîì ïîëiòðîïi-
÷íîãî ïðîöåñó ïðè 𝐶 → ∞. Ðîáîòó â içîòåðìi÷íîìó ïðîöåñi ìîæíà çíàéòè,
ÿêùî ó ôîðìóëó (1.50) âiäïîâiäíî äî çàêîíó Áîéëÿ-Ìàðiîòòà ïiäñòàâèòè
𝑛 = 1 òà ïðîiíòåãðóâàòè. Òîäi ìà¹ìî

𝐴12 = 𝑃1𝑉1

𝑉2∫︁
𝑉1

𝑑𝑉

𝑉
= 𝑃1𝑉1 ln

(︂
𝑉2
𝑉1

)︂
=
𝑚

𝜇
𝑅𝑇 ln

(︂
𝑉2
𝑉1

)︂
, (1.53)

äå âðàõîâàíî, ñòàëiñòü òåìïåðàòóðè ïðè öüîìó ïðîöåñi: 𝑇1 = 𝑇2 = 𝑇 const.
Îñêiëüêè âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ iäåàëüíîãî ãàçó íå çìiíþ¹òüñÿ â içîòåðìi÷íî-

ìó ïðîöåñi, êiëüêiñòü òåïëîòè, îòðèìàíà ãàçîì, òàêîæ ìîæå áóòè ðîçðàõîâà-
íà çà öi¹þ ôîðìóëîþ, òîáòî â öüîìó ïðîöåñi 𝑄12 = 𝐴12. Ïðè içîòåðìi÷íîìó
ðîçøèðåííi iäåàëüíîãî ãàçó ðîáîòà âèêîíó¹òüñÿ òiëüêè çà ðàõóíîê òåïëîòè,
ïiäâåäåíî¨ ç çîâíi.

Íà çàâåðøåííÿ ïàðàãðàôà çàïèøåìî âñi îòðèìàíi ôîðìóëè â îäíó òà-
áëèöþ 1.1

Таблиця 1.1.

Термодинамiчний процес 𝑛 𝐶 Робота

Iзотермiчний 1 ∞ 𝑚

𝜇
𝑅𝑇 ln

(︂
𝑉2
𝑉1

)︂
Iзобаричний 0 𝐶𝑃 𝑃 (𝑉2 − 𝑉1)

Iзохоричний ∞ 𝐶𝑉 0

Адiабатичний 𝛾 0
𝑚

𝜇

𝑅𝑇1
𝛾 − 1

[︃
1 −

(︂
𝑉1
𝑉2

)︂𝛾−1
]︃

Задача 1.4. Яка молярна теплоємнiсть 𝐶 одноатомного газу i показник
полiтропи 𝑛 для процесу, в якому робота виконана газом, в два рази бiльша
за передану йому кiлькiсть теплоти?

Розв’язок.
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Оскiльки за умовою задачi 𝛿𝐴 = 2𝛿𝑄, то вiдповiдно до першого початку
термодинамiки маємо:

𝛿𝑄 = 𝑑𝑈 + 𝛿𝐴 = 𝑑𝑈 + 2𝛿𝑄 або 𝛿𝑄 = −𝑑𝑈,

тут 𝑑𝑈 – змiна внутрiшньої енергiї 1 моля газу. Тодi, з урахуванням одно-
атомностi газу (число степеней свободи 𝑖 = 3), молярну теплоємнiсть
можна визначити за формулою:

𝐶 =
𝛿𝑄

𝑑𝑇
= −𝑑𝑈

𝑑𝑇
= −𝐶𝑉 𝑑𝑇

𝑑𝑇
= −𝐶𝑉 = − 𝑖

2
𝑅 = −3

2
𝑅,

а показник полiтропи вiдповiдно буде рiвний:

𝑛 =
𝐶 − 𝐶𝑃
𝐶 − 𝐶𝑉

=
−𝐶𝑉 − (𝑅 + 𝐶𝑉 )

−𝐶𝑉 − 𝐶𝑉
=

−2𝐶𝑉 −𝑅

−2𝐶𝑉
=

3𝑅 +𝑅

3𝑅
=

4

3
.

Задача 1.5. Яка робота виконується одним молем iдеального газу в полi-
тропiчному процесi з показником полiтропи 𝑛 при змiнi температури газу
на △𝑇?

Розв’язок.

Використовуючи рiвняння полiтропи (1.46): 𝑇𝑉 𝑛−1 = const i рiвняння
Клапейрона-Менделеева для одного моля 𝑃𝑉 = 𝑅𝑇 , перепишемо (1.51) у
виглядi:

𝐴12 =
𝑅𝑇1
𝑛− 1

[︂
1 − 𝑇2

𝑇1

]︂
=

𝑅

𝑛− 1
(𝑇1 − 𝑇2). (1.54)

Звiдси маємо:

𝐴 =
𝑅

1 − 𝑛
△𝑇.

Отже, робота, що виконується одним молем iдеального газу в процесi з
постiйною теплоємнiстю, визначається тiльки рiзницею температур кiн-
цевого i початкового станiв газу.

Таким чином, для iдеального газу робота, а, отже, i кiлькiсть тепло-
ти, в полiтропiчних процесах визначаються тiльки кiнцевим i початковим
станами системи, оскiльки шлях переходу з одного стану в iнший визначе-
ний теплоємнiстю газу (показником полiтропи). Проте навiть при розгля-
дi тiльки полiтропiчних процесiв, роботу i кiлькiсть теплоти не можна
вважати функцiєю стану системи (повним диференцiалом), оскiльки пере-
хiд з одного стану в iнший може бути здiйснений у виглядi послiдовностi
рiзних полiтропiчних процесiв.

Задача 1.6. Яка кiлькiсть теплоти передана одноатомному газу (𝑖 = 3) в
полiтропiчному процесi з показником полiтропи 𝑛 при змiнi температури
газу на △𝑇?
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Розв’язок.

Вiдповiдно до формули (1.43) маємо:

𝐶 =
𝑛𝐶𝑉 − 𝐶𝑃
𝑛− 1

=
1

𝑛− 1

(︂
𝑛
𝑖

2
𝑅− 𝑖+ 2

2
𝑅

)︂
=

1

𝑛− 1

(︂
𝑛

3

2
𝑅− 5

2
𝑅

)︂
=

3𝑛− 5

2(𝑛− 1)
𝑅.

Тодi кiлькiсть теплоти буде рiвна:

△𝑄 = 𝐶△𝑇 =
3𝑛− 5

2(𝑛− 1)
𝑅△𝑇.

Звiдки, зокрема, випливає, що при рiвностi показника полiтропи показнику
адiабати для одноатомного газу: 𝑛 = 𝛾 = 5/3, кiлькiсть теплоти △𝑄.

1.9 Другий закон термодинамiки

1.9.1 Другий закон термодинамiки для рiвноважних процесiв

Iç ïåðøîãî çàêîíó òåðìîäèíàìiêè (1.10)�(1.13) âèïëèâà¹, ùî îñêiëüêè
âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ ¹ ôóíêöi¹þ ñòàíó, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî òåðìîäèíàìi÷íîãî
öèêëó (𝑑𝑈 = 0) òåïëîiçîëüâàíî¨ ñèñòåìè (𝛿𝑄 = 0), òîáòî äëÿ адiабати-
чного процесу ïîâèííà âèêîíóâàòèñü ðiâíiñòü

∮︀
𝛿𝐴 = 0. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ:

ÿêèé âèãëÿä ìîæå ìàòè òàêèé öèêë? Íà ðèñ. 1.3 â çìiííèõ 𝑃 , 𝑉 çîáðàæå-
íî âñi ìîæëèâi âèäè öèêëiâ. Âèïàäîê а íåìîæëèâèé, îñêiëüêè ïðè öüîìó

P

V
0

1

2

а

P

V
0

1

2

б

P

V
0

1

2

в

2'

Рис. 1.3∮︀
𝛿𝐴 ̸= 0. Âèïàäîê б òàêîæ íåìîæëèâèé, îñêiëüêè âií çâîäèòüñÿ äî ïîïå-

ðåäíüîãî, ÿêùî âèáðàòè öèêë òàê, ùîá âií ïðîõîäèâ òiëüêè ÷åðåç òî÷êè 1 i
2′ àáî 2′ i 2. Òàêèì ÷èíîì, ìîæëèâèé ëèøå âèïàäîê в, iç ÷îãî âèïëèâà¹, ùî
iñíó¹ ôóíêöiÿ 𝑆(𝑃, 𝑉 ), ÿêà çàëèøà¹òüñÿ ñòàëîþ ïðè àäiàáàòè÷íîìó ïðîöåñi
(𝛿𝑄 = 0), i òîäi óìîâà 𝑆(𝑃, 𝑉 ) = const âèçíà÷à¹ íåÿâíó çàëåæíiñòü òèñêó âiä
îá'¹ìó 𝑉 äëÿ ïåâíîãî àäiàáàòè÷íîãî ïðîöåñó. Ðiâíÿííÿ 𝑃 = 𝑃 (𝑉 ) çíàéäåíå ç
óìîâè 𝑆(𝑃, 𝑉 ) = const, íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì àäiàáàòè (äëÿ iäåàëüíîãî ãàçó
âîíî ìà¹ âèãëÿä: 𝑃 𝑉 𝛾 = const, 𝛾 � ïîêàçíèê àäiàáàòè). Òàêèì ÷èíîì, iñíó-
âàííÿ ðiâíÿííÿ àäiàáàòè, òîáòî ôóíêöi¨ 𝑆(𝑃, 𝑉 ), ÿêà çàëèøà¹òüñÿ ñòàëîþ
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ïðè àäiàáàòè÷íîìó ïðîöåñi, ¹ íàñëiäêîì ïåðøîãî çàêîíó òåðìîäèíàìiêè, à
òàêîæ òîãî, ùî âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ ¹ ôóíêöi¹þ ñòàíó.

Ñóòò¹âèì â öüîìó âèñíîâêó ¹ òå, ùî ôóíêöiÿ 𝑆(𝑃, 𝑉 ), ÿê i âíóòðiøíÿ
åíåðãiÿ, ¹ îäíîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ ñòàíó. Îäíîçíà÷íiñòü îçíà÷à¹, ùî ãðàôi-
êè ðiâíÿíü äâîõ àäiàáàò íå ìîæóòü ïåðåòèíàòèñÿ, ó ïðîòèâíîìó ðàçi â òî÷öi
¨õ ïåðåòèíó (òî÷êà 2 íà ðèñ. 1.4) îäíîìó i òîìó æ ñòàíó âiäïîâiäàëî á äâà
çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ 𝑆. Äîâåäåííÿ áóäåìî âåñòè âiä ñóïðîòèâíîãî, òîáòî ïðè-

P

V
0

1

2
3

S1

S2

Рис. 1.4

ïóñòèìî, ùî äâi àäiàáàòè 𝑆 = 𝑆1(𝑃, 𝑉 ) i 𝑆 = 𝑆2(𝑃, 𝑉 ) ïåðåòèíàþòüñÿ, i
ðîçãëÿíåìî öèêë iç äâîõ àäiàáàò 1 � 2, 2 � 3, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi 2,
i içîõîðè÷íîãî 𝑉 = const ïðîöåñó 3 � 1. Íà äiëÿíöi 3 � 1 ñèñòåìà äiñòàâàëà
òåïëîòó, âiä çîâíiøíüîãî äæåðåëà, àëå ðîáîòà ïðè öüîìó íå âèêîíóâàëàñü.
Íà äiëÿíêàõ 1 � 2 i 2 � 3 ñèñòåìà íå îáìiíþâàëàñü òåïëîòîþ ç íàâêîëèøíiìà
òiëàìè, àëå âèêîíóâàëà ðîáîòó. Äëÿ çàìêíåíîãî öèêëó ìà¹ìî

𝐴 =

∮︁
𝛿𝐴 =

∮︁
𝛿𝑄 = 𝑄.

Òàêèì ÷èíîì, â ðåçóëüòàòi öüîãî öèêëó ñèñòåìà âèêîíàëà ðîáîòó 𝐴 çà
ðàõóíîê òåïëîòè 𝑄, îäåðæàíî¨ âiä çîâíiøíüîãî äæåðåëà íà äiëÿíöi öèêëó 3
� 1. Ïîâòîðþþ÷è áàãàòîðàçîâî öåé öèêë, ìè ìàëè á ïðèñòðié, ÿêèé âiäáè-
ðàâ áè ó ÿêîãîñü òiëà òåïëîòó i ïîâíiñòþ ïåðåòâîðþâàâ áè ¨¨ ó ðîáîòó. Òà-
êèé ïðèñòðié äiñòàâ íàçâó вiчного двигуна другого роду. Îäíàê, áàãàòîðàçîâi
ñïðîáè åêñïåðèìåíòàëüíî çäiéñíèòè òàêi öèêëè, ÿêi ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.4, íå
äàëè áàæàíîãî ðåçóëüòàòó. Çâiäñè âèïëèâà¹ другий закон термодинамi-
ки: неможливо створити такi перiодично дiючi пристрої, якi б виконували
роботу тiльки за рахунок вiдбору теплоти вiд одного i того ж джерела.
Öå îçíà÷à¹, ùî íiÿêi äâi àäiàáàòè íå ìîæóòü ïåðåòèíàòèñÿ. Îòæå, îäíîìó i
òîìó æ ñòàíó âiäïîâiäà¹ òiëüêè îäíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ 𝑆(𝑃, 𝑉 ).

Òàêèì ÷èíîì iç åêñïåðèìåíòiâ âèïëèâà¹, ùî кожну систему можна ха-
рактеризувати деякою новою величиною 𝑆, яка зберiгається при адiабати-
чних процесах i є однозначною функцiєю стану. Âîíà äiñòàëà íàçâó ентропiї.

Åíòðîïiÿ, ÿê i âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ ìîæå áóòè âèçíà÷åíà ëèøå ç òî÷íiñòþ
äî äåÿêî¨ êîíñòàíòè. Ïðè äîñëiäæåííi òåðìîäèíàìi÷íèõ ïðîöåñiâ íàñ áóäå
öiêàâèòè íå ñàìå çíà÷åííÿ åíòðîïi¨, à � ¨¨ çìiíà. Åíòðîïiÿ ¹ àääèòèâíîþ
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âåëè÷èíîþ: åíòðîïiÿ ñêëàäíî¨ ñèñòåìè ðiâíà ñóìi åíòðîïié âñiõ ¨¨ îäíîðiäíèõ
÷àñòèí 𝑆 = 𝑆1 + 𝑆2.

Ðàíiøå ìè ãîâîðèëè, ùî òåðìîäèíàìi÷íèé ñòàí ïðîñòî¨ ñèñòåìè õàðà-
êòåðèçó¹òüñÿ äâîìà íåçàëåæíèìè ïàðàìåòðàìè Òåïåð íàì âiäîìî âæå ï'ÿòü
ïàðàìåòðiâ (𝑃 , 𝑉 , 𝑡, 𝑈 , 𝑆). Iç íèõ çà íåçàëåæíi çìiííi ìîæíà âèáðàòè áóäü-
ÿêó ïàðó. Òî é ÷è iíøèé âèáið íåçàëåæíèõ çìiííèõ äèêòó¹òüñÿ âèêëþ÷íî
çðó÷íîñòÿìè åêñïåðèìåíòàëüíîãî àáî òåîðåòè÷íîãî âèâ÷åííÿ ïåâíî¨ ñèñòå-
ìè.

Ç'ÿñó¹ìî, ÿêèé âèãëÿä ïîâèííà ìàòè óìîâà òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè,
ÿêùî åíòðîïiÿ ¹ àäèòèâíîþ âåëè÷èíîþ. Âèáåðåìî çà íåçàëåæíi çìiííi åí-
òðîïiþ 𝑆 i îá'¹ì 𝑉 , ðîçãëÿíåìî âíóòðiøíþ åíåðãiÿ ÿê ôóíêöiþ 𝑈 = 𝑈(𝑆, 𝑉 ).

𝑑𝑈 =

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑆

)︂
𝑉

𝑑𝑆 +

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑉

)︂
𝑆

𝑑𝑉 (1.55)

i ïîçíà÷èìî 𝑇 =

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑆

)︂
𝑉

. Ïîðiâíþþ÷è (1.55) ç (1.10) òà (1.6), çíàõîäèìî

𝛿𝑄 = 𝑇 𝑑𝑆, (1.56)

𝑃 = −
(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑉

)︂
𝑆

. (1.57)

Òîäi ñïiââiäíîøåííÿ (1.55) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

𝑑𝑈 = 𝑇 𝑑𝑆 − 𝑃 𝑑𝑉. (1.58)

Âîäíî÷àñ, îñêiëüêè âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ ¹ àäèòèâíîþ âåëè÷èíîþ, òî 𝑈 = 𝑈1+
𝑈2, i âíàñëiäîê öüîãî

𝑑𝑈 = 𝑑𝑈1 + 𝑑𝑈2 = 𝑇1 𝑑𝑆1 + 𝑇2 𝑑𝑆2 − 𝑃1 𝑑𝑉1 − 𝑃2 𝑑𝑉2.

Îñêiëüêè 𝑆 = 𝑆1 + 𝑆2 i 𝑉 = 𝑉1 + 𝑉2, òî, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó ìåõàíi÷íî¨
ðiâíîâàãè 𝑃1 = 𝑃2 = 𝑃 , çàïèøåìî öþ ðiâíiñòü òàê:

𝑑𝑈 = (𝑇1 − 𝑇2)𝑑𝑆1 + 𝑇2 𝑑𝑆 − 𝑃 𝑑𝑉.

Ïîðiâíþþ÷è öþ ôîðìóëó ç ôîðìóëîþ (1.58), ìà¹ìî 𝑇1 = 𝑇2 = 𝑇 . Îòæå,
ó ñòàíi òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè âåëè÷èíè 𝑇1 i 𝑇2 íàáóâàþòü îäíàêîâèõ

çíà÷åíü. Âåëè÷èíà 𝑇 =

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑆

)︂
𝑉

íàçèâà¹òüñÿ абсолютною, àáî термодина-

мiчною температурою.
Îòæå, äëÿ ðiâíîâàæíèõ ïðîöåñiâ ç (1.56) ìà¹ìî, ùî äèôåðåíöiàë åíòðîïi¨

ðiâíèé âiäíîøåííþ íåñêií÷åííî ìàëî¨ êiëüêîñòi òåïëîòè, íàäàíié ñèñòåìi, äî
àáñîëþòíî¨ òåìïåðàòóðè ñèñòåìè:

𝑑𝑆 =
𝛿𝑄

𝑇
. (1.59)
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Çìiíà åíòðîïi¨ ïðè ðiâíîâàæíîìó îáîðîòíîìó ïðîöåñi, ùî ïåðåâîäèòü ñèñòå-
ìó ç ñòàíó 1 â ñòàí 2 ðiâíà

△𝑆 = 𝑆2 − 𝑆1 =

2∫︁
1

𝛿𝑄

𝑇
. (1.60)

Ìîæíà äàòè iíøå ôîðìóëþâàííÿ äðóãîãî çàêîíó òåðìîäèíàìiêè: не-
можливим є такий процес, єдиним результатом якого є виконання робо-
ти, еквiвалентної кiлькостi теплоти, отриманої вiд зовнiшнiх тiл. Òîáòî,
ïðîöåñ ïåðåòâîðåííÿ åíåðãi¨ âïîðÿäêîâàíîãî ðóõó òiëà ÿê öiëîãî ó åíåðãiþ
íåâïîðÿäêîâàíîãî ðóõó ÷àñòèíîê ç ÿêèõ âîíî ñêëàäà¹òüñÿ ¹ íåîáîðîòíèì.
Åíåðãi¨ âïîðÿäêîâàíîãî ðóõó ìîæå ïåðåõîäèòè â åíåðãiþ íåâïîðÿäêîâàíîãî
ðóõó (êiíåòè÷íà öiëîãî òiëà ó âíóòðiøíþ) áåç áóäü-ÿêèõ äîäàòêîâèõ ïðîöå-
ñiâ. Àëå çâîðîòíié ïåðåõiä åíåðãi¨ íåâïîðÿäêîâàíîãî ðóõó ó åíåðãiþ âïîðÿä-
êîâàíîãî ðóõó íå ìîæå áóòè ¹äèíèì ðåçóëüòàòîì òåðìîäèíàìi÷íîãî ïðîöåñó.

1.9.2 Другий закон термодинамiки для нерiвноважних процесiв

Ïðè íåðiâíîâàæíîìó àäiàáàòè÷íîìó ïðîöåñi ìà¹ ìiñöå çàêîí çðîñòàííÿ
åíòðîïi¨ (â òåðìîäèíàìiöi âií ¹ óçàãàëüíåííÿì åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ, à
âèâîäèòüñÿ ó ñòàòèñòè÷íié ôiçèöi):

𝑑𝑆 > 0. (1.61)

Äëÿ äîâiëüíîãî íåðiâíîâàæíîãî ïðîöåñó çìiíà åíòðîïi¨ ñèñòåìè âèçíà÷à¹-
òüñÿ òàê:

𝑑𝑆 >
𝛿𝑄

𝑇
(1.62)

Çìiíà åíòðîïi¨ ïðè íåðiâíîâàæíîìó ñêií÷åíîìó ïðîöåñi, ùî ïåðåâîäèòü ñè-
ñòåìó ç ñòàíó 1 â ñòàí 2 âèçíà÷à¹òüñÿ íåðiâíiñòþ

△𝑆 = 𝑆2 − 𝑆1 >

2∫︁
1

𝛿𝑄

𝑇
. (1.63)

Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòàðíîãî ïðîöåñó ìîæíà çàïèñàòè

𝑑𝑆 >
𝛿𝑄

𝑇
. (1.64)

Îòðèìàíà íåðiâíiñòü âèðàæà¹ â çàãàëüíîìó âèãëÿäi çàêîí çìiíè åíòðîïi¨
äëÿ äîâiëüíèõ ïðîöåñiâ, çíàê ðiâíîñòi âiäíîñèòüñÿ äî ðiâíîâàæíèõ ïðîöåñiâ,
à çíàê íåðiâíîñòi � äî íåðiâíîâàæíèõ.

Îñêiëüêè åíòðîïiÿ ¹ îäíîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ ñòàíó, òî ¨¨ çìiíà äëÿ êîëî-
âîãî ïðîöåñó ðiâíà íóëþ. Çâiäñè âèïëèâà¹ нерiвнiсть Клаузiуса∮︁

𝛿𝑄

𝑇
6 0, (1.65)
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ñïðàâåäëèâà äëÿ áóäü-ÿêîãî öèêëó.
Â ñèëó çàêîíó çðîñòàííÿ åíòðîïi¨ âñi íåðiâíîâàæíi ïðîöåñè ¹ íåîáîðî-

òíèìè, òîáòî òàêèìè, ùî ïðîòiêàþòü â îäíîìó íàïðÿìêó � â áiê çðîñòàííÿ
åíòðîïi¨. Ïåðåõiä ç íåðiíîâàæíîãî ñòàíó â ñòàí ðiâíîâàãè ñóïðîâîäæó¹òüñÿ
çáiëüøåííÿì åíòðîïi¨. Â çàìêíåíié ñèñòåìi âñòàíîâëåííÿ ðiâíîâàãè îçíà÷à¹
âèðiâíþâàííÿ âëàñòèâîñòåé ñèñòåìè ó âñiõ ìîæëèâèõ âiäíîøåííÿõ. Ïðîöåñè
çãëàäæóâàííÿ íåîäíîðiäíîñòåé âiäáóâàþòüñÿ ñàìîâiëüíî, áåç âñÿêîãî çîâíi-
øíüîãî âïëèâó. Îñêiëüêè ïðè öüîìó åíòðîïiÿ ìîíîòîííî çðîñòà¹, òî âñi âêà-
çàíi ÿâèùà ¹ íåîáîðîòíèìè. Â ïðèðîäi íiêîëè íå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ñàìîâiëüíå
âñòàíîâëåííÿ ñêií÷åíîãî ãðàäi¹íòà òåìïåðàòóð àáî òèñêiâ â içîëüîâàíié ñè-
ñòåìi, òîìó ùî öå îçíà÷àëî á çìåíøåííÿ åíòðîïi¨.

Óçàãàëüíþþ÷è åêñïåðèìåíòàëüíi ôàêòè ìîæíà ïðèéòè äî ôóíäàìåí-
òàëüíîãî çàêîíó òåðìîäèíàìiêè: в iзольованiй системi в результатi необо-
ротних процесiв встановлення термодинамiчної рiвноваги ентропiя може
тiльки збiльшуватись i набуває максимального значення в станi рiвноваги.

Òàêèì ÷èíîì, çìiñò äðóãîãî çàêîíó òåðìîäèíàìiêè, ïî ñóòi, çâîäèòüñÿ
äî äâîõ òâåðäæåíü.

1. Iñíó¹ îäíîçíà÷íà ôóíêöiÿ ñòàíó � åíòðîïiÿ 𝑆, ÿêà ïðè àäiàáàòè÷íèõ
ïðîöåñàõ (𝛿𝑄 = 0) íå çìiíþ¹òüñÿ. Â iíøèõ, ðiâíîâàæíèõ ïðîöåñàõ ¨¨ çìi-
íà 𝑑𝑆 ïîâ'ÿçàíà ç òåïëîòîþ 𝛿𝑄, ÿêîþ ñèñòåìà îáìiíþ¹òüñÿ ç íàâêîëèøíiì

ñåðåäîâèùåì, ñïiââiäíîøåííÿì 𝑑𝑆 =
𝛿𝑄

𝑇
.

2. Äëÿ içîëüîâàíèõ ñèñòåì (𝑈 = const 𝑉 = const) â ñòàíi òåðìîäèíàìi÷íî¨
ðiâíîâàãè åíòðîïiÿ ìà¹ ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ, òîáòî

𝑑𝑆 = 0, 𝑑2𝑆 < 0. (1.66)

Öå íåîáõiäíà i äîñòàòíÿ óìîâè òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè.
Ïiäñòàâëÿþ÷è â (1.64) çàìiñòü 𝛿𝑄 éîãî çíà÷åííÿ ç ïåðøîãî çàêîíó òåð-

ìîäèíàìiêè (1.11), îòðèìà¹ìî основне спiввiдношення термодинамiки,
ÿêå îá'¹äíó¹ ïåðøèé i äðóãèé çàêîíè òåðìîäèíàìiêè:

𝑇 𝑑𝑆 > 𝑑𝑈 + 𝛿𝐴. (1.67)

Äëÿ îáîðîòíèõ ïðîöåñiâ öå ñïiââiäíîøåííÿ ïåðåõîäèòü â термодинамiчну
рiвнiсть:

𝑇 𝑑𝑆 = 𝑑𝑈 + 𝛿𝐴. (1.68)

Ç òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîñòi (1.68) ìîæíà îòðèìàòè iíøå ôîðìóëþâàííÿ
ïåðøîãî çàêîíó òåðìîäèíàìiêè

𝑑𝑈 = 𝑇 𝑑𝑆 − 𝛿𝐴. (1.69)

Îäíàê, òàêèé çàïèñ ñïðàâåäëèâèé ëèøå äëÿ ðiâíîâàæíèõ ïðîöåñiâ, â òîé ÷àñ
ÿê ïåðøèé çàêîí òåðìîäèíàìiêè ó ôîðìi (1.10) ñïðàâåäëèâèé äëÿ áóäü-ÿêèõ
ïðîöåñiâ, ÿê ðiâíîâàæíèõ (îáîðîòíèõ), òàê i äëÿ íåðiâíîâàæíèõ (íåîáîðî-
òíèõ).
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Iç îñíîâíîãî ñïiââiäíîøåííÿ òåðìîäèíàìiêè (1.67) âèïëèâà¹ òàêîæ íå-
ðiâíiñòü

𝛿𝐴 6 𝑇 𝑑𝑆 − 𝑑𝑈, (1.70)

òîáòî ðîáîòà, ÿêó ñèñòåìà âèêîíó¹ â îáîðîòíîìó ïðîöåñi, áiëüøà çà ðîáî-
òó, âèêîíàíó íåþ ïðè íåîáîðîòíîìó ïðîöåñi (ÿêùî ïî÷àòêîâèé i êiíöåâèé
ñòàíè ñïiâïàäàþòü) àáî ðîáîòà äîâiëüíîãî ïðîöåñó ïðè ðiâíèõ óìîâàõ áóäå
ìåíøîþ àáî ðiâíîþ ðîáîòi ó ðiâíîâàæíîìó ïðîöåñi. Öå òâåðäæåííÿ ÷àñòî
íàçèâàþòü принципом максимальної роботи.

1.10 Третiй закон термодинамiки

Ïîêàæåìî, ÿê, âèêîðèñòîâóþ÷è åêñïåðèìåíòàëüíi äàíi, ìîæíà âèìiðÿòè
åíòðîïiþ. Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ (1.59) òà âèðàçîì 𝛿𝑄 = 𝐶𝑉 𝑑𝑇 ïðè 𝑉 =
const, îäåðæó¹ìî

𝑑𝑆 =

(︂
𝐶𝑉 𝑑𝑇

𝑇

)︂
𝑉

.

Òîäi âèìiðþþ÷è òåïëî¹ìíîñòi 𝐶𝑉 ïðè ðiçíèõ òåìïåðàòóðàõ, çíàõîäèìî çíà-
÷åííÿ ïîõiäíî¨ (︂

𝜕𝑆

𝜕𝑇

)︂
𝑉

=
𝐶𝑉
𝑇
. (1.71)

Êðiì òîãî, îñêiëüêè âèðàç

𝑑𝑈 = 𝑇 𝑑𝑆 − 𝑃 𝑑𝑉. (1.72)

¹ ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì, òî òàêèì ¹ òàêîæ i âèðàç 𝑑𝐹 = 𝑑(𝑈 − 𝑇𝑆) =
𝑑𝑈 − 𝑑(𝑇𝑆) = 𝑇 𝑑𝑆 − 𝑃 𝑑𝑉 − 𝑇 𝑑𝑆 − 𝑆 𝑑𝑇 = −𝑆 𝑑𝑇 − 𝑃 𝑑𝑉 , à òîìó(︂

𝜕𝑆

𝜕𝑉

)︂
𝑇

=

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑇

)︂
𝑉

. (1.73)

Ââåäåíà ôóíêöiÿ 𝐹 = 𝑈 − 𝑇𝑆 íàçèâà¹òüñÿ вiльною енергiєю.
Îòæå, âèìiðþþ÷è ïîõiäíó (𝜕𝑃/𝜕𝑇 )𝑉 , òèì ñàìèì çíàõîäèìî iç ñïiââiäíî-

øåííÿ (1.73) ïîõiäíó (𝜕𝑆/𝜕𝑉 )𝑇 . Çíàþ÷è ïîõiäíi

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑇

)︂
𝑉

i

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑉

)︂
𝑇

, ìîæíà

îá÷èñëèòè ôóíêöiþ 𝑆(𝑇, 𝑉 ) ç òî÷íiñòþ äî ñòàëî¨ âåëè÷èíè 𝑆0, ùî íå çàëå-
æèòü âiä òåðìîäèíàìi÷íîãî ñòàíó, àëå ìîæå áóòè ðiçíîþ äëÿ ðiçíèõ òië.

Ôîðìóëà (1.71) äà¹ ìîæëèâiñòü âèçíà÷èòè çàëåæíiñòü åíòðîïi¨ âiä òåì-
ïåðàòóðè ïðè ôiêñîâàíîìó çíà÷åííi îá'¹ìó, âèìiðþþ÷è çàëåæíiñòü òåïëî-
¹ìíîñòi 𝐶𝑉 âiä òåìïåðàòóðè:

𝑆(𝑉, 𝑇 ) − 𝑆(𝑉, 𝑇1) =

𝑇∫︁
𝑇1

𝐶𝑉 (𝑇 ′)

𝑇 ′ 𝑑𝑇 ′. (1.74)
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Åêñïåðèìåíòàëüíî âñòàíîâëåíî, ùî ïðè 𝑇1 → 0 âåëè÷èíà 𝑆(𝑉, 𝑇1) íå
çàëåæèòü âiä îá'¹ìó: 𝑆(𝑉, 0) = 𝑆0. Öå òâåðäæåííÿ, ÿêå ¹ óçàãàëüíåííÿì
åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ äiñòàëî íàçâó принципу Нернста àáî третьо-
го закону термодинамiки: при наближеннi температури до абсолютного
нуля 𝑇 → 0 ентропiя 𝑆 прямує до скiнченої границi 𝑆0, що не залежить
нi вiд тиску, нi вiд густини або складу системи. Òîäi åíòðîïiÿ îäíîðiäíî¨
ñèñòåìè ìîæå áóòè îá÷èñëåíà çà ôîðìóëîþ

𝑆(𝑉, 𝑇 ) =

𝑇∫︁
0

𝐶𝑉 (𝑇 )

𝑇
𝑑𝑇 + 𝑆0, (1.75)

àáî

𝑆(𝑃, 𝑇 ) =

𝑇∫︁
0

𝐶𝑃 (𝑇 )

𝑇
𝑑𝑇 + 𝑆0, (1.76)

äå 𝐶𝑃 � òåïëî¹ìíiñòü ñèñòåìè ïðè ñòàëîìó òèñêó. Îñêiëüêè, íà äîñëiäi çàâ-
æäè âèìiðþ¹òüñÿ òiëüêè ðiçíèöÿ åíòðîïié, òî ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ åíòðîïi¨
ìîæíà âçÿòè ðiâíèì íóëþ 𝑆0 = 0.

1.11 Термодинамiчнi цикли. Цикл Карно. Теореми Кар-

но

Ðîçãëÿíåìî íà (𝑃, 𝑉 )-ïëîùèíi îáîðîòíèé (ðiâíîâàæíèé) êðóãîâèé ïðî-
öåñ (öèêë) (ðèñ. 1.5 а), i íåõàé òî÷êà, ùî çîáðàæà¹ ñòàí ãàçó, îáõîäèòü
öèêë çà íàïðÿìîì ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè. Íà äiëÿíöi 𝑎𝑏𝑐 ãàç ðîçøèðþ¹òüñÿ

P

V
0

a

b

c

d

A

T

S
0
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d ’
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Рис. 1.5

i (çãiäíî ôîðìóëè 𝐴 =
∫︀
𝑃 𝑑𝑉 ) çäiéñíþ¹ äîäàòíó ðîáîòó, ÿêà âèçíà÷à¹-

òüñÿ ïëîùåþ, ùî ëåæèòü ïiä êðèâîþ 𝑎𝑏𝑐. Íà äiëÿíöi 𝑐𝑑𝑎 ãàç ñòèñêó¹òüñÿ
çîâíiøíiìè ñèëàìè, i öi ñèëè âèêîíóþòü âiä'¹ìíó ðîáîòó, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ
ïëîùåþ, ùî ëåæèòü ïiä êðèâîþ 𝑐𝑑𝑎. Ïðè âèáðàíîìó íàïðÿìi îáõîäó ïiñëÿ
çàâåðøåííÿ öèêëó ìè îòðèìó¹ìî âèãðàø â ðîáîòi 𝐴, ðiâíèé ïëîùi ôiãóðè,
îáìåæåíî¨ öèêëîì 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑎. Ðîçãëÿíåìî òîé æå êðóãîâèé ïðîöåñ íà ïëîùèíi
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(𝑇, 𝑆) (ðèñ. 1.5 б ). Î÷åâèäíî, âií çîáðàæà¹òüñÿ iíøîþ çàìêíóòîþ ôiãóðîþ
𝑎′𝑏′𝑐′𝑑′𝑎′. Ïðèïóñòèìî, ùî öèêë ïðîõîäèòü òàê ñàìî, ÿê i íà (𝑃, 𝑉 )-ïëîùèíi
ó íàïðÿìi ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè. Òîäi íà äiëÿíöi 𝑎′𝑏′𝑐′ åíòðîïiÿ ðîñòå i (çãi-
äíî ôîðìóëè 𝑄 =

∫︀
𝑇 𝑑𝑆) íà öié äiëÿíöi òåïëî ïiäâîäèòüñÿ äî ãàçó, ïðè÷îìó

êiëüêiñòü òåïëà, ïiäâåäåíîãî äî ãàçó, âèìiðþ¹òüñÿ ïëîùåþ ôiãóðè, ùî ëå-
æèòü ïiä êðèâîþ 𝑎′𝑏′𝑐′. Íà äiëÿíöi 𝑐′𝑑′𝑎′ åíòðîïiÿ ãàçó çìåíøó¹òüñÿ, i òåïëî
âiäâîäèòüñÿ âiä ãàçó. Öÿ êiëüêiñòü òåïëà çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ ðiâíà
ïëîùi ôiãóðè, ïiä êðèâîþ 𝑐′𝑑′𝑎′. Â ðåçóëüòàòi îáõîäó ïîâíîãî öèêëó ãàç îòðè-
ìó¹ íàäëèøîê òåïëà, ðiâíèé ïëîùi ôiãóðè, îáìåæåíî¨ êðèâîþ 𝑎′𝑏′𝑐′𝑑′𝑎′.

Çãiäíî ïåðøîãî çàêîíó òåðìîäèíàìiêè (ôîðìóëà (1.10)) ìà¹ìî∮︁
𝛿𝑄 =

∮︁
𝑑𝑈 +

∮︁
𝛿𝐴.

Îñêiëüêè âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ ¹ ôóíêöi¹þ ñòàíó ãàçó, òî∮︁
𝑑𝑈 = 0,

à, îòæå,
𝑄 = 𝐴. (1.77)

Òàêèì ÷èíîì, ïëîùi öèêëiâ íà (𝑃, 𝑉 )-ïëîùèíi i íà (𝑇, 𝑆)-ïëîùèíi ïîâèííi
áóòè îäíàêîâi).

Îòæå, êðóãîâèé ïðîöåñ, ÿêèé ïðîõîäèòü ó íàïðÿìêó ãîäèííèêîâî¨ ñòðië-
êè, ïðåäñòàâëÿ¹ ñõåìó ðîáîòè áóäü-ÿêî¨ òåïëîâî¨ ìàøèíè, ÿêà ïåðåòâîðþ¹
òåïëî â ðîáîòó (ðèñ. 1.6). Ãàç îòðèìó¹ âiä íàãðiâà÷à êiëüêiñòü òåïëà 𝑄1, ÷à-

Нагрівник

Газ

Холодильник

Q
1

Q
2

A = Q
1

- |Q
2
|

Рис. 1.6

ñòèíó öüîãî òåïëà 𝑄2 (𝑄2 < 0) âiääà¹ õîëîäèëüíèêó, à ðiçíèöþ 𝑄1 − |𝑄2|
ïåðåòâîðþ¹ ðîáîòó. Î÷åâèäíî, êîåôiöi¹íò êîðèñíî¨ äi¨ òåïëîâî¨ ìàøèíè äî-
öiëüíî âèçíà÷èòè ÿê âiäíîøåííÿ ðîáîòè 𝐴 äî îòðèìàíî¨ âiä íàãðiâà÷à êiëü-
êîñòi òåïëà 𝑄1:

𝜂 =
𝐴

𝑄1
=
𝑄1 − |𝑄2|

𝑄1
. (1.78)

ßêùî òåïåð ìè ðîçãëÿíåìî öèêë, ÿêèé ùî âiäáóâà¹òüñÿ ó íàïðÿìi ïðîòè
ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè, òî çìiíÿòüñÿ íà çâîðîòíi íàïðÿìè âñiõ ïðîöåñiâ i çíà-
êè êiëüêîñòi òåïëà i ðîáîòè. Ìè îòðèìà¹ìî ñõåìó äi¨ õîëîäèëüíî¨ ìàøèíè,
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êîòðà çà ðàõóíîê ñïîæèòî¨ ðîáîòè ïåðåâîäèòü òåïëî âiä ìåíø íàãðiòîãî äî
áiëüø íàãðiòîãî òiëà (𝑄1 < 0).

Ðîçãëÿíåìî ÿê ïðèêëàä цикл Карно, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ àäiàáàò i
äâîõ içîòåðì. Íà ðèñ. 1.7 а i 1.7 б çîáðàæåíèé öèêë Êàðíî íà (𝑃, 𝑉 )-ïëîùèíi

P

V
0

T

S
0

а б

T1

T2

T1

T2

S1 S2

Рис. 1.7

i íà (𝑇, 𝑆)-ïëîùèíi. Çàóâàæèìî, ùî òîäi ÿê íà (𝑃, 𝑉 )-ïëîùèíi ôîðìà öèêëó
çàëåæèòü âiä ñîðòó ãàçó i, çîêðåìà, ðiçíà äëÿ ðåàëüíèõ i iäåàëüíèõ ãàçiâ,
öèêë Êàðíî íà (𝑇, 𝑆)-ïëîùèíi ìà¹ óíiâåðñàëüíó ôîðìó i äëÿ áóäü-ÿêèõ
òåðìîäèíàìi÷íèõ ñèñòåì ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ïðÿìîêóòíèê, ñòîðîíè ÿêîãî
ïàðàëåëüíi âiäïîâiäíèì êîîðäèíàòíèì îñÿì.

Îá÷èñëèìî êîåôiöi¹íò êîðèñíî¨ äi¨ öèêëó Êàðíî (îáîðîòíîãî). Çãiäíî
ôîðìóëè (1.56) äëÿ içîòåðìi÷íîãî ïðîöåñó, ìà¹ìî

𝑄1 = 𝑇1

𝑆2∫︁
𝑆1

𝑑𝑆 = 𝑇1(𝑆2 − 𝑆1), |𝑄2| = 𝑇2(𝑆2 − 𝑆1),

çâiäêè

𝜂 =
𝑄1 − |𝑄2|

𝑄1
=
𝑇1 − 𝑇2
𝑇1

= 1 − 𝑇2
𝑇1
. (1.79)

Ç ôîðìóëè (1.79) âèïëèâàþòü íàñòóïíi íàñëiäêè (ÿêi íàçèâàþòü теоремою
Карно):

1. ККД циклу Карно не залежить вiд вибору робочого тiла.

2. ККД циклу Карно залежить вiд вiдношення температур нагрiвача
i холодильника i не залежить вiд конструкцiї машини. Чим менше
вiдношення 𝑇2/𝑇1, тим бiльший ККД циклу Карно.

3. ККД циклу Карно завжди менший одиницi (𝜂 < 1) i наближається
до одиницi тiльки в тому випадку, якщо температура холодильника
прямує до абсолютного нуля (𝑇2 → 0).

Âiäìiòèìî, ùî öèêë Êàðíî ¹ ïðèðîäíèì i ¹äèíî ìîæëèâèì ðîáî÷èì öè-
êëîì äëÿ ìàøèíè, ùî ìà¹ îäèí íàãðiâà÷ i îäèí õîëîäèëüíèê ç ïîñòiéíèìè
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òåìïåðàòóðàìè, îñêiëüêè äëÿ òàêî¨ ìàøèíè ïðîöåñè ïiäâåäåííÿ i âiäâåäå-
ííÿ òåïëà ïîâèííi áóòè içîòåðìi÷íèìè, à ïðîìiæíi ïðîöåñè ïîâèííi áóòè
àäiàáàòè÷íèìè (îñêiëüêè iíøèõ íàãðiâà÷iâ i õîëîäèëüíèêiâ íåìà¹).

Ìîæíà äîâåñòè òàêîæ íàñòóïíó теорему : коефiцiєнт корисної дiї будь-
якого рiвноважного циклу (вiдмiнного вiд циклу Карно), для якого макси-
мальна температура нагрiвника рiвна 𝑇𝑚𝑎𝑥, а мiнiмальна температура хо-
лодильника – 𝑇𝑚𝑖𝑛, менший за коефiцiєнт корисної дiї циклу Карно, що пра-
цює мiж температурами 𝑇𝑚𝑎𝑥 i 𝑇𝑚𝑖𝑛:

𝜂 <
𝑇𝑚𝑎𝑥 − 𝑇𝑚𝑖𝑛

𝑇𝑚𝑎𝑥
. (1.80)

1.12 Метод циклiв

Метод циклiв ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äëÿ âèçíà÷åííÿ çàêîíîìiðíîñòi ïåâ-
íîãî ÿâèùà äîñëiäæóþòü âiäïîâiäíèì ÷èíîì ïiäiáðàíèé öèêë, äî ÿêîãî çà-
ñòîñîâóþòü çàêîíè òåðìîäèíàìiêè. Íàïðèêëàä, ÿêùî çìóñèòè ñèñòåìó íà-
ëåæíèì ÷èíîì çäiéñíèòè öèêë Êàðíî i çàñòîñóâàòè äî íüîãî òåîðåìó Êàðíî,
òî ìîæíà îòðèìàòè áàãàòî âàæëèâèõ ñïiââiäíîøåíü ìiæ ôiçè÷íèìè âåëè-
÷èíàìè, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü ñèñòåìó â ñòàíi òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè.
Ïîÿñíèìî öå íà ïðèêëàäi.

Приклад 1. Äëÿ êîæíîãî òiëà ìîæíà çàïèñàòè термiчне рiвняння
стану

𝑓(𝑃, 𝑉, 𝑇 ) = 0

òà éîãî âíóòðiøíþ åíåðãiþ ÿê ôóíêöiþ ïàðàìåòðiâ, ÿêi âèçíà÷àþòü éîãî
ñòàí, íàïðèêëàä,

𝑈 = 𝑈(𝑉, 𝑇 ).

Öå ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ калоричним рiвнянням. Òåðìîäèíàìiêà ñàìà
ïî ñîái íå äà¹ ìîæëèâîñòi âñòàíîâèòè ÿâíèé âèãëÿä öèõ ñïiââiäíîøåíü. Âî-
íè çíàõîäÿòüñÿ äîñëiäíèì øëÿõîì àáî âèâîäÿòüñÿ ìåòîäàìè ñòàòèñòè÷íî¨
ôiçèêè.

ßêùî âiäîìå òåðìi÷íå ðiâíÿííÿ ñòàíó, òî òåîðåìà Êàðíî äîçâîëÿ¹ â çà-
ãàëüíîìó âèãëÿäi ðîçâ'ÿçàòè ïèòàííÿ ïðî çàëåæíîñòi âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨
âiä îá'¹ìó. Ðîçãëÿíåìî öå ïèòàííÿ.

Áóäåìî çîáðàæàòè ñòàí òiëà òî÷êîþ íà äiàãðàìi (𝑃, 𝑉 ). Ðîçãëÿíåìî â
ïëîùèíi (𝑃, 𝑉 ) ñiìåéñòâî içîòåðì i ñiìåéñòâî àäiàáàò. Âîíè ðîçáèâàþòü öþ
ïëîùèíó íà êëiòêè, ùî ìàþòü ôîðìó êðèâîëiíiéíèõ ÷îòèðèêóòíèêiâ (ðèñ.
1.8 а). ßêùî içîòåðìè i àäiàáàòè ïðîâåñòè äîñèòü ãóñòî, òî êëiòêè áóäóòü
ÿê çàâãîäíî ìàëî âiäðiçíÿòèñÿ âiä ïàðàëåëîãðàìiâ. Âèáåðåìî îäèí ç òà-
êèõ íåñêií÷åííî ìàëèõ ïàðàëåëîãðàìiâ 1234, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 1.8 б, ó
çáiëüøåíîìó ìàñøòàái. Öèêë 1234 ¹ öèêëîì Êàðíî. Ïîçíà÷èìî àáñîëþ-
òíó òåìïåðàòóðó íà içîòåðìi 12 ÷åðåç 𝑇1 = 𝑇 , à íà içîòåðìi 34 � ÷åðåç
𝑇2 = 𝑇 − 𝑑𝑇 . Îñêiëüêè öi òåìïåðàòóðè íåñêií÷åííî ìàëî âiäðiçíÿþòüñÿ
îäíà âiä îäíî¨, òî iíäåêñè 1 i 2 áóäåìî îïóñêàòè ó âñiõ ñïiââiäíîøåííÿõ,
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â ÿêi 𝑇1 i 𝑇2 âõîäÿòü ó âèãëÿäi ìíîæíèêiâ ïðè íåñêií÷åííî ìàëèõ âåëè-
÷èíàõ. Òå æ ñàìå âiäíîñèòüñÿ i äî iíøèõ âåëè÷èí, íàïðèêëàä 𝑃1, 𝑃2, 𝑉1,
𝑉2 i òîìó ïîäiáíå. Ðîáîòà 𝐴, âèêîíàíà ñèñòåìîþ â ðåçóëüòàòi öèêëó 1234,
÷èñåëüíî ðiâíà ïëîùi ïàðàëåëîãðàìà 1234. Äëÿ òîãî ùîá ¨¨ îá÷èñëèòè, ïðî-
âåäåìî ïðÿìi 16 i 25, ïàðàëåëüíi îñi òèñêó. Çðîçóìiëî, ùî øóêàíà ïëîùà ðiâ-
íà ïëîùi ïàðàëåëîãðàìà 1256. Âèñîòà öüîãî ïàðàëåëîãðàìà ÷èñåëüíî ðiâíà
ïðèðîñòó 𝑉2 − 𝑉1 îá'¹ìó ïðè içîòåðìi÷íîìó ïðîöåñi 12. Îñíîâó 61 äà¹ ïðè-
ðiñò òèñêó △𝑃 ïðè ïiäâèùåííi òåìïåðàòóðè íà 𝑇1 − 𝑇2, êîëè îá'¹ì ñèñòåìè
ïiäòðèìó¹òüñÿ ïîñòiéíèì. Âií ðiâíèé △𝑃 = (𝜕𝑃/𝜕𝑇 )𝑉 (𝑇1 − 𝑇2) (îñêiëüêè
△𝑃 (𝑉, 𝑇 ) = (𝜕𝑃/𝜕𝑉 )𝑇△𝑉 + (𝜕𝑃/𝜕𝑇 )𝑉△𝑇 i △𝑉 = 0). Äëÿ ðîáîòè öèêëó,
ÿêà ÷èñåëüíî ðiâíà éîãî ïëîùi, îòðèìó¹ìî

𝐴 =

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑇

)︂
𝑉

(𝑇1 − 𝑇2)(𝑉2 − 𝑉1).

Îá÷èñëèìî òåïåð êiëüêiñòü òåïëà 𝑄1, âiääàíîãî íàãðiâà÷åì íà içîòåðìi
12. Çãiäíî ïåðøîãî çàêîíó òåðìîäèíàìiêè 𝑄1 = 𝑈2−𝑈1+𝑃 (𝑉2−𝑉1). Çìiíîþ
𝑃 çíåõòó¹ìî, îñêiëüêè öèêë íåñêií÷åííî ìàëèé. Îñêiëüêè âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ
¹ ôóíêöi¹þ îá'¹ìó i òåìïåðàòóðè 𝑈 = 𝑈(𝑉, 𝑇 ), à íà içîòåðìi 12 òåìïåðàòóðà
ïîñòiéíà, òî

𝑈2 − 𝑈1 =

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑉

)︂
𝑇

(𝑉2 − 𝑉1),

òàê ùî

𝑄1 =

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑉

)︂
𝑇

(𝑉2 − 𝑉1) + 𝑃 (𝑉2 − 𝑉1) =

[︂(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑉

)︂
𝑇

+ 𝑃

]︂
(𝑉2 − 𝑉1).

Çãiäíî òåîðåìè Êàðíî

𝐴

𝑄1
=
𝑇1 − 𝑇2
𝑇1

. (1.81)
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Ïiäñòàâëÿþ÷è ñþäè çíà÷åííÿ 𝐴 i 𝑄1, çíàéäåíi âèùå, îäåðæèìî

𝑇1 − 𝑇2
𝑇1

=

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑇

)︂
𝑉

(𝑇1 − 𝑇2)(𝑉2 − 𝑉1)[︂(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑉

)︂
𝑇

+ 𝑃

]︂
(𝑉2 − 𝑉1)

.

Ñêîðîòèâøè, îòðèìà¹ìî âèðàç, ùî âèðiøó¹ ïîñòàâëåíó çàäà÷ó ïðî çàëå-
æíiñòü âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ âiä îá'¹ìó:(︂

𝜕𝑈

𝜕𝑉

)︂
𝑇

= 𝑇

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑇

)︂
𝑉

− 𝑃. (1.82)

Ïåðåâiðèìî îòðèìàíå ñïiââiäíîøåííÿ íà ïðèêëàäi iäåàëüíîãî ãàçó:

𝑃𝑉 = 𝑅𝑇, 𝑃 =
𝑅𝑇

𝑉
,

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑇

)︂
𝑉

=
𝑅

𝑉
, 𝑇

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑇

)︂
𝑉

=
𝑅𝑇

𝑉
= 𝑃,

òîäi (︂
𝜕𝑈

𝜕𝑉

)︂
𝑇

= 𝑃 − 𝑃 = 0.

Îòæå, âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ iäåàëüíîãî ãàçó íå çàëåæèòü âiä îá'¹ìó, à ¹ ëèøå
ôóíêöi¹þ òåìïåðàòóðè, ÿê i ìà¹ áóòè.

Приклад 2. Çãiäíî îçíà÷åííÿ òåïëî¹ìíîñòi

𝐶 =
𝛿𝑄

𝑑𝑇

òà ïåðøîãî çàêîíó òåðìîäèíàìiêè

𝛿𝑄 = 𝑑𝑈 + 𝑃𝑑𝑉,

ìà¹ìî

𝐶 =
𝑑𝑈 + 𝑃𝑑𝑉

𝑑𝑇
.

Îñêiëüêè âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ ¹ ôóíêöi¹þ îá'¹ìó i òåìïåðàòóðè 𝑈(𝑉, 𝑇 ),
òî ¨¨ ïîâíèé äèôåðåíöiàë ðiâíèé

𝑑𝑈 =

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑇

)︂
𝑉

𝑑𝑇 +

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑉

)︂
𝑇

𝑑𝑉.

Òîäi

𝐶 =
1

𝑑𝑇

[︂(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑇

)︂
𝑉

𝑑𝑇 +

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑉

)︂
𝑇

𝑑𝑉 + 𝑃𝑑𝑉

]︂
=

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑇

)︂
𝑉

+

[︂(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑉

)︂
𝑇

+ 𝑃

]︂
𝑑𝑉

𝑑𝑇
.
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Ïðè 𝑉 = const, 𝑑𝑉 = 0, òî

𝐶𝑉 =

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑇

)︂
𝑉

. (1.83)

Ïðè 𝑃 = const ïîõiäíà 𝑑𝑉
𝑑𝑇 ïåðåõîäèòü ó ÷àñòèííó ïîõiäíó

(︀
𝜕𝑉
𝜕𝑇

)︀
𝑃
, òîäi

𝐶𝑃 =

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑇

)︂
𝑉

+

[︂(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑉

)︂
𝑇

+ 𝑃

]︂
𝜕𝑉

𝜕𝑇 𝑃
. (1.84)

Òîäi

𝐶𝑃 −𝐶𝑉 =

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑇

)︂
𝑉

+

[︂(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑉

)︂
𝑇

+ 𝑃

]︂
𝜕𝑉

𝜕𝑇 𝑃
−
(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑇

)︂
𝑉

=

[︂(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑉

)︂
𝑇

+ 𝑃

]︂
𝜕𝑉

𝜕𝑇 𝑃
.

(1.85)
Ùîá âèçíà÷èòè çà öi¹þ ôîðìóëîþ ðiçíèöþ 𝐶𝑃 − 𝐶𝑉 , òðåáà çíàòè òåð-

ìi÷íå i êàëîðè÷íå ðiâíÿííÿ ñòàíiâ. Äðóãå íà÷àëî òåðìîäèíàìiêè äîçâîëÿ¹
ðîçâ'ÿçàòè öþ çàäà÷ó áåç êàëîðè÷íîãî ðiâíÿííÿ. Ñêîðèñòàâøèñü îòðèìà-
íèì ó ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi ðiâíÿííÿì (1.82) äëÿ

(︀
𝜕𝑈
𝜕𝑉

)︀
𝑇
, ïiäñòàâèìî éîãî

â âèðàç (1.85) äëÿ ðiçíèöi 𝐶𝑃 − 𝐶𝑉 . Öå äà¹

𝐶𝑃 − 𝐶𝑉 = 𝑇

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑇

)︂
𝑉

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑇

)︂
𝑃

. (1.86)

Çíîâó æ òàêè ïåðåâiðèìî âiðíiñòü îòðèìàíîãî ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ iäå-
àëüíîãî ãàçó.

𝑃𝑉 = 𝑅𝑇, 𝑃 =
𝑅𝑇

𝑉
,

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑇

)︂
𝑉

=
𝑅

𝑉
, 𝑇

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑇

)︂
𝑉

=
𝑅𝑇

𝑉
= 𝑃,

𝜕𝑉

𝜕𝑇 𝑃
=
𝑅

𝑃
.

Òîäi

𝐶𝑃 − 𝐶𝑉 = 𝑃 · 𝑅
𝑃

= 𝑅.

Ìè îòðèìàëè äîáðå âiäîìå ñïiââiäíîøåííÿ Ðîáåðòà Ìàé¹ðà (1.19), ùî ïiä-
òâåðäæó¹ âiðíiñòü îòðèìàíî¨ ôîðìóëè.

Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó öèêëiâ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ òåðìîäèíàìiêè
óñêëàäíþ¹òüñÿ òðóäíîùàìè, ïîâ'ÿçàíèìè ç ïiäáîðîì íåîáõiäíîãî êðóãîâî-
ãî ïðîöåñó. Ó ñó÷àñíié òåðìîäèíàìiöi âèêîðèñòîâóþòü áiëüø åôåêòèâíèé
àíàëiòè÷íèé ìåòîä � ìåòîä òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ àáî ÿê ¨õ ùå íà-
çèâàþòü òåðìîäèíàìi÷íèõ ôóíêöié.

1.13 Метод термодинамiчних потенцiалiв

Îïèñ ðiâíîâàæíèõ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïðîöåñiâ ìîæå áóòè âèêîíàíèé çà
äîïîìîãîþ методу термодинамiчних потенцiалiв, ðîçðîáëåíîãî â 1873-
78 ðîêàõ àìåðèêàíñüêèì ôiçèêîì-òåîðåòèêîì Äæ. Ãiááñîì (1839 � 1903).
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Öåé ìåòîä  ðóíòó¹òüñÿ íà ìîæëèâîñòi ââåäåííÿ äëÿ ðiâíîâàæíèõ ïðîöå-
ñiâ термодинамiчних функцiй (т. ф.) стану, ïîâíi äèôåðåíöiàëè ÿêèõ
îïèñóþòü çìiíó ñòàíó òåðìîäèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè. Êðiì òîãî âèíè ìàþòü òà-
êi âëàñòèâîñòi: òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨ ¹ àäèòèâíèìè âåëè÷èíàìè; çíàííÿ
äîâiëüíî¨ ò. ô. äà¹ ìîæëèâiñòü âèçíà÷èòè âèãëÿä òåðìi÷íîãî i êàëîðè÷íîãî
ðiâíÿíü ñòàíó òà çíàéòè òåðìîäèíàìi÷íi ïàðàìåòðè ñèñòåìè; çà ïåâíèõ óìîâ
â ñòàíi ðiâíîâàãè ò. ô. ìà¹ åêñòðåìóì.

Ïîÿâà ïîòåíöiàëiâ â òåðìîäèíàìiöi áóëà çóìîâëåíà ¨õ âäàëèì âèêîðè-
ñòàííÿì â ìåõàíiöi, äå çìiíà ïîòåíöiàëó ïîâ'ÿçóâàëàñü áåçïîñåðåäíüî ç âè-
êîíàíîþ ðîáîòîþ. Ââåäåííÿ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ ñïðèÿëî ïîÿâi
áiëüø ñêëàäíèõ ñõåì ðîçðàõóíêó ìàêðîñêîïi÷íèõ âëàñòèâîñòåé ôiçè÷íèõ
ñèñòåì, ââåäåííþ íîâèõ ïîíÿòü, ðîçøèðåííþ îáëàñòi çàñòîñóâàííÿ òåðìî-
äèíàìiêè. Â ïîäàëüøîìó ìåòîä òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ áóäå íàìè çà-
ñòîñîâàíèé äëÿ îïèñó åôåêòó Äæîóëÿ-Òîìñîíà, ÿâèùà ìàãíiòîñòðèêöi¨ òà
ï'¹çîìàãíiòíîãî åôåêòó, ïîâåðõíåâèõ ÿâèù, ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ ïðîâiäíèê�
íàäïðîâiäíèê i ò.ä.

Ïåðåéäåìî äî âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ.
Îñíîâíå ðiâíÿííÿ òåðìîäèíàìiêè ðiâíîâàæíèõ ïðîöåñiâ (1.68)

𝑇𝑑𝑆 = 𝑑𝑈 + 𝑃𝑑𝑉, (1.87)

ñïiëüíî ç ðiâíÿííÿì ñòàíó
𝑃 = 𝑃 (𝑉, 𝑇 ) (1.88)

i âèðàçîì äëÿ âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨

𝑈 = 𝑈(𝑉, 𝑇 ) (1.89)

óòâîðþþòü ñèñòåìó ç òðüîõ ðiâíÿíü, ùî çâ'ÿçó¹ ìiæ ñîáîþ ï'ÿòü ôóíêöié
ñòàíó: 𝑉 , 𝑇 , 𝑃 , 𝑈 i 𝑆. ßêùî â ÿêîñòi íåçàëåæíèõ ïàðàìåòðiâ âèáðàòè îá'¹ì
𝑉 i òåìïåðàòóðó 𝑇 , òî ñèñòåìà ðiâíÿíü (1.87) � (1.89) ¹ ïîâíiñòþ âèçíà÷åíîþ
i äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè òèñê 𝑃 , âíóòðiøíþ åíåðãiþ 𝑈 i åíòðîïiþ 𝑆.

Çàëåæíî âiä òîãî, ÿêi ïàðàìåòðè ñòàíó òåðìîäèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ïðèéíÿ-
òi ÿê íåçàëåæíi çìiííi, ìîæíà ââåñòè íàñòóïíi òåðìîäèíàìi÷íi ïîòåíöiàëè.

1. Âèáåðåìî çà íåçàëåæíi ïàðàìåòðè ñòàíó îá'¹ì 𝑉 i åíòðîïiþ 𝑆 i çàïè-
øåìî ÷åðåç öi çìiííi âèðàç äëÿ âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨

𝑈 = 𝑈(𝑉, 𝑆). (1.90)

Òîäi ðiâíÿííÿ (1.87) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi:

𝑑𝑈 = 𝑇𝑑𝑆 − 𝑃𝑑𝑉. (1.91)

Âðàõîâóþ÷è ïðàâèëî çíàõîäæåííÿ ïîâíîãî äèôåðåíöiàëà

𝑑𝑈 =

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑉

)︂
𝑆

𝑑𝑉 +

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑆

)︂
𝑉

𝑑𝑆, (1.92)
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ìà¹ìî

𝑃 = −
(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑉

)︂
𝑆

, (1.93)

𝑇 =

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑆

)︂
𝑉

. (1.94)

Òàêèì ÷èíîì, âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ, âèðàæåíà ÷åðåç ïàðàìåòðè ñòàíó 𝑉 i 𝑆, ¹
òåðìîäèíàìi÷íèì ïîòåíöiàëîì.

Âèêîðèñòàííÿ â ÿêîñòi íåçàëåæíèõ ïàðàìåòðiâ 𝑉 i 𝑆 íå äóæå çðó÷íî,
îñêiëüêè âåëè÷èíà åíòðîïi¨ 𝑆 íå ìîæå áóòè âèçíà÷åíà øëÿõîì áåçïîñåðå-
äíiõ âèìiðþâàíü. Âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ 𝑈(𝑉, 𝑆) ïðè ïðàêòè÷íèõ ðîçðàõóíêàõ
çàçâè÷àé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òiëüêè ó âèïàäêàõ, ÿêùî ñèñòåìà ¹ àäiàáàòè÷íî
içîëüîâàíîþ (𝑆 = const) àáî ïðîöåñ âiäáóâà¹òüñÿ áåç âèêîíàííÿ ðîáîòè, ùî
ìà¹ ìiñöå ïðè ïîñòiéíîìó îá'¹ìi ñèñòåìè (𝑉 = const).

2. ßêùî â ÿêîñòi íåçàëåæíèõ ïàðàìåòðiâ âèáðàòè îá'¹ì 𝑉 òà òåìïåðàòóðó
𝑇 , à âiä ðiâíÿííÿ (1.91) âiäíÿòè äèôåðåíöiàë 𝑑(𝑇𝑆) = 𝑇𝑑𝑆 + 𝑆𝑑𝑇 , òîäi

𝑑(𝑈 − 𝑇𝑆) = −𝑆𝑑𝑇 − 𝑃𝑑𝑉, (1.95)

òî ôóíêöiÿ ñòàíó
𝐹 (𝑉, 𝑇 ) = 𝑈 − 𝑇𝑆 (1.96)

áóäå òåðìîäèíàìi÷íèì ïîòåíöiàëîì. Òîäi

𝑑𝐹 = −𝑆𝑑𝑇 − 𝑃𝑑𝑉. (1.97)

Çàñòîñîâóþ÷è ïðàâèëî çíàõîäæåííÿ ïîâíîãî äèôåðåíöiàëà äî 𝐹 (𝑉, 𝑇 )

𝑑𝐹 =

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑉

)︂
𝑇

𝑑𝑉 +

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑇

)︂
𝑉

𝑑𝑇, (1.98)

îäåðæó¹ìî, ùî

𝑃 = −
(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑉

)︂
𝑇

, (1.99)

𝑆 = −
(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑇

)︂
𝑉

. (1.100)

Òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë 𝐹 (𝑉, 𝑇 ) íàçèâà¹òüñÿ вiльною енергiєю àáî
термодинамiчним потенцiалом Гельмгольца. Âií âiäiãðà¹ â òåðìîäèíà-
ìiöi òàêó æ ðîëü, ùî i ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ â ìåõàíiöi. Ïðè içîòåðìi÷íîìó
ïðîöåñi (𝑇 = const, 𝑑𝑇 = 0) ç óðàõóâàííÿì âèðàçó äëÿ ðîáîòè 𝛿𝐴 = 𝑃𝑑𝑉 ,
ôîðìóëà (1.95) äà¹

𝑑𝐹 = −𝛿𝐴. (1.101)

Ç öüîãî âèðàçó âèïëèâà¹, ùî ïðè içîòåðìi÷íîìó ïðîöåñi âiëüíà åíåðãiÿ ¹
ôóíêöi¹þ ñòàíó, çìåíøåííÿ ÿêî¨ ðiâíå ðîáîòi, âèêîíàíié ñèñòåìîþ. Ïðè içî-
òåðìi÷íîìó ïðîöåñi âiëüíà åíåðãiÿ çìiíþ¹òüñÿ òàê ñàìî, ÿê âíóòðiøíÿ ïðè
àäiàáàòè÷íîìó ïðîöåñi.
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Ïðè îïèñi íåîáîðîòíîãî ïðîöåñó, äëÿ êîòðîãî çàìiñòü âèðàçó (1.87) íå-
îáõiäíî ïèñàòè íåðiâíiñòü

𝑇𝑑𝑆 > 𝑑𝑈 + 𝑃𝑑𝑉, (1.102)

çàìiñòü ôîðìóëè (1.97) îäåðæó¹ìî

𝑑𝐹 < −𝑆𝑑𝑇 − 𝑃𝑑𝑉. (1.103)

ßêùî â ñèñòåìi âiäáóâà¹òüñÿ íåîáîðîòíèé ïðîöåñ, ïðè ÿêîìó òåìïåðàòó-
ðà i îá'¹ì çàëèøàþòüñÿ ïîñòiéíèìè, òî äëÿ òàêîãî ïðîöåñó 𝑑𝐹 < 0, à äëÿ
îáîðîòíîãî � âiäïîâiäíî 𝑑𝐹 = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî ïðè íåîáîðîòíîìó ïðîöåñi
âiëüíà åíåðãiÿ çìåíøó¹òüñÿ, i äîñÿãà¹ ñâîãî ìiíiìóìó ïðè äîñÿãíåííi òåðìî-
äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ ñòàíó ðiâíîâàãè. Öå äîçâîëÿ¹ âèêîðèñòîâóâàòè óìîâó
ìiíiìóìó ïîòåíöiàëó Ãåëüìãîëüöà äëÿ îïèñó ðiâíîâàæíèõ ñòàíiâ, ïðè ÿêèõ
𝑇 = const i 𝑉 = const.

3. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè íåçàëåæíèìè ïàðàìåòðàìè ñòàíó ¹ òèñê 𝑃
i åíòðîïiÿ 𝑆. Äîäàìî äî ðiâíÿííÿ (1.91) äèôåðåíöiàë 𝑑(𝑃𝑉 ) = 𝑃𝑑𝑉 + 𝑉 𝑑𝑃 ,
òîäi

𝑑(𝑈 + 𝑃𝑉 ) = 𝑇𝑑𝑆 − 𝑃𝑑𝑉 + 𝑃𝑑𝑉 + 𝑉 𝑑𝑃 = 𝑇𝑑𝑆 + 𝑉 𝑑𝑃. (1.104)

Ôóíêöiÿ
(𝑃, 𝑆) = 𝑈 + 𝑃𝑉 (1.105)

íàçèâàþòü ентальпiєю îáî тепловою функцiєю. Îòæå,

𝑑𝐻 = 𝑇𝑑𝑆 + 𝑉 𝑑𝑃. (1.106)

Ç óðàõóâàííÿì ïðàâèëà çíàõîäæåííÿ ïîâíîãî äèôåðåíöiàëà 𝑑𝐻 ìà¹ìî

𝑇 =

(︂
𝜕𝐻

𝜕𝑆

)︂
𝑃

, (1.107)

𝑉 =

(︂
𝜕𝐻

𝜕𝑃

)︂
𝑆

. (1.108)

ßêùî ïðîöåñ âiäáóâà¹òüñÿ ïðè ïîñòiéíîìó òèñêó (𝑃 = const, 𝑑𝑃 = 0),
òî, âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó 𝑇𝑑𝑆 = 𝛿𝑄, ç âèðàçó (1.106) ìà¹ìî

𝑑𝐻 = 𝛿𝑄. (1.109)

Îòæå, ïðèðiñò åíòàëüïi¨ ïðè içîáàðíîìó ïðîöåñi ðiâíèé êiëüêîñòi òåïëî-
òè, îòðèìàíî¨ ñèñòåìîþ. Åíòàëüïiþ çðó÷íî çàñòîñîâóâàòè äëÿ îïèñó àäiàáà-
òè÷íî içîëüîâàíèõ ñèñòåì, ùî çíàõîäÿòüñÿ ïðè ïîñòiéíîìó òèñêó, îñêiëüêè
äëÿ ñèñòåì, íà ÿêi äiþòü òiëüêè ìåõàíi÷íi ñèëè, öåé òåðìîäèíàìi÷íèé ïî-
òåíöiàë íå çìiíþ¹òüñÿ.
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4. ßêùî â ÿêîñòi íåçàëåæíèõ ïàðàìåòðiâ âèáðàòè òèñê 𝑃 i òåìïåðàòóðó
𝑇 i äî (1.95) äîäàòè 𝑑(𝑃𝑉 ) = 𝑃𝑑𝑉 + 𝑉 𝑑𝑃 , òî îòðèìà¹ìî ÷åòâåðòó òåðìîäè-
íàìi÷íó ôóíêöiþ

𝑑(𝑈 − 𝑇𝑆 + 𝑃𝑉 ) = −𝑆𝑑𝑇 − 𝑃𝑑𝑉 + 𝑃𝑑𝑉 + 𝑉 𝑑𝑃 = −𝑆𝑑𝑇 + 𝑉 𝑑𝑃 (1.110)

àáî
𝑑Φ = −𝑆𝑑𝑇 + 𝑉 𝑑𝑃. (1.111)

Ôóíêöiþ
Φ(𝑃, 𝑇 ) = 𝑈 − 𝑇𝑆 + 𝑃𝑉 = 𝐹 + 𝑃𝑉 (1.112)

íàçèâàþòü термодинамiчним потенцiалом Гiббса. Òàê ÿê 𝑑Φ ¹ ïîâíèì
äèôåðåíöiàëîì, òî ìîæíà çàïèñàòè

𝑆 = −
(︂
𝜕Φ

𝜕𝑇

)︂
𝑃

, (1.113)

𝑉 =

(︂
𝜕Φ

𝜕𝑃

)︂
𝑇

. (1.114)

Äëÿ ðiâíîâàæíîãî içîòåðìi÷íî-içîáàðíîãî ïðîöåñó (𝑇 = const, 𝑃 = const,
𝑑𝑇 = 𝑑𝑃 = 0) ïîòåíöiàë Ãiááñà ñòà¹ ïîñòiéíîþ âåëè÷èíîþ 𝑑Φ = 0.

Ïðè îïèñi íåîáîðîòíîãî ïðîöåñó íà ïiäñòàâi ôîðìóëè (1.102) ìà¹ìî

𝑑Φ < −𝑆𝑑𝑇 + 𝑉 𝑑𝑃. (1.115)

Ç öüîãî âèðàçó âèïëèâà¹, ùî äëÿ íåîáîðîòíîãî ïðîöåñó, ùî âiäáóâà¹òüñÿ ïðè
ïîñòiéíèõ çíà÷åííÿõ òåìïåðàòóðè i òèñêó, ïîòåíöiàë Ãiááñà çìåíøó¹òüñÿ:
𝑑Φ < 0. Ïiñëÿ äîñÿãíåííÿ ñèñòåìîþ ñòàíó ðiâíîâàãè ïîòåíöiàë Ãiááñà ïðè-
éìà¹ ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ i ñòà¹ ïîñòiéíîþ âåëè÷èíîþ: 𝑑Φ = 0. Öå äîçâîëÿ¹
âèêîðèñòîâóâàòè óìîâà ìiíiìóìó ïîòåíöiàëó Ãiááñà äëÿ îïèñó ðiâíîâàæíèõ
ñòàíiâ, ïðè ÿêèõ 𝑇 = const i 𝑃 = const.

Ñïiââiäíîøåííÿ òèïó

𝑈 = 𝑈(𝑉, 𝑆),

𝐹 = 𝐹 (𝑉, 𝑇 ),

𝐻 = (𝑃, 𝑆),

Φ = Φ(𝑃, 𝑇 )

(1.116)

íàçèâàþòüñÿ канонiчними рiвняннями стану.
ßêùî ñèñòåìà íå ïðîñòà i êðiì îá'¹ìó ¹ iíøi çîâíiøíi ïàðàìåòðè, åëå-

ìåíòàðíà ðîáîòà ìà¹ âèãëÿä

𝛿𝐴 = 𝑃𝑑𝑉 + 𝛿𝐴* (1.117)

äå 𝛿𝐴* � ðîáîòà, ïîâ'ÿçàíà iç çìiíîþ iíøèõ çîâíiøíiõ ïàðàìåòðiâ, ÿêó íàçè-
âàþòü роботою немеханiчних сил, íàïðèêëàä ñèë õiìi÷íî¨ âçà¹ìîäi¨.
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Òîäi îñíîâíå ðiâíÿííÿ òåðìîäèíàìiêè (1.91) íàáóâà¹ âèãëÿäó

𝑑𝑈 = 𝑇𝑑𝑆 − 𝑃𝑑𝑉 − 𝛿𝐴*, (1.118)

à çàìiñòü (1.97), (1.106) i (1.111) ìàòèìåìî

𝑑𝐹 = −𝑆𝑑𝑇 − 𝑃𝑑𝑉 − 𝛿𝐴*, (1.119)

𝑑𝐻 = 𝑇𝑑𝑆 + 𝑉 𝑑𝑃 − 𝛿𝐴*, (1.120)

𝑑Φ = −𝑆𝑑𝑇 + 𝑉 𝑑𝑃 − 𝛿𝐴*. (1.121)

Ó öüîìó ðàçi äëÿ içîòåðìi÷íî-içîáàðíîãî ïðîöåñó (𝑑𝑇 = 𝑑𝑃 = 0)

𝛿𝐴* = −𝑑Φ, (1.122)

òîáòî ðîáîòà íåìåõàíi÷íèõ ñèë âèêîíó¹òüñÿ ñèñòåìîþ çà ðàõóíîê çìåíøåííÿ
òåðìîäèíàìi÷íîãî ïîòåíöiàëó Ãiááñà.

Ìiæ òåðìîäèíàìi÷íèìè ïîòåíöiàëàìè ìîæóòü áóòè âñòàíîâëåíi ñïiââiä-
íîøåííÿ, ùî äîçâîëÿþòü âèðàçèòè îäíi ïîòåíöiàëè ÷åðåç iíøi. Òàê íà ïiä-
ñòàâi (1.96) i (1.100) ìîæíà çàïèñàòè

𝑈 = 𝐹 − 𝑇

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑇

)︂
𝑉

, (1.123)

à íà ïiäñòàâi (1.105), (1.112) i (1.113) îòðèìà¹ìî

𝐻 = Φ − 𝑇

(︂
𝜕Φ

𝜕𝑇

)︂
𝑃

. (1.124)

Ðiâíÿííÿ (1.123) i (1.124) íàçèâàþòüñÿ рiвняннями Гiббса–Гельмгольца.
Ñêëàäîâîþ ÷àñòèíîþ òåîði¨ ïîòåíöiàëiâ Ãiááñà ¹ òåðìîäèíàìi÷íi ñïiâ-

âiäíîøåííÿ Ìàêñâåëà, ÿêi ¹ íàñëiäêîì ïîòåíöiàëüíîñòi õàðàêòåðèñòè÷íèõ
ôóíêöié. Ðîçãëÿíåìî çíîâó âèðàç äëÿ ïîâíîãî äèôåðåíöiàëà âíóòðiøíüî¨
åíåðãi¨ (1.69):

𝑑𝑈 = 𝑇𝑑𝑆 − 𝑃𝑑𝑉.

Âiäîìî, ùî ÿêùî çìiøàíi ïîõiäíi iñíóþòü i íåïåðåðâíi, òî âîíè íå çàëåæàòü
âiä ïîðÿäêó äèôåðåíöiþâàííÿ, òîáòî

𝜕2𝑈

𝜕𝑉 𝜕𝑆
=

𝜕2𝑈

𝜕𝑆𝜕𝑉
.

Àëå çãiäíî (1.57)

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑉

)︂
𝑆

= −𝑃 , à âiäïîâiäíî äî (1.94)
(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑆

)︂
𝑉

= 𝑇 , òîìó

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑆

)︂
𝑉

= −
(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑉

)︂
𝑆

. (1.125)
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Ðîçãëÿäàþ÷è âèðàçè äëÿ iíøèõ äèôåðåíöiàëiâ, îòðèìó¹ìî:(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑃

)︂
𝑆

=

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑆

)︂
𝑃

, (1.126)

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑉

)︂
𝑇

=

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑇

)︂
𝑉

, (1.127)(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑃

)︂
𝑇

= −
(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑇

)︂
𝑃

. (1.128)

Ñïiââiäíîøåííÿ (1.125)�(1.128) íàçèâàþòüñÿ спiввiдношеннями Максве-
ла.

Òàêîæ çíàþ÷è òåðìîäèíàìi÷íi ïîòåíöiàëè ìîæíà îäåðæàòè äåêiëüêà
ñïiââiäíîøåíü äëÿ òåïëî¹ìíîñòi. Îñêiëüêè âîíà ïîâ'ÿçàíà ç åíòðîïi¹þ

𝐶 =
𝛿𝑄

𝜕𝑇
= 𝑇

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑇

)︂
,

òî ç âðàõóâàííÿì (1.100) òà (1.113) âiäïîâiäíî îäåðæó¹ìî

𝐶𝑉 = −𝑇
(︂
𝜕2𝐹

𝜕𝑇 2

)︂
𝑉

, (1.129)

𝐶𝑃 = −𝑇
(︂
𝜕2Φ

𝜕𝑇 2

)︂
𝑃

. (1.130)

Iç ñïiââiäíîøåííÿ (1.109) 𝛿𝑄 = (𝑑𝐻)𝑃 âèïëèâà¹:

𝐶𝑃 =

(︂
𝜕𝐻

𝜕𝑇

)︂
𝑃

. (1.131)

Öÿ ôîðìóëà óòâîðþ¹ ñâî¹ðiäíó ïàðó ç ôîðìóëîþ (ïðè 𝛿𝑄 = (𝑑𝑈)𝑉 )

𝐶𝑉 =

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑇

)︂
𝑉

. (1.132)

Задача 1.7. Знайти термодинамiчнi потенцiали фотонного газу, якщо вi-
домi рiвняння його стану 𝑃 = 𝛼𝑇 4, вираз для внутрiшньої енергiї 𝑈 =
3𝛼𝑇 4𝑉 та ентропiї 𝑆 = 4𝛼𝑇 3𝑉 .

Розв’язок.

Використання приведених в умовi задачi вирази для внутрiшньої енергiї
𝑈(𝑉, 𝑇 ) i ентропiї 𝑆(𝑉, 𝑇 ), дозволяє отримати залежнiсть внутрiшньої
енергiї 𝑈 вiд параметрiв 𝑉 i 𝑆 (𝑇 = (𝑆/4𝛼𝑉 )1/3):

𝑈(𝑉, 𝑆) = 3𝛼𝑇 4𝑉 = 3𝛼𝑉

(︂
𝑆

4𝛼𝑉

)︂4/3

=
3

(𝛼𝑉 )1/3

(︂
𝑆

4

)︂4/3

.
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Аналогiчно знаходимо iншi термодинамiчнi потенцiали.
Вiльна енергiя:

𝐹 (𝑉, 𝑇 ) = 𝑈 − 𝑇𝑆 = 3𝛼𝑇 4𝑉 − 4𝛼𝑇 3𝑉 · 𝑇 = 3𝛼𝑇 4𝑉 − 4𝛼𝑇 4𝑉 = −𝛼𝑇 4𝑉 ;

ентальпiя:

𝐻(𝑃, 𝑆) = 𝑈 + 𝑃𝑉 = 3𝛼𝑇 4𝑉 + 𝛼𝑇 4𝑉 = 4𝛼𝑇 4𝑉 = 4𝑉 𝑇𝛼𝑇 3 =

= 4𝑉 𝑇
𝑆

4𝑉
= 𝑆𝑇 = 𝑆

(︂
𝑃

𝛼

)︂1/4

;

потенцiал Гiбса:

𝐺(𝑃, 𝑇 ) = 𝑈 − 𝑇𝑆 + 𝑃𝑉 = −𝛼𝑇 4𝑉 + 𝛼𝑇 4𝑉 = 0.

Рiвнiсть нулю потенцiалу Гiбса для фотонного газу робить неможли-
вим його використання при розрахунках. Це пов’язано з тим, що змiннi 𝑃
i 𝑇 для цього газу не є незалежними, а пов’язанi мiж собою однозначним
спiввiдношенням 𝑃 = 𝛼𝑇 4.

Задача 1.8. Термiчне i калоричне рiвняння мають вигляд: 𝑃 = 1
3𝛼𝑇

4 i
𝑈 = 𝛼𝑇 4𝑉 . Знайти ентропiю системи.

Розв’язок.

З основної термодинамiчної рiвностi

𝑇𝑑𝑆 = 𝑑𝑈 + 𝑃𝑑𝑉

знаходимо змiну ентропiї:

𝑑𝑆 =
𝑑𝑈 + 𝑃𝑑𝑉

𝑇
.

Оскiльки змiна внутрiшньої енергiї є повним диференцiалом, то одержимо:

𝑑𝑈(𝑇, 𝑉 ) =

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑇

)︂
𝑉

𝑑𝑇 +

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑉

)︂
𝑇

𝑑𝑉 = 4𝛼𝑇 3𝑉 𝑑𝑇 + 𝛼𝑇 4𝑑𝑉.

Звiдки знаходимо вираз для ентропiї

𝑑𝑆 =
4𝛼𝑇 3𝑉 𝑑𝑇 + 𝛼𝑇 4𝑑𝑉 + 1

3𝛼𝑇
4𝑑𝑉

𝑇
= 4𝛼𝑇 2𝑉 𝑑𝑇 +

4

3
𝛼𝑇 3𝑑𝑉.

Враховуючи правило знаходження повного диференцiала

𝑑𝑆(𝑇, 𝑉 ) =

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑇

)︂
𝑉

𝑑𝑇 +

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑉

)︂
𝑇

𝑑𝑉,
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одержимо (︂
𝜕𝑆

𝜕𝑇

)︂
𝑉

= 4𝛼𝑇 2𝑉,

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑉

)︂
𝑇

=
4

3
𝛼𝑇 3,

𝑑𝑆 = 4𝛼𝑇 2𝑉 𝑑𝑇, 𝑑𝑆 =
4

3
𝛼𝑇 3𝑑𝑉,

проiнтегрувавши, знайдемо ентропiю системи:

𝑆 = 4𝛼𝑉

∫︁
𝑇 2𝑑𝑇, 𝑆 =

4

3
𝛼𝑇 3

∫︁
𝑑𝑉

𝑆 =
4

3
𝛼𝑇 3𝑉, 𝑆 =

4

3
𝛼𝑇 3𝑉.

1.14 Методи охолодження газiв. Процес Джоуля-Томсо-

на.

Â ñåðåäèíi XIX ñò. àíãëiéñüêi ôiçèêè Ä. Äæîóëü i Â. Òîìñîí åêñïåðèìåí-
òàëüíî âñòàíîâèëè, ùî ïðè àäiàáàòè÷íîìó ðîçøèðåííi ãàçó áåç çäiéñíåííÿ
íèì êîðèñíî¨ ðîáîòè òåìïåðàòóðà ãàçó çìiíþ¹òüñÿ. Ïðîöåñ òàêîãî íåîáî-
ðîòíîãî ðîçøèðåííÿ íàçèâàþòü адiабатичним дроселюванням, à ÿâè-
ùå çìiíè òåìïåðàòóðè ãàçó â öüîìó ïðîöåñi íàçèâàþòü ефектом Джоуля-
Томсона. Íà ïðèêëàäi îïèñó öüîãî åôåêòó ðîçãëÿíåìî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó
òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ.

Рис. 1.9

Ïðèíöèïîâà ñõåìà äîñëiäiâ Ä. Äæîóëÿ i Â. Òîìñîíà ïðèâåäåíà íà
ðèñ. 1.9. Â äîáðå òåïëîiçîëüîâàíó òðóáó 𝐵 âñòàâëåíà ïîðèñòà ïåðåãîðîäêó 𝐶
(äðîñåëü). Çà äîïîìîãîþ ðóõîìèõ ïîðøíiâ 𝐸 i 𝐷 òèñê äîñëiäæóâàíîãî ãàçó
çëiâà i çïðàâà âiä ïðîáêè ïiäòðèìóþòüñÿ ïîñòiéíèìè i âiäïîâiäíî ðiâíèìè
𝑃1 i 𝑃2 (𝑃1 > 𝑃2). Ïiä äi¹þ ðiçíèöi òèñêiâ △𝑃 = 𝑃1 − 𝑃2 ãàç ïðîäàâëþ¹-
òüñÿ ÷åðåç ïåðåãîðîäêó i ïðè öüîìó ðîçøèðþ¹òüñÿ âiä òèñêó 𝑃1, äî òèñêó
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𝑃2. Çäiéñíþâàíà ãàçîì ðîáîòà ðîçøèðåííÿ ïðàêòè÷íî öiëêîì âèòðà÷à¹òüñÿ
íà ïîäîëàííÿ òåðòÿ ãàçó â ïåðåãîðîäöi, à òåïëîòà, ùî âèäiëÿ¹òüñÿ ïðè òåðòi
𝑄тр = 𝐴тр éäå íà íàãðiâàííÿ ãàçó.

Çà ïåðøèì çàêîíîì òåðìîäèíàìiêè çìiíà âíóòðiøíié åíåðãi¨ ãàçó ïðè
ïðîõîäæåííi ÷åðåç äðîñåëü ðiâíà:

△𝑈 = 𝑄+ 𝐴′

×åðåç âiäñóòíiñòü òåïëîîáìiíó ìiæ ãàçîì i çîâíiøíiìè òiëàìè, êiëüêiñòü
òåïëà, ùî ïiäâîäèòüñÿ äî ãàçó 𝑄, ðiâíà 𝑄тр. Ðîáîòà 𝐴′, ùî âèêîíó¹òüñÿ íàä
ãàçîì çîâíiøíiìè ñèëàìè, ðiâíà àëãåáðà¨÷íié ñóìi ðîáiò, ùî âèêîíóþòüñÿ
ðóõîìèìè ïîðøíÿìè 𝐸 (ðîáîòà 𝐴′

1) i 𝐷 (ðîáîòà 𝐴′
2), i ðîáîòè ñèë òåðòÿ 𝐴

′
тр:

𝐴′ = 𝐴′
1 + 𝐴′

2 + 𝐴′
тр.

Âðàõîâóþ÷è, ùî ðîáîòà, ùî çäiéñíþ¹òüñÿ ãàçîì ïðîòè ñèë òåðòÿ,

𝐴тр = −𝐴′
тр = 𝑄тр,

îòðèìó¹ìî
△𝑈 = 𝑄тр + 𝐴′

1 + 𝐴′
2 −𝑄тр = 𝐴′

1 + 𝐴′
2. (1.133)

Ðîáîòà içîáàðíîãî âèòiñíåííÿ ïîðøíåì 𝐸 âñüîãî ãàçó ìàñîþ 𝑚 i îá'¹ìîì
𝑉1 ðiâíà

𝐴′
1 =

𝑉1∫︁
0

𝑃1𝑑𝑉 = 𝑃1𝑉1. (1.134)

Àíàëîãi÷íî îòðèìà¹ìî, ùî

𝐴′
2 = −𝑃2𝑉2. (1.135)

Ó öèõ ôîðìóëàõ 𝑉1 i 𝑉2 � îá'¹ìè, çàéìàíi äàíîþ ìàñîþ ãàçó ïåðåä äðîñåëåì,
òîáòî ïðè òèñêó 𝑃1 i ïiñëÿ äðîñåëÿ, òîáòî ïðè òèñêó 𝑃2. Çíàê ìiíóñ ó ôîðìóëi
(1.135) ïîêàçó¹, ùî ïîðøåíü 𝐷 ïðîòèäi¹ ïåðåòiêàííþ ãàçó ÷åðåç äðîñåëü.
Òàêèì ÷èíîì, çìiíà âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ (äèâ. (1.133)) ðiâíà

𝑈2 − 𝑈1 = 𝑃1𝑉1 − 𝑃2𝑉2. (1.136)

Ç óðàõóâàííÿì (1.105) ïåðåïèøåìî îñòàííþ ðiâíiñòü ó âèãëÿäi

𝐻1 = 𝑈1 + 𝑃1𝑉1 = 𝐻2 = 𝑈2 + 𝑃2𝑉2 (1.137)

i áà÷èìî, ùî ïðîöåñ ïåðåòiêàííÿ ãàçó ÷åðåç ïîðèñòó ïåðåãîðîäêó ¹ içîåíòàëü-
ïiéíèì ïðîöåñîì 𝐻1 = 𝐻2 = const. Òîìó ðåàëüíèé ïðîöåñ Äæîóëÿ-Òîìñîíà
çàìiíèìî óÿâíèì içîåíòàëüïiéíèì ïðîöåñîì, ùî ïåðåâîäèòü ãàç ç òîãî æ
ïî÷àòêîâîãî ñòàíó 𝑃1, 𝑉1, 𝑇1 â êiíöåâèé ñòàí 𝑃2, 𝑉2, 𝑇2.
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Îñêiëüêè íàñ öiêàâèòü çìiíà òåìïåðàòóðè ãàçó, ùî ñóïðîâîäæó¹ ïðîöåñ
Äæîóëÿ-Òîìñîíà (öÿ çìiíà, î÷åâèäíî, áóäå òàêîþ æ ÿê i â óÿâíîìó içîåí-
òàëüïiéíîìó ïðîöåñi), çíàéäåìî ïîõiäíó (𝜕𝑇/𝜕𝑃 )𝐻 . Ïåðåõîäÿ÷è äî ïðèðî-
äíèõ äëÿ 𝐻 çìiííèõ 𝑆 i 𝑃 1, ìà¹ìî:(︂

𝜕𝑇

𝜕𝑃

)︂
𝐻

=
𝜕(𝑇,𝐻)

𝜕(𝑃,𝐻)
=
𝜕(𝑇,𝐻)

𝜕(𝑃, 𝑆)

𝜕(𝑃, 𝑆)

𝜕(𝑃,𝐻)
=

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
(︀
𝜕𝑇
𝜕𝑃

)︀
𝑆

(︀
𝜕𝑇
𝜕𝑆

)︀
𝑃(︀

𝜕𝐻
𝜕𝑃

)︀
𝑆

(︀
𝜕𝐻
𝜕𝑆

)︀
𝑃

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ·
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
(︀
𝜕𝑃
𝜕𝑃

)︀
𝐻

(︀
𝜕𝑃
𝜕𝐻

)︀
𝑃(︀

𝜕𝑆
𝜕𝑃

)︀
𝐻

(︀
𝜕𝑆
𝜕𝐻

)︀
𝑃

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

=

[︂(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑃

)︂
𝑆

(︂
𝜕𝐻

𝜕𝑆

)︂
𝑃

−
(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑆

)︂
𝑃

(︂
𝜕𝐻

𝜕𝑃

)︂
𝑆

]︂
·
[︂(︂

𝜕𝑆

𝜕𝐻

)︂
𝑃

−
(︂
𝜕𝑃

𝜕𝐻

)︂
𝑃

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑃

)︂
𝐻

]︂
.

Îñêiëüêè, çãiäíî (1.107)
1

𝑇
=

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝐻

)︂
𝑃

, à

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝐻

)︂
𝑃

= 0 (

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑃

)︂
𝐻

= 0, òîìó

ùî 𝑆 i 𝑃 íåçàëåæíi çìiííi â äàíîìó âèïàäêó), òî îòðèìà¹ìî(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑃

)︂
𝐻

=
1

𝑇

[︂(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑃

)︂
𝑆

(︂
𝜕𝐻

𝜕𝑆

)︂
𝑃

−
(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑆

)︂
𝑃

(︂
𝜕𝐻

𝜕𝑃

)︂
𝑆

]︂
.

Â ñèëó ðiâíîñòi 𝑑𝐻 = 𝑇𝑑𝑆 + 𝑉 𝑑𝑃 (äèâ. (1.107) i (1.108)) òà âðàõóâàâøè, ùî
𝐶𝑝
𝑇

=

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑇

)︂
𝑃

çíàõîäèìî

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑃

)︂
𝐻

=
1

𝑇

[︂
𝑇

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑃

)︂
𝑆

− 𝑉

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑆

)︂
𝑃

]︂
=

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑃

)︂
𝑆

− 𝑉

𝐶𝑝
.

1Практично перехiд вiд одних термодинамiчних змiнних до iнших зручно проводити, використовуючи

визначники-якобiани переходу

𝜕(𝑢, 𝑣)

𝜕(𝑥, 𝑦)
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜕𝑢
𝜕𝑦

𝜕𝑣
𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
. (1.138)

З їх допомогою частиннi похiднi записуються у виглядi

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
𝑦

=
𝜕(𝑢, 𝑦)

𝜕(𝑥, 𝑦)
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜕𝑢
𝜕𝑦

𝜕𝑦
𝜕𝑥

𝜕𝑦
𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜕𝑢
𝜕𝑦

0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 𝜕𝑢

𝜕𝑥
, (1.139)

а перехiд вiд одних змiнних до iнших здiйснюється наступним чином:

𝜕(𝑢, 𝑣)

𝜕(𝑥, 𝑦)
=
𝜕(𝑢, 𝑣)

𝜕(𝑡, 𝑠)

𝜕(𝑡, 𝑠)

𝜕(𝑥, 𝑦)
. (1.140)

Якщо три величини 𝑥, 𝑦 i 𝑧 зв’язанi функцiональною залежнiстю 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, то зручно використовувати

наступну тотожнiсть: (︂
𝜕𝑧

𝜕𝑥

)︂
𝑦

(︂
𝜕𝑥

𝜕𝑦

)︂
𝑧

(︂
𝜕𝑦

𝜕𝑧

)︂
𝑥

= −1 (1.141)
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Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑃

)︂
𝑆

=
𝜕(𝑇, 𝑆)

𝜕(𝑃, 𝑆)
=
𝜕(𝑇, 𝑆)

𝜕(𝑃, 𝑉 )

𝜕(𝑃, 𝑉 )

𝜕(𝑃, 𝑇 )

𝜕(𝑃, 𝑇 )

𝜕(𝑃, 𝑆)
=

𝑇

𝐶𝑝

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑇

)︂
𝑃

çíàõîäèìî îñòàòî÷íî (︂
𝜕𝑇

𝜕𝑃

)︂
𝐻

=
𝑇

𝐶𝑝

[︂(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑇

)︂
𝑃

− 𝑉

𝑇
.

]︂
(1.142)

Ó âèïàäêó iäåàëüíîãî ãàçó

(︂
𝑃𝑉 = 𝑅𝑇,

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑇

)︂
𝑃

=
𝑅

𝑃
=
𝑉

𝑇

)︂
îòðèìó¹ìî(︂

𝜕𝑇

𝜕𝑃

)︂
𝐻

= 0, òîáòî åôåêò Äæîóëÿ-Òîìñîíà âiäñóòíié.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ ôîðìóëè (1.142) ó âèïàäêó ðåàëüíèõ ãàçiâ çðó÷íî ïå-
ðåéòè â ïðàâié ÷àñòèíi äî çìiííèõ 𝑇 , 𝑉 , êîðèñòóþ÷èñü ñïiââiäíîøåííÿì
(1.141) (︂

𝜕𝑉

𝜕𝑇

)︂
𝑃

= −
(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑇

)︂
𝑉

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑃

)︂
𝑇

,

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑃

)︂
𝐻

= − 1

𝐶𝑝

[︂
𝑇

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑇

)︂
𝑉

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑃

)︂
𝑇

+ 𝑉

]︂
= −(𝜕𝑉/𝜕𝑃 )𝑇

𝐶𝑝

[︂
𝑇

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑇

)︂
𝑉

+ 𝑉

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑉

)︂
𝑇

]︂
= −𝜆(𝜕𝑉/𝜕𝑃 )𝑇

𝐶𝑝
.

(1.143)

Îñêiëüêè
(︀
𝜕𝑃
𝜕𝑉

)︀
𝑇
< 0, òî çíàê ïîõiäíî¨

(︀
𝜕𝑇
𝜕𝑃

)︀
𝐻
ñïiâïàäà¹ çi çíàêîì âåëè÷è-

íè 𝜆 = 𝑇
(︀
𝜕𝑃
𝜕𝑇

)︀
𝑉

+ 𝑉
(︀
𝜕𝑃
𝜕𝑉

)︀
𝑇
.

Ðîçãëÿíåìî ïîâåäiíêó ãàçó, ùî îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Âàí-äåð-Âààëüñà(︁
𝑃 +

𝑎

𝑉 2

)︁
(𝑉 − 𝑏) = 𝑅𝑇.

Â öüîìó âèïàäêó(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑉

)︂
𝑇

=
𝑅

𝑉 − 𝑏
,

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑉

)︂
𝑇

=
2𝑎

𝑉 3
− 𝑅𝑇

(𝑉 − 𝑏)2

i

𝜆 =
2𝑎

𝑉 2
− 𝑅𝑇𝑏

(𝑉 − 𝑏)2
. (1.144)

Ïðè 𝜆 < 0 ìà¹ìî íåãàòèâíèé åôåêò Äæîóëÿ-Òîìñîíà (ïðîñî÷óâàííÿ ãàçó
êðiçü ïåðåãîðîäêó ñóïðîâîäæó¹òüñÿ íàãðiâàííÿì), ïðè 𝜆 > 0 � ïîçèòèâíèé
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åôåêò (ãàç îõîëîäæó¹òüñÿ) i ïðè 𝜆 = 0 ìà¹ìî òàê çâàíó òî÷êó iíâåðñi¨ (çìiíà
çíàêó åôåêòó). Òî÷êè iíâåðñi¨ âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíÿííÿì

𝜆 =
2𝑎

𝑉 2
− 𝑅𝑇𝑖𝑏

(𝑉 − 𝑏)2
= 0. (1.145)

Îñêiëüêè íàñ öiêàâèòü òåìïåðàòóðà iíâåðñi¨, ÿê ôóíêöiÿ òèñêó, âèêëþ-
÷èìî ç öüîãî ðiâíÿííÿ îá'¹ì çà äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ Âàí-äåð-Âààëüñà. Ç
ðiâíÿííÿ (1.145) çíàõîäèìî

𝑉 − 𝑏

𝑉
=

√︂
𝑅𝑇𝑖𝑏

2𝑎
.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ
√︀
𝑅𝑇𝑖𝑏/2𝑎 = 𝑥. Òîäi

𝑉 =
𝑏

1 − 𝑥
, 𝑉 − 𝑏 =

𝑏𝑥

1 − 𝑥
.

Ïiäñòàâëÿþ÷è â ðiâíÿííÿ Âàí-äåð-Âààëüñà, îòðèìà¹ìî äëÿ 𝑥 êâàäðàòíå ðiâ-
íÿííÿ

𝑥2 − 4

3
𝑥+

1

3

(︂
1 +

𝑃𝑏2

𝑎

)︂
= 0

çâiäêè

𝑥 =
2

3

[︃
1 ± 1

2

√︂
1 − 3𝑃𝑏2

𝑎

]︃
í òåìïåðàòóðà iíâåðñi¨ ðiâíà

𝑇𝑖 =
8𝑎

9𝑅𝑏

[︃
1 ± 1

2

√︂
1 − 3𝑃𝑏2

𝑎

]︃2
.

Ââîäÿ÷è êðèòè÷íó òåìïåðàòóðó 𝑇к = 8𝑎/27𝑅𝑏 i êðèòè÷íèé òèñê 𝑃к =
𝑎/27𝑏2, ïåðåïèøåìî îñòàííþ ôîðìóëó ó âèãëÿäi

𝑇𝑖 = 3𝑇к

[︃
1 ± 1

2

√︂
1 − 𝑃

9𝑃к

]︃2
. (1.146)

Ìè áà÷èìî, ùî ïðè 𝑃 < 9𝑃к iñíóþòü äâi òî÷êè iíâåðñi¨: âåðõíÿ 𝑇𝑖 i íèæíÿ 𝑇𝑖,
ðiçíèöÿ ìiæ ÿêèìè çìåíøó¹òüñÿ iç çðîñòàííÿì òèñêó; ïðè 𝑃 = 9𝑃к îáèäâi
òî÷êè iíâåðñi¨ çëèâàþòüñÿ â îäíó 𝑇𝑖 = 3𝑇к. Íàâïàêè, ïðè 𝑃 → 0 ìà¹ìî

𝑇𝑖 →
27

4
𝑇к; 𝑇𝑖 →

3

4
𝑇к. Äëÿ áiëüøîñòi ãàçiâ íèæíÿ òî÷êà iíâåðñi¨ çíàõîäèòüñÿ

â îáëàñòi ðiäêîãî ñòàíó.
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Задача 1.9. Фотонний газ, що має температуру 𝑇 , знаходиться в об’ємi
𝑉 . Величину цього об’єму рiзко збiльшують на △𝑉 ≪ 𝑉 , здiйснюючи не-
оборотний адiабатичний процес. Вважаючи, що фотонний газ не вико-
нує при даному процесi роботи, визначити змiну його температури △𝑇 .
Розв’язати задачу для випадку оборотного адiабатичного розширення фо-
тонного газу. При розв’язуванi задачi використовувати вирази для внутрi-
шньої енергiї 𝑈 = 3𝛼𝑇 4𝑉 та ентропiї 𝑆 = 4𝛼𝑇 3𝑉 фотонного газу.

Розв’язок.

Оскiльки даний необоротний адiабатичний процес вiдбувається без те-
плообмiну з навколишнiм середовищем △𝑄 = 0, i, вiдповiдно до умови за-
дачi, вважається, що при його протiканнi робота не здiйснюється 𝐴 = 0,
то з першого початку термодинамiки випливає, що внутрiшня енергiя фо-
тонного газу зберiгається: 𝑈(𝑉, 𝑇 ) = const. Оскiльки 𝑑𝑈(𝑉, 𝑇 ) є повним
диференцiалом, то маємо:

𝑑𝑈 =

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑇

)︂
𝑉

𝑑𝑇 +

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑉

)︂
𝑇

𝑑𝑉 = 12𝛼𝑇 3𝑉 𝑑𝑇 + 3𝛼𝑇 4𝑑𝑉 = 0.

У випадку скiнченої змiни параметрiв стану матимемо:

△𝑈 = 12𝛼𝑇 3𝑉△𝑇 + 3𝛼𝑇 4△𝑉 = 0.

Звiдки знаходимо:

△𝑇 = − 𝑇

4𝑉
△𝑉.

Для оборотного адiабатичного процесу повинна зберiгатися ентропiя
фотонного газу: 𝑆(𝑉, 𝑇 ) = const. Тому

𝑑𝑆 =

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑇

)︂
𝑉

𝑑𝑇 +

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑉

)︂
𝑇

𝑑𝑉 = 12𝛼𝑇 2𝑉 𝑑𝑇 + 4𝛼𝑇 3𝑑𝑉 = 0,

△𝑆 = 12𝛼𝑇 2𝑉△𝑇 + 4𝛼𝑇 3△𝑉 = 0

або

△𝑇 = − 𝑇

3𝑉
△𝑉.

Як випливає з одержаних результатiв, охолодження фотонного газу за-
лежить вiд того, який адiабатичний процес (оборотний чи необоротний)
над ним виконується. При цьому оборотне адiабатичне розширення забез-
печує бiльш iнтенсивне охолодження фотонного газу, нiж необоротне.
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1.15 Системи iз змiнним числом частинок. Хiмiчний по-

тенцiал

Êðiì òåðìîäèíàìi÷íèõ ôóíêöié âàæëèâîþ âåëè÷èíîþ â òåðìîäèíàìi-
öi òà iíøèõ ðîçäiëàõ ôiçèêè ¹ õiìi÷íèé ïîòåíöiàë. Äëÿ çðó÷íîñòi âèêëàäó
ââåäåìî êiëüêiñòü ÷àñòèíîê ñèñòåìè 𝑁 .

Íåõàé ïðîñòà ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç 𝑁 ÷àñòèíîê îäíîãî ñîðòó i ïðèïóñòi-
ìî, ùî öÿ êiëüêiñòü çìiííà, òîáòî ñèñòåìà ìîæå îáìiíþâàòèñÿ ÷àñòèíêàìè
iç ñåðåäîâèùåì. Òîäi âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ ñèñòåìè 𝑈 áóäå ôóíêöi¹þ îá'¹ìó 𝑉 ,
åíòðîïi¨ 𝑆 i êiëüêîñòi ÷àñòèíîê 𝑁 , îòæå,

𝑑𝑈(𝑉, 𝑆,𝑁) =

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑉

)︂
𝑆,𝑁

𝑑𝑉 +

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑆

)︂
𝑉,𝑁

𝑑𝑆 +

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑁

)︂
𝑆,𝑉

𝑑𝑁. (1.147)

Âðàõîâóþ÷è (1.93) i (1.94) òà ââiâøè ïîçíà÷åííÿ

𝜇 =

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑁

)︂
𝑆,𝑉

, (1.148)

îòðèìà¹ìî
𝑑𝑈 = 𝑇𝑑𝑆 − 𝑃𝑑𝑉 + 𝜇𝑑𝑁. (1.149)

Ôóíêöiþ 𝜇 íàçèâàþòü хiмiчним потенцiалом. Iç (1.149) âèïëèâà¹, ùî
õiìi÷íèé ïîòåíöiàë äîðiâíþ¹ çìiíi âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ ñèñòåìè ó ðàçi çìiíè
êiëüêîñòi ¨¨ ÷àñòèíîê çà óìîâè íåçìiííî¨ åíòðîïi¨ òà îá'¹ìó.

Çà äîïîìîãîþ (1.149) çíàéäåìî ñïiââiäíîøåííÿ

𝑑𝐹 = −𝑆𝑑𝑇 − 𝑃𝑑𝑉 + 𝜇𝑑𝑁, 𝜇 =

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑁

)︂
𝑇,𝑉

; (1.150)

𝑑𝐻 = 𝑇𝑑𝑆 + 𝑉 𝑑𝑃 + 𝜇𝑑𝑁, 𝜇 =

(︂
𝜕𝐻

𝜕𝑁

)︂
𝑆,𝑃

; (1.151)

𝑑Φ = −𝑆𝑑𝑇 + 𝑉 𝑑𝑃 + 𝜇𝑑𝑁, 𝜇 =

(︂
𝜕Φ

𝜕𝑁

)︂
𝑇,𝑃

. (1.152)

Îòæå, õiìi÷íèé ïîòåíöiàë ìîæíà îòðèìàòè äèôåðåíöiþâàííÿì äîâiëüíî¨
òåðìîäèíàìi÷íî¨ ôóíêöi¨ çà êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê, àëå çà óìîâè íåçìiííîñòi
iíøèõ ïàðàìåòðiâ.

ßêùî ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷àñòèíîê ðiçíîãî ñîðòó, òîäi

𝑑𝑈 = 𝑇𝑑𝑆 − 𝑃𝑑𝑉 +
∑︁
𝑖

𝜇𝑖𝑑𝑁𝑖. (1.153)

äå

𝜇𝑖 =

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑁𝑖

)︂
𝑆,𝑉,𝑁𝑗

, (𝑗 ̸= 𝑖)− (1.154)
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õiìi÷íèé ïîòåíöiàë ÷àñòèíîê 𝑖-ãî ñîðòó.
Òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨ àäèòèâíi. Òîìó ìîæíà çàïèñàòè

Φ = Φ(𝑃, 𝑇,𝑁) = 𝑁Φ0(𝑃, 𝑇 ), (1.155)

äå Φ0(𝑃, 𝑇 ) � òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë Ãiááñà, âiäíåñåíèé äî îäíi¹¨ ÷à-
ñòèíêè. Òóò âðàõîâàíî, ùî òåìïåðàòóðà 𝑇 i òèñê 𝑃 � íå àäèòèâíi âåëè÷èíè,
îòæå, íå çàëåæàòü âiä 𝑁 . Iç (1.152) i (1.155) âèïëèâà¹, ùî

𝜇 = 𝜇(𝑇, 𝑃 ) =

(︂
𝜕Φ

𝜕𝑁

)︂
𝑇,𝑃

= Φ0(𝑃, 𝑇 ) =
Φ

𝑁
, (1.156)

òîáòî õiìi÷íèé ïîòåíöiàë çáiãà¹òüñÿ ç òåðìîäèíàìi÷íèì ïîòåíöiàëîì Ãiááñà,
âiäíåñåíèì äî îäíi¹¨ ÷àñòèíêè.

Ó âèïàäêó ñèñòåì çi çìiííîþ êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü
òåðìîäèíàìi÷íó ôóíêöiþ

𝐺 = 𝐹 (𝑉, 𝑇 ) − 𝜇𝑁 = 𝑈 − 𝑇𝑆 − 𝜇𝑁, (1.157)

ÿêó íàçèâàþòü великим термодинамiчним потенцiалом Гiббса. Âðàõî-
âóþ÷è, ùî 𝜇𝑁 = Φ(𝑃, 𝑇 ) = 𝑈 − 𝑇𝑆 + 𝑃𝑉 , ìîæíà çàïèñàòè

𝐺 = −𝑃𝑉. (1.158)

Íà ïiäñòàâi (1.157) i (1.150) ìà¹ìî

𝑑𝐺 = 𝑑𝐹 − 𝑑(𝜇𝑁) = −𝑆𝑑𝑇 − 𝑃𝑑𝑉 + 𝜇𝑑𝑁 −𝑁𝑑𝜇− 𝜇𝑑𝑁 =

= −𝑆𝑑𝑇 − 𝑃𝑑𝑉 −𝑁𝑑𝜇, (1.159)

òîáòî
𝐺 = 𝐺(𝑇, 𝑉, 𝜇). (1.160)

Òîäi îñêiëüêè 𝑑𝐺 ¹ ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì, òî

𝑑𝐺(𝑇, 𝑉, 𝜇) =

(︂
𝜕𝐺

𝜕𝑇

)︂
𝑉,𝜇

𝑑𝑇 +

(︂
𝜕𝐺

𝜕𝑉

)︂
𝑇,𝜇

𝑑𝑉 +

(︂
𝜕𝐺

𝜕𝜇

)︂
𝑇,𝑉

𝑑𝜇. (1.161)

Iç (1.159) i (1.161) âèïëèâà¹, ùî

𝑆 = −
(︂
𝜕𝐺

𝜕𝑇

)︂
𝑉,𝜇

; 𝑃 = −
(︂
𝜕𝐺

𝜕𝑉

)︂
𝑇,𝜇

; 𝑁 = −
(︂
𝜕𝐺

𝜕𝜇

)︂
𝑇,𝑉

. (1.162)

1.16 Стержень у зовнiшньому магнiтному полi. Явище

магнiтострикцiї та п’єзомагнiтний ефект

Ïåðåéäåìî òåïåð âiä ðîçãëÿäó òåðìîäèíàìi÷íèõ âëàñòèâîñòåé îäíîði-
äíèõ ñèñòåì, ùî îïèñóþòüñÿ ïàðàìåòðàìè 𝑃 , 𝑉 , äî ðîçãëÿäó iíøèõ òåðìî-
äèíàìi÷íèõ ñèñòåì.
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Â ÿêîñòi ïåðøîãî ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî ñòåðæåíü äîâæèíè 𝑙, ùî ðîçòÿ-
ãó¹òüñÿ ïîâçäîâæíüîþ ñèëîþ 𝑓 . Ðîáîòà, ùî âèêîíó¹òüñÿ ïðè ðîçòÿãóâàííi
ñòåðæíÿ íà âåëè÷èíó 𝑑𝑙, âèðàæà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

𝛿𝐴 = −𝑓 𝑑𝑙. (1.163)

Ïîðiâíþþ÷è ç ôîðìóëîþ ðîáîòè äëÿ ãàçiâ 𝛿𝐴 = 𝑃𝑑𝑉 , ìè áà÷èìî, ùî
äëÿ ïåðåõîäó âiä ñïiââiäíîøåíü òåðìîäèíàìiêè ãàçiâ äî ñïiââiäíîøåíü òåð-
ìîäèíàìiêè ñòðèæíiâ ïîòðiáíî ó âñiõ ôîðìóëàõ çðîáèòè çàìiíó

𝑃 → −𝑓, 𝑉 → 𝑙. (1.164)

Òàêèì ÷èíîì, ðîëü óçàãàëüíåíî¨ ñèëè â òåðìîäèíàìiöi ñòåðæíiâ âèêîíó¹
âåëè÷èíà −𝑓 , à ðîëü óçàãàëüíåíî¨ êîîðäèíàòè � äîâæèíà ñòðèæíÿ 𝑙. Òîäi
îñíîâíà òåðìîäèíàìi÷íà òîòîæíiñòü (1.68) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

𝑑𝑈(𝑆, 𝑙) = 𝑇𝑑𝑆 + 𝑓 𝑑𝑙. (1.165)

Äàëi ðîçãëÿíåìî ïàðàìàãíåòèêè � ðå÷îâèíè, ÿêi íàìàãíi÷óþòüñÿ òiëüêè
ó ïðèñóòíîñòi çîâíiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ i äëÿ ÿêèõ íàïðÿì íàìàãíi÷åíî-
ñòi ñïiâïàäà¹ ç íàïðÿìîì çîâíiøíüîãî ïîëÿ.

Ç ìîëåêóëÿðíî¨ òî÷êè çîðó ïàðàìàãíåòèêîì ¹ ðå÷îâèíà, êîæíà ìîëåêó-
ëà ÿêî¨ ìà¹ ïîñòiéíèé ìàãíiòíèé ìîìåíò. Ó âiäñóòíiñòü çîâíiøíüîãî ïîëÿ
îði¹íòàöiÿ ìàãíiòíèõ ìîìåíòiâ îêðåìèõ ìîëåêóë õàîòè÷íà i â ñåðåäíüîìó
ñóìà ìàãíiòíèõ ìîìåíòiâ ðiâíà íóëþ. Âêëþ÷åííÿ ìàãíiòíîãî ïîëÿ ç íàïðó-
æåíiñòþ 𝐻⃗ ïðèâîäèòü äî äîìiíóþ÷î¨ îði¹íòàöi¨ ìàãíiòíèõ äèïîëiâ âçäîâæ
íàïðÿìó ïîëÿ i äî âèíèêíåííÿ âiäìiííîãî íóëÿ ìàãíiòíîãî ìîìåíòó ïàðàìà-
ãíåòèêà 𝑀⃗ . Öÿ âåëè÷èíà íîñèòü íàçâó вектора намагнiченостi. Iç çðîñòà-
ííÿì íàïðóæåíîñòi ïîëÿ 𝐻⃗ i çìåíøåííÿì iíòåíñèâíîñòi òåïëîâîãî ðóõó (iç
çìåíøåííÿì 𝑇 ) ñòåïiíü îði¹íòàöi¨ åëåìåíòàðíèõ ìàãíiòíèõ äèïîëiâ çáiëü-
øó¹òüñÿ. Ñïîñòåðiãà¹òüñÿ åôåêò íàñè÷åííÿ (ãðàíè÷íà íàìàãíi÷åíiñòü)

lim
𝐻→∞

𝑀 = 𝑀0.

Êîæíîìó ôiêñîâàíîìó çíà÷åííþ íàïðóæåíîñòi ïîëÿ 𝐻⃗ i çàäàíié òåìïåðà-
òóði 𝑇 âiäïîâiäà¹ ïðîìiæíå çíà÷åííÿ íàìàãíi÷åíîñòi ìiæ 𝑀 = 0 i 𝑀 = 𝑀0.
Ðîáîòà íàìàãíi÷óâàííÿ ïðè çìiíi âåêòîðà íàìàãíi÷åíîñòi íà 𝑑𝑀⃗ ðiâíà, ÿê
âiäîìî ç åëåêòðîäèíàìiêè

𝛿𝐴 = −𝐻⃗ 𝑑𝑀⃗ = −𝐻 𝑑𝑀. (1.166)

Çíàê ìiíóñ â (1.166) âêàçó¹ (òàê ñàìî, ÿê ó âèïàäêó ñòåðæíiâ) íà, ùî ðîáîòà
ïðè 𝑑𝑀 > 0 âèêîíó¹òüñÿ çîâíiøíiì ïîëåì. Òàêèì ÷èíîì, ìiæ ïàðàìåòðàìè
òåðìîäèíàìiêè ãàçiâ i òåðìîäèíàìiêè ìàãíåòèêiâ iñíó¹ íàñòóïíà âiäïîâiä-
íiñòü

𝑃 → −𝐻, 𝑉 →𝑀. (1.167)
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Ç óðàõóâàííÿì öüîãî (ââàæàþ÷è 𝑉 = const), îñíîâíà òåðìîäèíàìi÷íà
òîòîæíiñòü (1.68) äëÿ ìàãíåòèêà çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

𝑑𝑈(𝑆,𝑀) = 𝑇𝑑𝑆 +𝐻 𝑑𝑀. (1.168)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñòåðæåíü (ïàðàìàãíiòíèé) â ìàãíiòíîìó ïîëi. Âèðàç
äëÿ ðîáîòè ìà¹ âèãëÿä

𝛿𝐴 = −𝑓 𝑑𝑙 −𝐻 𝑑𝑀. (1.169)

Äëÿ ðîçãëÿäó òèõ ôiçè÷íèõ åôåêòiâ, ùî íàñ öiêàâëÿòü çðó÷íî ïåðåéòè
âiä çìiííèõ 𝑙,𝑀 äî çìiííèõ 𝑓 i 𝐻. Äëÿ öüîãî çãiäíî (1.120) ââåäåìî åíòàëü-
ïiþ (ùîá íå ïëóòàòè ç ìàãíiòíèì ïîëåì 𝐻, áóäåìî ¨¨ òóò ïîçíà÷àòè íå 𝐻, à
𝑊 )

𝑊 = 𝑈 − 𝑓𝑙 −𝐻𝑀, 𝑑𝑊 = 𝑇 𝑑𝑆 − 𝑙 𝑑𝑓 −𝑀 𝑑𝐻. (1.170)

Óìîâîþ òîãî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà ¹ ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì (ïðè 𝑆 = const),
¹ ðiâíiñòü (︂

𝜕𝑙

𝜕𝐻

)︂
𝑆,𝑓

=

(︂
𝜕𝑀

𝜕𝑓

)︂
𝑆,𝐻

. (1.171)

Ïîõiäíà
(︀
𝜕𝑙
𝜕𝐻

)︀
𝑆,𝑓

õàðàêòåðèçó¹ явище магнiтострикцiї: äåôîðìàöiþ
ñòåðæíÿ (âèäîâæåííÿ àáî ñêîðî÷åííÿ) ïðè çìiíi ìàãíiòíîãî ïîëÿ. Ïîõiäíà(︁
𝜕𝑀
𝜕𝑓

)︁
𝑆,𝐻

ïîâ'ÿçàíà ç п’єзомагнiтним ефектом � åôåêòîì íàìàãíi÷óâàííÿ

(ðîçìàãíi÷óâàííÿ) ñòåðæíÿ ïðè äi¨ ðîçòÿãóþ÷î¨ (ñòèñêóþ÷î¨) ñèëè. Ñïiâ-
âiäíîøåííÿ (1.171) áåç æîäíîãî àíàëiçó âíóòðiøíüîãî (ìîëåêóëÿðíîãî) ìå-
õàíiçìó ÿâèù âêàçó¹ íà ãëèáîêèé ôiçè÷íèé çâ'ÿçîê öèõ åôåêòiâ. Ìàãíiòî-
ñòðèêöiÿ òà ï'¹çîìàãíiòíèé åôåêò ìîæóòü iñíóâàòè òiëüêè îäíî÷àñíî, òîáòî

ÿêùî äëÿ äåÿêîãî ñòåðæíÿ
(︁
𝜕𝑀
𝜕𝑓

)︁
𝑆,𝐻

= 0, òî i
(︀
𝜕𝑙
𝜕𝐻

)︀
𝑆,𝑙

= 0.

Äàëi, ñïiââiäíîøåííÿ (1.171) âêàçó¹ íà çâ'ÿçîê ìiæ íàïðÿìêàìè îáîõ
åôåêòiâ. ßêùî ïðè çáiëüøåííi ðîçòÿãóþ÷î¨ ñèëè íàìàãíi÷åíiñòü ñòåðæíÿ

çðîñòà¹
(︁
𝜕𝑀
𝜕𝑓

)︁
𝑆,𝐻

> 0 òî ñòåðæåíü âèäîâæó¹òüñÿ ïðè çáiëüøåííi íàïðóæå-

íîñòi ïîëÿ
(︀
𝜕𝑙
𝜕𝐻

)︀
𝑆,𝑙

> 0 i íàâïàêè. Ó ïðèðîäi iñíóþòü òiëà i òîãî, i iíøîãî
òèïó.

Óìîâè (ïðè 𝑓 = const)(︂
𝜕𝑇

𝜕𝐻

)︂
𝑆,𝑓

= −
(︂
𝜕𝑀

𝜕𝑆

)︂
𝐻,𝑓

(1.172)

i (ïðè 𝐻 = const) (︂
𝜕𝑇

𝜕𝑓

)︂
𝑆,𝐻

= −
(︂
𝜕𝑙

𝜕𝑆

)︂
𝐻,𝑓

. (1.173)

îïèñóþòü iíøi åôåêòè: îõîëîäæåííÿ ïðè àäiàáàòè÷íîìó ðîçìàãíi÷óâàí-
íi (1.172) i çìiíó òåìïåðàòóðè ñòåðæíÿ ïðè àäiàáàòè÷íîìó ðîçòÿãóâàííi
(1.173).
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Задача 1.10. Стержень довжиною 𝑙, розтягується силою 𝑓 i розташова-
ний вздовж магнiтного поля напруженiстю 𝐻⃗. Вiдомо, що його намагнi-
ченiсть рiвна

𝑀 =
𝑎𝑙𝐻

𝑓
, 𝑎 = const.

Знайти вiдносне видовження стержня при лiнiйнiй магнiтострикцiї, якщо
поле змiнюється вiд 0 до 𝐻.

Розв’язок.

Ввiвши ентальпiю (1.170) та скориставшись виразом (1.171) отримаємо
спiввiдношення (︂

𝜕𝑙

𝜕𝐻

)︂
𝑓

=

(︂
𝜕𝑀

𝜕𝑓

)︂
𝐻

,

яке зв’язує явище магнiтострикцiї з п’єзомагнiтним ефектом.
Скориставшись виразом для намагнiченостi 𝑀 , одержимо:

𝜕𝑙

𝜕𝐻
= 𝑎𝐻

𝜕

𝜕𝑓

(︂
𝑙

𝑓

)︂
= 𝑎𝐻

[︂
1

𝑓

𝜕𝑙

𝜕𝑓
− 𝑙

𝑓 2

]︂
= −𝑎𝐻𝑙

𝑓 2

[︂
1 − 𝑓

𝑙

𝜕𝑙

𝜕𝑓

]︂
.

Ввiвши позначення 𝛼 = 1
𝑙
𝜕𝑙
𝜕𝑓 – коефiцiєнт пружностi при розтязi, будемо

мати
𝜕𝑙

𝜕𝐻
= − 𝑎𝑙

𝑓 2
[1 − 𝑓𝛼]𝐻.

Вiдокремимо змiннi в одержаному рiвняннi та проiнтегруємо його лiву та
праву частини

𝑙+△𝑙∫︁
𝑙

𝑑𝑙

𝑙
= − 𝑎

𝑓 2
[1 − 𝑓𝛼]

𝐻∫︁
0

𝐻𝑑𝐻,

де △𝑙 – абсолютне видовження стержня

ln

(︂
𝑙 + △𝑙
𝑙

)︂
= ln

(︂
1 +

△𝑙
𝑙

)︂
= −𝑎

2

𝐻2

𝑓 2
[1 − 𝛼𝑓 ] .

при △𝑙
𝑙 ≪ 1, ln

(︁
1 + △𝑙

𝑙

)︁
≈ △𝑙

𝑙 , тодi остаточно отримуємо вираз для вiдно-

сного видовження стержня

△𝑙
𝑙

= −𝑎
2

𝐻2

𝑓 2
[1 − 𝛼𝑓 ] .
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Задача 1.11. Магнетик у магнiтному полi 𝐻⃗ i знаходиться пiд ти-
ском 𝑃 . Вивести залежнiсть мiж об’ємною магнiтострикцiєю

(︀
𝜕𝑉
𝜕𝐻

)︀
𝑃
та

п’єзомагнiтним ефектом
(︀
𝜕𝑀
𝜕𝑃

)︀
𝐻
для iзотермiчного (оборотного) намагнiчу-

вання. Обчислити вiдносну змiну об’єму при магнiтострикцiї у слабкому
полi, що збiльшується вiд 0 до 𝐻.

Розв’язок.

З урахуванням (1.168) змiна внутрiшньої енергiї магнетика запишеться
у виглядi

𝑑𝑈(𝑆,𝑀) = 𝑇𝑑𝑆 − 𝑃𝑑𝑉 +𝐻 𝑑𝑀.

В даному випадку при розглядi об’ємної магнiтострикцiї зручно ввести
термодинамiчний потенцiал Гiбса (аналогiчно до виразу (1.112)):

Φ(𝑃, 𝑇,𝐻) = 𝑈 − 𝑇𝑆 + 𝑃𝑉 −𝑀𝐻.

Його диференцiал (див. (1.111)) рiвний:

𝑑Φ = −𝑆𝑑𝑇 + 𝑉 𝑑𝑃 −𝑀𝑑𝐻.

При 𝑇 = const з умови iснування повного диференцiала термодинамiчного
потенцiалу Гiбса 𝜕2Φ

𝜕𝑃𝜕𝐻 = 𝜕2Φ
𝜕𝐻𝜕𝑃 (див. формулу (1.114)) знаходимо зв’язок

мiж явищем магнiтострикцiї та п’єзомагнiтним ефектом:(︂
𝜕𝑉

𝜕𝐻

)︂
𝑃,𝑇

= −
(︂
𝜕𝑀

𝜕𝑃

)︂
𝑇,𝐻

.

Намагнiченiсть представимо у виглядi

𝑀 = 𝜒𝐻𝑉,

де 𝜒 – магнiтна сприйнятливiсть, а 𝑉 – об’єм магнетика. Тодi матимемо(︂
𝜕𝑉

𝜕𝐻

)︂
𝑃

= −
(︂
𝜕𝑀

𝜕𝑃

)︂
𝐻

= −𝜕(𝜒𝐻𝑉 )

𝜕𝑃
= −𝐻𝜕(𝜒𝑉 )

𝜕𝑃
= −𝐻

[︂
𝑉
𝜕𝜒

𝜕𝑃
+ 𝜒

𝜕𝑉

𝜕𝑃

]︂
.

Ввiвши iзотермiчну стисливiсть 𝛽 = − 1
𝑉
𝜕𝑉
𝜕𝑃 , отримаємо(︂

𝜕𝑉

𝜕𝐻

)︂
𝑃

= −𝐻
[︂
𝑉
𝜕𝜒

𝜕𝑃
− 𝜒𝛽𝑉

]︂
= 𝑉 𝐻

[︂
𝛽𝜒− 𝜕𝜒

𝜕𝑃

]︂
.

Вiдокремивши змiннi в рiвняннi

𝑑𝑉

𝑉
=

[︂
𝛽𝜒− 𝜕𝜒

𝜕𝑃

]︂
𝐻𝑑𝐻
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та проiнтегрувавши

𝑉+△𝑉∫︁
𝑉

𝑑𝑉

𝑉
=

[︂
𝛽𝜒− 𝜕𝜒

𝜕𝑃

]︂ 𝐻∫︁
0

𝐻𝑑𝐻,

де △𝑉 – змiна об’єму магнетика, одержимо:

ln

(︂
1 +

△𝑉
𝑉

)︂
=

[︂
𝛽𝜒− 𝜕𝜒

𝜕𝑃

]︂
𝐻2

2
.

При малих змiнах об’єму △𝑉
𝑉 ≪ 1, будемо маємо

△𝑉
𝑉

=
𝐻2

2

[︂
𝛽𝜒− 𝜕𝜒

𝜕𝑃

]︂
.

1.17 Умови термодинамiчної рiвноваги

Çãiäíî ç íóëüîâèì íà÷àëîì òåðìîäèíàìiêè (äèâ. ñòîð. 7), çàìêíåíà ñè-
ñòåìà ç ÷àñîì çàâæäè ïåðåõîäèòü äî ðiâíîâàæíîãî ñòàíó, àëå äîñëiäíi äàíi
ñâiä÷àòü, ùî é íåçàìêíåíà ñèñòåìà çà ïåâíèõ çîâíiøíiõ óìîâ ìîæå ïåðåáó-
âàòè â ðiâíîâàæíîìó ñòàíi. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî óìîâè
òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè íåçàìêíåíèõ ñèñòåì çà ðiçíèõ çîâíiøíiõ ôàêòî-
ðiâ.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó äðóãèé çàêîí òåðìîäèíàìiêè ìà¹ âèãëÿä (1.64)

𝑑𝑆 >
𝛿𝑄

𝑇
,

äå çíàê "=" ñòîñó¹òüñÿ îáîðîòíèõ, à çíàê ">" � íåîáîðîòíèõ ïðîöåñiâ, òî-
ìó 𝛿𝑄 6 𝑇𝑑𝑆. Ïiäñòàâëÿþ÷è öå çíà÷åííÿ 𝛿𝑄 ó ïåðøèé çàêîí òåðìîäèíàìi-
êè äëÿ ïðîñòî¨ ñèñòåìè (1.10), äiñòàíåìî îñíîâíó òåðìîäèíàìi÷íó ðiâíiñòü-
íåðiâíiñòü (1.67)

𝑑𝑈 6 𝑇𝑑𝑆 − 𝑃𝑑𝑉,

çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ çàìiñòü (1.97), (1.106) i (1.111) îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

𝑑𝐹 6 −𝑆𝑑𝑇 − 𝑃𝑑𝑉, (1.174)

𝑑𝐻 6 𝑇𝑑𝑆 + 𝑉 𝑑𝑃, (1.175)

𝑑Φ 6 −𝑆𝑑𝑇 + 𝑉 𝑑𝑃. (1.176)

Iç (1.67), (1.174) � (1.176) âèïëèâà¹ íèçêà âàæëèâèõ âèñíîâêiâ, ÿêi ñòî-
ñóþòüñÿ çàãàëüíèõ óìîâ ðiâíîâàãè íåçàìêíåíèõ ñèñòåì òà iíøèõ ïèòàíü.
Ðîçãëÿíåìî ñòîñîâíî óìîâ òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè êiëüêà âèïàäêiâ.

1. Система замкнена. Òîäi çãiäíî ç ïåðøèì òà äðóãèì çàêîíîì òåðìî-
äèíàìiêè ó ñèñòåìi ìîæëèâi ïðîöåñè çi çðîñòàííÿì åíòðîïi¨, âíàñëiäîê ÿêèõ
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âñòàíîâëþ¹òüñÿ ñòàí òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè, òîáòî 𝑆 = 𝑆max. Òîìó íå-
îáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ðiâíîâàãè çàìêíåíî¨ ñèñòåìè çàïèñóþòü ÿê

𝛿𝑆 = 0, 𝛿2𝑆 < 0, (1.177)

äå 𝛿𝑆 i 𝛿2𝑆 � ïåðøà i äðóãà âàðiàöi¨ åíòðîïi¨2.
2. Система незамкнена, iзотермiчно-iзохорна. Ó öüîìó âèïàäêó

𝑑𝑇 = 0, 𝑑𝑉 = 0 i ñïiââiäíîøåííÿ (1.174) íàáóâà¹ âèãëÿäó

𝑑𝐹 6 0, (1.178)

ç ÿêîãî âèïëèâà¹, ùî â ñèñòåìi ìîæëèâi ïðîöåñè çi çìåíøåííÿì âiëüíî¨ åíåð-
ãi¨. Â ðiâíîâàæíîìó ñòàíi 𝐹 = 𝐹min. Òîìó óìîâè ðiâíîâàãè ìàþòü âèãëÿä

𝛿𝐹 = 0, 𝛿2𝐹 > 0. (1.179)

3. Система незамкнена, iзотермiчно-iзобарна (𝑑𝑇 = 0, 𝑑𝑃 = 0).
Òîäi íà ïiäñòàâi (1.176) îòðèìà¹ìî

𝑑Φ 6 0. (1.180)

Îòæå, â ðiâíîâàæíîìó ñòàíi Φ = Φmin, à óìîâè ðiâíîâàãè çàïèñóþòü ÿê

𝛿Φ = 0, 𝛿2Φ > 0. (1.181)

4. Система незамкнена, iзоентропiйно-iзобарна (𝑑𝑆 = 0, 𝑑𝑃 = 0).
Ó öüîìó ðàçi, çãiäíî ç (1.175),

𝑑𝐻 6 0. (1.182)

Òîìó â ðiâíîâàæíîìó ñòàíi 𝐻 = 𝐻min, à óìîâè ðiâíîâàãè ìàþòü âèãëÿä

𝛿𝐻 = 0, 𝛿2𝐻 > 0. (1.183)

5. Система незамкнена, iзоентропiйно-iзохорна (𝑑𝑆 = 0, 𝑑𝑉 = 0).
Òîäi íà ïiäñòàâi (1.67)

𝑑𝑈 6 0. (1.184)

Îòæå, â ðiâíîâàæíîìó ñòàíi 𝑈 = 𝑈min, à óìîâè ðiâíîâàãè çàïèñóþòü òàê:

𝛿𝑈 = 0, 𝛿2𝑈 > 0. (1.185)

2Якщо функцiя 𝑓(𝑥) є дiйсною та має неперервну похiдну першого порядку на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], то варiацiя

функцiї 𝛿𝑓 на цьому вiдрiзку обчислюється за формулою: 𝛿𝑓 =
𝑏∫︀
𝑎

|𝑓 ′| 𝑑𝑥.
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1.18 Рiвновага фаз i фазовi переходи. Рiвняння

Клапейрона-Клаузiуса

Òåðìîäèíàìi÷íà ñèñòåìà ìîæå áóòè îäíîðiäíîþ àáî íåîäíîðiäíîþ. Ïðè
öüîìó âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç êiëüêîõ îäíîðiäíèõ ÷àñòèí, âiäîêðåìëåíèõ îäíà
âiä îäíî¨ âèäèìèìè ïîâåðõíÿìè ïîäiëó. Ç öüîãî ïîãëÿäó âñi òåðìîäèíàìi÷íi
ñèñòåìè ïîäiëÿþòü íà äâà êëàñè � ãîìîãåííi òà ãåòåðîãåííi.

Гомогенною íàçèâàþòü îäíîðiäíó ñèñòåìó, ôiçè÷íi âëàñòèâîñòi ÿêî¨
îäíàêîâi â óñiõ òî÷êàõ. Ïðèêëàäàìè òàêèõ ñèñòåì ¹ ãàçè àáî ñóìiø ãàçiâ,
ðiäèíè, ðîç÷èíè òîùî.

Гетерогенною ¹ ñèñòåìà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç êiëüêîõ ãîìîãåííèõ ÷àñòèí,
íà ìåæi ÿêèõ ôiçè÷íi âëàñòèâîñòi çìiíþþòüñÿ ñòðèáêîïîäiáíî. Ãåòåðîãåííi
ñèñòåìè íàçèâàþòü ùå äâîôàçíèìè, òðèôàçíèìè i ò. ä.

Фазою íàçèâàþòü ôiçè÷íî îäíîðiäíó (ãîìîãåííó) ÷àñòèíó ñèñòåìè, ÿêà
âiäðiçíÿ¹òüñÿ ñâî¨ìè ôiçè÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè âiä iíøèõ ¨¨ ÷àñòèí i âiä-
îêðåìëåíà âiä íèõ ÷iòêîþ ìåæåþ ïîäiëó. Ðiçíèìè ôàçàìè ñèñòåìè ¹ ðiçíi
àãðåãàòíi ñòàíè ðå÷îâèíè (ãàç, ðiäèíà, òâåðäå òiëî), ðiçíi êðèñòàëi÷íi ìîäè-
ôiêàöi¨ òâåðäîãî òiëà, ðiçíi ìàãíiòíi é åëåêòðè÷íi ñòàíè (ïàðà- i ôåðîìàãíå-
òèêè, ïðîâiäíèêè i íàäïðîâiäíèêè) òîùî.

Âåëèêå çíà÷åííÿ ìà¹ òàêîæ ïîíÿòòÿ êîìïîíåíòà. Компонент � öå ÷à-
ñòèíà ñèñòåìè, âìiñò ÿêî¨ íå çàëåæèòü âiä âìiñòó iíøèõ ÷àñòèí. Íàïðèêëàä,
ïîâiòðÿ � öå îäíîôàçíà ñèñòåìà, àëå âîíà ìà¹ êiëüêà êîìïîíåíò � êèñåíü,
àçîò, âóãëåêèñëèé ãàç i ò. ä. ßêùî ç ïîâiòðÿ âèäàëèòè êèñåíü, öå íå âïëèíå
íà âìiñò àçîòó, i íàâïàêè. Ñèñòåìà âîäà�ëiä äâîôàçíà, àëå îäíîêîìïîíåíòíà
(êîìïîíåíò 2). Ó öüîìó ðàçi, ÿêùî âèäàëèòè, íàïðèêëàä, êèñåíü, âèäàëèòüñÿ
òàêîæ i âîäåíü.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ óìîâ ðiâíîâàãè ãåòåðîãåííî¨ ñèñòåìè ñïî÷àòêó ðîçãëÿ-
íåìî îäíîêîìïîíåíòíó äâîôàçíó ñèñòåìó, ÿêó ââàæàòèìåìî çàìêíåíîþ. Çà-
ãàëüíi óìîâè ¨¨ ðiâíîâàãè ìàþòü âèãëÿä (1.177)

𝛿𝑆 = 0, 𝛿2𝑆 < 0.

Ïîçíà÷èìî åíòðîïi¨ äâîõ ôàç ÿê 𝑆1 i 𝑆2. Òîäi íà ïiäñòàâi ¨õ àäèòèâíîñòi
çàïèøåìî

𝛿𝑆 = 𝛿(𝑆1 + 𝑆2) = 𝛿𝑆1 + 𝛿𝑆2 = 0 (1.186)

Ôàçè ìîæóòü îáìiíþâàòèñÿ ÷àñòèíêàìè, òîìó çàñòîñó¹ìî äî íèõ îñíîâíå
ðiâíÿííÿ òåðìîäèíàìiêè (1.149), íà ïiäñòàâi ÿêîãî îòðèìà¹ìî

𝛿𝑆1 =
1

𝑇1
𝛿𝑈1 +

𝑃1

𝑇1
𝛿𝑉1 −

𝜇1
𝑇1
𝛿𝑁1,

𝛿𝑆2 =
1

𝑇2
𝛿𝑈2 +

𝑃2

𝑇2
𝛿𝑉2 −

𝜇2
𝑇2
𝛿𝑁2,

îòæå, (1.186) íàáóâà¹ âèãëÿäó

1

𝑇1
𝛿𝑈1 +

1

𝑇2
𝛿𝑈2 +

𝑃1

𝑇1
𝛿𝑉1 +

𝑃2

𝑇2
𝛿𝑉2 −

𝜇1
𝑇1
𝛿𝑁1 −

𝜇2
𝑇2
𝛿𝑁2 = 0. (1.187)
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Âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ 𝑈 = 𝑈1 +𝑈2, îá'¹ì 𝑉 = 𝑉1 +𝑉2 òà êiëüêiñòü ÷àñòèíîê
𝑁 = 𝑁1 +𝑁2 çàìêíåíî¨ ñèñòåìè ¹ ñòàëèìè âåëè÷èíàìè, òîìó

𝛿𝑈 = 𝛿𝑈1 + 𝛿𝑈2 = 0,

𝛿𝑉 = 𝛿𝑉1 + 𝛿𝑉2 = 0,

𝛿𝑁 = 𝛿𝑁1 + 𝛿𝑁2 = 0,

àáî
𝛿𝑈2 = −𝛿𝑈1, 𝛿𝑉2 = −𝛿𝑉1, 𝛿𝑁2 = −𝛿𝑁1. (1.188)

Ç óðàõóâàííÿì (1.188) ðiâíÿííÿ (1.187) çàïèøåìî òàê:(︂
1

𝑇1
− 1

𝑇2

)︂
𝛿𝑈1 +

(︂
𝑃1

𝑇1
− 𝑃2

𝑇2

)︂
𝛿𝑉1 +

(︂
𝜇2
𝑇2

− 𝜇1
𝑇1

)︂
𝛿𝑁1 = 0. (1.189)

Âàðiàöi¨ 𝛿𝑈1, 𝛿𝑉1 òà 𝛿𝑁1 âiäìiííi âiä íóëÿ, òîìó íóëþ äîðiâíþþòü óñi òðè
âèðàçè â äóæêàõ. Îòæå,

𝑇1 = 𝑇2, 𝑃1 = 𝑃2, 𝜇1 = 𝜇2. (1.190)

Òàêèì ÷èíîì, óìîâè ðiâíîâàãè äâîôàçíî¨ îäíîêîìïîíåíòíî¨ ñèñòåìè ïî-
ëÿãàþòü â ðiâíîñòi òåìïåðàòóð i òèñêiâ ôàç òà â ðiâíîñòi õiìi÷íèõ ïîòåíöi-
àëiâ êîìïîíåíò â îáîõ ôàçàõ.

Óìîâè ðiâíîâàãè (1.190) ìàþòü ïðîñòèé ôiçè÷íèé çìiñò. Ðiâíiñòü òåì-
ïåðàòóð îçíà÷à¹ òåðìi÷íó (òåïëîâó) ðiâíîâàãó, ðiâíiñòü òèñêiâ � ìåõàíi÷íó
ðiâíîâàãó, à ðiâíiñòü õiìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ � äèôóçíó (äèíàìi÷íó) ðiâíîâàãó.
Ç ðiâíîñòi õiìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ

𝜇1(𝑇, 𝑃 ) = 𝜇2(𝑇, 𝑃 ) (1.191)

âèïëèâà¹ çàëåæíiñòü
𝑃 = 𝑃 (𝑇 ) (1.192)

ìiæ òèñêîì i òåìïåðàòóðîþ, çà ÿêèõ äâi ôàçè ïåðåáóâàþòü ó ñòàíi ðiâíîâàãè.
Êðèâó, ÿêà âiäïîâiäà¹ çàëåæíîñòi (1.192) íà äiàãðàìi 𝑃𝑇 , íàçèâàþòü

кривою рiвноваги фаз. �¨ ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíî íà ðèñ. 1.10
Äâi ôàçè ðiâíîâàæíi ëèøå çà òèõ çíà÷åíü òåìïåðàòóðè i òèñêó, ÿêi âiäïî-

âiäàþòü òî÷êàì êðèâî¨. Âñi iíøi çíà÷åííÿ 𝑇 i 𝑃 âiäïîâiäàþòü ðiâíîâàæíîìó
ñòàíó ñèñòåìè àáî ó âèãëÿäi ôàçè 1, àáî ó âèãëÿäi ôàçè 2. Ïðèêëàäîì ¹
ñèñòåìà ðiäèíà�íàñè÷åíà ïàðà. Ó öüîìó âèïàäêó ôàçà 1 � öå íàñè÷åíà ïàðà,
ôàçà 2 � ðiäèíà, à ôóíêöiÿ 𝑃 (𝑇 ) âèçíà÷à¹ òåìïåðàòóðíó çàëåæíiñòü òèñêó
íàñè÷åíî¨ ïàðè.

Ó ñòàíi 𝐵 ñèñòåìà îäíîôàçíà (ðiäèíà). Ïðè içîáàðíîìó çðîñòàííi òåì-
ïåðàòóðè (ïðîöåñ 𝐵𝐶) â òî÷öi 𝐴 óòâîðþ¹òüñÿ ôàçà 1 (íàñè÷åíà ïàðà) i çà
ñòàëî¨ òåìïåðàòóðè 𝑇1 âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåõiä ðå÷îâèíè iç ôàçîâîãî ñòàíó 2 ó
ôàçîâèé ñòàí 1 (ðiäèíà ïåðåõîäèòü ó íàñè÷åíó ïàðó). Öåé ïðîöåñ íàçèâàþòü

59



Рис. 1.10

фазовим переходом, ïiñëÿ ÷îãî ñèñòåìà çíîâó ñòà¹ îäíîôàçíîþ (íàñè÷åíà
ïàðà).

Ðiâíÿííÿ, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî âèçíà÷àþòü ôóíêöiþ 𝑃 (𝑇 ), ìîæíà çíàéòè
iç óìîâè (1.191). Íà ¨¨ ïiäñòàâi ìîæíà çàïèñàòè(︂

𝜕𝜇1
𝜕𝑇

)︂
𝑃

𝑑𝑇 +

(︂
𝜕𝜇1
𝜕𝑃

)︂
𝑇

𝑑𝑃 =

(︂
𝜕𝜇2
𝜕𝑇

)︂
𝑃

𝑑𝑇 +

(︂
𝜕𝜇2
𝜕𝑃

)︂
𝑇

𝑑𝑃. (1.193)

Iç (1.193) âèïëèâà¹ ðiâíÿííÿ

𝑑𝑃

𝑑𝑇
=

(︂
𝜕𝜇2
𝜕𝑇

)︂
𝑃

−
(︂
𝜕𝜇1
𝜕𝑇

)︂
𝑃(︂

𝜕𝜇1
𝜕𝑃

)︂
𝑇

−
(︂
𝜕𝜇2
𝜕𝑃

)︂
𝑇

. (1.194)

Çãiäíî ç (1.156) òà (1.113) i (1.114)(︂
𝜕𝜇

𝜕𝑇

)︂
𝑃

=
𝜕

𝜕𝑇

(︂
Φ

𝑁

)︂
𝑃

=
1

𝑁

(︂
𝜕Φ

𝜕𝑇

)︂
𝑃

= − 𝑆

𝑁
,

(︂
𝜕𝜇

𝜕𝑃

)︂
𝑇

=
𝜕

𝜕𝑃

(︂
Φ

𝑁

)︂
𝑇

=
1

𝑁

(︂
𝜕Φ

𝜕𝑃

)︂
𝑇

=
𝑉

𝑁

òîìó çàìiñòü (1.194) ìîæíà çàïèñàòè ðiâíÿííÿ

𝑑𝑃

𝑑𝑇
=
𝑆1 − 𝑆2

𝑉1 − 𝑉2
= − △𝑆

𝑉1 − 𝑉2
. (1.195)

Äîñëiäíi äàíi äîâîäÿòü, ùî ôàçîâèé ïåðåõiä âiäáóâà¹òüñÿ çà ñòàëî¨ òåìïå-
ðàòóðè. Òîäi

△𝑆 =
𝑄

𝑇
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i
𝑑𝑃

𝑑𝑇
=

−𝑄
𝑇 (𝑉1 − 𝑉2)

, (1.196)

äå 𝑄 � êiëüêiñòü òåïëîòè, îòðèìàíà ñèñòåìîþ ïiä ÷àñ ôàçîâîãî ïåðåõîäó
äåÿêî¨ ìàñè ðå÷îâèíè 𝑚 iç ôàçè 1 ó ôàçó 2, à 𝑉1 i 𝑉2 � âiäïîâiäíî îá'¹ìè
ìàñè 𝑚 ó ôàçîâèõ ñòàíàõ 1 i 2.

Ïðîòå ÷àñòiøå êîðèñòóþòüñÿ êiëüêiñòþ òåïëîòè 𝜆 = −𝑄, âèäiëåíî¨ ïiä
÷àñ ôàçîâîãî ïåðåõîäó, ÿêó íàçèâàþòü теплотою переходу. �¨ çàçâè÷àé
âiäíîñÿòü àáî äî îäèíèöi ìàñè (ïèòîìà òåïëîòà ïåðåõîäó), àáî äî îäíîãî
ìîëÿ (ìîëÿðíà òåïëîòà ïåðåõîäó). Òîäi ðiâíÿííÿ (1.196) íàáóâà¹ âèãëÿäó

𝑑𝑃

𝑑𝑇
=

𝜆

𝑇 (𝑉1 − 𝑉2)
(1.197)

i éîãî íàçèâàþòü рiвнянням Клапейрона-Клаузiуса. Çà éîãî äîïîìîãîþ
ìîæíà çíàéòè ôóíêöiþ 𝑃 (𝑇 ), ÿêà âèçíà÷à¹ êðèâó ðiâíîâàãè ôàç àáî çàëå-
æíiñòü òåìïåðàòóðè ôàçîâîãî ïåðåõîäó âiä òèñêó.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (1.197) íå ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ, îñêiëüêè âå-
ëè÷èíè 𝜆, 𝑉1 i 𝑉2 ¹ ôóíêöiÿìè òåìïåðàòóðè, ÿêi â ðiçíèõ âèïàäêàõ ìàþòü
ðiçíèé âèãëÿä. Ïðîòå ó äåÿêèõ âèïàäêàõ ìîæëèâi ïåâíi ñïðîùåííÿ, âíàñëi-
äîê ÷îãî ðiâíÿííÿ ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè.

Äëÿ ïðèêëàäó çàñòîñó¹ìî ðiâíÿííÿ Êëàïåéðîíà-Êëàóçióñà äî ðiâíîâà-
æíî¨ ñèñòåìè ðiäèíà � íàñè÷åíà ïàðà òà ðîçãëÿíåìî ôàçîâèé ïåðåõiä íàñè-
÷åíà ïàðà → ðiäèíà, ïðè ÿêîìó, ÿê ïîêàçóþòü äîñëiäíi äàíi, âèäiëÿ¹òüñÿ
òåïëîòà ïåðåõîäó (𝜆 > 0). Ó öüîìó âèïàäêó 𝑉1 � îá'¹ì 1 ìîëÿ íàñè÷åíî¨
ïàðè, à 𝑉2 � îá'¹ì 1 ìîëÿ ðiäèíè.

ßêùî ñòàí ñèñòåìè íå áëèçüêèé äî êðèòè÷íîãî, òî 𝑉2 ≪ 𝑉1 = 𝑉 i ìîæíà
ââàæàòè, ùî 𝑉1 − 𝑉2 ≃ 𝑉 , òîáòî

𝑑𝑃

𝑑𝑇
=

𝜆

𝑇𝑉
.

Çàñòîñîâóþ÷è äî íàñè÷åíî¨ ïàðè ðiâíÿííÿ ñòàíó iäåàëüíîãî ãàçó 𝑃𝑉 =
𝑅𝑇 , îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

𝑑𝑃

𝑑𝑇
=

𝜆𝑃

𝑅𝑇 2
(1.198)

Äëÿ íåâåëèêîãî iíòåðâàëó òåìïåðàòóð òåïëîòó ïåðåõîäó 𝜆 áóäåìî ââàæàòè
ñòàëîþ âåëè÷èíîþ. Òîäi ðiâíÿííÿ (1.198) ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ìåòîäîì âiä-
îêðåìëåííÿ çìiííèõ

𝑑𝑃

𝑃
=
𝜆

𝑅

𝑑𝑇

𝑇 2
,

ïiñëÿ ÷îãî çíàõîäèìî
𝑃 = 𝐶𝑒−

𝜆
𝑅𝑇 , (1.199)

äå 𝐶 � ñòàëà iíòåãðóâàííÿ. Ñòàëó 𝐶 ìîæíà çíàéòè, ÿêùî âiäîìèé òèñê 𝑃0

ïðè äåÿêîìó çíà÷åííi òåìïåðàòóðè 𝑇0. Òîäi

𝑃0 = 𝐶𝑒−
𝜆

𝑅𝑇0 .
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Âèðàæàþ÷è

𝐶 = 𝑃0𝑒
𝜆

𝑅𝑇0 ,

çíàõîäèìî

𝑃 = 𝑃0𝑒
𝜆
𝑅

(︁
1
𝑇0

− 1
𝑇

)︁
. (1.200)

Iç (1.199) àáî (1.199) âèïëèâà¹, ùî ó ðàçi çðîñòàííÿ òåìïåðàòóðè òèñê
íàñè÷åíî¨ ïàðè òàêîæ çðîñòà¹.

Задача 1.12. У таблицi приведено значення тиску насиченої пари азоту
при трьох температурах.

𝑡, ∘C 𝑃 , мм. рт. ст.

−195 833

−196 741

−197 657

Користуючись ними, обчислити питому теплоту випаровування рiдкого
азоту 𝜆 при температурi 𝑡 = −196 ∘C. Вважати, що газоподiбний азот аж
до температури конденсацiї описується рiвнянням Менделєєва-Клапейрона.
Питомим об’ємом рiдкого азоту знехтувати у порiвняннi з об’ємом газо-
подiбного азоту.

Розв’язок.

Нехай 𝑉1 – питомий об’єм газоподiбного азоту, а 𝑉2 – питомий об’єм рiдкого
азоту, згiдно умови задачi 𝑉2 ≪ 𝑉1 = 𝑉 i можна вважати, що 𝑉1−𝑉2 ≃ 𝑉 ,
тодi рiвняння Клапейрона-Клаузiуса (1.197) набуває вигляду:

𝑑𝑃

𝑑𝑇
=

𝜆

𝑇𝑉
.

Оскiльки газоподiбний гелiй описується рiвнянням Менделєєва-
Клапейрона (для одиничної маси)

𝑃𝑉 =
1

𝜇
𝑅𝑇 ⇒ 𝑉 =

𝑅𝑇

𝜇𝑃
,

то
𝑑𝑃

𝑑𝑇
=
𝜆𝜇𝑃

𝑅𝑇 2
. (1.201)

Звiдки знаходимо питому теплоту випаровування рiдкого азоту

𝜆 =
𝑅𝑇 2

𝜇

(︂
1

𝑃

𝑑𝑃

𝑑𝑇

)︂
.

Пiдставляючи числовi значення одержуємо 𝜆 = Дж/кг.
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Задача 1.13. У закритiй посудинi об’ємом 5 л знаходиться 1 кг води при
температурi 𝑇 = 373 К. Простiр над водою заповнений насиченою па-
рою (повiтря вiдкачано). Знайти збiльшення маси насиченої пари △𝑚 при
пiдвищеннi температури на △𝑇 = 1 К. Питома теплота пароутворен-
ня води при 𝑇 = 373 К i нормальному тиску 𝑃 = 101, 3 кПа становить
𝜆 = 2, 257 × 103 кДж/кг.

Розв’язок.

Нехай 𝑣1 – питомий об’єм насиченої пари, а 𝑣2 – питомий об’єм рi-
дини (води), будемо вважати, що 𝑣2 ≪ 𝑣1 i 𝑣1 − 𝑣2 ≃ 𝑣1, тодi рiвняння
Клапейрона-Клаузiуса (1.197) набуває вигляду:

𝑑𝑃

𝑑𝑇
=

𝜆

𝑇 (𝑣1 − 𝑣2)
≈ 𝜆

𝑇𝑣1
=
𝜆𝑚

𝑇𝑉1
,

де 𝑚 – маса насиченої пари, а 𝑉1 – її об’єм. Згiдно умови задачi 𝑉1 = 𝑉 , де
𝑉 – об’єм посудини. Тодi маємо:

𝑑𝑃

𝑑𝑇
=
𝜆𝑚

𝑇𝑉
.

Якщо вважати, що насичена пара описується рiвнянням Менделєєва-
Клапейрона 𝑃𝑉 = 𝑚

𝜇𝑅𝑇 , то повна змiна тиску насиченої пари за сталого
об’єму 𝑉 буде рiвна:

𝑑𝑃 =
𝜕𝑃

𝜕𝑚
𝑑𝑚+

𝜕𝑃

𝜕𝑇
𝑑𝑇 =

𝑅𝑇

𝜇𝑉
𝑑𝑚+

𝑚𝑅

𝜇𝑉
𝑑𝑇.

Звiдки
𝑑𝑃

𝑑𝑇
=
𝑅𝑇

𝜇𝑉

𝑑𝑚

𝑑𝑇
+
𝑚𝑅

𝜇𝑉
.

Пiдставивши одержане значення 𝑑𝑃/𝑑𝑇 в рiвняння Клапейрона-Клаузiуса
будемо мати

𝑅𝑇

𝜇𝑉

𝑑𝑚

𝑑𝑇
+
𝑚𝑅

𝜇𝑉
=
𝜆𝑚

𝑇𝑉
.

З цього спiввiдношення знаходимо змiну маси насиченої пари iз змiною
температури

𝑑𝑚

𝑑𝑇
=

(︂
𝜆𝑚

𝑇𝑉
− 𝑚𝑅

𝜇𝑉

)︂
𝜇𝑉

𝑅𝑇
.

Врахувавши, що
𝑚

𝑉
=
𝜇𝑃

𝑅𝑇
остаточно одержимо:

𝑑𝑚

𝑑𝑇
=

(︂
𝜆𝜇𝑃

𝑅𝑇 2
− 𝑃

𝜇𝑇

)︂
𝜇𝑉

𝑅𝑇
=
𝜇𝑉 𝑃

𝑅𝑇 2

(︂
𝜆𝜇

𝑅𝑇
− 1

)︂
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або

𝑑𝑚 =
𝜇𝑉 𝑃

𝑅𝑇 2

(︂
𝜆𝜇

𝑅𝑇
− 1

)︂
𝑑𝑇.

Перейшовши до скiнчених приростiв маси i температури будемо мати:

△𝑚 =
𝜇𝑉 𝑃

𝑅𝑇 2

(︂
𝜆𝜇

𝑅𝑇
− 1

)︂
△𝑇.

Пiдставивши числовi значення фiгуруючих фiзичних величин з умови задачi
(𝜇 = 0, 018 кг/моль, 𝑅 = 8, 314 Дж/(мольК)), знаходимо: △𝑚 = 0, 095 г.

Задача 1.14. У закритiй посудинi при температурi 𝑡 = 20 ∘C знаходиться
вологе повiтря з вiдносною вологiстю 𝑓 = 80%. На скiльки градусiв треба
знизити температуру стiнок посудини, щоб на них почала випадати роса?
Питома теплота паротворення води при 20 ∘C 𝜆 = 2, 512 × 103 кДж/кг.
Водяну пару розглядати як iдеальний газ.

Розв’язок.

Для наближеної оцiнки в рiвняннi (1.201) замiнимо похiдну 𝑑𝑃/𝑑𝑇 вiд-
ношенням кiнцевих приростiв. Отримаємо

𝑇2 − 𝑇1
𝑃2 − 𝑃1

=
𝑅𝑇 2

1

𝜆𝜇𝑃1,

де 𝑃1 i 𝑃2 – тиск насиченої пари при температурах 𝑇1 i 𝑇2. Тиск пари в
повiтрi при температурi 𝑇1 i вiдноснiй вологостi 𝑓 буде рiвний 𝑃 = 𝑓𝑃1 (за
означенням вiдносна вологiсть рiвна 𝑓 = 𝑃/𝑃1). При температурi 𝑇1 пара
є ненасиченою. Для того, щоб вона стала насиченою (на стiнках посудини
з’явилася роса) її треба охолодити до температури 𝑇2 (точка роси). Процес
охолодження вiдбувається в закритiй посудинi при сталому об’ємi 𝑉 =
const, тому

𝑃2

𝑇2
=
𝑃

𝑇1
⇒ 𝑃2

𝑇2
=
𝑓𝑃1

𝑇1
⇒ 𝑃2 = 𝑓𝑃1

𝑇2
𝑇1
.

Пiдставимо цi значення в попереднє спiввiдношення

𝑇2 − 𝑇1 =
𝑅𝑇 2

1

𝜆𝜇𝑃1

(︂
𝑓𝑃1

𝑇2
𝑇1

− 𝑃1

)︂
=
𝑅𝑇 2

1

𝜆𝜇

(︂
𝑓
𝑇2
𝑇1

− 1

)︂
,

𝑇2 − 𝑇1 =
𝑅𝑇1
𝜆𝜇

(𝑓𝑇2 − 𝑇1) ,

𝑇2

(︂
𝑅𝑇1𝑓

𝜆𝜇
− 1

)︂
= −𝑇1

(︂
1 − 𝑅𝑇1

𝜆𝜇

)︂
,

𝑇2 = −𝑇1
𝜆𝜇−𝑅𝑇1
𝑅𝑇1𝑓 − 𝜆𝜇

,

𝑇2 − 𝑇1 + 𝑇1 = −𝑇1
𝜆𝜇−𝑅𝑇1
𝑅𝑇1𝑓 − 𝜆𝜇

.
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Остаточно маємо

𝑇2 − 𝑇1 =
𝑓 − 1

𝜆𝜇−𝑅𝑇1𝑓
𝑅𝑇 2

1 .

Пiдставляючи числовi значення фiзичних величин (𝑇1 = 293 К, 𝜇 = 0, 018
кг/моль, 𝑅 = 8, 314 Дж/(мольК)), знаходимо: 𝑇2 − 𝑇1 = −3, 3 К.

Для знаходження бiльш точного розв’язку у формулi (1.201) вiдокреми-
мо змiннi та проiнтегруємо:

𝑃2∫︁
𝑃1

𝑑𝑃

𝑃
=
𝜆𝜇

𝑅

𝑇2∫︁
𝑇1

𝑑𝑇

𝑇 2
,

ln

(︃
𝑓𝑃1

𝑇2
𝑇1

𝑃1

)︃
= −𝜆𝜇

𝑅

(︂
1

𝑇2
− 1

𝑇1

)︂
,

ln

(︂
𝑓
𝑇2
𝑇1

)︂
=

𝜆𝜇

𝑅𝑇1𝑇2
(𝑇2 − 𝑇1) ,

𝑇2 − 𝑇1 =
𝑅𝑇1𝑇2
𝜆𝜇

ln

(︂
𝑓
𝑇2
𝑇1

)︂
.

Пiдставляючи числовi значення, перетворимо це рiвняння до виду

𝑇2 − 𝑇1 = 0, 0539𝑇2 ln

(︂
𝑓
𝑇2
𝑇1

)︂
. (1.202)

Для знаходження розв’язку цього рiвняння застосовуємо метод послiдов-
них наближень. У нульовому наближеннi покладемо 𝑇2 = 𝑇1. Користую-
чись цим, знаходимо перше наближення:

𝑇2 − 𝑇1 = 0, 0539𝑇1 ln 𝑓 = −3, 52 K.

Обчисливши звiдси 𝑇2 i пiдставивши в праву частину рiвняння (1.202), зна-
йдемо друге наближення: 𝑇2 − 𝑇1 = −3, 66705 К. Продовжуючи так да-
лi, отримаємо третє наближення: 𝑇2 − 𝑇1 = −3, 67313 К, четверте на-
ближення: 𝑇2 − 𝑇1 = −3, 67360 К. З точнiстю до трьох значущих цифр
𝑇2 − 𝑇1 = −3, 67 К. Таким чином, замiна похiдної 𝑑𝑃/𝑑𝑇 вiдношенням кiн-
цевих приростiв приводить до помилки ∼ 10%.

1.19 Правило фаз Гiббса. Потрiйна точка

Ç îãëÿäó íà âèùåñêàçàíå â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi âèíèêà¹ çàïèòàííÿ:
ñêiëüêè ôàç ìîæóòü îäíî÷àñíî ïåðåáóâàòè ó ñòàíi òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíî-
âàãè? Äëÿ âiäïîâiäi íà öå çàïèòàííÿ ñïî÷àòêó óçàãàëüíèìî óìîâè ðiâíîâàãè
ôàç (1.190) íà ñèñòåìó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç 𝑛 ôàç òà 𝑟 êîìïîíåíòiâ.
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Ó ñòàíi òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè ìàþòü áóòè îäíàêîâèìè òåìïåðàòóðà
i òèñê ó âñiõ ôàçàõ:

𝑇1 = 𝑇2 = . . . = 𝑇𝑛; 𝑃1 = 𝑃2 = . . . = 𝑃𝑛. (1.203)

Êðiì òîãî, ìàþòü áóòè îäíàêîâèìè õiìi÷íi ïîòåíöiàëè êîæíîãî êîìïî-
íåíòà â óñiõ ôàçàõ, òîáòî ìîæíà çàïèñàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü

𝜇
(1)
1 = 𝜇

(1)
2 = . . . = 𝜇

(1)
𝑛 ;

𝜇
(2)
1 = 𝜇

(2)
2 = . . . = 𝜇

(2)
𝑛 ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1.204)

𝜇
(𝑟)
1 = 𝜇

(𝑟)
2 = . . . = 𝜇

(𝑟)
𝑛 ,

â ÿêèõ âåðõíié iíäåêñ � íîìåð êîìïîíåíòà, à íèæíié � íîìåð ôàçè. Êiëüêiñòü
íåçàëåæíèõ ðiâíÿíü ó ðÿäêó äîðiâíþ¹ 𝑛 − 1, òîìó êiëüêiñòü íåçàëåæíèõ
ðiâíÿíü ó (1.204) äîðiâíþ¹ 𝑟(𝑛− 1).

Çìiííèìè, âiä ÿêèõ çàëåæàòü õiìi÷íi ïîòåíöiàëè, ââàæàòèìåìî òåìïåðà-
òóðó 𝑇 i òèñê 𝑃 , ÿêi îäíàêîâi â óñiõ ôàçàõ, à òàêîæ âiäíîñíi êîíöåíòðàöi¨
êîìïîíåíòiâ ó êîæíié ôàçi. Êiëüêiñòü êîìïîíåíòiâ äîðiâíþ¹ 𝑟, òîìó i êiëü-
êiñòü êîíöåíòðàöié äîðiâíþ¹ 𝑟, àëå ñóìà âiäíîñíèõ êîíöåíòðàöié ó ôàçi äî-
ðiâíþ¹ îäèíèöi, îòæå, êiëüêiñòü íåçàëåæíèõ êîíöåíòðàöié ó ôàçi äîðiâíþ¹
𝑟− 1, à â óñiõ ôàçàõ � 𝑛(𝑟− 1). Âðàõîâóþ÷è òåìïåðàòóðó i òèñê, îòðèìà¹ìî
êiëüêiñòü íåçàëåæíèõ ïàðàìåòðiâ, ùî õàðàêòåðèçóþòü ñòàí ñèñòåìè, ðiâíîþ
𝑛(𝑟 − 1) + 2. Îñêiëüêè â ñòàíi òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè öi ïàðàìåòðè çà-
äîâiëüíÿþòü 𝑟(𝑛 − 1) ðiâíÿíü (1.204), òî ÷èñëî âiëüíèõ ïàðàìåòðiâ 𝑁 , ÿêi
ìîæíà çìiíþâàòè, íåïîðóøóþ÷è ðiâíîâàãè (÷èñëî òåðìîäèíàìi÷íèõ ñòåïå-
íåé ñâîáîäè), ðiâíå 𝑛(𝑟 − 1) + 2 − 𝑟(𝑛− 1), òîáòî

𝑁 = 2 + 𝑟 − 𝑛. (1.205)

Òàê ÿê çà ñâî¨ì çìiñòîì 𝑁 ¹ íåâiä'¹ìíèì ÷èñëîì (𝑁 > 0), òî

𝑛 6 𝑟 + 2. (1.206)

Ñïiââiäíîøåííÿ (1.206) âèçíà÷à¹ êiëüêiñòü ôàç, ÿêi ìîæóòü ïåðåáóâàòè
ó ñòàíi ðiâíîâàãè, i éîãî íàçèâàþòü правилом фаз Гiббса.

Çãiäíî ç ïðàâèëîì ôàç Ãiááñà, â îäíîêîìïîíåíòíié ñèñòåìi ìàêñèìàëü-
íà êiëüêiñòü ðiâíîâàæíèõ ôàç äîðiâíþ¹ òðüîì. Ïðèêëàäîì òàêî¨ ñèñòåìè ¹
ñèñòåìà âîäà�ëiä�íàñè÷åíà ïàðà.

Ó âèïàäêó îäíîêîìïîíåíòíî¨ òðèôàçíî¨ ñèñòåìè óìîâó ðiâíîâàãè ôàç
(1.203) i (1.204) çàïèñóþòü òàê:

𝑇1 = 𝑇2 = 𝑇3 = 𝑇 ; 𝑃1 = 𝑃2 = 𝑃3 = 𝑃 ;

𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇3.
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Îñêiëüêè êîìïîíåíò îäèí, çìiííèìè, âiä ÿêèõ çàëåæàòü õiìi÷íi ïîòåíöi-
àëè, ¹ òåìïåðàòóðà i òèñê. Òîìó

𝜇1(𝑇, 𝑃 ) = 𝜇2(𝑇, 𝑃 ) = 𝜇3(𝑇, 𝑃 ),

òîáòî ìà¹ìî ñèñòåìó äâîõ íåçàëåæíèõ ðiâíÿíü ç äâîìà íåâiäîìèìè. �¨
ðîçâ'ÿçêîì ¹ äåÿêi çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè 𝑇0 i òèñêó 𝑃0, îñêiëüêè òðè ôà-
çè ìîæóòü ïåðåáóâàòè ó ñòàíi òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè ëèøå çà 𝑇 = 𝑇0,
𝑃 = 𝑃0. Íà äiàãðàìi 𝑃𝑇 ç òî÷êè (𝑃0, 𝑇0) ïî÷èíàþòüñÿ òðè êðèâi ðiâíîâàãè
ôàç, òîìó ¨¨ íàçèâàþòü потрiйною точкою.

Êðèâi ðiâíîâàãè ôàç i ïîòðiéíà òî÷êà 𝑂(𝑃0, 𝑇0) ñèñòåìè âîäà � ëiä �
íàñè÷åíà ïàðà ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíi íà ðèñ. 1.11, äå ôàçà 1 � íàñè÷åíà

Рис. 1.11

ïàðà, ôàçà 2 � âîäà â ðiäêîìó ñòàíi, ôàçà 3 � ëiä (ëiä 1), ôàçà 4 � ëiä
(ëiä 2). Ôàçè ëiä 1 i ëiä 2 � ðiçíi êðèñòàëi÷íi ìîäèôiêàöi¨ ëüîäó. Ó öüîìó
âèïàäêó 𝑃0 = 609Ïà; 𝑇0 = 273, 16∘K (òî÷íî) ¹ îñíîâíîþ ðåïåðíîþ òî÷êîþ
àáñîëþòíî¨ òåìïåðàòóðíî¨ øêàëè.

Êðèâà ðiâíîâàãè ôàç âîäà � íàñè÷åíà ïàðà çàâåðøó¹òüñÿ òî÷êîþ 𝐾, ÿêà
çîáðàæó¹ êðèòè÷íèé ñòàí, à êðèâà ðiâíîâàãè âîäà � ëiä 1 çàâåðøó¹òüñÿ
iíøîþ ïîòðiéíîþ òî÷êîþ 𝑂1 ñèñòåìè âîäà � ëiä 1 � ëiä 2.

Êðèâà ðiâíîâàãè ôàç ëiä 1 � íàñè÷åíà ïàðà â îáëàñòi íèçüêèõ òåìïåðà-
òóð ïîòðåáó¹ äîäàòêîâîãî àíàëiçó, ïîâ'ÿçàíîãî ç êâàíòîâèìè âëàñòèâîñòÿìè
ðå÷îâèíè.

1.20 Температурна залежнiсть поверхневого натягу рi-

дини

Çàñòîñó¹ìî ìåòîä òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ äëÿ äîñëiäæåííÿ òåìïå-
ðàòóðíî¨ çàëåæíîñòi ïîâåðõíåâîãî íàòÿãó ðiäèíè.

Äîñëiäíi äàíi äîâîäÿòü, ùî äëÿ çáiëüøåííÿ ïëîùi ïîâåðõíi ðiäèíè ðîçòÿ-
ãóâàííÿì ïîâåðõíåâî¨ ïëiâêè ïðè ñòàëié ìàñi, ïîòðiáíî âèêîíàòè ïåâíó ðî-
áîòó ïðîòè ñèë ïîâåðõíåâîãî íàòÿãó. Êðiì òîãî, â ïðîöåñi çáiëüøåííÿ ïëîùi
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ïîâåðõíi ðiäèíà îõîëîäæó¹òüñÿ, îòæå, çà içîòåðìi÷íèõ óìîâ âîíà îáìiíþ¹-
òüñÿ òåïëîì ç òåðìîñòàòîì.

Ç ïîâåðõíåâèì íàòÿãîì ïîâ'ÿçàíèé êîåôiöi¹íò ïîâåðõíåâîãî íàòÿãó 𝜎,
ÿêèé çà âèçíà÷åííÿì äîðiâíþ¹ ðîáîòi çîâíiøíiõ ñèë, íåîáõiäíié äëÿ çáiëü-
øåííÿ ïëîùi ïîâåðõíi ðiäèíè Σ íà îäèíèöþ ïðè òåìïåðàòóði 𝑇 i ñòàëîìó
îá'¹ìó 𝑉 . Öÿ ðîáîòà äîðiâíþ¹ âiäïîâiäíié ðîáîòi ðiäèíè, âçÿòié ç ïðîòèëå-
æíèì çíàêîì, òîáòî

𝜎 = −𝛿𝐴𝑇,𝑉

𝑑Σ
. (1.207)

Êiëüêiñòü òåïëîòè 𝑞𝑇 , ÿêó ðiäèíà ìà¹ îòðèìàòè ïiä ÷àñ óòâîðåííÿ îäè-
íèöi ïëîùi ïîâåðõíi ïðè 𝑇 = const, íàçèâàþòü прихованою теплотою
óòâîðåííÿ îäèíèöi ïëîùi ïîâåðõíi:

𝑞𝑇 =
𝛿𝑄𝑇

𝑑Σ
. (1.208)

Ó ïiäðîçä. 1.13 (äèâ. (1.119)) ïîêàçàíî, ùî ïðè içîòåðìi÷íîìó ïðîöåñi
ðîáîòà ñèñòåìè âèêîíó¹òüñÿ çàâäÿêè çìåíøåííþ âiëüíî¨ åíåðãi¨. Òîìó

𝑑𝐹𝑇 = −𝛿𝐴𝑇,𝑉 = 𝜎𝑑Σ,

òîáòî

𝜎 =
𝑑𝐹𝑇
𝑑Σ

. (1.209)

Îòæå, êîåôiöi¹íò ïîâåðõíåâîãî íàòÿãó ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê çìiíó âiëüíî¨
åíåðãi¨ ïðè çìiíè ïëîùi ïîâåðõíi íà îäèíèöþ çà óìîâè 𝑇 = const.

Ïðè ïîñòiéíîìó îá'¹ìi ðiäèíè ç (1.119) âèïëèâà¹, ùî

𝑑𝐹 = −𝑆𝑑𝑇 − 𝛿𝐴𝑇,𝑉 = −𝑆𝑑𝑇 + 𝜎𝑑Σ, (1.210)

îñêiëüêè 𝑑𝐹 ¹ ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì, òî ìîæíà çàïèñàòè(︂
𝜕𝜎

𝜕𝑇

)︂
𝑉,Σ

= −
(︂
𝜕𝑆

𝜕Σ

)︂
𝑇

. (1.211)

Ç óðàõóâàííÿì 𝛿𝑄 = 𝑇𝑑𝑆 ðiâíÿííÿ (1.211) íàáóâà¹ âèãëÿäó(︂
𝜕𝜎

𝜕𝑇

)︂
𝑉,Σ

= − 1

𝑇

𝛿𝑄𝑇

𝑑Σ
= −𝑞𝑇

𝑇
. (1.212)

ßê óæå çàçíà÷àëîñÿ, ó ðàçi çáiëüøåííÿ ïëîùi ïîâåðõíi äëÿ ïiäòðèìó-
âàííÿ òåìïåðàòóðè ðiäèíà ìà¹ îòðèìóâàòè âiä òåðìîñòàòà ïåâíó êiëüêiñòü
òåïëîòè, òîáòî 𝑞𝑇 > 0. Òîäi ç (1.212) âèïëèâà¹, ùî

𝜕𝜎

𝜕𝑇
< 0,

îòæå, ó ðàçi ïiäâèùåííÿ òåìïåðàòóðè ïîâåðõíåâèé íàòÿã çìåíøó¹òüñÿ. Öåé
âèñíîâîê ïiäòâåðäæó¹òüñÿ äîñëiäíèìè äàíèìè.
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1.21 Механiчна рiвновага для сферичної поверхнi

Çíàéäåìî óìîâè ðiâíîâàãè äëÿ êðàïëi, ùî çíàõîäèòüñÿ â ïàði (ðèñ. 1.12).
Ñòàí ñèñòåìè âèçíà÷àòèìåìî òèñêîì i òåìïåðàòóðîþ. Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè
óìîâè ðiâíîâàãè, ïîòðiáíî äîñëiäèòè òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë Ãiááñà Φ
(1.112) i çíàéòè éîãî ìiíiìóì ç óðàõóâàííÿì ïîâåðõíåâî¨ âiëüíî¨ àíåðãi¨. Ó
äàíîìó âèïàäêó òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë Ãiááñà ìà¹ âèãëÿä

Рис. 1.12

Φ = 𝐹 + 𝑃𝑉 + 𝜎Σ = 𝑚1𝑓1 + 𝑃𝑉1 +𝑚2𝑓2 + 𝑃𝑉2 + 𝜎Σ =

= 𝑚1(𝑓1 + 𝑃𝑣1) +𝑚2(𝑓2 + 𝑃𝑣2) + 𝜎Σ. (1.213)

Òóò 𝑚1, 𝑚2 = 𝑚 − 𝑚1, i 𝑣1, 𝑣2 � âiäïîâiäíî ìàñè i ïèòîìi îá'¹ìè ïåðøî¨
(ðiäêî¨) i äðóãî¨ (ïàðîïîäiáíî¨) ôàç; òèñê 𝑃 ðîçãëÿäà¹ìî ÿê çîâíiøíié ïàðà-
ìåòð; 𝑓1(𝑣1, 𝑇 ) i 𝑓2(𝑣2, 𝑇 ) � ïèòîìi âiëüíi åíåðãi¨; Σ � ïëîùà ïîâåðõíi êðàïëi;
𝜎 � êîåôiöi¹íò ïîâåðõíåâîãî íàòÿãó íà ìåæi äâîõ ôàç. Áóäåìî ââàæàòè, ùî
𝜎 çàëåæèòü âiä òåìïåðàòóðè 𝑇 i íåçàëåæèòü âiä 𝑣1, 𝑣2.

Êðàïëÿ ðiäèíè ìàòèìå ñôåðè÷íó ôîðìó, îñêiëüêè ¨é âiäïîâiäà¹ ìiíi-
ìàëüíà ïëîùà ïîâåðõíi Σ ïðè çàäàíîìó îá'¹ìi.

Â ÿêîñòi íåçàëåæíèõ âíóòðiøíiõ ïàðàìåòðiâ çàäà÷i, ÿêi ïîòðiáíî âàðiþ-
âàòè äëÿ çíàõîäæåííÿ ðiâíîâàãè, áóäåìî ðîçãëÿäàòè âåëè÷èíè 𝑣1, 𝑣2 i 𝑚1,
ðåøòà âåëè÷èí � ìàñà äðóãî¨ ôàçè 𝑚2, ðàäióñ êðàïëi 𝑟 i ¨ ¨ ïëîùà ïîâåðõ-
íi Σ � ïîâ'ÿçàíi ç íèìè ñïiââiäíîøåííÿìè: 𝑚2 = 𝑚 − 𝑚1, 𝑚1𝑣1 = 4𝜋𝑟3/3,
Σ = 4𝜋𝑟2.

Äëÿ òîãî ùîá íàïèñàòè óìîâó ðiâíîâàãè, íåîáõiäíî çíàéòè ïîõiäíi âiä Φ
çà 𝑣1, 𝑣2 i 𝑚1 òà ïðèðiâíÿòè ¨õ äî íóëÿ. Äèôåðåíöiþþ÷è Φ çà 𝑣2 (Σ çàëåæèòü
ëèøå âiä îá'¹ìó êðàïëi 𝑣1), çíàõîäèìî

𝜕Φ

𝜕𝑣2
= 𝑚2

(︂
𝜕𝑓2
𝜕𝑣2

+ 𝑃

)︂
= 0, (1.214)

òàêèì ÷èíîì

𝑃2 = −𝜕𝑓2
𝜕𝑣2

= 𝑃. (1.215)
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Öå � òðèâiàëüíèé ðåçóëüòàò: òèñê ïàðè ðiâíèé òèñêó íàä ïîðøíåì. Ïðîäè-
ôåðåíöiþâàâøè Φ çà ïèòîìèì îá'¹ìîì êðàïëi 𝑣1, çíàéäåìî

𝜕Φ

𝜕𝑣1
= 𝑚1

(︂
𝜕𝑓1
𝜕𝑣1

+ 𝑃

)︂
+𝜎

(︂
𝜕Σ

𝜕𝑣1

)︂
𝑚1

= 𝑚1(−𝑃1+𝑃 )+𝜎

(︂
𝜕Σ

𝜕𝑣1

)︂
𝑚1

= 0. (1.216)

Òàêèì ÷èíîì, òèñê óñåðåäèíi êðàïëi 𝑃1 íå ðiâíèé 𝑃 , à ðiâíèé

𝑃1 = 𝑃 +
𝜎

𝑚1

(︂
𝜕Σ

𝜕𝑣1

)︂
𝑚1

. (1.217)

Îá÷èñëèìî äðóãèé äîäàíîê. Îñêiëüêè
𝜕𝑣1
𝜕𝑟

=
4𝜋𝑟2

𝑚1
i
𝜕Σ

𝜕𝑟
= 8𝜋𝑟, òî(︂

𝜕Σ

𝜕𝑣1

)︂
𝑚1

=
𝜕Σ

𝜕𝑟

(︂
𝜕𝑟

𝜕𝑣1

)︂
𝑚1

=
𝜕Σ

𝜕𝑟

𝑚1

4𝜋𝑟2
=

2𝑚1

𝑟
. (1.218)

𝑃1 = 𝑃 +
2𝜎

𝑟
. (1.219)

Îñòàííÿ ôîðìóëà ïîêàçó¹, ùî íà ïîâåðõíi ïîäiëó äâîõ ôàç � êðàïëi i ïàðè
� iñíó¹ ñòðèáîê òèñêiâ, ðiâíèé 2𝜎/𝑟. Äðóãèé äîäàíîê â ïðàâié ÷àñòèíi ôîð-
ìóëè (1.219) íàçèâà¹òüñÿ поверхневим тиском. Ïîâåðõíåâèé òèñê ðiâíèé
íóëþ, ÿêùî ìåæà ïîäiëó ïëîñêà, i íåõòîâíî ìàëèé äëÿ âåëèêèõ òië, îñêiëü-
êè êðèâèçíà ïîâåðõíi äëÿ íèõ íåâåëèêà. Îäíàê â ìàëåíüêèõ êðàïåëüêàõ àáî
áóëüáàøêàõ ïîâåðõíåâèé òèñê áóäå çíà÷íèì i òèì áiëüøèì, ÷èì ìåíøèé ðà-
äióñ êðèâèçíè.

Òàêèì ÷èíîì, óìîâà ðiâíîâàãè äâîõ ôàç � êðàïëi i ïàðè: ïðè çàäàíié
òåìïåðàòóði ñóìà çîâíiøíüîãî i ïîâåðõíåâîãî òèñêó ðiâíà òèñêó â êðàïëi.

Äàëi áóäåìî çìiíþâàòè 𝑚1, çàëèøàþ÷è ïîñòiéíèìè 𝑣1 i 𝑣2: öå âiäïîâiäà¹
ïåðåõîäó ðiäèíè iç êðàïëi â ïàðó i íàâïàêè. Òðåáà çàóâàæèòè, ùî öåé ïðî-
öåñ âèïàðîâóâàííÿ i êîíäåíñàöi¨, ùî ñóïðîâîäæó¹òüñÿ äèôóçi¹þ, ¹ áiëüø
òðèâàëèì, íiæ ïðîöåñ âèðiâíþâàííÿ òèñêiâ.

Äiôåðåíöiþþ÷è Φ çà 𝑚1, çíàõîäèìî(︂
𝜕Φ

𝜕𝑚1

)︂
𝑣1𝑣2

= 𝑓1 + 𝑃𝑣1 − 𝑓2 − 𝑃𝑣2 + 𝜎

(︂
𝜕Σ

𝜕𝑚1

)︂
𝑣1𝑣2

. (1.220)

Îá÷èñëèìî 𝜕Σ/𝜕𝑚1:

𝜕Σ

𝜕𝑚1
=
𝜕Σ

𝜕𝑟

(︂
𝜕𝑟

𝜕𝑚1

)︂
𝑣1𝑣2

=
𝜕Σ

𝜕𝑟

𝑣1
4𝜋𝑟2

=
2𝑣1
𝑟
. (1.221)

Òàêèì ÷èíîì, (︂
𝜕Φ

𝜕𝑚1

)︂
𝑣1𝑣2

= 𝑓1 + 𝑃𝑣1 − 𝑓2 − 𝑃𝑣2 +
2𝜎𝑣1
𝑟

. (1.222)
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Ââàæàþ÷è, ùî óìîâè ðiâíîâàãè 𝜕Φ/𝜕𝑣1 = 0 i 𝜕Φ/𝜕𝑣2 = 0 âèêîíóþòüñÿ,
òàê ùî ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (1.219)

𝑃1 = 𝑃 +
2𝜎

𝑟
,

ïåðåïèøåìî (1.222) ó âèãëÿäi(︂
𝜕Φ

𝜕𝑚1

)︂
𝑣1𝑣2

= 𝑓1+

(︂
𝑃 +

2𝜎

𝑟

)︂
𝑣1−𝑓2−𝑃𝑣2 = (𝑓1+𝑃1𝑣1)− (𝑓2+𝑃𝑣2). (1.223)

Ââåäåìî ïèòîìi òåðìîäèíàìi÷íi ïîòåíöiàëè Ãiááñà ïàðè òà ðiäèíè

𝜙1(𝑃1, 𝑇 ) = 𝑓1(𝑣1, 𝑇 ) + 𝑃1𝑣1, 𝜙2(𝑃2, 𝑇 ) = 𝑓2(𝑣2, 𝑇 ) + 𝑃𝑣2.

Òîäi (︂
𝜕Φ

𝜕𝑚1

)︂
𝑣1𝑣2

= 𝜙1(𝑃1, 𝑇 ) − 𝜙2(𝑃2, 𝑇 ). (1.224)

Äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó äàëi áóäåìî ïèñàòè 𝜙1(𝑃1) çàìiñòü 𝜙1(𝑃1, 𝑇 ).
Íåõàé ìà¹ìî ïåðåíàñè÷åíó ïàðó, òàê ùî 𝑃 > 𝑃н(𝑇 ), ïðè÷îìó òèñê íàñè-

÷åíî¨ ïàðè 𝑃н âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè 𝜙1(𝑃н) = 𝜙2(𝑃н), òîáòî íà ïëîñêié ìåæi
ïîäiëó ôàç (𝑟 → ∞). Íà ïëîñêié ìåæi ïîäiëó ïàðà ïðè òèñêó 𝑃 > 𝑃н(𝑇 )
áóäó êîíäåíñîâóâàòèñü. Ç'ÿñó¹ìî, ÿê áóäå ïîâîäèòèñÿ â öèõ óìîâàõ êðàïëÿ
ðàäióñîì 𝑟. Äëÿ öüîãî òðåáà äîñëiäèòè çíàê i âåëè÷èíó 𝜕Φ/𝜕𝑚1 â çàëåæíîñòi
âiä ðàäióñà êðàïëi 𝑟.

ßêùî êðàïëÿ ìàëà, òî ç (1.219) âèïëèâà¹ ùî 𝑃1 > 𝑃 i òàê ÿê, 𝜕𝜙/𝜕𝑃 =
𝑣 > 0, òî 𝜙1(𝑃1) > 𝜙2(𝑃 ), à òîìó 𝜕Φ/𝜕𝑚1 > 0. Ïðè çáiëüøåííi êðàïëi
𝑟 → ∞ (ïëîñêà ïîâåðõíÿ), òî, òàê ÿê 𝑃 > 𝑃н i ðiâíîâàãà âiäïîâiäà¹ ðiäêî-
ìó ñòàíó, òî 𝜙1(𝑃1) < 𝜙2(𝑃 ) i 𝜕Φ/𝜕𝑚1 < 0. Â òî÷öi, äå 𝜙1(𝑃1) = 𝜙2(𝑃 ) i
𝜕Φ/𝜕𝑚1 = 0 ïîòåíöiàë Φ ìà¹ ìàêñèìóì 3. Ðàäióñ êðàïëi 𝑟к, ÿêèé âiäïîâiäà¹
öüîìó ìàêñèìóìó, íàçèâà¹òüñÿ критичним радiусом, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ
ç ðiâíÿííÿ

𝜙1

(︂
𝑃 +

2𝜎

𝑟к

)︂
= 𝜙2(𝑃 ). (1.225)

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî â ïåðåíàñè÷åíó ïàðó âíåñòè êðàïëþ ç ðàäiñîì, áiëü-
øèì çà êðèòè÷íèé, òî çðîñòàííÿ êðàïëi áóäå ïîâ'ÿçàíå ç çìåíøåííÿì òåðìî-
äèíàìi÷íîãî ïîòåíöiàëó; îòæå, áóäå âiäáóâàòèñÿ êîíäåíñàöiÿ. ßêùî æ ðàäi-
óñ êðàïëi ìåíøèé çà êðèòè÷íèé, òî áóäå ïðîõîäèòè âèïàðîâóâàííÿ êðàïëi:
âîíà çíèêíå, îñêiëüêè, ïðè çáiëüøåííi êðàïëi òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë
ðîñòå.

Îòæå, äëÿ êîíäåíñàöi¨ ïåðåíàñè÷åíî¨ ïàðè íåîáõiäíà íàÿâíiñòü â íié за-
родкiв конденсацiї � êðàïåëü ðàäióñîì áiëüøèì çà êðèòè÷íèé. Ïåðåíàñè-
÷åíà ïàðà ìîæå iñíóâàòè, íå êîíäåíñóþ÷èñü, òðèâàëèé ÷àñ. �¨ ñòàí ¹ ïðèêëà-
äîì ìåòàñòàáiëüíîãî ñòàíó. Îá÷èñëèìî êðèòè÷íèé ðàäióñ êðàïëi. Äëÿ ìàëèõ

3якщо при переходi через критичну точку похiдна функцiї змiнює знак з плюса на мiнус, то в цiй точцi

функцiя має максимум
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Рис. 1.13

çíà÷åíü 𝑃1−𝑃 òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë 𝜙1(𝑃1) ìîæåìî ðîçêëàñòè â ðÿä
Òåéëîðà â îêîëi òîë÷êè 𝑃 :

𝜙1(𝑃1) = 𝜙1(𝑃 ) +
𝜕𝜙1

𝜕𝑃1
(𝑃1 − 𝑃 ), (1.226)

i òàê ÿê 𝜕𝜙/𝜕𝑃1 = 𝑣1, 𝑃1 − 𝑃 = 2𝜎/𝑟, òî

𝜙1(𝑃1) = 𝜙1(𝑃 ) +
2𝜎𝑣1
𝑟

, (1.227)

òàê ùî ðiâíÿííÿ äëÿ êðèòè÷íîãî ðàäióñà 𝑟к (âðàõóâàâøè, ùî 𝜙1(𝑃1) =
𝜙2(𝑃 )) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

𝜙1(𝑃 ) − 𝜙2(𝑃 ) = −2𝜎𝑣1
𝑟к

. (1.228)

Äàëi, ââàæàþ÷è ùî ïåðåíàñè÷åííÿ ïàðè ¹ íåâåëèêèì 𝑃 − 𝑃н ≪ 1,

𝜙1(𝑃 ) − 𝜙2(𝑃 ) = 𝜙1(𝑃н) +
𝜕𝜙1

𝜕𝑃
(𝑃 − 𝑃н) − 𝜙2(𝑃н) − 𝜕𝜙2

𝜕𝑃
(𝑃 − 𝑃н). (1.229)

Âðàõóâàâøè, ùî 𝜙1(𝑃н) = 𝜙2(𝑃н), ìà¹ìî

𝜙1(𝑃 ) − 𝜙2(𝑃 ) =
𝜕𝜙1

𝜕𝑃
(𝑃 − 𝑃н) − 𝜕𝜙2

𝜕𝑃
(𝑃 − 𝑃н) = (𝑣1 − 𝑣2)(𝑃 − 𝑃н). (1.230)

Òîäi ðiâíÿííÿ äëÿ êðèòè÷íîãî ðàäióñà 𝑟к áóäå ìàòè âèãëÿä

2𝜎𝑣1
𝑟к

= (𝑣2 − 𝑣1)(𝑃 − 𝑃н). (1.231)

çâiäêè

𝑟к =
2𝜎𝑣1

(𝑣2 − 𝑣1)(𝑃 − 𝑃н)
. (1.232)
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Iç öi¹¨ ôîðìóëè âèäíî, ùî êðèòè÷íèé ðàäióñ ïðîïîðöiéíèé ïîâåðõíåâîìó
íàòÿãó. ×ëåí (𝑃 − 𝑃н) â çíàìåííèêó ïîêàçó¹, ùî ÷èì áiëüøå ïåðåíàñè÷åíà
ïàðà, òèì ìåíøèé 𝑟к, à îòæå, òèì øâèäøå ïî÷íåòüñÿ êîíäåíñàöiÿ.

Ïðè âèïàðîâóâàííi ðiäèíè ðîëü çàðîäêiâ âiäiãðàþòü áóëüáàøêè ïàðè,
ïðè êðèñòàëiçàöi¨ ðiäèíè � êðèñòàëèêè. ßêiñíî ó âèïàäêó êðèñòàëiçàöi¨ âñå
âiäáóâà¹òüñÿ òàê ñàìî, ÿê i ïðè êîíäåíñàöi¨ ïàðè.

Çàçíà÷èìî, ùî ðîëü çàðîäêiâ ïðè êîíäåíñàöi¨ i êðèñòàëiçàöi¨ ìîæóòü âi-
äiãðàâàòè íå òiëüêè êðàïëi àáî êðèñòàëèêè äàíî¨ ðå÷îâèíè, àëå i ñòîðîííi
÷àñòèíêè (äîìiøêè, ïèë). Òîìó, äëÿ òîãî ùîá îäåðæàòè, ïåðåîõîëîäæåíó
ïàðó àáî ïåðåîõîëîäæåíó ðiäèíó, íåîáõiäíî î÷èñòèòè ðå÷îâèíó âiä äîìiøîê
òà ïèëó.

1.22 Рiвняння Ван-дер-Ваальса i фазова рiвновага.

Правило Максвелла

Ðiâíÿííÿ Âàí-äåð-Âààëüñà

𝑃 =
𝑅𝑇

𝑉 − 𝑏
− 𝑎

𝑉 2
(1.233)

¹ iíòåðïîëÿöiéíèì ðiâíÿííÿì ñòàíó, ùî ïðèáëèçíî îïèñó¹ ÿê ãàçîïîäiáíèé,
òàê i ðiäêèé ñòàí ðå÷îâèíè. Òèïîâà içîòåðìà ãàçó Âàí-äåð-Âààëüñà çîáðà-
æåíà íà ðèñ. 1.14.

Рис. 1.14

Öå äiéñíî òàê, îñêiëüêè, ðiâíÿííÿ (1.233) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó ôîðìi
àëãåáðà¨÷íîãî ðiâíÿííÿ òðåòüî¨ ñòåïåíi âiäíîñíî îá'¹ìó

𝑃𝑉 3 − (𝑃𝑏+𝑅𝑇 )𝑉 2 + 𝑎𝑉 − 𝑎𝑏 = 0, (1.234)

ÿêå â çàëåæíîñòi âiä ÷èñëîâèõ çíà÷åíü 𝑃 i 𝑉 äëÿ äàíîãî ãàçó ìîæå ìàòè
àáî îäèí, àáî òðè äiéñíi êîðåíi.

Ëiâà êðóòî ñïàäàþ÷à ãiëêà içîòåðìè âiäïîâiäà¹ ðiäêîìó ñòàíó ðå÷îâèíè ç
éîãî ìàëîþ ñòèñëèâiñòþ, ïðàâà ïîëîãà ãiëêà � ãàçîïîäiáíîìó ñòàíó. Ïåðåõiä
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ç ðiäêîãî ñòàíó â ãàçîïîäiáíèé (i íàçàä) çà çâè÷àéíèõ óìîâ âiäáóâà¹òüñÿ íå
âçäîâæ içîòåðìè ðiâíÿííÿ Âàí-äåð-Âààëüñà 𝐴𝐵𝐶𝐷, à âçäîâæ içîáàðè 𝐴𝐷
(çîáðàæåíà ïóíêòèðíîþ ëiíi¹þ), ÿêà îäíî÷àñíî ¹ i ðåàëüíîþ içîòåðìîþ.

Òî÷êè içîáàðè-içîòåðìè 𝐴𝐷 çîáðàæàþòü äâîôàçíi ñòàíè ðå÷îâèíè. ×èì
áëèæ÷å äî òî÷êè 𝐴, òèì áiëüøå â ñèñòåìi ðiäèíè i íàâïàêè. Ãiëêè 𝐴𝐵 i 𝐶𝐷
içîòåðìè Âàí-äåð-Âààëüñà çîáðàæàþòü ìåòàñòàáiëüíi ñòàíè ðå÷îâèíè: ïåðå-
îõîëîäæåíó ðiäèíó i ïåðåñè÷åíó ïàðó, i ìîæóòü áóòè ðåàëiçîâàíi çà âiäîìèõ
óìîâ. Äiëÿíêà 𝐵𝐶, íà ÿêié (𝜕𝑃/𝜕𝑉 )𝑇 > 0, âiäïîâiäà¹ àáñîëþòíî íåñòié-
êèì ñòàíàì ðå÷îâèíè ÿêi íi çà ÿêèõ óìîâ íå ìîæóòü áóòè ðåàëiçîâàíèìè.
Iç çðîñòàííÿì òåìïåðàòóðè îáëàñòü 𝐴𝐷 íà içîòåðìi Âàí-äåð-Âààëüñà çìåí-
øó¹òüñÿ (íà ðèñ. 1.15 𝑇1 < 𝑇2 < 𝑇 < 𝑇3 < 𝑇к < 𝑇5 < 𝑇6) i ïðè òåìïåðàòóði

Рис. 1.15

𝑇к (êðèòè÷íà òåìïåðàòóðà) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà òî÷êó ïåðåãèíó. Ó öié òî÷öi
(êðèòè÷íà òî÷êà) ìà¹ìî(︂

𝜕𝑃

𝜕𝑉

)︂
𝑇к

= 0,

(︂
𝜕2𝑃

𝜕𝑉 2

)︂
𝑇к

= 0. (1.235)

Ç ðiâíÿíü (1.233) i (1.235) ìîæíà çíàéòè âñi òðè ïàðàìåòðè êðèòè÷íî¨
òî÷êè � êðèòè÷íó òåìïåðàòóðà 𝑇к, êðèòè÷íèé òèñê 𝑃к i êðèòè÷íèé îá'¹ì
𝑉к:

𝑇к =
8𝑎

27𝑅𝑏
, 𝑃к =

𝑎

27𝑏2
, 𝑉к = 3𝑏. (1.236)

Ïðè 𝑇 → 𝑇к çíèêà¹ ðiçíèöÿ ìiæ ðiäêèì i ãàçîïîäiáíèì ñòàíîì ðå÷îâèíè,
ïåðåòâîðþþòüñÿ â íóëü ïèòîìà òåïëîòà ïàðîóòâîðåííÿ òà êîåôiöi¹íò ïî-
âåðõíåâîãî íàòÿãó. ßêùî òåìïåðàòóðà âèùà çà êðèòè÷íó, âiäñóòíÿ îáëàñòü
äâîôàçíîãî ñòàíó i içîòåðìè Âàí-äåð-Âààëüñà çîáðàæàþòü ñòàíè îäíîôà-
çíî¨ ñèñòåìè, ïðè÷îìó ÷èì âèùå òåìïåðàòóðà, òèì áëèæ÷å öi içîòåðìè äî
içîòåðì iäåàëüíîãî ãàçó 𝑃𝑉 = const. Ïðè òèñêó, áiëüøîìó çà êðèòè÷íèé,
ðå÷îâèíà çíàõîäèòüñÿ îáî â ðiäêîìó, àáî â ãàçîïîäiáíîìó ñòàíi. Ìåæåþ ìiæ
íèìè ñëóæèòü êðèòè÷íà içîòåðìà. Îòæå, ãàç, òåìïåðàòóðà ÿêîãî áiëüøà çà
êðèòè÷íó, íåìîæëèâî ïåðåâåñòè â ðiäêèé ñòàí øëÿõîì içîòåðìi÷íîãî ñòè-
ñíåííÿ.
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Äîâåäåìî, ùî ðiâíÿííÿ ôàçîâî¨ ðiâíîâàãè

𝜇1(𝑇, 𝑃 ) = 𝜇2(𝑇, 𝑃 )

åêâiâàëåíòíå óìîâi ðiâíîñòi ïëîù 𝐼 òà 𝐼𝐼 íà ðèñ. 1.14 (правило Максвела).
Äiéñíî, ÿê âèïëèâà¹ ç (1.119), ðîáîòà ïðè içîòåðìi÷íîìó ïðîöåñi ðiâíà

çìåíøåííþ âiëüíî¨ åíåðãi¨. Äëÿ ðîáîòè íà içîòåðìi 𝐴𝐵𝐶𝐷 ìà¹ìî

𝐴𝑇 =

∫︁
𝐴𝐵𝐶𝐷

𝑃𝑑𝑉 = 𝐹1 − 𝐹2.

Ç iíøîãî áîêó, óìîâà ðiâíîñòi õiìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ ðiäèíè i ãàçó 𝜇1 = 𝜇2 äà¹

𝐹1 + 𝑃𝑉1 = 𝐹2 + 𝑃𝑉2 ⇒ 𝐹1 − 𝐹2 = 𝑃 (𝑉2 − 𝑉1) =

∫︁
𝐴𝐷

𝑃𝑑𝑉,

òîáòî ∫︁
𝐴𝐵𝐶𝐷

𝑃𝑑𝑉 =

∫︁
𝐴𝐷

𝑃𝑑𝑉. (1.237)

Òàêèì ÷èíîì, iíòåãðàë âçäîâæ êðèâî¨ Âàí-äåð-Âààëüñà ðiâíèé ïëîùi ïðÿ-
ìîêóòíèêà ïiä içîáàðîþ 𝐴𝐷, à, îòæå, ïëîùi 𝐼 i 𝐼𝐼 ðiâíi. Íà 𝑃𝑉 -äiàãðàìi ìè
ìà¹ìî, òàêèì ÷èíîì, ñòðèáîê îá'¹ìó (𝑉2−𝑉1), âåëè÷èíà ÿêîãî âèçíà÷à¹òüñÿ
çà ïðàâèëîì Ìàêñâåëëà.

1.23 Класифiкацiя фазових переходiв. Фазовi переходи

першого роду

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïðîòiêàííÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäó ïðè ïîñòiéíîìó òèñêó
i òåìïåðàòóði. Òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë (1.152) äëÿ äâîôàçíî¨ ñèñòåìè
çàëåæèòü, îêðiì 𝑃 i 𝑇 , âiä ÷èñëà ÷àñòèíîê (ìîëiâ) ó êîæíié ôàçi 𝑁1 i 𝑁2:

𝑑Φ(𝑇, 𝑃,𝑁1, 𝑁2) = −𝑆𝑑𝑇 + 𝑉 𝑑𝑃 + 𝜇1𝑑𝑁1 + 𝜇2𝑑𝑁2, (1.238)

äå

𝜇1 =

(︂
𝜕Φ

𝜕𝑁1

)︂
𝑇,𝑃,𝑁2

, 𝜇2 =

(︂
𝜕Φ

𝜕𝑁2

)︂
𝑇,𝑃,𝑁1

� õiìi÷íi ïîòåíöiàëè ïåðøî¨ i äðóãî¨ ôàçè âiäïîâiäíî, àáî

𝑑Φ𝑇,𝑃 = 𝜇1𝑑𝑁1 + 𝜇2𝑑𝑁2. (1.239)

Çàïèñóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (1.238), ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî â ñèñòåìi âiäñóòíi
ãðàäi¹íòè òèñêó i òåìïåðàòóðè, òàê ùî ñòàí ¾ðiâíîâàæíèé¿ ïî öèõ ïàðàìå-
òðàõ. Íåðiâíîâàæíå çíà÷åííÿ ìîæå ìàòè ëèøå ÷èñëî ÷àñòèíîê 𝑁1 i 𝑁2, íàñ
öiêàâèòü, ÿê çìiíþâàòèìóòüñÿ öi ÷èñëà â ïðîöåñi âèðiâíþâàííÿ.
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ßêùî â ñèñòåìi âiäáóâà¹òüñÿ ïðîöåñ âèðiâíþâàííÿ, òî, ÿê áóëî ç'ÿñîâàíî
â ïiäðîçäiëi 1.17 , òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë çìåíøó¹òüñÿ: 𝑑Φ < 0. Àëå

𝑁1 +𝑁2 = 𝑁 = const, 𝑑𝑁1 = −𝑑𝑁2

à, îòæå,
(𝜇1 − 𝜇2)𝑑𝑁1 < 0, (1.240)

çâiäêè âèòiêà¹, ùî 𝑑𝑁1 < 0 ïðè 𝜇1 > 𝜇2 i, íàâïàêè, 𝑑𝑁1 > 0 ïðè 𝜇1 < 𝜇2,
òîáòî ïîòiê ðå÷îâèíè íàïðàâëåíèé âiä ôàçè ç áiëüøèì õiìi÷íèì ïîòåíöiàëîì
äî ôàçè ç ìåíøèì õiìi÷íèì ïîòåíöiàëîì.

Â ñòàíi òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë ñèñòåìè
Φ ìà¹ ìiíiìóì, 𝑑Φ = 0, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ðiâíîâàãà äâîõ ôàç äîñÿãà¹òüñÿ
ïðè 𝜇1 = 𝜇2.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ïîòîêó ðå÷îâèíè ç îäíi¹¨ ôàçè â iíøó õiìi÷íèé ïîòåí-
öiàë âiäiãðà¹ òàêó ñàìó ðîëü, ÿê òåìïåðàòóðà äëÿ ïîòîêó òåïëà àáî æ òèñê
äëÿ ïîòîêó ãàçó ó âiäïîâiäíèõ ïðîöåñàõ âèðiâíþâàííÿ. Ïîòiê òåïëà íàïðàâ-
ëåíèé âiä òî÷îê ç áiëüøîþ òåìïåðàòóðîþ äî òî÷îê ç ìåíøîþ òåìïåðàòóðîþ
i ïðèïèíÿ¹òüñÿ, êîëè òåìïåðàòóðè âèðiâíþþòüñÿ. Ïîòiê ãàçó íàïðàâëåíèé
âiä òî÷îê ç áiëüøèì òèñêîì äî òî÷îê ç ìåíøèì òèñêîì i ïðèïèíÿ¹òüñÿ, êî-
ëè òèñêè âèðiâíþþòüñÿ. Потiк речовини направлений вiд фази з бiльшим
хiмiчним потенцiалом до фази з меншим хiмiчним потенцiалом i припи-
няється, коли хiмiчнi потенцiали вирiвнюються.

Îòæå, ðiâíîâàãà äâîõ ôàç ðå÷îâèíè âèìàãà¹, êðiì ðiâíîñòi òèñêiâ 𝑃1 = 𝑃2

i ðiâíîñòi òåìïåðàòóð 𝑇1 = 𝑇2, ùå ðiâíiñòü õiìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ îáîõ ôàç:

𝜇1(𝑇, 𝑃 ) = 𝜇2(𝑇, 𝑃 ) (1.241)

Ðiâíÿííÿ (1.241) ïîêàçó¹, ùî ïðè ôàçîâîìó ïåðåõîäi õiìi÷íèé ïîòåíöiàë
çìiíþ¹òüñÿ íåïåðåðâíî (áåç ñòðèáêà). Ïðîòå, ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ïîõiäíi

õiìi÷íîãî ïîòåíöiàëó
(︁
𝜕𝜇
𝜕𝑇

)︁
𝑃

= − 𝑆
𝑁 = −𝑆 i

(︁
𝜕𝜇
𝜕𝑃

)︁
𝑇

= 𝑉
𝑁 = 𝑉 ïðè ôàçîâîìó

ïåðåõîäi çìiíÿþòüñÿ ñòðèáêîïîäiáíî, òîáòî ïèòîìèé îá'¹ì i ïèòîìà åíòðî-
ïiÿ ïåðøî¨ ôàçè íå ðiâíi ïèòîìîìó îá'¹ìó i ïèòîìié åíòðîïi¨ äðóãî¨ ôàçè:
𝑉1 ̸= 𝑉2, 𝑆1 ̸= 𝑆2. Òàêi ôàçîâi ïåðåõîäè íàçèâàþòüñÿ фазовими перехода-
ми першого роду. Îñêiëüêè ôàçîâèé ïåðåõiä âiäáóâà¹òüñÿ ïðè íåçìiííié
òåìïåðàòóði 𝑇 , òî ç ôîðìóë 𝑑𝑆 = 𝛿𝑄/𝑇 , (1.195) òà (1.196) çíàõîäèìî, ùî
ñòðèáîê åíòðîïi¨ 𝑆2 − 𝑆1 ïîâ'ÿçàíèé ç òåïëîòîþ ïåðåõîäó 𝜆 ôîðìóëîþ

𝜆 = 𝑇 (𝑆2 − 𝑆1), (1.242)

i òâåðäæåííÿ ïðî òå, ùî ïðè ôàçîâîìó ïåðåõîäi ïåðøîãî ðîäó 𝑆2 ̸= 𝑆1,
åêâiâàëåíòíå 𝜆 ̸= 0. Òàêèì ÷èíîì, фазовi переходи першого роду супрово-
джуються стрибкоподiбною змiною об’єму i поглинанням або видiленням
теплоти переходу. Äî òàêèõ ïåðåõîäiâ íàëåæàòü âñi çìiíè àãðåãàòíîãî ñòà-
íó (êèïiííÿ, ïëàâëåííÿ i ò. ä.) i áàãàòî âçà¹ìíèõ ïåðåòâîðåíü êðèñòàëi÷íèõ
ìîäèôiêàöié îäíi¹¨ i òi¹¨ æ ðå÷îâèíè.
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1.24 Фазовi переходи другого роду

Ïîðÿä ç ðîçãëÿíóòèìè âèùå ôàçîâèìè ïåðåõîäàìè ïåðøîãî ðîäó, ïðè
ÿêèõ â òî÷öi ïåðåõîäó õiìi÷íèé ïîòåíöiàë çìiíþ¹òüñÿ íåïåðåðâíî 𝜇1 = 𝜇2, à

éîãî ïîõiäíi
(︁
𝜕𝜇
𝜕𝑇

)︁
𝑃

= −𝑆 i
(︁
𝜕𝜇
𝜕𝑃

)︁
𝑇

= 𝑉 çìiíÿþòüñÿ ñòðèáêîïîäiáíî, iñíóþòü

фазовi переходи другого роду, ïðè ÿêèõ ïåðøi ïîõiäíi õiìi÷íîãî ïîòåí-
öiàëó íå ìàþòü ñòðèáêiâ (ó òî÷öi ïåðåõîäó 𝑆1 = 𝑆2, 𝑉1 = 𝑉2), àëå ñòðèáêîì
çìiíÿþòüñÿ äðóãi ïîõiäíi:

(︂
𝜕2𝜇

𝜕𝑃 2

)︂
𝑇

=

(︃
𝜕𝑉

𝜕𝑃

)︃
𝑇

,

(︂
𝜕2𝜇

𝜕𝑇 2

)︂
𝑃

= −

(︃
𝜕𝑆

𝜕𝑇

)︃
𝑃

= −𝐶𝑃
𝑇
,

(︂
𝜕2𝜇

𝜕𝑃𝜕𝑇

)︂
=

(︃
𝜕𝑉

𝜕𝑇

)︃
𝑃

.

(1.243)
Òàêèì ÷èíîì, при фазових переходах другого роду не вiдбувається стрибко-
подiбної змiни об’єму та поглинання чи видiлення теплоти переходу, але
стрибком змiняються стисливiсть, коефiцiєнт об’ємного розширення i те-
плоємнiсть.

Ôàçîâi ïåðåõîäè äðóãîãî ðîäó íàé÷àñòiøå ïîâ'ÿçàíi iç ñòðèáêîïîäiáíîþ
çìiíîþ ÿêèõ-íåáóäü âëàñòèâîñòåé ñèìåòði¨ òiëà. Íàïðèêëàä, ïiä ÷àñ ïåðåõî-
äó ìàãíåòèêà ç ôåðîìàãíiòíîãî ñòàíó â ïàðàìàãíiòíèé ñòðèáêîì çìiíþ¹òüñÿ
ñèìåòðiÿ â ðîçòàøóâàííi åëåìåíòàðíèõ ìàãíiòíèõ ìîìåíòiâ.

Ç íàâåäåíîãî ïðèêëàäó âèäíî, ùî ñòðèáêîïîäiáíà çìiíà ñèìåòði¨ â òî÷öi
ôàçîâîãî ïåðåõîäó äðóãîãî ðîäó ïîâ'ÿçàíà ç ïåðåìiùåííÿì äîâîëi ìàëîãî
÷èñëà àòîìiâ àáî ç ¨õ ïåðåìiùåííÿì íà ìàëi âiäñòàíi, i òîìó öå ïåðåìiùåííÿ
íå ïðèâîäèòü íi äî çàòðàò åíåðãi¨, íi äî ñòðèáêîïîäiáíî¨ çìiíè îá'¹ìó.

Äëÿ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ äðóãîãî ðîäó ìîæíà îòðèìàòè ôîðìóëó àíà-
ëîãi÷íó ôîðìóëi Êëàïåéðîíà-Êëàóçióñà (1.197). Ôîðìóëà Êëàïåéðîíà-
Êëàóçióñà íå ìà¹ çìiñòó äëÿ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ äðóãîãî ðîäó, îñêiëüêè ¨¨
ïðàâà ÷àñòèíà ¹ íåâèçíà÷åíiñòþ òèïó 0/0.

Çàïèøåìî âèðàç äëÿ [𝜇] (ñèìâîëîì [𝐴] ïîçíà÷åíî 𝐴2 − 𝐴1 � ñòðèáîê
âåëè÷èíè ïðè ïåðåõîäi ç ïåðøî¨ ôàçè â äðóãó) âçäîâæ êðèâî¨ ôàçîâîãî
ïåðåõîäó ç òî÷íiñòþ äî ÷ëåíiâ äðóãîãî ïîðÿäêó ïî 𝑑𝑃 i 𝑑𝑇 (ðîçêëàä â ðÿä
Òåéëîðà ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ):

[𝜇] =

[︂(︂
𝜕𝜇

𝜕𝑃

)︂
𝑇

]︂
𝑑𝑃 +

[︂(︂
𝜕𝜇

𝜕𝑇

)︂
𝑃

]︂
𝑑𝑇 +

1

2

[︂(︂
𝜕2𝜇

𝜕𝑃 2

)︂
𝑇

]︂
(𝑑𝑃 )2 +

+

[︂(︂
𝜕2𝜇

𝜕𝑃𝜕𝑇

)︂
𝑇

]︂
𝑑𝑃 𝑑𝑇 +

1

2

[︂(︂
𝜕2𝜇

𝜕𝑇 2

)︂
𝑃

]︂
(𝑑𝑇 )2,

àáî

[𝜇] = [𝑉 ]𝑑𝑃 − [𝑆]𝑑𝑇 +
1

2

[︃(︃
𝜕𝑉

𝜕𝑃

)︃
𝑇

]︃
(𝑑𝑃 )2 +

[︃(︃
𝜕𝑉

𝜕𝑇

)︃
𝑇

]︃
𝑑𝑃 𝑑𝑇 − 1

2

[𝐶𝑃 ]

𝑇
(𝑑𝑇 )2.
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Îñêiëüêè ïðè ôàçîâîìó ïåðåõîäi äðóãîãî ðîäó [𝑉 ] = 0 i [𝑆] = 0, òî

[𝜇] =
1

2

[︃(︃
𝜕𝑉

𝜕𝑃

)︃
𝑇

]︃
(𝑑𝑃 )2 +

[︃(︃
𝜕𝑉

𝜕𝑇

)︃
𝑇

]︃
𝑑𝑃 𝑑𝑇 − 1

2

[𝐶𝑃 ]

𝑇
(𝑑𝑇 )2. (1.244)

Âçäîâæ êðèâî¨ ôàçîâî¨ ðiâíîâàãè [𝜇] = 0, òîäi

1

2

[︃(︃
𝜕𝑉

𝜕𝑃

)︃
𝑇

]︃
(𝑑𝑃 )2 +

[︃(︃
𝜕𝑉

𝜕𝑇

)︃
𝑃

]︃
𝑑𝑃 𝑑𝑇 − 1

2

[𝐶𝑃 ]

𝑇
(𝑑𝑇 )2 = 0

àáî [︃(︃
𝜕𝑉

𝜕𝑃

)︃
𝑇

]︃(︂
𝑑𝑃

𝑑𝑇

)︂2

+ 2

[︃(︃
𝜕𝑉

𝜕𝑇

)︃
𝑃

]︃
𝑑𝑃

𝑑𝑇
− [𝐶𝑃 ]

𝑇
= 0. (1.245)

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi i çíàéäåìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ êðèâî¨ ðiâíîâàãè.
Äëÿ òîãî, ùîá çíà÷åííÿ 𝑑𝑃/𝑑𝑇 áóëî ¹äèíèì, äèñêðèìiíàíò êâàäðàòíîãî
ðiâíÿííÿ (1.245) ïîâèíåí äîðiâíþâàòè íóëþ:[︃(︃

𝜕𝑉

𝜕𝑇

)︃
𝑃

]︃2
+

[𝐶𝑃 ]

𝑇

[︃(︃
𝜕𝑉

𝜕𝑃

)︃
𝑇

]︃
= 0. (1.246)

Äëÿ ïîõiäíî¨ 𝑑𝑃/𝑑𝑇 âçäîâæ êðèâî¨ ôàçîâî¨ ðiâíîâàãè ç (1.245) îòðèìó¹ìî
äâà åêâiâàëåíòíi âèðàçè

𝑑𝑃

𝑑𝑇
= −

[︃(︃
𝜕𝑉

𝜕𝑇

)︃
𝑃

]︃
[︃(︃

𝜕𝑉

𝜕𝑃

)︃
𝑇

]︃ =
[𝐶𝑃 ]

𝑇

[︃(︃
𝜕𝑉

𝜕𝑇

)︃
𝑃

]︃ . (1.247)

Ñóêóïíiñòü ðiâíÿíü (1.246), (1.247) íîñèòü íàçâó рiвнянь Еренфеста.
Ðiâíÿííÿ (1.247) ìîæíà ïåðåïèñàòè â áiëüø çðó÷íié ôîðìi:

[𝐶𝑃 ] = −𝑇
(︂
𝑑𝑃

𝑑𝑇

)︂2
[︃(︃

𝜕𝑉

𝜕𝑃

)︃
𝑇

]︃
, (1.248)

(︃
𝜕𝑉

𝜕𝑇

)︃
𝑃

= −𝑑𝑃
𝑑𝑇

[︃(︃
𝜕𝑉

𝜕𝑃

)︃
𝑇

]︃
. (1.249)

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ÿêùî íà ñèñòåìó äi¹ óçàãàëüíåíà ñèëà 𝐴, ÿêié
âiäïîâiäà¹ çîâíiøíié ïàðìåòð 𝑎, ðiâíÿííÿ Åðåíôåñòà íàáóâàþòü âèãëÿäó

[𝐶𝐴] = −𝑇
(︂
𝑑𝐴

𝑑𝑇

)︂2 [︂(︂
𝜕𝑎

𝜕𝐴

)︂
𝑇

]︂
, (1.250)[︂(︂

𝜕𝑎

𝜕𝑇

)︂
𝑃

]︂
= −𝑑𝐴

𝑑𝑇

[︂(︂
𝜕𝑎

𝜕𝐴

)︂
𝑇

]︂
. (1.251)
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1.25 Фазовий перехiд провiдник – надпровiдник

Çàñòîñó¹ìî ðiâíÿííÿ Êëàïåéðîíà-Êëàóçióñà òà Åðåíôåñòà äî îïèñó ïå-
ðåõîäó ïðîâiäíèêà ç íîðìàëüíîãî ñòàíó 𝑛 â íàäïðîâiäíèé ñòàí 𝑠. Âiäìiííîþ
ðèñîþ òàêîãî ñòàíó ¹ ïîâíà âiäñóòíiñòü åëåêòðè÷íîãî îïîðó ó ïðîâiäíèêà.
Îäíàê, íàäïðîâiäíèé i íîðìàëüíèé ñòàí ìåòàëó âiäðiçíÿþòüñÿ íå ëèøå åëå-
êòðè÷íèìè ïðîâiäíîñòÿìè, àëå i çíà÷åííÿìè äåÿêèõ òåðìîäèíàìi÷íèõ âå-
ëè÷èí (åíòðîïiÿ, îá'¹ì, òåïëî¹ìíiñòü, íàìàãíi÷åíiñòü i ò.ä.). Öå îçíà÷à¹, ùî
öi ñòàíè ¹ ðiçíèìè òåðìîäèíàìi÷íèìè ôàçàìè ðå÷îâèíè, à ïåðåõiä ç îäíîãî
ñòàíó â iíøèé ¹ ôàçîâèì ïåðåõîäîì. ßê âiäîìî, òàêi ïåðåòâîðåííÿ âiäáó-
âàþòüñÿ ó äåÿêèõ ïðîâiäíèêiâ ïðè ïåâíié òåìïåðàòóði 𝑇к. Íàäïðîâiäíiñòü
ìîæíà çðóéíóâàòè, ÿêùî íàêëàñòè çîâíiøí¹ ìàãíiòíå ïîëå, íàïðóæåíiñòü
ÿêîãî äîñÿãà¹ äåÿêîãî êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ 𝐻к (êðèòè÷íå ïîëå). Âåëè÷èíà
êðèòè÷íîãî ïîëÿ çàëåæèòü âiä òåìïåðàòóðè 𝐻к = 𝐻к(𝑇 ) i îáåðòà¹òüñÿ â
íóëü ïðè 𝑇 = 𝑇к: 𝐻к(𝑇к) = 0.

Çàëåæíiñòü íàïðóæåíîñòi 𝐻к êðèòè÷íîãî ïîëÿ âiä òåìïåðàòóðè 𝑇 àíà-
ëîãi÷íà çàëåæíîñòi 𝑃 = 𝑃 (𝑇 ) ïðè ðiâíîâàçi ðiäèíà-ïàðà i íà äiàãðàìi (𝐻к,
𝑇к) çîáðàæà¹òüñÿ êðèâîþ (ðèñ. 1.16), ÿêà âiäîêðåìëþ¹ îáëàñòi íîðìàëüíî-

Рис. 1.16. Залежнiсть величини критичного поля вiд температури

ãî 𝑛- i íàäïðîâiäíîãî 𝑠-ñòàíiâ. ßêùî ïðîâiäíèê çíàõîäèòüñÿ ó ïîëi ç íà-
ïðóæåíiñòþ 𝐻к < 𝐻0, òî íàäïðîâiäíiñòü çíèêà¹ (íàñòà¹) ïðè òåìïåðàòóði
𝑇к(𝐻) < 𝑇к(0), äå 𝑇к(0) � êðèòè÷íà òåìïåðàòóðà çíèêíåííÿ ñòàíó íàäïðî-
âiäíîñòi çà âiäñóòíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ. Àíàëiòè÷íî öÿ êðèâà äîñèòü òî÷íî
ìîæå áóòè àïðîêñèìîâàíà ïàðàáîëîþ

𝐻к(𝑇 ) = 𝐻0

[︀
1 − (𝑇/𝑇к)2

]︀
.

ßêùî ïðîâiäíèê çíàõîäèòüñÿ â ìàãíiòíîìó ïîëi, òî éîãî ïåðåõiä â íàä-
ïðîâiäíèé ñòàí ñóïðîâîäæó¹òüñÿ òåïëîâèì åôåêòîì à, îòæå, ¹ ôàçîâèì
ïåðåõîäîì ïåðøîãî ðîäó. Â öüîìó âèïàäêó ïåðåõiä îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì
Êëàïåéðîíà-Êëàóçióñà. Ïðè âiäñóòíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ òåïëîòà ïåðåõîäó
ðiâíà íóëþ i ïåðåòâîðåííÿ 𝑛 â 𝑠 ¹ ôàçîâèì ïåðåõîäîì äðóãîãî ðîäó.
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Ïåðåõiä ìåòàëó iç íîðìàëüíîãî ñòàíó ó íàäïðîâiäíèé ñóïðîâîäæó¹òüñÿ
çìiíîþ éîãî ìàãíiòíèõ âëàñòèâîñòåé. Öÿ çìiíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ìàãíiòíå
ïîëå íå ïðîíèêà¹ â ñåðåäèíó ïðîâiäíèêà. Îòæå, â òîâùi ìàñèâíîãî íàäïðî-
âiäíèêà iíäóêöiÿ ìàãíiòíîãî ïîëÿ ðiâíà íóëþ (åôåêò Ìåéñíåðà):

𝐵𝑠 = 𝐻 + 4𝜋𝑀𝑠 = 0,

òîìó íàìàãíi÷åíiñòü íàäïðîâiäíèêà ðiâíà

𝑀𝑠 = − 1

4𝜋
𝐻. (1.252)

Çâiäêè çíàõîäèìî ìàãíiòíó ñïðèéíÿòëèâiñòü 𝜅 = 𝜕𝑀𝑠/𝜕𝐻 äëÿ íàäïðîâiä-
íèêà

𝜅 = − 1

4𝜋
. (1.253)

Òàêèì ÷èíîì, ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi íàäïðîâiäíèê ïîâîäèòüñÿ ÿê
"àáñîëþòíèé" äiàìàãíåòèê, òîáòî íàìàãíi÷ó¹òñÿ ïðîòè âåêòîðà íàïðóæå-
íîñòi çîâíiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ i ïðè÷îìó òàê, ùî ìàãíiòíà iíäóêöiÿ
óñåðåäèíi íàäïðîâiäíèêà ðiâíà íóëþ.

Òîìó åëåìåíòàðíà ðîáîòà íàìàãíi÷åííÿ ðiâíà

𝛿𝑊 = 𝐻 𝑑𝑀𝑠. (1.254)

Ïîêëàâøè â ðiâíÿííi Åðåíôåñòà (1.250) 𝐴 = 𝐻 i 𝑎 = 𝑀 , îòðèìó¹ìî äëÿ
ñòðèáêà òåïëî¹ìíîñòi

[𝐶] = 𝐶𝑠 − 𝐶𝑛 = −𝑇к
(︂
𝑑𝐻к

𝑑𝑇

)︂2

𝐻к=0

[︂(︂
𝜕𝑀

𝜕𝐻

)︂
𝑇

]︂
, (1.255)

äå 𝐻к(𝑇 ) � íàïðóæåíiñòü, ÿêà çàëåæèòü âiä òåìïåðàòóðè êðèòè÷íîãî ïîëÿ,
ïðè ÿêîìó çäiéñíþ¹òüñÿ ïåðåõiä íîðìàëüíîãî ïðîâiäíèêà â íàäïðîâiäíèê
(𝐻к(𝑇 ) âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè ðiâíîñòi õiìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ öèõ ôàç); ïîõi-
äíà 𝑑𝐻к/𝑑𝑇 áåðåòüñÿ ïðè 𝐻к = 0 i 𝑇 = 𝑇к. Äëÿ íàäïðîâiäíèêà (äèâ. (1.252),
(1.253))

𝑀𝑠 = − 1

4𝜋
𝐻 i

(︂
𝜕𝑀𝑠

𝜕𝐻

)︂
𝑇

= − 1

4𝜋
,

äëÿ íîðìàëüíîãî ïðîâiäíèêà

𝑀𝑛 =
𝜇− 1

4𝜋
𝐻 i

(︂
𝜕𝑀𝑛

𝜕𝐻

)︂
𝑇

=
𝜇− 1

4𝜋
.

Òàêèì ÷èíîì[︂(︂
𝜕𝑀

𝜕𝐻

)︂
𝑇

]︂
=

(︂
𝜕𝑀𝑠

𝜕𝐻

)︂
𝑇

−
(︂
𝜕𝑀𝑛

𝜕𝐻

)︂
𝑇

= − 𝜇

4𝜋
.
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Àëå 𝜇 = 1 + 4𝜋𝜅, à ìàãíiòíà ñïðèéíÿòëèâiñòü äëÿ ïàðàìàãíiòíèõ i äiàìàãíi-
òíèõ ðå÷îâèí ïîðÿäêà 𝜅 ∼ 10−5 − 10−6, òîìó[︂(︂

𝜕𝑀

𝜕𝐻

)︂
𝑇

]︂
= − 1

4𝜋

𝐶𝑠 − 𝐶𝑛 =
𝑇к
4𝜋

(︂
𝑑𝐻к

𝑑𝑇

)︂2

𝐻к=0

. (1.256)

Öå âèðàç äëÿ ñòðèáêà òåïëî¹ìíîñòi ïðè íàäïðîâiäíîìó ïåðåõîäi çà âiäñó-
òíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ íàçèâà¹òüñÿ формулою Рутгерса. Ç íå¨ âèäíî, ùî
òåïëî¹ìíiñòü ó íàäïðîâiäíîìó ñòàíi áiëüøà, íiæ òåïëî¹ìíiñòü ó íîðìàëüíî-
ìó ñòàíi 𝐶𝑠 > 𝐶𝑛.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð íàäïðîâiäíèê â ìàãíiòíîìó ïîëi (𝐻 ̸= 0). Òîäi òåðìî-
äèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë Φ i éîãî äèôåðåíöiàë çàïèøóòüñÿ ó âèãëÿäi

Φ = 𝑈 − 𝑇𝑆 + 𝑃𝑉 −𝐻𝑀, 𝑑Φ = −𝑆𝑑𝑇 + 𝑉 𝑑𝑃 −𝑀𝑑𝐻

à äèôåðåíöiàë õiìi÷íîãî ïîòåíöiàëó (𝜇𝑁 = Φ) íàäïðîâiäíèêà â ïîëi âèçíà-
÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

𝑑𝜇𝑠 = −𝑆𝑑𝑇 + 𝑉𝑠𝑑𝑃 − 𝑀̃𝑑𝐻,

äå 𝑉𝑠 � ïèòîìèé îá'¹ì íàäïðîâiäíèêà, 𝑆 � ïèòîìà åíòðîïiÿ, 𝑀̃ � ïèòîìà
íàìàãíi÷åíiñòü.

Ïiäñòàâëÿþ÷è ñþäè äëÿ íàäïðîâiäíèêà 𝑀̃𝑠 = −𝐻/(4𝜋) i iíòåãðóþ÷è ïî-
òiì îòðèìàíèé âèðàç

𝑑𝜇𝑠 = −𝑆𝑑𝑇 + 𝑉𝑠𝑑𝑃 +
1

4𝜋
𝐻𝑑𝐻

ïî 𝐻 ïðè äåÿêié òåìïåðàòóði 𝑇 , äëÿ íàäïðîâiäíîãî ñòàíó îòðèìó¹ìî (𝑇 =
const, 𝑃 = const)

𝜇𝑠(𝑇, 𝑃,𝐻) − 𝜇𝑠(𝑇, 𝑃, 0) =
𝐻2

8𝜋
. (1.257)

Òàêèì ÷èíîì, õiìi÷íèé ïîòåíöiàë íàäïðîâiäíèêà â ìàãíiòíîìó ïîëi áiëü-
øèé, íiæ ó âiäñóòíiñòü ïîëÿ íà âåëè÷èíó 𝐻2/(8𝜋).

Õiìi÷íèé ïîòåíöiàë íîðìàëüíîãî ïðîâiäíèêà ìîæíà ââàæàòè íå çàëå-
æíèì âiä ìàãíiòíîãî ïîëÿ, îñêiëüêè ñëàáêèì ïàðà- àáî äiàìàãíåòèçìîì
ìîæíà â ïåðøîìó íàáëèæåííi çíåõòóâàòè i ââàæàòè, ùî 𝜇𝑛(𝑇, 𝑃,𝐻) =
𝜇𝑛(𝑇, 𝑃, 0) = 𝜇𝑛(𝑇, 𝑃 ). Òàêèì ÷èíîì, ïðè äîñòàòíüî ñèëüíîìó ìàãíiòíî-
ìó ïîëi íàäïðîâiäíèé ñòàí ñòà¹ òåðìîäèíàìi÷íî íåâèãiäíèì, 𝜇𝑠(𝑇, 𝑃,𝐻) >
𝜇𝑛(𝑇, 𝑃 ), i íàäïðîâiäíiñòü ðóéíó¹òüñÿ. Â òî÷êàõ ôàçîâîãî ïåðåõîäó, êîëè 𝑛
i 𝑠 çíàõîäÿòüñÿ â ðiâíîâàçi, õiìi÷íi ïîòåíöiàëè îáîõ ôàç îäíàêîâi, òîìó ç
óìîâè 𝜇𝑛(𝑇, 𝑃,𝐻к) = 𝜇𝑠(𝑇, 𝑃,𝐻к), ÿêà âèçíà÷à¹ 𝐻к(𝑇 ), îòðèìó¹ìî îñíîâíå
ðiâíÿííÿ òåðìîäèíàìiêè íàäïðîâiäíèêiâ:

𝜇𝑛(𝑇, 𝑃,𝐻к) − 𝜇𝑠(𝑇, 𝑃, 0) =
𝐻2
к

8𝜋
. (1.258)
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Âðàõóâàâøè, ùî (𝜕𝜇/𝜕𝑇 )𝑃 = −𝑆 ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî öþ ðiâíiñòü çà 𝑇
âçäîâæ êðèâîé ôàçîâîãî ïåðåõîäó 𝐻к = 𝐻к(𝑇 ) i îòðèìà¹ìî

𝑆𝑠 − 𝑆𝑛 =
𝐻к

4𝜋

(︂
𝜕𝐻к

𝜕𝑇

)︂
𝑃

. (1.259)

Àíàëîãè÷íî, äèôåðåíöiþþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (1.258) ïî òèñêó, çíàéäåìî
((𝜕𝜇/𝜕𝑃 )𝑇 = 𝑉 )

𝑉𝑠 − 𝑉𝑛 = −𝐻к

4𝜋

(︂
𝜕𝐻к

𝜕𝑃

)︂
𝑇

. (1.260)

Ôîðìóëè (1.259) i (1.260) ïîêàçóþòü, ùî ÿêùî ïåðåõiä ç íîðìàëüíîãî
â íàäïðîâiäíèé ñòàí âiäáóâà¹òüñÿ â ìàãíiòíîìó ïîëi (ïðè 𝑇 < 𝑇к), òî âií
ñóïðîâîäæó¹òüñÿ ñòðèáêîïîäiáíîþ çìiíîþ åíòðîïi¨ i îá'¹ìó, òîáòî ¹ ôàçîâèì
ïåðåõîäîì ïåðøîãî ðîäó. Äîìíîæóþ÷è îáèäâi ÷àñòèíè ôîðìóëè (1.259) íà
𝑇 , çíàõîäèìî âèðàç äëÿ ìîëÿðíî¨ òåïëîòè ïåðåõîäó

𝜆 = 𝑇 (𝑆𝑠 − 𝑆𝑛) =
𝐻к𝑇

4𝜋

(︂
𝜕𝐻к

𝜕𝑇

)︂
𝑃

. (1.261)

Îñêiëüêè 𝐻к(𝑇 ) ¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ ôóíêöiþ, òî 𝜆 < 0. Îòæå, òåïëî ïî-
ãëèíà¹òüñÿ ïðè ïåðåõîäi ç íàäïðîâiäíîãî ñòàíó â íîðìàëüíèé i âèäiëÿ¹òüñÿ
ïðè çâîðîòíîìó ïåðåõîäi.

ßêùî ïåðåõiä ç 𝑠-ñòàíó â 𝑛-ñòàí (àáî íàâïàêè) çäiéñíþ¹òüñÿ ïðè 𝐻 = 0,
òî 𝑇 = 𝑇к(0) i 𝐻к = 0. Â öüîìó âèïàäêó ñêà÷êè åíòðîïi¨ i îá'¹ìó çãiäíî
(1.259) òà (1.260) ðiâíi íóëþ. Ïåðåõiä â öüîìó âèïàäêó ¹ ôàçîâèì ïåðåõîäîì
äðóãîãî ðîäó.

Çíàéäåìî ñêà÷êè òåïëî¹ìíîñòi äëÿ öüîìó âèïàäêó. Äèôåðåíöiþþ÷è ñïiâ-
âiäíîøåííÿ (1.259) ïî 𝑇 i äîìíîæàþ÷è íà 𝑇 îòðèìàíó ðiâíiñòü, çíàéäåìî
(𝐶 = 𝑇 (𝜕𝑆/𝜕𝑇 )𝑃 )

𝐶𝑠 − 𝐶𝑛 =
𝑇

4𝜋

[︃
𝐻к

(︂
𝜕2𝐻к

𝜕𝑇 2

)︂
𝑃

+

(︂
𝜕𝐻к

𝜕𝑇

)︂2

𝑃

]︃
. (1.262)

Ïðè 𝐻 = 0, 𝑇 = 𝑇к(0) i 𝐻к = 0 ç îñòàííüîãî âèðàçó îòðèìó¹ìî ôîðìóëó
Ðóòãåðñà (1.256).

2 РIВНОВАГА В БАГАТОКОМПОНЕНТНИХ СИСТЕМАХ

2.1 Рiвновага в гомогеннiй системi

Â ãîìîãåííié ñèñòåìi ìîæóòü ïðîõîäèòè õiìi÷íi ðåàêöi¨ ìiæ ¨¨ ñêëàäîâè-
ìè ÷àñòèíàìè i ñïîðiäíåíi ç íèìè ïðîöåñè äèñîöiàöi¨, iîíiçàöi¨, ïîëiìåðèçàöi¨
i ò. ä., ÿêi òàêîæ ïîâ'ÿçàíi çi çìiíîþ ÷èñëà ÷àñòèíîê â çàêðèòié ñèñòåìi. Âñi
òàêi, ïðîöåñè çàçâè÷àé íàçèâàþòü îäíèì òåðìiíîì � хiмiчна реакцiя.
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2.1.1 Умова хiмiчної рiвноваги

Íåõàé â îäíîðiäíié òåðìîäèíàìi÷íié ñèñòåìi ïðîòiêà¹ õiìi÷íà ðåàêöiÿ,
ÿêó ìè çàïèøåìî ó âèãëÿäi ∑︁

𝑖

𝜈𝑖𝐴𝑖 = 0, (2.1)

äå 𝐴𝑖 � õiìi÷íi ñèìâîëè ðå÷îâèí, ùî áåðóòü ó÷àñòü ó ðåàêöi¨; 𝜈𝑖 � стехiоме-
тричнi коефiцiєнти, ÿêi ïîêàçóþòü ñêiëüêè ìîëåêóë 𝑖-¨ ðå÷îâèíè âèíèêà¹
(𝜈𝑖 > 0) àáî çíèêà¹ (𝜈𝑖 < 0) â ðåçóëüòàòi îäíîãî àêòó ðåàêöi¨. Íàïðèêëàä,
äëÿ ðåàêöi¨

2SO2 + O2 = 2SO3

ñèìâîëè 𝐴𝑖 i 𝜈𝑖 ìàþòü íàñòóïíi çíà÷åííÿ: 𝐴1 = SO2, 𝜈1 = 2, 𝐴2 = O2, 𝜈2 = 1,
𝐴3 = SO3, 𝜈3 = −2.

Ïîðÿä ç "ïðÿìîþ" õiìi÷íîþ ðåàêöi¹þ â ñèñòåìi çàâæäè ïðîòiêà¹ i çâîðî-
òíà ðåàêöiÿ. Ïîêè íå äîñÿãíóòî ñòàíó ðiâíîâàãè, îäíà ç öèõ ðåàêöié ïåðåâà-
æà¹ íàä iíøîþ. Â ñòàíi òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè ïðÿìà i çâîðîòíà ðåàêöi¨
âðiâíîâàæóþòü îäíà îäíó i êîíöåíòðàöi¨ ïî÷àòêîâèõ i êiíöåâèõ ïðîäóêòiâ
ðåàêöi¨ ñòàþòü ïîñòiéíèìè.

Íåõàé ðåàêöiÿ ïðîòiêà¹ ïðè ïîñòiéíîìó òèñêó i òåìïåðàòóði. Òîäi ðiâíî-
âàãà íàñòóïà¹ ïðè ìiíiìóìi òåðìîäèíàìi÷íîãî ïîòåíöiàëó:

𝑑Φ = −𝑆𝑑𝑇 + 𝑉 𝑑𝑃 +
∑︁
𝑖

𝜇𝑖𝑑𝑛𝑖 = 0,

âðàõóâàâøè óìîâó 𝑇 = const, 𝑃 = const îòðèìà¹ìî∑︁
𝑖

𝜇𝑖𝑑𝑛𝑖 = 0. (2.2)

Àëå 𝑑𝑛𝑖 = 𝜈𝑖𝑧/𝑁𝐴, äå 𝑧 � ÷èñëî àêòiâ ðåàêöi¨, à 𝑁𝐴 � ÷èñëî Àâîãàäðî. Çâiäñè
çíàõîäèìî умову хiмiчної рiвноваги∑︁

𝑖

𝜈𝑖𝜇𝑖 = 0. (2.3)

Ïîðiâíþþ÷è ôîðìóëè (2.1) i (2.3), áà÷èìî, ùî äëÿ îòðèìàííÿ óìîâè õi-
ìi÷íî¨ ðiâíîâàãè ïîòðiáíî â ðiâíÿííi õiìi÷íî¨ ðåàêöi¨ çàìiíèòè ñèìâîëè 𝐴𝑖

âiäïîâiäíèìè õiìi÷íèìè ïîòåíöiàëàìè 𝜇𝑖. ßêùî â ñèñòåìi ïðîõîäèòü äåêiëü-
êà õiìi÷íèõ ðåàêöié, òî ðiâíîâàãà âèçíà÷à¹òüñÿ ñóêóïíiñòþ ðiâíÿíü âèãëÿäó
(2.3), äëÿ çàñòîñóâàííÿ ÿêèõ äî êîíêðåòíèõ õiìi÷íèõ ðåàêöié íåîáõiäíî çíà-
òè âèðàçè äëÿ õiìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ.
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2.1.2 Закон дiючих мас

Äëÿ iäåàëüíèõ ãàçiâ õiìi÷íèé ïîòåíöiàë ç òî÷íiñòþ äî åíòðîïiéíî¨ êîí-
ñòàíòè âiäîìèé4. Òîìó çà äîïîìîãîþ (2.3) ìîæíà âñòàíîâèòè ðÿä çàêîíî-
ìiðíîñòåé äëÿ õiìi÷íèõ ðåàêöiÿõ â ñóìiøi iäåàëüíèõ ãàçiâ, êîëè êîæåí ãàç
ïîâîäèòüñÿ íåçàëåæíî âiä iíøèõ, ìàþ÷è ïàðöiàëüíèé òèñê 𝑃𝑖.

Õiìi÷íèé ïîòåíöiàë iäåàëüíîãî ãàçó ìà¹ âèãëÿä

𝜇 = 𝑅𝑇 ln𝑃 + 𝜇0(𝑇 ),

äå
𝜇0(𝑇 ) = 𝐶𝑃𝑇 (1 − ln𝑇 ) − 𝑇𝑆0 + 𝑢0. (2.4)

Ó âèïàäêó ñóìiøi ãàçiâ äëÿ 𝑖-¨ êîìïîíåíòè

𝜇𝑖 = 𝑅𝑇 ln𝑃𝑖 + 𝜇0𝑖(𝑇 ),

äå 𝑃𝑖 � ïàðöiàëüíèé òèñê öi¹¨ êîìïîíåíòè.
Çàãàëüíèé òèñê ñóìiøi 𝑃 =

∑︀
𝑃𝑖. Äëÿ iäåàëüíîãî ãàçó

𝑃𝑖 = 𝑃
𝑁𝑖∑︀
𝑁𝑖

= 𝑐𝑖𝑃,

äå 𝑐𝑖 � êîíöåíòðàöèÿ 𝑖-ãî ãàçó. Òàêèì ÷èíîì

𝜇𝑖 = 𝑅𝑇 ln 𝑐𝑖𝑃 + 𝜇0𝑖(𝑇 ) (2.5)

i óìîâà õiìi÷íî¨ ðiâíîâàãè (2.3) äëÿ ðåàêöié â ãàçîâié ñóìiøi ïðèéìà¹ âèãëÿä∑︁
𝑖

𝜈𝑖[𝑅𝑇 ln 𝑐𝑖𝑃 + 𝜇0𝑖(𝑇 )] = 0,

çâiäêè
𝑅𝑇

∑︁
𝑖

𝜈𝑖 ln 𝑐𝑖 +𝑅𝑇
∑︁
𝑖

𝜈𝑖 ln𝑃 +
∑︁
𝑖

𝜈𝑖𝜇0𝑖(𝑇 ) = 0,

4Хiмiчний потенцiал iдеального газу може бути легко знайдений за допомогою спiввiдношень

Φ = 𝑈 − 𝑇𝑆 + 𝑃𝑉,

𝑈 = 𝑛(𝐶𝑉 𝑇 + 𝑢0),

𝑆 = 𝑛[𝐶𝑃 ln𝑇 −𝑅 ln𝑃 + 𝑆0],

𝑃𝑉 = 𝑛𝑅𝑇,

де 𝑢0 – внутрiшня енергiя моля газу при 𝑇 = 0, 𝑆0 – постiйна ентропiї. Звiки знаходимо

𝜇𝑖 =
𝜕Φ

𝜕𝑛
=

𝜕

𝜕𝑛
𝑛(𝑅𝑇 ln𝑃 + (𝐶𝑉 − 𝐶𝑃 ln𝑇 +𝑅)𝑇 − 𝑇𝑆0 + 𝑢0) =

= 𝑅𝑇 ln𝑃 + 𝐶𝑃𝑇 (1− ln𝑇 )− 𝑇𝑆0 + 𝑢0 =

= 𝑅𝑇 ln𝑃 + 𝜇0(𝑇 ),

де величину 𝜇0(𝑇 ) = 𝐶𝑃𝑇 (1− ln𝑇 )− 𝑇𝑆0 + 𝑢0 будемо називати хiмiчною константою газу.
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∑︁
𝑖

ln 𝑐𝜈𝑖𝑖 = −
∑︁
𝑖

𝜈𝑖 ln𝑃 − 1

𝑅𝑇

∑︁
𝑖

𝜈𝑖𝜇0𝑖(𝑇 ),

∏︁
𝑐𝜈𝑖𝑖 = 𝑃

−
∑︀
𝑖

𝜈𝑖
exp

[︃
− 1

𝑅𝑇

∑︁
𝑖

𝜈𝑖𝜇0𝑖(𝑇 )

]︃
= 𝐾(𝑇, 𝑃 ) (2.6)

Ââàæàþ÷è 𝜈𝑖 äîäàòíiìè äëÿ ðå÷îâèí, ùî âñòóïàþòü â ðåàêöiþ, i
âiä'¹ìíèìè äëÿ ðå÷îâèí, ùî óòâîðþþòüñÿ â ðåçóëüòàòi ðåàêöi¨, ïåðåïèøåìî
(2.6) ó âèãëÿäi: ∏︁

𝑗

𝑐
𝜈𝑗
𝑗

⧸︃∏︁
𝑠

𝑐𝜈𝑠𝑠 = 𝐾(𝑇, 𝑃 ). (2.7)

Ðiâíÿííÿ (2.6) àáî (2.7) ïðåäñòàâëÿþòü закон дiючих мас: вiдноше-
нням добутку степеней концентрацiй речовин, що вступають в реакцiю,
до добутку ступеней концентрацiй речовин, що утворюються в результа-
тi реакцiї, з показниками степеня, рiвними вiдповiдним стехiометричним
коефiцiєнтам, є величина стала при постiйнiй температурi i тиску.

Âåëè÷èíó

𝐾(𝑇, 𝑃 ) = 𝑃
−
∑︀
𝑖

𝜈𝑖
exp

[︃
− 1

𝑅𝑇

∑︁
𝑖

𝜈𝑖𝜇0𝑖(𝑇 )

]︃
(2.8)

íàçèâàþòü сталою хiмiчної рiвноваги, âîíà çàëåæèòü âiä òèñêó, òåìïåðà-
òóðè òà ðåàêöi¨. Iç çàêîíó äiþ÷èõ ìàñ âèïëèâà¹, ùî чим бiльша стала реакцiї
𝐾(𝑇, 𝑃 ), тим бiльше рiвновага змiщена у бiк кiнцевих продуктiв реакцiї i
навпаки. Ó çâ'ÿçêó ç öèì âàæëèâî çíàòè, ÿê çàëåæèòü 𝐾(𝑇, 𝑃 ) âiä òèñêó i
òåìïåðàòóðè. Çàëåæíîñòi ñòàëî¨ ðåàêöi¨ âiä òèñêó âèçíà÷à¹òüñÿ ìíîæíèêîì

𝑃
−
∑︀
𝑖

𝜈𝑖
, i â çàëåæíîñòi âiä âåëè÷èíè

∑︀
𝑖

𝜈𝑖 ìîæíà âèäiëèòè òðè âèïàäêè:

1.
∑︀
𝑖

𝜈𝑖 > 0. Â ðåçóëüòàòi ðåàêöi¨ ÷èñëî ìîëåêóë (à îòæå, i îá'¹ì ãàçó)

çðîñòà¹. Â öüîìó âèïàäêó çáiëüøåííÿ òèñêó ïðèâîäèòü äî çìåíøåí-
íÿ ñòàëî¨ ðåàêöi¨ à, îòæå, äî çìåíøåííÿ âèõîäó êiíöåâèõ ïðîäóêòiâ
ðåàêöi¨.

2.
∑︀
𝑖

𝜈𝑖 < 0. ×èñëî ìîëåêóë (i îá'¹ì ãàçó) çìåíøó¹òüñÿ â ðåçóëüòàòi ïðîòi-

êàííÿ ðåàêöi¨. Â öüîìó âèïàäêó iç çáiëüøåííÿì òèñêó ïîñòiéíà ðåàêöiÿ
i âèõiä êiíöåâèõ ïðîäóêòiâ çðîñòàþòü.

3.
∑︀
𝑖

𝜈𝑖 = 0. ×èñëî ìîëåêóë (i îá'¹ì ãàçó) íå çìiíÿþòüñÿ â ðåçóëüòàòi

ïðîòiêàííÿ ðåàêöi¨. Â öüîìó âèïàäêó ïîñòiéíà ðåàêöi¨ i âèõiä êiíöåâèõ
ïðîäóêòiâ íå çàëåæàòü âiä òèñêó.
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Äëÿ òîãî, ùîá ç'ÿñóâàòè õàðàêòåð çàëåæíîñòi 𝐾(𝑇, 𝑃 ) âiä òåìïåðàòóðè,
ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî çà 𝑇 ëîãàðèôì ñòàëî¨ ðåàêöi¨:

ln𝐾(𝑇, 𝑃 ) = ln𝑃
−
∑︀
𝑖

𝜈𝑖
−

∑︀
𝑖

𝜈𝑖𝜇0𝑖(𝑇 )

𝑅𝑇
,

𝜕

𝜕𝑇
[ln𝐾(𝑇, 𝑃 )] =

∑︀
𝑖

𝜈𝑖[𝜇0𝑖(𝑇 ) − 𝑇𝜇′0𝑖(𝑇 )]

𝑅𝑇 2
. (2.9)

Ïiäñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ 𝜇0𝑖(𝑇 ) ç ôîðìóëè (2.4) i âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó
𝑃𝑉 = 𝑅𝑇 , çíàõîäèìî

𝜕

𝜕𝑇
[ln𝐾(𝑇, 𝑃 )] =

∑︀
𝑖

𝜈𝑖[𝐶𝑃𝑖𝑇 + 𝑢0𝑖]

𝑅𝑇 2
=

∑︀
𝑖

𝜈𝑖[𝐶𝑉 𝑖𝑇 + 𝑢0𝑖 +𝑅𝑇 ]

𝑅𝑇 2
=

=

∑︀
𝑖

𝜈𝑖(𝐶𝑉 𝑖𝑇 + 𝑢0𝑖) +
∑︀
𝑖

𝜈𝑖𝑅𝑇

𝑅𝑇 2
=

=

∑︀
𝑖

𝜈𝑖(𝐶𝑉 𝑖𝑇 + 𝑢0𝑖) + 𝑃
∑︀
𝑖

𝜈𝑖𝑉

𝑅𝑇 2
. (2.10)

äå 𝑉 � îá'¹ì îäíîãî ìîëÿ ãàçó. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ïåðøèé äîäàíîê â ÷è-
ñåëüíèêó ïðàâî¨ ÷àñòèíè ¹ çìiíà âíóòðiøíié åíåðãi¨ ñóìiøi ãàçiâ, à äðóãèé
äîäàíîê � ðîáîòà, ùî âèêîíó¹òüñÿ ïðè ðåàêöi¨, ðîçðàõîâàíi íà îäèí ìîëü
êîæíî¨ ç ðåàãóþ÷èõ ðå÷îâèí. Òîìó

𝜕

𝜕𝑇
[ln𝐾(𝑇, 𝑃 )] =

𝑄

𝑅𝑇 2
,

äå 𝑄 � òåïëî, ùî âèäiëÿ¹òüñÿ àáî ïîãëèíà¹òüñÿ â ïiä ÷àñ ðåàêöi¨, â ðîçðà-
õóíêó íà îäèí ìîëü êîæíîãî ç ðåàãóþ÷èõ ãàçiâ.

Çâiäñè ìà¹ìî ïðè 𝑄 > 0 (åíäîòåðìi÷íà ðåàêöiÿ)

𝜕

𝜕𝑇
[ln𝐾(𝑇, 𝑃 )] > 0.

Iç çðîñòàííÿì òåìïåðàòóðè ïîñòiéíà ðåàêöi¨ à, îòæå, âèõiä êiíöåâèõ ïðîäó-
êòiâ ðåàêöi¨ çðîñòàþòü.

Íàâïàêè, ïðè 𝑄 < 0 (åêçîòåðìi÷íà ðåàêöiÿ) ìà¹ìî

𝜕

𝜕𝑇
[ln𝐾(𝑇, 𝑃 )] < 0.

Ïîñòiéíà ðåàêöi¨ i âèõiä êiíöåâèõ ïðîäóêòiâ çìåíøóþòüñÿ iç çðîñòàííÿì
òåìïåðàòóðè.

Çàêîí äiþ÷èõ ìàñ ìîæíà âèðàçèòè íå òiëüêè ÷åðåç êîíöåíòðàöi¨, àëå i
÷åðåç ïàðöiàëüíi òèñêè, ÿêùî â ðiâíÿííÿ õiìi÷íî¨ ðiâíîâàãè (2.3) ïiäñòàâèòè
𝜇𝑖 = 𝑅𝑇 ln𝑃𝑖 + 𝜇0𝑖(𝑇 ): ∏︁

𝑖

𝑃 𝜈𝑖
𝑖 = 𝐾𝑃 (𝑇 ).
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Ïîñòiéíà ðiâíîâàãè𝐾𝑃 (𝑇 ) â öüîìó âèïàäêó çîâñiì íå çàëåæèòü âiä òèñêó,
à çàëåæèòü òiëüêè âiä òåìïåðàòóðè. Â äåÿêèõ âèïàäêàõ öÿ ôîðìà çàêîíó
äiþ÷èõ ìàñ ¹ áiëüø çðó÷íîþ.

2.1.3 Закон розведення Оствальда

Ïðè ðîç÷èíåííi äåÿêî¨ ðå÷îâèíè (íàïðèêëàä, êóõîííî¨ ñîëi NaCl) â ðîç-
÷èííèêó (âîäi) âiäáóâà¹òüñÿ äèñîöiàöiÿ öi¹¨ ðå÷îâèíè, òîáòî ðîçïàä ìîëåêóë
ðîç÷èíåíî¨ ðå÷îâèíè íà ïîçèòèâíi i íåãàòèâíi iîíè (Na+, Cl−). Îäíî÷àñíî
ç öèì âiäáóâà¹òüñÿ i ïðîöåñ ìîëiçàöi¨, òîáòî îá'¹äíàííÿ iîíiâ ó íåéòðàëüíi
ìîëåêóëè. Ïðè ðiâíîâàçi îáèäâà öi ïðîöåñè éäóòü ç îäíàêîâîþ øâèäêiñòþ:
ñêiëüêè ìîëåêóë äèñîöiþ¹, ñòiëüêè æ i ìîëiçó¹òñÿ. ßâèùå äèñîöiàöi¨ ìîæíà
ðîçãëÿäàòè ÿê îêðåìèé âèïàäîê õiìi÷íî¨ ðåàêöi¨, à ðiâíîâàãó ïðè äèñîöiàöi¨
� ÿê îêðåìèé âèïàäîê õiìi÷íî¨ ðiâíîâàãè.

Çàñòîñó¹ìî äî öi¹¨ ðiâíîâàãè çàêîí äiþ÷èõ ìàñ. Êiëüêiñíî äèñîöiàöiÿ õà-
ðàêòåðèçó¹òüñÿ âåëè÷èíîþ 𝛼 = 𝑛/𝑁 , ÿêó íàçèâàþòü ступенем дисоцiацiї
(𝑛 � êiëüêiñòü äèñîöiéîâàíèõ ìîëåêóë ðîç÷èíåíî¨ ðå÷îâèíè, 𝑁 � çàãàëüíå
÷èñëî ìîëåêóë ðîç÷èíåíî¨ ðå÷îâèíè).

Íåõàé ÷èñëî ìîëåêóë ðîç÷èííèêà ðiâíå𝑁0. Òîäi êîíöåíòðàöiÿ ðîç÷èíåíî¨
ðå÷îâèíè 𝑐 = 𝑁/𝑁0, êîíöåíòðàöiÿ äîäàòíèõ iîíiâ öi¹¨ ðå÷îâèíè 𝑐1 = 𝑛/𝑁0,
êîíöåíòðàöiÿ íåãàòèâíèõ iîíiâ öi¹¨ ðå÷îâèíè 𝑐2 = 𝑛/𝑁0, êîíöåíòðàöiÿ íåðîç-
÷èíåíèõ ìîëåêóë ðå÷îâèíè 𝑐3 = (𝑁 − 𝑛)/𝑁0.

Çà çàêîíîì äiþ÷èõ ìàñ, ïðè ðiâíîâàçi
𝑐1 · 𝑐2
𝑐3

= 𝐾,

äå 𝐾 � ñòàëà äèñîöiàöi¨, àáî

𝑛/𝑁0 · 𝑛/𝑁0

(𝑁 − 𝑛)/𝑁0
=

(𝑁/𝑁0)
2 · (𝑛/𝑁)2

𝑁/𝑁0 · (𝑁 − 𝑛)/𝑁
=
𝑁/𝑁0 · (𝑛/𝑁)2

1 − 𝑛/𝑁
= 𝐾,

çâiäêè
𝛼2 𝑐

1 − 𝛼
= 𝐾.

Öå ðiâíÿííÿì âèðàæà¹ закон розведення Оствальда. Âîíî ïîâ'ÿçó¹
êîåôiöi¹íò äèñîöiàöi¨ 𝛼 ç êîíöåíòðàöi¹þ 𝑐 ðîç÷èíåíî¨ ðå÷îâèíè i ïîêàçó¹,
ùî iç çìåíøåííÿì êîíöåíòðàöi¨ (òîáòî çáiëüøåííÿì ðîçâåäåííÿ) ñòóïiíü
äèñîöiàöi¨ çðîñòà¹. Ó äóæå ñëàáêèõ ðîç÷èíàõ, êîëè 𝑐→ 0, ñòóïiíü äèñîöiàöi¨
𝛼 → 1, òîáòî ìàéæå âñi ìîëåêóëè äèñîöiéîâàíi.

Êîåôiöi¹íò äèñîöiàöi¨ 𝛼 ìîæå áóòè âèçíà÷åíèé ç ôîðìóëè äëÿ åëåêòðî-
ïðîâiäíîñòi 𝜎 ðîç÷èíó, ÿêó îòðèìóþòü â òåîði¨ åëåêòðîëiòè÷íî¨ äèñîöiàöi¨:

𝜎 = 𝐹𝛼 𝜂(𝑢+ + 𝑢−),

äå 𝐹 � ñòàëà Ôàðàäåÿ; 𝜂 � êîíöåíòðàöiÿ, ðiâíà ÷èñëó ìîëiâ ðîç÷èíåíî¨ ðå÷î-
âèíè â îäèíèöi îá'¹ìó ðîç÷èíó; 𝑢+ i 𝑢− � ðóõëèâiñòü, âiäïîâiäíî, ïîçèòèâíèõ
i íåãàòèâíèõ iîíiâ.
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Åêñïåðèìåíòàëüíå ïiäòâåðäæåííÿ çàêîíó ðîçâåäåííÿ Îñòâàëüäà ¹ õîðî-
øèì äîêàçîì ïðàâèëüíîñòi òåîði¨ åëåêòðîëiòè÷íî¨ äèñîöiàöi¨.

2.1.4 Теплова iонiзацiйна рiвновага. Формула Саха

Ïðè äîñòàòíüî âèñîêié òåìïåðàòóði (êîëè õiìi÷íà ñïîëóêà âæå ïîâíiñòþ
äèñîöiéîâàíà) çiòêíåííÿ àòîìiâ ãàçó ïðèâîäÿòü äî ¨õ iîíiçàöi¨. Ïðè öüîìó
÷àñòèíà àòîìiâ ðîçïàäà¹òüñÿ íà ïîçèòèâíèé iîí𝐴+ i åëåêòðîí 𝑒. Îäíî÷àñíî ç
öèì âiäáóâà¹òüñÿ i çâîðîòíèé ïðîöåñ ðåêîìáiíàöi¨, â õîäi ÿêîãî iîí i åëåêòðîí
ç'¹äíóþòüñÿ â íåéòðàëüíèé àòîì. Ïðè ðiâíîâàçi îáèäâà öi ïðîöåñó éäóòü ç
îäíàêîâîþ øâèäêiñòþ. Ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨ ìà¹ âèãëÿä

𝐴 = 𝐴+ + 𝑒.

Çàñòîñó¹ìî äî öi¹¨ òåïëîâî¨ iîíiçàöiéíî¨ ðiâíîâàãè îäíîàòîìíîãî ãàçó çà-
êîí äiþ÷èõ ìàñ i çíàéäåìî ñòóïiíü iîíiçàöi¨ 𝛼 ãàçó (ùî âèçíà÷à¹ âiäíîøåí-
íÿ ÷èñëà iîíiçîâàííèõ àòîìiâ äî ïîâíîãî ÷èñëà 𝑁 ïî÷àòêîâî íåéòðàëüíèõ
àòîìiâ) çàëåæíî âiä òèñêó, òåìïåðàòóðè. Òîäi äëÿ ÷èñëà i êîíöåíòðàöié åëå-
êòðîíiâ, iîíiâ òà íåéòðàëüíèõ àòîìiâ ïðè ðiâíîâàçi, âiäïîâiäíî, ìà¹ìî

𝑛𝑒 = 𝛼𝑁, 𝑛𝐴+ = 𝛼𝑁, 𝑛𝐴 = (1 − 𝛼)𝑁,
3∑︀
𝑖=1

𝑛𝑖 = 𝛼𝑁 + 𝛼𝑁 + (1 − 𝛼)𝑁 = (1 + 𝛼)𝑁,

𝑐𝑒 = 𝑐𝐴+ =
𝛼

1 + 𝛼
, 𝑐𝐴 =

1 − 𝛼

1 + 𝛼
,∑︀

𝜈𝑖 = 𝜈𝐴 + 𝜈𝐴+ + 𝜈𝑒 = 1 − 1 − 1 = −1. (2.11)

Iç çàêîíó äiþ÷èõ ìàñ

𝑐𝜈𝐴𝐴 𝑐
𝜈𝐴+

𝐴+ 𝑐
𝜈𝑒
𝑒 = 𝑃 ·𝐾(𝑇 ),

äå 𝑃 � ñóìà ïàðöiàëüíèõ òèñêiâ àòîìíîãî, iîííîãî òà åëåêòðîííîãî ãàçiâ,
çíàõîäèìî

1 − 𝛼

1 + 𝛼
𝛼

1 + 𝛼

𝛼

1 + 𝛼

=
(1 − 𝛼)

1 + 𝛼

(1 + 𝛼)2

𝛼2
=

1 − 𝛼2

𝛼2
= 𝑃 ·𝐾(𝑇 ),

çâiäêè

𝛼 =
1√︀

1 + 𝑃 ·𝐾(𝑇 )
.

Ïîñòiéíà õiìi÷íî¨ ðiâíîâàãè

𝐾(𝑇 ) = exp

[︃
− 1

𝑘𝑇

∑︁
𝑖

𝜈𝑖𝜇0𝑖(𝑇 )

]︃
.
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Ç ôîðìóë (2.4) i (2.11) âèäíî, ùî∑︁
𝑖

𝜈𝑖𝜇0𝑖(𝑇 ) = 𝑢0 + 𝑢+0 − 𝜇0𝑒(𝑇 ).

Äëÿ 𝜇0𝑒(𝑇 ) åëåêòðîííîãî ãàçó (äëÿ ÿêîãî 𝐶𝑃 = 5/2 𝑘 i 𝑢0𝑒 = 0) ìà¹ìî

𝜇0𝑒(𝑇 ) = 𝑘𝑇 ln
𝑏

(𝑘𝑇 )5/2
,

äå ïîñòiéíà 𝑏 ïîâ'ÿçàíà ç åíòðîïiéíîþ ïîñòiéíîþ 𝑆0 i ðiâíà

𝑏 =
1

2

(︂
ℎ2

2𝑛𝑚

)︂3/2

.

Ó âèïàäêó îäíîàòîìíèõ ãàçiâ çàçâè÷àé ââàæàþòü ùî 𝑢0 = 0, òîáòî âiä-
ðàõîâóþòü åíåðãiþ âiä íîðìàëüíîãî ðiâíÿ àòîìà. Òîäi åíåðãiÿ iîíiçîâàíîãî
àòîìà

𝑢+0 = 𝐼 = 𝑒𝑉,

äå 𝑉 � iîíiçàöiéíèé ïîòåíöiàë àòîìà; 𝑒 � çàðÿä åëåêòðîíà. Òàêèì ÷èíîì,∑︁
𝑖

𝜈𝑖𝜇0𝑖(𝑇 ) = −𝑘𝑇 ln
𝑏

(𝑘𝑇 )5/2
− 𝐼, 𝐾(𝑇 ) =

𝑏 exp[𝐼/(𝑘𝑇 )]

(𝑘𝑇 )5/2
,

𝛼 =
1√︁

1 + 𝑏𝑃 exp[𝐼/(𝑘𝑇 )]
(𝑘𝑇 )5/2

. (2.12)

Öåé âèðàç äëÿ çàëåæíîñòi ñòóïåíÿ iîíiçàöi¨ 𝛼 âiä òèñêó i òåìïåðàòóðè
áóëî îòðèìàíî iíäiéñüêèì ôiçèêîì Ì.Í. Ñàõà i íàçèâà¹òüñÿ формулою
Саха. Ç íå¨ âèäíî, ùî 𝛼 øâèäêî ðîñòå ç òåìïåðàòóðîþ. Çíàííÿ 𝛼 ìîæå
áóòè âèêîðèñòàíå äëÿ âèçíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè. Ìíîæíèê ïðè åêñïîíåíòi ¹
äóæå ìàëèì, òîìó ïðè òåìïåðàòóði, êîëè 𝑘𝑇 ∼ 𝐼, 𝛼 ≈ 1, ãàç âèÿâëÿ¹òüñÿ
ïðàêòè÷íî ïîâíiñòþ iîíiçîâàíèì.

Ôîðìóëà Ñàõà ìà¹ âàæëèâi çàñòîñóâàííÿ ó ôiçèöi àòìîñôåðè çiðîê, äå
ïðîõîäèòü ñèëüíà òåðìi÷íà iîíiçàöiÿ ïàðiâ ìåòàëiâ.

2.1.5 Осмотичний тиск. Рiвняння Вант-Гоффа

Ðîçãëÿíåìî òåðìîäèíàìi÷íi âëàñòèâîñòi слабких розчинiв, òîáòî òàêèõ
ðîç÷èíiâ, â ÿêèõ ÷èñëî ìîëåêóë ðîç÷èíåíèõ ðå÷îâèí çíà÷íî ìåíøå ÷èñëà
ìîëåêóë ðîç÷èííèêà.

Íåõàé 𝑁 � ÷èñëî ìîëåêóë ðîç÷èííèêà â ðîç÷èíi, à 𝑛 � ÷èñëî ìîëåêóë
ðå÷îâèíè, ùî ðîç÷èíÿ¹òüñÿ.Концентрацiєю розчину íàçâåìî âiäíîøåííÿ
𝑐 = 𝑛/𝑁 ; çãiäíî çðîáëåíîãî ïðèïóùåííÿ 𝑐≪ 1.
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Çíàéäåìî âèðàç äëÿ òåðìîäèíàìi÷íîãî ïîòåíöiàëó ðîç÷èíó. Íåõàé
Φ0(𝑇, 𝑃,𝑁) ¹ òåðìîäèíàìi÷íèì ïîòåíöiàëîì ÷èñòîãî ðîç÷èííèêà (â ÿêîìó
íi÷îãî íå ðîç÷èíåíî). Çãiäíî ôîðìóëè (1.155) éîãî ìîæíà çàïèñàòè ó âè-
ãëÿäi Φ0 = 𝑁𝜇0(𝑃, 𝑇 ), äå 𝜇0(𝑃, 𝑇 ) � õiìi÷íèé ïîòåíöiàë ÷èñòîãî ðîç÷èííèêà.
Òîäi òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë ðîç÷èíó ìîæåìî çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

Φ = 𝑁𝜇0(𝑃, 𝑇 ) + 𝑛𝑅𝑇 ln
𝑛

𝑒𝑁
, 𝑒 = 2, 718 . . . , (2.13)

äå äðóãèé äîäàíîê âðàõîâó¹ çìiíó òåðìîäèíàìi÷íîãî ïîòåíöiàëó Φ0 ïðè ââå-
äåíi â ðîç÷èííèê 𝑛 ìîëåêóë ðîç÷èíåíî¨ ðå÷îâèíè.

Ç (2.13) ëåãêî çíàéòè õiìi÷íi ïîòåíöiàëè äëÿ ðîç÷èííèêà5:

𝜇 =
𝜕Φ

𝜕𝑁
= 𝜇0 −𝑅𝑇

𝑛

𝑁
= 𝜇0 −𝑅𝑇 𝑐. (2.14)

Äàëi ïðèïóñòèìî, ùî äâà ðîç÷èíè îäíi¹¨ i òi¹¨ æ ðå÷îâèíè â îäíîìó i òî-
ìó æ ðîç÷èííèêó, àëå ç ðiçíèìè êîíöåíòðàöiÿìè 𝑐1 i 𝑐2, âiäîêðåìëåíi îäèí
âiä îäíîãî ïåðåãîðîäêîþ, êðiçü ÿêó ìîæóòü ïðîíèêàòè ìîëåêóëè ðîç÷èííè-
êà, àëå íå ðîç÷èíåíî¨ ðå÷îâèíè (íàïiâïðîíèêíà ïåðåãîðîäêà). Òèñê ç îáîõ
áîêiâ ïåðåãîðîäêè áóäå ïðè öüîìó ðiçíèì. Ðiçíèöþ öèõ òèñêiâ íàçèâàþòü
осмотичним тиском.

Óìîâîþ ðiâíîâàãè ìiæ îáîìà ðîç÷èíàìè áóäå (îêðiì ðiâíîñòi ¨õ òåìïå-
ðàòóð) ðiâíiñòü õiìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ ðîç÷èííèêà â íèõ. Õiìi÷íi ïîòåíöiàëè
ðîç÷èíåíî¨ ðå÷îâèíè ïðè öüîìó íå ïîâèííi áóòè îäíàêîâi, îñêiëüêè âíàñëi-
äîê íàïiâïðîíèêíîñòi ïåðåãîðîäêè ðiâíîâàãà ìà¹ ìiñöå òiëüêè ïî âiäíîøåí-
íþ äî ðîç÷èííèêà.

Ïîçíà÷èâøè òèñê â îáîõ ðîç÷èíàõ ÷åðåç 𝑃1 i 𝑃2 òà ñêîðèñòàâøèñü âèðà-
çîì (2.14), îòðèìà¹ìî óìîâó ðiâíîâàãè ó âèãëÿäi

𝜇0(𝑃1, 𝑇 ) − 𝑐1𝑅𝑇 = 𝜇0(𝑃2, 𝑇 ) − 𝑐2𝑅𝑇. (2.15)

Ðiçíèöÿ òèñêiâ 𝑃2−𝑃1 = △𝑃 (òîáòî îñìîòè÷íèé òèñê) äëÿ ñëàáêèõ ðîç÷èíiâ
âiäíîñíî ìàëà. Òîìó ìîæíà ðîçêëàñòè 𝜇0(𝑃2, 𝑇 ) â ðÿä çà ñòåïåíÿìè △𝑃 i
çàëèøèòè òiëüêè äâà ïåðøi ÷ëåíè:

𝜇0(𝑃2, 𝑇 ) = 𝜇0(𝑃1, 𝑇 ) + △𝑃 𝜕𝜇0
𝜕𝑃

.

Ïiäñòàâëÿþ÷è öå â (2.15), çíàõîäèìî

△𝑃 𝜕𝜇0
𝜕𝑃

= (𝑐2 − 𝑐1)𝑅𝑇.

Àëå ïîõiäíà 𝜕𝜇0/𝜕𝑃 ¹ ìîëÿðíèì îá'¹ì 𝑉 ÷èñòîãî ðîç÷èííèêà. Òàêèì ÷èíîì,

△𝑃 = (𝑐2 − 𝑐1)
𝑅𝑇

𝑉
. (2.16)

5 𝜕
𝜕𝑁 [𝑛 ln 𝑛

𝑒𝑁 ] = 𝑛 𝑒𝑁
𝑛

𝑛
𝑒

(︀
− 1

𝑁2

)︀
= − 𝑛

𝑁 .
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Çîêðåìà, ÿêùî ç îäíîãî áîêó ïåðåãîðîäêè çíàõîäèòüñÿ ÷èñòèé ðîç÷èííèê
(𝑐1 = 0, 𝑐2 = 𝑐), òî îñìîòè÷íèé òèñê

△𝑃 = 𝑐
𝑅𝑇

𝑉
=
𝑛

𝑉
𝑅𝑇, (2.17)

äå 𝑛 ¹ ÷èñëî ìîëåêóë ðîç÷èíåíî¨ ðå÷îâèíè â îá'¹ìi 𝑉 ðîç÷èííèêà (âðàõîâóþ-
÷è ñëàáêiñòü ðîç÷èíó 𝑉 ç âåëèêîþ òî÷íiñòþ ðiâíèé ïîâíîìó îá'¹ìó ðîç÷èíó).
Ôîðìóëó (2.17) íàçèâàþòü рiвнянням Вант-Гоффа. Ñëiä çâåðíóòè óâàãó
íà òå, ùî âîíà çàñòîñîâíà äî ñëàáêèõ ðîç÷èíiâ íåçàëåæíî âiä êîíêðåòíîãî
ðîäó ðå÷îâèí (ÿê ðîç÷èííèêà, òàê i ðîç÷èíåíî¨ ðå÷îâèíè), à òàêîæ íà ñõî-
æiñòü öi¹¨ ôîðìóëè ç ðiâíÿííÿì ñòàíó iäåàëüíîãî ãàçó. Çàìiñòü òèñêó ãàçó
òóò ôiãóðó¹ îñìîòè÷íèé òèñê, çàìiñòü îá'¹ìó ãàçó � îá'¹ì ðîç÷èíó, çàìiñòü
êiëüêîñòi ÷àñòèíîê â ãàçå � êiëüêiñòü ìîëåêóë ðîç÷èíåíî¨ ðå÷îâèíè.

2.2 Основнi положення термодинамiки нерiвноважних

процесiв

2.2.1 Локальна рiвновага i основне рiвняння термодинамiки не-

рiвноважних процесiв

Ó òåðìîäèíàìi÷íî ðiâíîâàæíèõ ñèñòåìàõ, ÿê âiäîìî, òåìïåðàòóðà 𝑇 i
õiìi÷íèé ïîòåíöiàë 𝜇 ïîñòiéíi óçäîâæ âñi¹¨ ñèñòåìè:

grad𝑇 = 0, grad𝜇 = 0.

ßêùî öi óìîâè íå âèêîíóþòüñÿ (grad𝑇 ̸= 0, grad𝜇 ̸= 0), òî â ñèñòåìi âèíèêà-
þòü íåîáîðîòíi ïðîöåñè ïåðåíåñåííÿ ìàñè, åíåðãi¨, òåïëà, iìïóëüñó, åíòðîïi¨,
åëåêòðè÷íîãî çàðÿäó i òàê äàëi.

Ïðè óçàãàëüíåííi êëàñè÷íî¨ òåðìîäèíàìiêè íà íåðiâíîâàæíi ïðîöåñè
ñïèðàþòüñÿ íà óÿâëåííÿ ïðî локальну рiвновагу. Âiäîìî, ùî ÷àñ ðåëàêñà-
öi¨ ðîñòå iç çáiëüøåííÿì ðîçìiðiâ ñèñòåìè, òàê ùî îêðåìi ìàêðîñêîïi÷íî ìàëi
÷àñòèíè ñèñòåìè ïåðåõîäÿòü ñàìîâiëüíî â ðiâíîâàæíèé ñòàí çíà÷íî ðàíiøå,
íiæ âñòàíîâëþ¹òüñÿ ðiâíîâàãà ìiæ öèìè ÷àñòèíàìè. Òîìó â íåðiâíîâàæíié
òåðìîäèíàìiöi ïðèéìàþòü ùî, õî÷à â öiëîìó ñòàí ñèñòåìè íåðiâíîâàæíèé,
îêðåìi ¨¨ ìàëi ÷àñòèíè ìîæóòü ïåðåáóâàòè ó ðiâíîâàæíîìó ñòàíi (òî÷íiøå,
êâàçiðiâíîâàæíîìó), àëå õàðàêòåðèçóþòüñÿ òåðìîäèíàìi÷íèìè ïàðàìåòðà-
ìè, ÿêi ïîâiëüíî çìiíþþòüñÿ ç ÷àñîì òà âiä òî÷êè äî òî÷êè.

Ðîçìiðè öèõ ôiçè÷íî ìàëèõ ðiâíîâàæíèõ ÷àñòèí íåðiâíîâàæíî¨ ñèñòåìè
i ÷àñè çìiíè òåðìîäèíàìi÷íèõ ïàðàìåòðiâ â íèõ âèçíà÷àþòüñÿ â òåðìîäèíà-
ìiöi åêñïåðèìåíòàëüíî. Çàçâè÷àé ïðèéìà¹òüñÿ, ùî ôiçè÷íèé åëåìåíòàðíèé
îá'¹ì 𝑙3, ç îäíîãî áîêó, ìiñòèòü âåëèêå ÷èñëî ÷àñòèíîê (𝑣0 ≪ 𝑙3, 𝑣0 � îá'¹ì,
ÿêèé çàéìà¹ îäíà ÷àñòèíêà), à ç iíøîãî áîêó, íåîäíîðiäíîñòi ìàêðîñêîïi-
÷íèõ ïàðàìåòðiâ 𝑎𝑖(𝑟⃗) íà äîâæèíi 𝑙 ¹ ìàëèìè ïîðiâíÿíî iç çíà÷åííÿì ñàìèõ
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ïàðàìåòðiâ (|𝜕𝑎𝑖/𝜕𝑥|𝑙 ≪ 𝑎𝑖), òîáòî

𝑣
1/3
0 ≪ 𝑙 ≪

⃒⃒⃒⃒
1

𝑎𝑖

𝜕𝑎𝑖
𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒−1

. (2.18)

×àñ 𝜏 çìiíè òåðìîäèíàìi÷íèõ ïàðàìåòðiâ ó ôiçè÷íî ìàëèõ ðiâíîâàæíèõ
÷àñòèíàõ íàáàãàòî áiëüøèé ÷àñó 𝜏𝑙 ðåëàêñàöi¨ â íèõ i íàáàãàòî ìåíøèé çà
÷àñ 𝜏𝐿, çà ÿêèé âñòàíîâëþ¹òüñÿ ðiâíîâàãà ó âñié ñèñòåìi:

𝜏𝑙 ≪ 𝜏 ≪ 𝜏𝐿. (2.19)

Â óìîâàõ, êîëè ñïðàâåäëèâèì ¹ óÿâëåííÿ ïðî ëîêàëüíó ðiâíîâàãó (2.18),
(2.19), ìîæíà ïîáóäóâàòè ïîñëiäîâíó ôåíîìåíîëîãi÷íó òåðìîäèíàìiêó íåî-
áîðîòíèõ ïðîöåñiâ. Âëàñòèâîñòi íåðiâíîâàæíî¨ ñèñòåìè ïðè öüîìó âèçíà÷à-
þòüñÿ ëîêàëüíèìè òåðìîäèíàìi÷íèìè ïîòåíöiàëàìè, ÿêi çàëåæàòü âiä ïðî-
ñòîðîâèõ êîîðäèíàò i ÷àñó òiëüêè ÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷íi òåðìîäèíàìi÷íi ïà-
ðàìåòðè, äëÿ ÿêèõ ñïðàâåäëèâi ðiâíÿííÿ òåðìîäèíàìiêè. Òàê, ÿêùî â ÿêîñòi
õàðàêòåðèñòè÷íèõ çìiííèõ âèáðàòè ëîêàëüíó ãóñòèíó âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨
𝑢(𝑟⃗, 𝑡), ïèòîìèé îá'¹ì 𝑣(𝑟⃗, 𝑡) (𝑣 = 𝜌−1, 𝜌 � ëîêàëüíà ãóñòèíà ìàñè ñåðåäî-
âèùà) i ëîêàëüíi êîíöåíòðàöi¨ 𝑐𝑖(𝑟⃗, 𝑡) ðiçíèõ êîìïîíåíòiâ, òî ñòàí ôiçè÷íî
åëåìåíòàðíîãî îá'¹ìó â îêîëi òî÷êè 𝑟⃗ ó ìîìåíò ÷àñó 𝑡 îïèñó¹òüñÿ ëîêàëüíîþ
åíòðîïi¹þ 𝑠 = 𝑠[𝑢(𝑟⃗, 𝑡), 𝑣(𝑟⃗, 𝑡), 𝑐1(𝑟⃗, 𝑡), . . . , 𝑐𝑛(𝑟⃗, 𝑡)], ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿí-
íÿì Ãiááñà (äèâ. (1.153))

𝑇𝑑𝑠 = 𝑑𝑢+ 𝑃𝑑𝑣 −
∑︁
𝑖

𝜇𝑖𝑑𝑐𝑖. (2.20)

Ðiâíÿííÿ (2.20) äëÿ ïèòîìèõ (ïî ìàñi) ëîêàëüíèõ âåëè÷èí, ÿêå îá'¹äíó¹
ïåðøèé i äðóãèé ïðèíöèïè òåðìîäèíàìiêè, ¹ основним рiвнянням нерiв-
новажної термодинамiки.

Îñêiëüêè ëîêàëüíà åíòðîïiÿ 𝑠 (îäèíèöi ìàñè àáî 𝜌𝑠 � îäèíèöi îá'¹ìó)
çàëåæèòü âiä òåðìîäèíàìi÷íèõ ïàðàìåòðiâ 𝑎𝑖(𝑟⃗, 𝑡) òàê ñàìî, ÿê i ïðè ïîâíié
ðiâíîâàçi, òî ïðè íåîáîðîòíîìó ïðîöåñi â àäiàáàòíié ñèñòåìi øâèäêiñòü çìiíè
åíòðîïi¨ â îäèíèöi îá'¹ìó ðiâíà

𝜎 =
𝑑(𝜌𝑠)

𝑑𝑡
=
∑︁
𝑖

𝜕(𝜌𝑠)

𝜕𝑎𝑖

𝑑𝑎𝑖
𝑑𝑡
. (2.21)

Ðîçãëÿäàþ÷è çáiëüøåííÿ åíòðîïi¨ ïðè çìiíi ëîêàëüíèõ ìàêðîñêîïi÷íèõ
ïàðàìåòðiâ 𝑎𝑖 â àäiàáàòíèõ óìîâàõ ÿê "ïðè÷èíó" íåîáîðîòíîãî ïðîöåñó, âå-

ëè÷èíè
𝜕(𝜌𝑠)

𝜕𝑎𝑖
≡ 𝑋𝑖 íàçèâàþòü термодинамiчними силами, à âåëè÷èíè

𝑑𝑎𝑖
𝑑𝑡

≡ 𝐼𝑖, ùî âèçíà÷àþòü øâèäêiñòü çìiíè ïàðàìåòðiâ 𝑎𝑖 � термодинамi-

чними потоками. Âèðàç (2.21) äëÿ øâèäêîñòi çìiíè åíòðîïi¨ ìîæíà çàïè-
ñàòè ó âèãëÿäi

𝜎 =
∑︁
𝑖

𝐼𝑖𝑋𝑖. (2.22)

92



Åíòðîïiÿ âñi¹¨ íåðiâíîâàæíî¨ ñèñòåìè àääèòèâíî ñêëàäà¹òüñÿ ç åíòðîïié ¨¨
îêðåìèõ ÷àñòèí:

𝑆 =

∫︁
𝑉

𝜌𝑠𝑑𝑉. (2.23)

2.2.2 Рiвнянь балансу i закони збереження рiзних величин

Äëÿ âèçíà÷åííÿ çà äîïîìîãîþ îñíîâíîãî ðiâíÿííÿ (2.20) òåðìîäèíàìiêè
íåðiâíîâàæíî¨ ñèñòåìè øâèäêîñòi çìiíè åíòðîïi¨ òà çìiíè ç ÷àñîì âñiõ iíøèõ
¨¨ òåðìîäèíàìi÷íèõ ôóíêöié äî öüîãî ðiâíÿííÿ íåîáõiäíî äîäàòè ðiâíÿííÿ
áàëàíñó íèçêè âåëè÷èí (ìàñè, âíóòðiøíüî¨ åíåðãi¨ òà ií.), à òàêîæ ðiâíÿí-
íÿ, ùî çâ'ÿçóþòü ïîòîêè 𝐼𝑖 öèõ âåëè÷èí ç òåðìîäèíàìi÷íèìè ñèëàìè 𝑋𝑖.
Çíàéäåìî ðiâíÿííÿ áàëàíñó i çàêîíè çáåðåæåííÿ ðiçíèõ âåëè÷èí.

Áóäü-ÿêà åêñòåíñèâíà âåëè÷èíà 𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ìàêðîñêîïi÷íî¨ ñèñòåìè çà-
äàâiëüíÿ¹ ðiâíÿííþ áàëàíñó

𝜕𝐵

𝜕𝑡
= −div 𝐼𝐵,𝑛⃗ + 𝜎𝐵, (2.24)

äå 𝐼𝐵,𝑛⃗ � ãóñòèíà ïîâíîãî ïîòîêó âåëè÷èíè 𝐵 = 𝜌𝑏 (𝜌 � ãóñòèíà ðå÷îâèíè,
𝑏 � çíà÷åííÿ âåëè÷èíè 𝐵, âiäíåñåíå äî ìàñè), 𝜎𝐵 � çìiíà 𝐵 çà ðàõóíîê ¨¨
äæåðåë, âiäíåñåíà äî îá'¹ìó i ÷àñó.

Ðiâíÿííÿ (2.24), â ÿêîìó 𝜎𝐵 ðiâíå íóëþ, âèðàæà¹ çàêîí çáåðåæåííÿ âåëè-
÷èíè 𝐵. Òàê, çàêîí çáåðåæåííÿ ìàñè ìà¹ âèãëÿä ãiäðîäèíàìi÷íîãî ðiâíÿííÿ
íåïåðåðâíîñòi

𝜕𝜌

𝜕𝑡
= −div 𝜌 𝑢⃗, (2.25)

äå 𝑢⃗ � ìàñîâà øâèäêiñòü â äàíié òî÷öi (𝑥, 𝑦, 𝑧) â ìîìåíò ÷àñó 𝑡.
Ãóñòèíà ïîâíîãî ïîòîêó 𝐼𝐵,𝑛⃗, âçàãàëi êàæó÷è, íå çâîäèòüñÿ äî êîíâåêòèâ-

íîãî ïîòîêó 𝐵𝑢⃗, òîáòî äî ïåðåíåñåííÿ âåëè÷èíè 𝐵 ç ïîòîêîì ðå÷îâèíè, à
ìiñòèòü òàêîæ ÷ëåíè iíøî¨ ïðèðîäè (òåïëîâèé ïîòiê, äèôóçiéíèé ïîòiê i
ò. ä.):

𝐼𝐵,𝑛⃗ = 𝐵𝑢⃗+ 𝐼𝐵 (2.26)

(𝐼𝐵 � íåêîíâåêòèâíà ÷àñòèíà ïîòîêó).
Òàêèì ÷èíîì, ðiâíÿííÿ áàëàíñó (2.24) àäèòèâíî¨ âåëè÷èíè ìîæíà çàïè-

ñàòè ó âèãëÿäi
𝜕(𝜌𝑏)

𝜕𝑡
= −div(𝜌𝑏 𝑢⃗+ 𝐼𝐵) + 𝜎𝐵, (2.27)

äå ÷àñòèííà ïîõiäíà
𝜕(𝜌𝑏)

𝜕𝑡
âèçíà÷à¹ çìiíó âåëè÷èíè 𝐵 = 𝜌𝑏 â äàíié íå-

ðóõîìié òî÷öi ïðîñòîðó. Öþ ïîõiäíó ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ïîâíó ïîõiäíó
âåëè÷èíè 𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡):

𝑑𝐵

𝑑𝑡
=
𝜕𝐵

𝜕𝑡
+
𝜕𝐵

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝐵

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+
𝜕𝐵

𝜕𝑧

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=
𝜕𝐵

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑥

𝜕𝐵

𝜕𝑥
+ 𝑢𝑦

𝜕𝐵

𝜕𝑦
+ 𝑢𝑧

𝜕𝐵

𝜕𝑧
.
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Îòæå,
𝑑𝐵

𝑑𝑡
=
𝜕𝐵

𝜕𝑡
+ (𝑢⃗ · ∇)𝐵 =

𝜕𝐵

𝜕𝑡
+ 𝑢⃗ grad𝐵. (2.28)

Äî öüîãî çàóâàæèìî, ùî çìiíà 𝑑𝐵 âåëè÷èíè 𝐵 ÷àñòèíêè ðå÷îâèíè ñêëàäà-
¹òüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí: iç çìiíè 𝐵 â äàíié òî÷öi ïðîñòîðó òà iç çìiíè 𝐵 ïðè
ïåðåõîäi âiä äàíî¨ òî÷êè ïðîñòîðó äî òî÷êè âiääàëåíî¨ íà âiäñòàíü 𝑑𝑟⃗, ÿêó
ïðîõîäèòü ÷àñòèíêà ðå÷îâèíè çà ÷àñ 𝑑𝑡.

Òîìó çàêîí çáåðåæåííÿ ìàñè (2.25) i ðiâíÿííÿ áàëàíñó âåëè÷èíè 𝐵 (2.27)
ìîæíà çàïèñàòè âiäïîâiäíî ó âèãëÿäi6

𝑑𝜌

𝑑𝑡
=
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑢⃗ grad 𝜌 = −div (𝜌𝑢⃗) + 𝑢⃗ grad 𝜌 = −𝑢⃗ grad 𝜌− 𝜌 div 𝑢⃗+ 𝑢⃗ grad 𝜌,

òîáòî
𝑑𝜌

𝑑𝑡
= −𝜌 div 𝑢⃗, (2.29)

𝜌
𝑑𝑏

𝑑𝑡
= −div𝐼𝐵 + 𝜎𝐵, (2.30)

Âiäïîâiäíî äî çàãàëüíî¨ ôîðìóëè (2.30) ðiâíÿííÿ áàëàíñó åíòðîïi¨ áóäå ìàòè
âèãëÿä

𝜌
𝑑𝑠

𝑑𝑡
= −div𝐼𝑠 + 𝜎, (2.31)

äå 𝐼𝑠 � ãóñòèíà ïîòîêó åíòðîïi¨, 𝜎 � ëîêàëüíà øâèäêiñòü âèíèêíåííÿ åíòðî-
ïi¨.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ÿâíîãî âèãëÿäó 𝐼𝑠 i 𝜎 ôîðìóëó (2.31) çiñòàâëÿþòü ç

âèðàçîì äëÿ 𝜌
𝑑𝑠

𝑑𝑡
, îòðèìàíèì ç ðiâíÿííÿ Ãiááñà (2.20)

𝜌
𝑑𝑠

𝑑𝑡
=
𝜌

𝑇

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+
𝜌𝑃

𝑇

𝑑𝑣

𝑑𝑡
−
∑︁
𝑖

𝜌𝜇𝑖
𝑇

𝑑𝑐𝑖
𝑑𝑡
, (2.32)

ó ÿêå ïiäñòàâëÿþòü âèðàçè äëÿ ïîõiäíèõ çà ÷àñîì i ïðèðîñòó åíòðîïi¨ (2.22).
Â ÿêîñòi ïðèêëàäó çíàéäåìî ðiâíÿííÿ áàëàíñó åíòðîïi¨ ç ÿâíèì âèãëÿäîì

äëÿ 𝐼𝑠 i 𝜎 â îäíîðiäíîìó òâåðäîìó òiëi, â ÿêîìó ¹ ãðàäi¹íò òåìïåðàòóðè.
Íåõàé 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) � ïèòîìà âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ. Çìiíîþ îá'¹ìó òiëà âíà-

ñëiäîê òåïëîâîãî ðîçøèðåííÿ áóäåìî íåõòóâàòè; ïîòiê ÷àñòèíîê ó âèïàäêó
òâåðäîãî òiëà òàêîæ ðiâíèé íóëþ. Òîìó ç (2.32) ìà¹ìî

𝜌
𝑑𝑠

𝑑𝑡
=
𝜌

𝑇

𝑑𝑢

𝑑𝑡
. (2.33)

6div (𝜓𝑎⃗) = 𝑎⃗ grad𝜓 + 𝜓div 𝑎⃗, 𝜓 – скалярна функцiя,

div (⃗𝑎1 + 𝑎⃗2) = div 𝑎⃗1 + div 𝑎⃗2,

div 𝑐 𝑎⃗ = 𝑐div 𝑎⃗, 𝑐 = const.
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Çà çàêîíîì çáåðåæåííÿ åíåðãi¨ (âiäïîâiäíî äî çàãàëüíî¨ ôîðìóëè (2.30) ïðè
𝜎𝐵 = 0),

𝜌
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= −div𝐼𝑄, (2.34)

äå 𝐼𝑄 � âåêòîð ãóñòèíè ïîòîêó òåïëîòè (åíåðãi¨). Ç öèõ ðiâíÿíü äëÿ áàëàíñó
åíòðîïi¨ îòðèìó¹ìî

𝜌
𝑑𝑠

𝑑𝑡
= − 1

𝑇
div𝐼𝑄, (2.35)

îñêiëüêè

div
𝐼𝑄
𝑇

=
1

𝑇
div𝐼𝑄 + 𝐼𝑄 grad

1

𝑇
=

1

𝑇
div𝐼𝑄 − 1

𝑇 2
𝐼𝑄 grad𝑇,

òî

𝜌
𝑑𝑠

𝑑𝑡
= −div

𝐼𝑄
𝑇

− 1

𝑇 2
𝐼𝑄 grad𝑇. (2.36)

Çiñòàâëÿþ÷è ðiâíÿííÿ (2.36) ç ðiâíÿííÿì áàëàíñó åíòðîïi¨ (2.31), çíàõîäèìî,
ùî ãóñòèíà ïîòîêó åíòðîïi¨ 𝐼𝑠 i øâèäêiñòü ïðèðîñòó åíòðîïi¨ 𝜎 âiäïîâiäíî
ðiâíi

𝐼𝑠 =
1

𝑇
𝐼𝑄, (2.37)

𝜎 = − 1

𝑇 2
𝐼𝑄 grad𝑇 =

3∑︁
𝑖=1

𝐼𝑖𝑋𝑖, (2.38)

äå 𝑋𝑖 = − 1

𝑇 2

𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑖
� äåêàðòîâà êîìïîíåíòà òåðìîäèíàìi÷íî¨ ñèëè, ÿêà âiäïî-

âiäà¹ äåêàðòîâié êîîðäèíàòi ïîòîêó 𝐼𝑖.
Äîäàòêîâî âèêîðèñòîâóþ÷è âñòàíîâëåíi íà äîñëiäi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ

ïîòîêàìè i òåðìîäèíàìi÷íèìè ñèëàìè, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âiäïîâiäíî äî
äðóãîãî çàêîíó òåðìîäèíàìiêè 𝜎 > 0. Çîêðåìà, âèêîðèñòîâóþ÷è çàêîí òå-
ïëîïðîâiäíîñòi Ôóðüå äëÿ îäíîðiäíîãî içîòðîïíîãî òiëà ïðî ïðîïîðöiéíiñòü
𝐼𝑄 ãðàäi¹íòó òåìïåðàòóðè

𝐼𝑄 = −𝜅 grad𝑇 (𝜅 > 0) (2.39)

äå 𝜅 � êîåôiöi¹íò òåïëîïðîâiäíîñòi, ç (2.37) i (2.39) îòðèìó¹ìî

𝐼𝑠 = −𝜅

𝑇
grad𝑇, (2.40)

𝜎 =
𝜅

𝑇 2
(grad𝑇 )2. (2.41)

Îñêiëüêè 𝜅 > 0, òî ç (2.41) âèïëèâà¹, ùî ëîêàëüíèé ïðèðiñò åíòðîïi¨ 𝜎 > 0,
ùî âiäïîâiäà¹ çðîñòàííþ åíòðîïi¨, âiäïîâiäíî äî äðóãîãî çàêîíó òåðìîäèíà-
ìiêè.
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2.2.3 Лiнiйнi процеси. Перехреснi ефекти. Спiввiдношення взаєм-

ностi Онсагера.

Ó ðiâíîâàæíîìó ñòàíi òåðìîäèíàìi÷íi ñèëè 𝑋𝑖, ïîòîêè 𝐼𝑖 òà øâèäêiñòü
çìiíè åíòðîïi¨ 𝜎 ðiâíi íóëþ. Òîìó ïðè ìàëèõ âiäõèëåííÿõ âiä ïîëîæåííÿ ðiâ-
íîâàãè ïðèðîäíî ââàæàòè, ùî ìiæ ïîòîêàìè i ñèëàìè iñíó¹ ëiíiéíèé çâ'ÿçîê

𝐼𝑖 =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝐿𝑖𝑘𝑋𝑘. (2.42)

Êîåôiöi¹íòè 𝐿𝑖𝑘 â (2.42) íàçèâàþòüñÿ феноменологiчними àáî кiнети-
чними коефiцiєнтами. Äiàãîíàëüíi êîåôiöi¹íòè 𝐿𝑖𝑖 âèçíà÷àþòü "ïðÿìi"
ÿâèùà ïåðåíîñó, à íåäiàãîíàëüíi êîåôiöi¹íòè 𝐿𝑖𝑘 âèçíà÷àþòü "ïåðåõðåñíi"
àáî "ñïðÿæåíi" ïðîöåñè. Òàê, çà çàêîíîì òåïëîïðîâiäíîñòi ãðàäi¹íò òåìïå-
ðàòóðè âèêëèêà¹ ïîòiê òåïëîòè, ãðàäi¹íò êîíöåíòðàöi¨ âèêëèêà¹ äèôóçiþ, à
çà çàêîíîì Îìà ãðàäi¹íò ïîòåíöiàëó åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ âèêëèêà¹ ñòðóì i
òàê äàëi. Ïîðÿä ç öèìè ïðÿìèìè ïðîöåñàìè ïåðåíîñó âèíèêàþòü i ñïðÿæå-
íi ç íèìè ïðîöåñè. Íàïðèêëàä, ïðè iñíóâàííi ãðàäi¹íòà òåìïåðàòóðè îêðiì
ïåðåíåñåííÿ òåïëîòè ìîæå âiäáóâàòèñÿ i ïåðåíåñåííÿ ìàñè (òåðìîäèôóçiÿ).
Òàêi ïåðåõðåñíi ïðîöåñè õàðàêòåðèçóþòüñÿ íåäiàãîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè
𝐿𝑖𝑘. Òàê, ãóñòèíà ïîòîêó ìàñè 𝐼1 çà íàÿâíîñòi ãðàäi¹íòà êîíöåíòðàöi¨ i ãðà-
äi¹íòà òåìïåðàòóðè ðiâíà

𝐼1 = −𝐿11grad 𝑐− 𝐿12grad𝑇.

Â ëiíiéíèé çàêîí (2.42) âõîäèòü âåëèêå ÷èñëî ôåíîìåíîëîãi÷íèõ ïàðà-
ìåòðiâ 𝐿𝑖𝑘. Ïðîòå ÷èñëî öèõ íåçàëåæíèõ êîåôiöi¹íòiâ âäà¹òüñÿ çìåíøèòè,
ÿêùî âðàõóâàòè ÷àñîâó i ïðîñòîðîâó ñèìåòðiþ.

Ó 1931 ð. Ë. Îíñàãåð, âèõîäÿ÷è ç iíâàðiàíòíîñòi ìiêðîñêîïi÷íèõ ðiâ-
íÿíü ðóõó âiäíîñíî çìiíè çíàêó ÷àñó (÷àñîâà ñèìåòðiÿ) òà íà îñíîâi óÿâëåíü
ïðî íåðiâíîâàæíèé ñòàí ñèñòåìè, âèêëèêàíèé çîâíiøíiìè ñèëàìè, ÿê äåÿêó
ôëóêòóàöiþ ðiâíîâàæíî¨ ñèñòåìè, âñòàíîâèâ, ùî â îáëàñòi ëiíiéíîñòi íåîáî-
ðîòíèõ ïðîöåñiâ, çà âiäñóòíîñòi çîâíiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ òà îáåðòàííÿ
ñèñòåìè ÿê öiëîãî, ìàòðèöÿ êiíåòè÷íèõ êîåôiöi¹íòiâ ñèìåòðè÷íà:

𝐿𝑖𝑘 = 𝐿𝑘𝑖 (𝑖, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛). (2.43)

ßêùî æ íà ñèñòåìó äi¹ çîâíiøí¹ ìàãíiòíå ïîëå 𝐻 àáî âîíà îáåðòà¹òüñÿ ç
êóòîâîþ øâèäêiñòþ 𝜔, òî

𝐿𝑖𝑘(𝐻) = 𝐿𝑘𝑖(−𝐻), 𝐿𝑖𝑘(𝜔) = 𝐿𝑘𝑖(−𝜔). (2.44)

Öi ñïiââiäíîøåííÿ ñèìåòði¨ íàçèâàþòü спiввiдношеннями взаємностi
Онсагера.

Ôiçè÷íî öåé äðóãèé çàêîí òåðìîäèíàìiêè ëiíiéíèõ íåîáîðîòíèõ ïðîöåñiâ
îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ñèìåòðiÿ ïðè âçà¹ìîäi¨ ðiçíèõ ïðîöåñiâ: çðîñòàííÿ ïîòîêó
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𝐼𝑘, îáóìîâëåíå çáiëüøåííÿì íà îäèíèöþ ñèëè𝑋𝑖 (ïðè ïîñòiéíèõ𝑋𝑘 ̸=𝑖), ðiâíå
çðîñòàííþ ïîòîêó 𝐼𝑖, îáóìîâëåíîìó çáiëüøåííÿì íà îäèíèöþ 𝑋𝑘.

Íèçêó âëàñòèâîñòåé êiíåòè÷íèõ êîåôiöi¹íòiâ ìîæíà âñòàíîâèòè âèõîäÿ-
÷è áåçïîñåðåäíüî ç òåðìîäèíàìi÷íèõ çàêîíiâ ëiíiéíèõ íåîáîðîòíèõ ïðîöå-
ñiâ. Çîêðåìà, äëÿ òàêèõ ïðîöåñiâ çàãàëüíà ôîðìóëà (2.22) (ç óðàõóâàííÿì
(2.42)) äëÿ øâèäêîñòi çìiíè åíòðîïi¨ íàáóâà¹ êâàäðàòè÷íîãî âiäíîñíî òåð-
ìîäèíàìi÷íèõ ñèë âèãëÿäó

𝜎 =
∑︁
𝑖,𝑘

𝐿𝑖𝑘𝑋𝑖𝑋𝑘. (2.45)

Çãiäíî äðóãîãî çàêîíó òåðìîäèíàìiêè äëÿ íåîáîðîòíèõ ïðîöåñiâ, 𝜎 > 0,
à, îòæå, êâàäðàòè÷íà ôîðìà (2.45) ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ, ùî íàêëàäà¹ äåÿêi
îáìåæåííÿ íà êiíåòè÷íi êîåôiöi¹íòè 𝐿𝑖𝑘.

ßê âiäîìî, äëÿ òîãî, ùîá ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ 𝐿𝑖𝑘 áóëà äîäàòíîþ, íåîá-
õiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ¨¨ äåòåðìiíàíò

det𝐿𝑖𝑘 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
𝐿11 𝐿12 . . . 𝐿1𝑛

𝐿21 𝐿22 . . . 𝐿2𝑛

. . . . . . . . . . . .

𝐿𝑛1 𝐿𝑛2 . . . 𝐿𝑛𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ (2.46)

i ãîëîâíi ìiíîðè áóëè äîäàòíèìè, òîáòî äiàãîíàëüíi êîåôiöi¹íòè ïîâèííi
áóòè äîäàòíèìè:

𝐿𝑖𝑖 > 0, (2.47)

à íåäiàãîíàëüíi êîåôiöi¹íòè çàäîâîëüíÿòè íåðiâíîñòÿì⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝐿𝑖𝑖 𝐿𝑖,𝑖+1

𝐿𝑖+1,𝑖 𝐿𝑖+1,𝑖+1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ > 0, (2.48)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝐿𝑖𝑖 𝐿𝑖,𝑖+1 𝐿𝑖,𝑖+2

𝐿𝑖+1,𝑖 𝐿𝑖+1,𝑖+1 𝐿𝑖+1,𝑖+2

𝐿𝑖+2,𝑖 𝐿𝑖+2,𝑖+1 𝐿𝑖+2,𝑖+2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ > 0, i òàê äàëi. (2.49)

Ñïiââiäíîøåííÿ âçà¹ìíîñòi (2.43) òà (2.44) äëÿ ëiíiéíèõ ïðîöåñiâ åêâi-
âàëåíòíi âàðiàöiéíîìó ïðèíöèïó, íàçâàíîìó Îíñàãåðîì принципом най-
меншого розсiяння енергiї (àáî принципом мiнiмуму швидкостi змi-
ни ентропiї Ïðèãîæèíà): стацiонарний стан системи, в якiй вiдбувається
необоротний процес, характеризується тим, що швидкiсть виникнення ен-
тропiї має мiнiмальне значення за даних зовнiшнiх умов, що перешкоджа-
ють переходу системи у рiвноважний стан.
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Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ïîäiáíî äî òîãî ÿê ðiâíîâàæíèé ñòàí õàðàêòåðèçó-
¹òüñÿ ìàêñèìàëüíîþ åíòðîïi¹þ, òàê ñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ
ìiíiìóìîì øâèäêîñòi âèíèêíåííÿ åíòðîïi¨.

Îñíîâíå ðiâíÿííÿ íåðiâíîâàæíî¨ òåðìîäèíàìiêè (2.20) ïðè âèêîðèñòàííi
ëiíiéíîãî çàêîíó òà ñïiââiäíîøåíü âçà¹ìíîñòi Îíñàãåðà äîçâîëÿ¹ âñòàíîâèòè
çàãàëüíi çâ'ÿçêè ìiæ êiíåòè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè ðiçíèõ ïðîöåñiâ ïåðåíåñå-
ííÿ â äàíié ñèñòåìi.

2.2.4 Стiйкiсть стацiонарних станiв. Принцип Ле Шательє

ßê âiäîìî â ðiâíîâàæíié òåðìîäèíàìiöi, içîëüîâàíà ñèñòåìà ç ÷àñîì ïå-
ðåõîäèòü â ðiâíîâàæíèé ñòàí ç ìàêñèìàëüíîþ åíòðîïi¹þ, à ñèñòåìà â òåð-
ìîñòàòi ïðè ïîñòiéíîìó îá'¹ìi � â ðiâíîâàæíèé ñòàí ç ìiíiìàëüíîþ åíåðãi¹þ
Ãiááñà i ò.ä. Àíàëîãi÷íî, ÿê ïîêàçó¹ äîñëiä, â ñèñòåìi, ùî çíàõîäèòüñÿ ïiä
âïëèâîì íå çàëåæíèõ âiä ÷àñó ÷èííèêiâ, ÷åðåç äåÿêèé ÷àñ âñòàíîâëþ¹òüñÿ
ñòàöiîíàðíèé ñòàí ç ìiíiìóìîì øâèäêîñòi âèíèêíåííÿ åíòðîïi¨ 𝜎. Ïðè çìi-
íi ñòàíó òàêî¨ ñèñòåìè (äîñòàòíüî áëèçüêî¨ äî ñòàíó ðiâíîâàãè), âîíà çíîâó
ïîâåðòà¹òüñÿ â ïî÷àòêîâèé ñòàöiîíàðíèé ñòàí. Öå âêàçó¹ íà ñòiéêiñòü ñòà-
öiîíàðíîãî ñòàíó.

Ïðè íàÿâíîñòi çîâíiøíüîãî âïëèâó íà ñèñòåìó â ñòàöiîíàðíîìó ñòàíi,
â ñèñòåìi âèíèêàþòü âíóòðiøíi ïîòîêè, ùî ïîñëàáëÿþòü ðåçóëüòàòè öüîãî
âïëèâó � принцип Ле Шательє7 â ëiíiéíié òåðìîäèíàìiöi íåîáîðîòíèõ
ïðîöåñiâ. Âií äà¹ ìîæëèâiñòü ïåðåäáà÷èòè íàïðÿì ïðîòiêàííÿ ïðîöåñó â
ñèñòåìi, ùî âèâåäåíà çîâíiøíiì âïëèâîì iç ñòàíó ñòiéêî¨ ðiâíîâàãè. Óìîâîþ
çàñòîñîâíîñòi ïðèíöèïó Ëå Øàòåëü¹ ¹ íàÿâíiñòü â ñèñòåìè ñòàíó ñòiéêî¨
ðiâíîâàãè.

Òàêèì ÷èíîì, â îáëàñòi ëiíiéíîñòi íåîáîðîòíèõ ïðîöåñiâ øâèäêiñòü çìiíè
åíòðîïi¨ âiäiãðà¹ òàêó ñàìó ðîëü, ÿê i òåðìîäèíàìi÷íi ïîòåíöiàëè â òåîði¨
ðiâíîâàæíèõ ñèñòåì.

Ïðè âiäñóòíîñòi çîâíiøíiõ ïîëiâ, áëèçüêi äî ðiâíîâàãè ñòàöiîíàðíi ñòàíè
îäíîðiäíi â ïðîñòîði. Iç ñòiéêîñòi öèõ ñòàíiâ âèïëèâà¹, ùî ñïîíòàííå âè-
íèêíåííÿ âïîðÿäêîâàíîñòi ó âèãëÿäi ïðîñòîðîâèõ àáî ÷àñîâèõ ðîçïîäiëiâ,
ÿêiñíî âiäìiííèõ âiä ðiâíîâàæíèõ, íåìîæëèâå.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äåÿêi çàñòîñóâàííÿ íåðiâíîâàæíî¨ òåðìîäèíàìiêè Îí-
ñàãåðà.

2.3 Термоелектричнi явища

Îäíèì ç íàéâàæëèâiøèõ çàñòîñóâàíü ëiíiéíî¨ òåðìîäèíàìiêè íåîáî-
ðîòíèõ ïðîöåñiâ ¹ ïîáóäîâà òåîði¨ òåðìîåëåêòðè÷íèõ ÿâèù, ÿêi çàâæäè
ïîâ'ÿçàíi ç íåîáîðîòíèì ïåðåíåñåííÿì òåïëîòè. Åêñïåðèìåíòàëüíî âiäîìî
òðè òåðìîåëåêòðè÷íi ÿâèùà â içîòðîïíèõ òiëàõ.

7Його аналогом є правило Ленца для напрямку iндукцiйного струму в контурi.
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1. Ефект Зєєбека: íà ñòèêó äâîõ ðiçíèõ ïðîâiäíèêiâ, ùî ìàþòü ðiçíèöþ
òåìïåðàòóð 𝑑𝑇 , âèíèêà¹ ÅÐÑ ℰ = 𝛼12𝑑𝑇 (𝛼12 = 𝛼1 − 𝛼2 � êîåôiöi¹íò òåðìî-
ÅÐÑ ìiæ äàíèìè ïðîâiäíèêàìè; 𝛼 � êîåôiöi¹íò äèôåðåíöiàëüíî¨ òåðìî-ÅÐÑ
äàíîãî ïðîâiäíèêà). Òîìó ÿêùî ç äâîõ ðiçíèõ ïðîâiäíèêiâ ñêëàñòè çàìêíóòå
êîëî i ìiñöÿ ¨õ êîíòàêòiâ ïiäòðèìóâàòè ïðè ðiçíèõ òåìïåðàòóðàõ, òî â öüîìó
êîëi âèíèêà¹ ÅÐÑ. Âåëè÷èíó 𝛼 ââàæàþòü äîäàòíîþ, ÿêùî òåðìîñòðóì, ùî
âèíèêà¹ â ïðîâiäíèêó, òå÷å âiä ãàðÿ÷îãî êîíòàêòó äî õîëîäíîãî.

2. Ефект Пельтьє: ïðè ïðîõîäæåííi åëåêòðè÷íîãî ñòðóìó â òåðìi÷íî
îäíîðiäíié ñèñòåìi â ìiñöi ç'¹äíàííÿ äâîõ ðiçíèõ ïðîâiäíèêiâ âèäiëÿ¹òüñÿ
àáî ïîãëèíà¹òüñÿ òåïëîòà (теплота Пельтьє), ïðîïîðöiéíà ñèëi ñòðóìó.

3. Ефект Томсона: ïðè ïðîõîäæåííi åëåêòðè÷íîãî ñòðóìó â ïðîâiäíè-
êó ç ãðàäi¹íòîì òåìïåðàòóðè êðiì òåïëîòè Äæîóëÿ âèäiëÿ¹òüñÿ äîäàòêîâà
êiëüêiñòü òåïëîòè (теплота Томсона), ïðîïîðöiéíà ãðàäi¹íòó òåìïåðàòóðè
i ñèëi ñòðóìó.

Äëÿ òåîðåòè÷íîãî ïîÿñíåííÿ öèõ ÿâèù çíàéäåìî ëîêàëüíó øâèäêiñòü âè-
íèêíåííÿ åíòðîïi¨ 𝜎 â íåîäíîðiäíîìó ïðîâiäíèêó ïðè ïðîõîäæåííi ïî íüîìó
ñòðóìó i íàÿâíîñòi â íüîìó ãðàäi¹íòà òåìïåðàòóðè. Áóäåìî âèõîäèòè ç ðiâ-
íÿíü (2.20) (2.42) (2.43).

Íåõàé ñòðóì ãóñòèíîþ 𝑗⃗ ñòâîðþ¹òüñÿ ðóõîìèìè çàðÿäàìè −𝑒 (𝑒 > 0) ïiä
äi¹þ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ 𝐸⃗ = −grad𝜙 (𝜙 � åëåêòðè÷íèé ïîòåíöiàë). Çìiíîþ
îá'¹ìó âèäiëåíî¨ ÷àñòèíè ìåòàëó ïðè ïðîõîäæåííi ïî íüîìó ñòðóìó áóäåìî
íåõòóâàòè.

Çà íàÿâíîñòi åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ ðiâíîâàãà íàñòóïà¹ ó ðàçi ðiâíîñòi åëå-
êòðîõiìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ 𝜇̄ = 𝜇− 𝑒𝜙, à íå õiìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ 𝜇.

ßêùî 𝜇 âiäíåñòè äî ìîëÿ ðóõîìèõ çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê, òî 𝑑𝑁 âèçíà÷à-
òèìå ÷èñëî ìîëåé öèõ ÷àñòèíîê, ùî âõîäÿòü â äàíèé îá'¹ì ìåòàëó, i ðiâíÿííÿ
(2.20) ìàòèìå âèãëÿä

𝑇𝑑𝑆 = 𝑑𝑈 − (𝜇− 𝐹𝜙)𝑑𝑁 (2.50)

äå 𝐹 = 𝑒𝑁𝐴 � àáñîëþòíå çíà÷åííÿ çàðÿäó ìîëÿ åëåêòðîíiâ � ñòàëà Ôàðàäåÿ,
ðiâíà 96 500 Êë/ìîëü (𝑁𝐴 � ñòàëà Àâîãàäðî), òàê ùî 𝜇/𝐹 = 𝜇/(𝑒𝑁𝐴) = 𝜉/𝑒
(𝜉 = 𝜇/𝑁𝐴 � õiìi÷íèé ïîòåíöiàë, ðîçðàõîâàíèé íà 1 åëåêòðîí). Ç ðiâíÿííÿ
(2.50) îòðèìó¹ìî

𝜕𝑆

𝜕𝑡
=

1

𝑇

𝜕𝑈

𝜕𝑡
− 1

𝑇
(𝜇− 𝐹𝜙)

𝜕𝑁

𝜕𝑡
. (2.51)

Ïîõiäíó 𝜕𝑁/𝜕𝑡 çíàéäåìî iç çàêîíó çáåðåæåííÿ çàðÿäó, à ïîõiäíó 𝜕𝑈/𝜕𝑡
� iç çàêîíó çáåðåæåííÿ åíåðãi¨. Ïiäñòàâèâøè ¨õ ó ôîðìóëó (2.50), çíàéäåìî
âèðàç äëÿ 𝜎.

×èñëî íîñi¨â çàðÿäó â 1 г ìåòàëó ðiâíå 𝑁𝐴𝑁 , äå 𝑁 � ÷èñëî ìiëiâ ðóõîìèõ
çàðÿäiâ â 1 г. ßêùî ìàñîâà ãóñòèíà åëåêòðîíiâ (òîáòî ìàñà åëåêòðîíiâ â 1
ñì3 ìåòàëó) ðiâíà 𝜌, òî � −𝑚𝑁𝐴𝑁𝑒/𝑉 = −𝜌𝑁𝐴𝑁𝑒 � çàðÿä îäèíèöi îá'¹ìó à,
îòæå, çà çàêîíîì çáåðåæåííÿ çàðÿäó

− 𝜕

𝜕𝑡
(−𝜌𝑁𝐴𝑁𝑒) = div 𝑗⃗,

99



çâiäêè

𝜌
𝜕𝑁

𝜕𝑡
=

1

𝐹
div 𝑗⃗. (2.52)

Ïðè ïðîõîäæåííi ñòðóìó êîæíà îäèíèöÿ îá'¹ìó, ç îäíîãî áîêó, âòðà÷à¹
åíåðãiþ iç-çà òåïëîâîãî ïîòîêó 𝐼 (öÿ âòðàòà ðiâíà � div 𝐼), à ç iíøîãî áîêó,
îòðèìó¹ çà îäèíèöþ ÷àñó, ïî-ïåðøå, åëåêòðè÷íó åíåðãiþ 𝑗⃗𝐸⃗8 i, ïî-äðóãå, äî-
äàòêîâó ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ 𝜕

𝜕𝑡(−𝜌𝑁𝐴𝑁𝑒)𝜙 = −𝜙div 𝑗⃗ âíàñëiäîê çðîñòàííÿ
çàðÿäó îäèíèöi îá'¹ìó. Òàêèì ÷èíîì, çà çàêîíîì çáåðåæåííÿ åíåðãi¨

𝜌
𝜕𝑈

𝜕𝑡
= −div 𝐼 + 𝑗⃗𝐸⃗ − 𝜙div 𝑗⃗. (2.53)

Ïiäñòàâëÿþ÷è ôîðìóëè (2.52) i (2.53) â (2.51), îòðèìó¹ìî

𝜌
𝜕𝑆

𝜕𝑡
=

1

𝑇

[︁
−div 𝐼 + 𝑗⃗𝐸⃗ − 𝜙div 𝑗⃗

]︁
− 1

𝑇
(𝜇− 𝐹𝜙)

1

𝐹
div 𝑗⃗ =

= − 1

𝑇
div 𝐼 +

1

𝑇
𝑗⃗𝐸⃗ − 𝜉

𝑇𝑒
div 𝑗⃗.

Îñêiëüêè

div
𝐼

𝑇
=

1

𝑇
div 𝐼 + 𝐼 grad

(︂
1

𝑇

)︂
òà

div

(︂
𝜉

𝑇𝑒
𝑗⃗

)︂
=

𝜉

𝑇𝑒
div 𝑗⃗ + 𝑗⃗ grad

(︂
𝜉

𝑇𝑒

)︂
,

òî

𝜌
𝜕𝑆

𝜕𝑡
+ div

(︃
𝐼 + 𝜉

𝑒 𝑗⃗

𝑇

)︃
= 𝐼 grad

(︂
1

𝑇

)︂
+

1

𝑇
𝑗⃗𝐸⃗ + 𝑗⃗ grad

(︂
𝜉

𝑇𝑒

)︂
= −𝐼 1

𝑇 2
grad𝑇 +

1

𝑇
𝑗⃗

(︂
𝐸⃗ + 𝑇 grad

(︂
𝜉

𝑇𝑒

)︂)︂
.

Îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî

𝜌
𝜕𝑆

𝜕𝑡
+ div

(︂
1

𝑇

(︂
𝐼 +

𝜉

𝑒
𝑗⃗

)︂)︂
=

1

𝑇

[︂
𝐼

(︂
− 1

𝑇
grad𝑇

)︂
+ 𝑗⃗

(︂
𝐸⃗ + 𝑇 grad

(︂
𝜉

𝑇𝑒

)︂)︂]︂
.

(2.54)
Öå ðiâíÿííÿ ïîêàçó¹, ùî çìiíà åíòðîïi¨ â äàíîìó ìiñöi ìîæå âiäáóâàòè-

ñÿ ÿê çà ðàõóíîê ïðèòîêó åíòðîïi¨ ççîâíi, òàê i íåîáîðîòíèõ ïðîöåñiâ, ùî
ïðîòiêàþòü óñåðåäèíi äàíîãî îá'¹ìó. Ïåðåïèøåìî öå ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

𝜌
𝜕𝑆

𝜕𝑡
+ div 𝐼𝑠 = 𝜎, (2.55)

8𝑊 =
∫︀
𝑉

𝑗⃗𝐸⃗𝑑𝑉 – енергiя електричного поля у всьому об’ємi провiдника
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äå 𝐼𝑠 = 1
𝑇

(︁
𝐼 + 𝜉

𝑒 𝑗⃗
)︁
� ãóñòèíà ïîòîêó åíòðîïi¨;

𝜎 =
1

𝑇

[︂
𝐼

(︂
− 1

𝑇
grad𝑇

)︂
+ 𝑗⃗

(︂
𝐸⃗ + 𝑇 grad

(︂
𝜉

𝑇𝑒

)︂)︂]︂
. (2.56)

� ëîêàëüíèé ïðèðiñò åíòðîïi¨ çà îäèíèöþ ÷àñó.
Âèðàç (2.56) ¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ ïîòîêiâ 𝐼 i 𝑗⃗. Ñàìi æ ïîòîêè, çãiäíî

ëiíiéíîãî çàêîíó (2.42), ¹ ëiíiéíèìè ôóíêöiÿìè êîåôiöi¹íòiâ, ùî ñòîÿòü ïðè
íèõ ó ôîðìóëi (2.56) êîåôiöi¹íòiâ:

𝐼 = −𝐿11
1

𝑇
grad𝑇 + 𝐿12

(︂
𝐸⃗ + 𝑇 grad

𝜉

𝑒𝑇

)︂
,

𝑗⃗ = −𝐿21
1

𝑇
grad𝑇 + 𝐿22

(︂
𝐸⃗ + 𝑇 grad

𝜉

𝑒𝑇

)︂
. (2.57)

Çãiäíî ôîðìóëi (2.43)
𝐿12 = 𝐿21. (2.58)

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó ðiâíÿííÿ (2.57) âiäíîñíî 𝐼 i 𝐸⃗, îäåðæèìî

𝐸⃗ + 𝑇 grad
𝜉

𝑒𝑇
=

𝑗⃗

𝐿22
+
𝐿21

𝐿22

1

𝑇
grad𝑇,

𝐼 = −𝐿11𝐿22 − 𝐿2
12

𝐿22𝑇
grad𝑇 +

𝐿12

𝐿22
𝑗⃗,

òà ñêîðèñòàâøèñü âiäîìèìè ñïiââiäíîøåííÿìè grad𝜙𝜓 = 𝜓 grad𝜙+𝜙 grad𝜓,

grad 𝑓(𝜙) =
𝑑𝑓

𝑑𝜙
grad𝜙, äå 𝜙 òà 𝜓 � ñêàëÿðíi ôóíêöi¨, çíàéäåìî

𝐸⃗ =
1

𝐿22
𝑗⃗ +

𝐿21

𝐿22

1

𝑇
grad𝑇 − 𝑇 grad

𝜉

𝑒𝑇
=

=
1

𝐿22
𝑗⃗ +

𝐿21

𝐿22

1

𝑇
grad𝑇 − 𝑇

(︂
𝜉

𝑒
grad

1

𝑇
+

1

𝑇
grad

𝜉

𝑒

)︂
=

=
1

𝐿22
𝑗⃗ +

(︂
𝐿21

𝐿22
+
𝜉

𝑒

)︂
1

𝑇
grad𝑇 − grad

𝜉

𝑒
.

Ââiâøè ïîçíà÷åííÿ

𝜅 =
𝐿11𝐿22 − 𝐿2

12

𝐿22𝑇
, Π = −𝐿12

𝐿22
, (2.59)

𝜎 = 𝐿22, 𝛼 = −
(︂
𝐿21

𝐿22
+
𝜉

𝑒

)︂
1

𝑇
, (2.60)
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îñòàòî÷íî áóäåìî ìàòè

𝐼 = −𝜅 grad𝑇 − Π𝑗⃗, (2.61)

𝐸⃗ =
1

𝜎
𝑗⃗ − 𝛼 grad𝑇 − grad

𝜉

𝑒
. (2.62)

ßê âèäíî êîåôiöi¹íòè 𝜅, Π, 𝛼, 1/𝜎 âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç 𝐿11, 𝐿12, 𝐿21 òà 𝐿22 i
¨õ çìiñò ëåãêî ç'ÿñóâàòè ç àíàëiçó ôîðìóë (2.61) i (2.62).

Äiéñíî, iç ñïiââiäíîøåííÿ (2.61) çà âiäñóòíîñòi ñòðóìó â ïðîâiäíèêó (⃗𝑗 =
0) îòðèìó¹ìî

𝐼 = −𝜅 grad𝑇,

äå 𝜅 � òåïëîïðîâiäíiñòü; iç ñïiââiäíîøåííÿ (2.62) çà âiäñóòíîñòi ãðàäi¹íòà
òåìïåðàòóð â îäíîðiäíîìó ïðîâiäíèêó ìà¹ìî

𝑗⃗ = 𝜎𝐸⃗,

äå 𝜎 � åëåêòðîïðîâîäíiñòü.
ßêùî â ïðîâiäíèêó 𝑗⃗ = 0, òî ç ôîðìóëè (2.62) âèïëèâà¹, ùî â òàêîìó

ïðîâiäíèêó iñíó¹ ïîëå 𝐸⃗, îáóìîâëåíå grad𝑇 i grad 𝜉:

𝐸⃗ = −𝛼 grad𝑇 − grad 𝜉/𝑒,

äå 𝛼 � термоелектрорушiйна сила (òåðìî-ÅÐÑ). ßêùî grad𝑇 = 0, òî [äèâ.
(2.61)] ïîòiê òåïëîòè 𝐼 ̸= 0, à ìà¹ çíà÷åííÿ Π𝑗⃗. Öåé ïîòiê îáóìîâëåíèé
ïåðåíåñåííÿì çàðÿäó. Âåëè÷èíó Π íàçèâàþòü коефiцiєнтом Пельтьє.

Iç ñïiââiäíîøåííÿ (2.60) äëÿ îäíîðiäíîãî ïðîâiäíèêà (𝜉 = 0) çíàõîäèìî
íàñòóïíèé çâ'ÿçîê ìiæ êîåôiöi¹íòàìè Π i 𝛼:

Π = 𝛼𝑇. (2.63)

Öå ñïiââiäíîøåííÿ, íàçâà¹òüñÿ äðóãèì спiввiдношенням Томсона. Âîíî âè-
ðàæà¹ â ÷àñòèííîìó âèïàäêó ïðèíöèï Îíñàãåðà.

Ç âèðàçó (2.56) äëÿ ïðèðîñòó åíòðîïi¨ âèäíî, ùî òåðìîäèíàìi÷íi ñèëè,
çãiäíî îçíà÷åííÿ Îíñàãåðà, ïðè íåîáîðîòíèõ ïðîöåñàõ ðiâíi:

à) ïðè òåïëîïðîâiäíîñòi

𝑋⃗ = − 1

𝑇
grad𝑇 ;

á) ïðè ïðîõîäæåííi åëåêòðè÷íîãî ñòðóìó

𝑋⃗ = 𝐸⃗ = −grad𝜙;

â) ïðè äèôóçi¨

𝑋⃗ = 𝑇 grad
𝜇

𝑇
;
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð òåðìi÷íî íåîäíîðiäíó ñèñòåìó iç ñòðóìîì i çíàéäåìî
çìiíó åíåðãi¨ 𝜌 𝜕𝑈/𝜕𝑡 çà îäèíèöþ ÷àñó â îäèíèöi îá'¹ìó òàêî¨ õiìi÷íî îäíîði-
äíî¨ ñèñòåìè. Çãiäíî ðiâíÿííÿ (2.53), ïðè ïiäñòàíîâöi â íüîãî âèðàçiâ äëÿ 𝐼 i
𝐸⃗ ç (2.61) i (2.62) ó âèïàäêó ïîñòiéíîãî ñòðóìó (êîëè div 𝑗⃗ = 0 i âðàõóâàâøè
ùî Π = 𝛼𝑇 + 𝜉/𝑒) áóäåìî ìàòè

𝜌
𝜕𝑈

𝜕𝑡
= −div

(︁
−𝜅 grad𝑇 − Π𝑗⃗

)︁
+ 𝑗⃗

(︂
1

𝜎
𝑗⃗ − 𝛼 grad𝑇 − grad

𝜉

𝑒

)︂
− 𝜙 div 𝑗⃗ =

= div(𝜅 grad𝑇 ) + div(Π𝑗⃗) +
𝑗2

𝜎
− 𝛼 𝑗⃗ grad𝑇 − 𝑗⃗ grad

𝜉

𝑒
− 𝜙 div 𝑗⃗ =

= div(𝜅 grad𝑇 ) +
𝑗2

𝜎
+ Π div 𝑗⃗ + 𝑗⃗ grad Π − 𝛼 𝑗⃗ grad𝑇 − 𝑗⃗ grad

𝜉

𝑒
−

− 𝜙 div 𝑗⃗ =

= div(𝜅 grad𝑇 ) +
𝑗2

𝜎
+ 𝑗⃗ grad

(︂
𝛼𝑇 +

𝜉

𝑒

)︂
− 𝛼 𝑗⃗ grad𝑇 − 𝑗⃗ grad

𝜉

𝑒
=

= div(𝜅 grad𝑇 ) +
𝑗2

𝜎
+ 𝑗⃗ grad𝛼𝑇 + 𝑗⃗ grad

𝜉

𝑒
− 𝛼 𝑗⃗ grad𝑇 − 𝑗⃗ grad

𝜉

𝑒
=

= div(𝜅 grad𝑇 ) +
𝑗2

𝜎
+ 𝑗⃗

𝑑(𝛼𝑇 )

𝑑𝑇
grad𝑇 − 𝛼 𝑗⃗ grad𝑇 =

= div(𝜅 grad𝑇 ) +
𝑗2

𝜎
+

(︂
𝑑(𝛼𝑇 )

𝑑𝑇
− 𝛼

)︂
𝑗⃗ grad𝑇 =

= div(𝜅 grad𝑇 ) +
𝑗2

𝜎
+

(︂
𝑇
𝑑𝛼

𝑑𝑇
+ 𝛼− 𝛼

)︂
𝑗⃗ grad𝑇.

Îñòàòî÷íî áóäåìî ìàòè

𝜌
𝜕𝑈

𝜕𝑡
= div(𝜅 grad𝑇 ) +

𝑗2

𝜎
+ 𝑇

𝑑𝛼

𝑑𝑇
𝑗⃗ grad𝑇. (2.64)

Ç öüîãî âèðàçó âèäíî, ùî çìiíà åíåðãi¨ â òåðìi÷íî íåîäíîðiäíié ñè-
ñòåìi îáóìîâëåíà òåïëîïðîâiäíiñòþ div(𝜅 grad𝑇 ), âèäiëåííÿì äæîóëåâî¨
òåïëîòè 𝑗2/𝜎 òà ñóìiñíîþ äi¹þ òåïëîïðîâiäíîñòi i åëåêòðîïðîâiäíîñòi
𝑇 (𝑑𝛼/𝑑𝑇 ) 𝑗⃗ grad𝑇 .

Êiëüêiñòü òåïëîòè, ùî äîäàòêîâî âèäiëÿ¹òüñÿ â ïðîâiäíèêó âíàñëiäîê
òåìïåðàòóðíî¨ íåîäíîðiäíîñòi, íàçèâà¹òüñÿ теплотою Томсона, à ñàìå ÿâè-
ùå � ефектом Томсона. Ôåíîìåíîëîãi÷íî öÿ òåïëîòà ðiâíà

𝑞𝑇 = 𝜏 𝑗⃗ grad𝑇,

äå 𝜏 � коефiцiєнт Томсона. ßê âèïëèâà¹ ç (2.64),

𝜏 = 𝑇
𝑑𝛼

𝑑𝑇
. (2.65)

Öå ñïiââiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ першим спiввiдношенням Томсона.
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3 СТАТИСТИЧНА ФIЗИКА

3.1 Основнi поняття статистичної фiзики

3.1.1 Мiкроскопiчна модель i макроскопiчнi змiннi як статистичнi

середнi

Çãiäíî àòîìiñòè÷íèõ óÿâëåííÿì, макроскопiчне тiло складається з ве-
ликого числа молекул або атомiв, рух яких описується законами класичної
(або квантової) механiки. Âiäïîâiäíî класична мiкроскопiчна модель
– це система 𝑁 матерiальних точок, рух яких пiдпорядкований законам
механiки Ньютона.

Мiкроскопiчний стан ó êëàñè÷íié ìîäåëi ïîâíiñòþ îïèñó¹òüñÿ 3𝑁 êî-
îðäèíàòàìè 𝑟⃗𝑘 (𝑘 = 1, . . . , 𝑁) ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê i ¨õ øâèäêîñòÿìè ˙⃗𝑟𝑘 àáî
iìïóëüñàìè 𝑝𝑘, òîáòî 6𝑁 çìiííèìè.

Ïðè ïðîâåäåííi макроскопiчного дослiду ìiêðîñêîïi÷íèé ñòàí ñèñòå-
ìè ïîâíiñòþ íå âèçíà÷à¹òüñÿ, îñêiëüêè ïðè öüîìó âèìiðþþòüñÿ çíà÷åííÿ
ëèøå îáìåæåíîãî ÷èñëà 𝑛 ìåõàíi÷íèõ âåëè÷èí, ÿêi ¹ ôóíêöiÿìè 6𝑁 ìiêðî-
ïàðàìåòðiâ, ïðè÷îìó 𝑁 > 𝑛, îñêiëüêè â îäíîìó ìîëi ìiñòèòüñÿ ≈ 6 · 1023

ìîëåêóë, à 𝑛 îá÷èñëþ¹òüñÿ ëèøå îäèíèöÿìè.
Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ìàêðîñêîïi÷íèõ ñèñòåì íåìà¹ çìiñòó áóäóâàòè ìiêðî-

ñêîïi÷íó òåîðiþ, â ðîçóìiííi ìîæëèâîñòi âèìiðþâàííÿ 6𝑁 ìiêðîñêîïi÷íèõ
çìiííèõ. Äëÿ íèõ íåìèíó÷èì ¹ ñòàòèñòè÷íèé ðîçãëÿä ìiêðîñêîïi÷íî¨ ìîäåëi.
Iíàêøå êàæó÷è, êîæíîìó ìiêðîñêîïi÷íîìó ñòàíó ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü
äåÿêà éìîâiðíiñòü, òîáòî ìiêðîñòàí ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê âèïàäêîâà âåëè÷èíà,
à ìàêðîñêîïi÷íî âèìiðþâàíèì âåëè÷èíàì ñòàâëÿòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ñòàòè-
ñòè÷íi ñåðåäíi çíà÷åííÿ çîáðàæóþ÷èõ ¨õ ôóíêöié.

Ó êëàñè÷íié ìiêðîìîäåëi ñòàòèñòè÷íèé îïèñ îçíà÷à¹ ââåäåííÿ ãóñòèíè
éìîâiðíîñòi ìiêðîñòàíó 𝑤(𝑟⃗1, . . . , 𝑟⃗𝑁 , 𝑝1, . . . , 𝑝𝑁 ; 𝑡) çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ îá÷è-
ñëþþòüñÿ ñòàòèñòè÷íi ñåðåäíi

𝐹 =

∫︁
𝐹 (𝑟⃗1, . . . , 𝑝𝑁)𝑤(𝑟⃗1, . . . , 𝑝𝑁 ; 𝑡) 𝑑𝑟⃗1, . . . , 𝑑𝑝𝑁 (3.1)

ìåõàíi÷íèõ âåëè÷èí 𝐹 (𝑟⃗1, . . . , 𝑝𝑁), ùî îïèñóþòü ìàêðîñêîïi÷íî âèìiðþâàíi
ïàðàìåòðè. Ìîæíà ââàæàòè, ùî îá÷èñëåíi òàêèì ÷èíîì ñåðåäíi çíà÷åííÿ
ïðàêòè÷íî ñïiâïàäàþòü ç ðåçóëüòàòàìè ìàêðîñêîïi÷íèõ âèìiðþâàíü âåëè-
÷èí, ÿêùî ¹ äîñòàòíüî ìàëèìè ñåðåäíi êâàäðàòè÷íi âiäõèëåííÿ

△(𝐹 ) =

√︁
(𝐹 − 𝐹 )2, (3.2)

ÿê öå âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi ×åáèøåâà9. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ìàêðîñêîïi÷íî

9Для випадкової величини 𝑥 нерiвнiсть Чебишева можна записати у такому виглядi

𝑊 (|𝑥− 𝑥̄| > 𝑎) 6
(𝑥− 𝑥̄)2

𝑎2
.
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âèìiðþâàíi âåëè÷èíè ìàþòü ñòðóêòóðó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî çàäîâîëü-
íÿþòü çàêîíó âåëèêèõ ÷èñåë10, òî ìîæíà ââàæàòè, ùî

△(𝐹 )

𝐹
∼ 1√

𝑁
, 𝑁 → ∞, (3.3)

à îñêiëüêè 𝑁 äiéñíî äóæå âåëèêå, òî îá÷èñëåíi ñåðåäíi 𝐹 ïðàêòè÷íî ñïiâ-
ïàäàþòü ç ¨õ äiéñíèìè çíà÷åííÿìè. Ôiçè÷íèé çìiñò öèõ òâåðäæåíü ìîæíà
íàî÷íî ïðîäåìîíñòðóâàòè íà ðèñ 3.1. Ðåàëüíå, âèïàäêîâå çíà÷åííÿ ôiçè-

Рис. 3.1. Статистичний опис макропараметрiв

÷íî¨ âåëè÷èíè 𝐹 â äàíîìó êîíêðåòíîìó âèïàäêó çîáðàæåíå íåïåðiîäè÷íî
çìiííîþ ëiíi¹þ. Ó iíøèõ äîñëiäàõ öÿ ëiíiÿ ìîæå ìàòè iíøèé âèãëÿä, ïðîòå
çàâæäè âîíà áóäå ëåæàòè â îñíîâíîìó â ìåæàõ äâîõ ïóíêòèðíèõ ëiíié, ùî
îòî÷óþòü æèðíó ëiíiþ, ùî çîáðàæà¹ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ 𝐹 . Ëiíiÿ ðåàëüíèõ
çíà÷åíü ëèøå äóæå ðiäêî âèõîäèòü çà ìåæi ñìóãè øèðèíîþ 2△(𝐹 ), îáìåæå-
íî¨ ïóíêòèðíèìè ëiíiÿìè, îñêiëüêè, çãiäíî íåðiâíîñòi ×åáèøåâà, éìîâiðíiñòü
𝑊 ïîäi¨, ïðè ÿêié |𝐹−𝐹 | áóäå ïåðåâèùóâàòè äåÿêó âåëè÷èíó 𝑎, çàäîâîëüíÿ¹
íåðiâíîñòi

𝑊 (|𝐹 − 𝐹 | > 𝑎) 6
(𝐹 − 𝐹 )2

𝑎2
≈

1

𝑎2𝑁 2
. (3.4)

Òàêèì ÷èíîì, âèìiðÿíi íà äîñâiäi ìàêðîñêîïi÷íi âåëè÷èíè ìîæóòü îòî-
òîæíþâàòèñÿ iç ñòàòèñòè÷íèìè ñåðåäíiìè âiä ôóíêöié ìiêðîñêîïi÷íèõ çìií-
íèõ.

З нерiвностi випливає, що ймовiрнiсть вiдхилень, якi значно перевищують середньо квадратичне вiд-

хилення (𝑥− 𝑥̄)2, швидко зменшується iз збiльшенням вiдхилення. Отже, при випробуваннях будь яка

випадкова величина у бiльшостi випадкiв буде приймати значення, якi не вiдхиляються вiд середнього

значення бiльше нiж на (𝑥− 𝑥̄)2.
10*********
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3.1.2 Опис руху в класичнiй механiцi

Ìàêðîñêîïi÷íi òiëà ñêëàäàþòüñÿ ç äóæå âåëèêîãî, àëå cêií÷åíîãî ÷è-
ñëà ÷àñòèíîê (àòîìiâ, ìîëåêóë, iîíiâ, åëåêòðîíiâ), òîìó íàñ öiêàâèòèìóòü
ìåõàíi÷íi ñèñòåìè ç ñêií÷åíèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäè 3𝑁 . Ãåîìåòðè÷íà
êîíôiãóðàöiÿ òàêèõ ñèñòåì âèçíà÷à¹òüñÿ ñêií÷åíèì ÷èñëîì ïàðàìåòðiâ 𝑞𝑖
(𝑖 = 1, 2, . . . , 3𝑁 ), ÿêi íàçèâàþòü узагальненими координатами. Ïðè ðó-
ñi ñèñòåìè óçàãàëüíåíi êîîðäèíàòè ¹ ôóíêöiÿìè ÷àñó: 𝑞𝑖 = 𝑞𝑖(𝑡); âåëè÷èíè
𝑑𝑞𝑖/𝑑𝑡 ≡ 𝑞𝑖 íàçèâàþòüñÿ узагальненими швидкостями.

Äëÿ âñÿêî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè iñíó¹ òàê çâàíà функцiя Лагранжа

ℒ(𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞3𝑁 , 𝑞1, 𝑞1, . . . , 𝑞3𝑁 , 𝑡) ≡ ℒ(𝑞, 𝑞, 𝑡) = 𝐾 − 𝑈,

äå 𝐾 i 𝑈 � êiíåòè÷íà i ïîòåíöiàëüíà åíåðãi¨ ñèñòåìè. Ôóêöiÿ ℒ(𝑞, 𝑞, 𝑡) çàëå-
æèòü âiä óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò, øâèäêîñòåé òà ÷àñó i çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíÿ-
ííÿì

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜕ℒ
𝜕𝑞𝑖

)︂
=
𝜕ℒ
𝜕𝑞𝑖

, (𝑖 = 1, 2, . . . , 3𝑁). (3.5)

Öi ðiâíÿííÿ íàçèâàþòüñÿ рiвняннями Лагранжа другого роду.
Âèä ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà âèçíà÷à¹òüñÿ äèíàìi÷íîþ ñòðóêòóðîþ ñèñòåìè:

ìàñàìè ¨¨ ÷àñòèíîê, ñèëàìè, ùî äiþòü â íié, õàðàêòåðîì çâ'ÿçêiâ, ùî iñíóþòü
â íié.

Ñïiââiäíîøåííÿ (3.5) òðåáà ðîçãëÿäàòè ÿê çàêîí ïðèðîäè, ÿê óçàãàëüíåí-
íÿ åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ. Ìîæíà ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ç (3.5) âèïëèâàþòü
ðiâíÿííÿ êëàñè÷íî¨ ìåõàíiêè Íüþòîíà.

Ç ìåõàíiêè âiäîìî, ùî ñèñòåìó (3.5) 3𝑁 ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ìî-
æíà çàìiíèòè åêâiâàëåíòíîþ ñèñòåìîþ 6𝑁 ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó, òîáòî
êàíîíi÷íèìè ðiâíÿííÿìè Ãàìiëüòîíà:

𝑞𝑖 =
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑖
, 𝑝̇𝑖 = −𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑖
(𝑖 = 1, 2, . . . , 3𝑁),

𝐻 =
3𝑁∑︀
𝑖=1

𝑝𝑖𝑞𝑖 − ℒ = 𝐾 + 𝑈, 𝑝𝑖 =
𝜕ℒ
𝜕𝑞𝑖

.

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (3.6)

Òóò 𝐻 � ôóíêöèÿ Ãàìiëüòîíà, àáî ãàìiëüòîíiàí, à (𝑞1, . . . , 𝑞3𝑁 , 𝑝1, . . . , 𝑝3𝑁) �
сукупнiсть канонiчних змiнних. Ó çàãàëüíèõ äîâåäåííÿõ âñi êàíîíi÷íi
çìiííi çðó÷íî ïîçíà÷àòè îäíi¹þ áóêâîþ 𝑋𝑖, ââàæàþ÷è

𝑞𝑖 = 𝑋𝑖, 𝑝𝑖 = 𝑋𝑖+3𝑁 (𝑖 = 1, 2, . . . , 3𝑁). (3.7)

Ïîçíà÷èìî âñþ ñóêóïíiñòü çìiííèõ (𝑋1, . . . , 𝑋6𝑁) áóêâîþ 𝑋, à äîáóòîê âñiõ
äèôåðåíöiàëiâ 𝑑𝑋1 . . . 𝑑𝑋6𝑁 = 𝑑𝑋.

Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà ¹ ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåð-
øîãî ïîðÿäêó, òî çíà÷åííÿ âñiõ çìiííèõ 𝑋 ó ìîìåíò ÷àñó 𝑡 ââàæàþòüñÿ ïîâ-
íiñòþ âèçíà÷åíèìè, ÿêùî âiäîìi çíà÷åííÿ öèõ çìiííèõ 𝑋0 ó ìîìåíò 𝑡 = 0.
Òàêèì ÷èíîì, çàäàííÿ âñiõ êàíîíi÷íèõ çìiííèõ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó
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âèçíà÷à¹ ïîâíiñòþ ñòàí ñèñòåìè â áóäü-ÿêèé íàñòóïíèé ìîìåíò. Îòæå, ñó-
êóïíiñòü çìiííèõ 𝑋 ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹ ìiêðîñêîïi÷íèé ñòàí ñèñòåìè. Öèì
ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà âèãiäíî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ðiâíÿíü Ëàãðàíæà, ÿêi ¹ ðiâ-
íÿííÿìè äðóãîãî ïîðÿäêó i äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàíó ñèñòåìè â íàñòóïíi ìî-
ìåíòè ÷àñó íåîáõiäíî çàäàâàòè â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò íå òiëüêè çíà÷åííÿ
âñiõ êîîðäèíàò 𝑞01, . . . , 𝑞

0
3𝑁 , àëå i øâèäêîñòåé 𝑞

0
1, . . . , 𝑞

0
3𝑁 . Ïðè ðîçâ'ÿçàííi çà-

äà÷ ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè, íàáàãàòî çðó÷íiøå çîáðàæàòè ìiêðîñêîïi÷íèé ñòàí
îäíîðiäíèì íàáîðîì êàíîíi÷íèõ çìiííèõ 𝑋, à íå íàáîðîì êîîðäèíàò i øâèä-
êîñòåé. Îòæå, класична атомiстична модель представляє собою класичну
гамiльтонову систему.

3.1.3 Класична статистична модель. Фазовий простiр. Фазовi се-

реднi

Згiдно (3.6), (3.7), класична атомiстична модель являє собою гамiльто-
нову систему, стан якої повнiстю описується сукупнiстю 6𝑁 канонiчних
змiнних 𝑋, що задовольняють рiвняння Гамiльтона:

𝑋̇𝑖 =
𝜕𝐻

𝜕𝑋𝑖+3𝑁
, 𝑋̇𝑖+3𝑁 = − 𝜕𝐻

𝜕𝑋𝑖
(𝑖 = 1, 2, . . . , 3𝑁), (3.8)

причому задання початкового стану (𝑋0) повнiстю визначає стан системи
(𝑋 𝑡) в будь-який наступний або попереднiй момент часу 𝑡. Öå âëàñòèâiñòü
ãàìiëüòîíîâî¨ ôîðìè êëàñè÷íî¨ ìåõàíiêè äîçâîëÿ¹ ââåñòè ãåîìåòðè÷íî íàî-
÷íå çîáðàæåííÿ ñèñòåìè i ¨¨ ðóõ ó ôàçîâîìó ïðîñòîði.

Фазовий простiр àáî Γ-простiр � öå óÿâíèé 6𝑁 -âèìiðíèé ãåîìåòðè-
÷íèé ïðîñòið, êîîðäèíàòàìè ÿêîãî ¹ 6𝑁 êàíîíi÷íèõ çìiííèõ 𝑋1, . . . , 𝑋6𝑁 .
Òî÷êà ó ôàçîâîìó ïðîñòîði çîáðàæà¹ ñòàí âñi¹¨ ñèñòåìè â çàäàíèé ìîìåíò
÷àñó. Ç ïëèíîì ÷àñó ôàçîâà òî÷êà ïåðåìiùó¹òüñÿ ïî ôàçîâîìó ïðîñòîðó,
утворюючи фазову траєкторiю. Îñòàííÿ çîáðàæà¹, î÷åâèäíî, ðóõ âñiõ
𝑁 ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê. Â äåÿêèõ âèïàäêàõ, íàïðèêëàä äëÿ iäåàëüíîãî ãà-
çó, çðó÷íî ââåñòè ôàçîâèé ïðîñòið, ùî âiäïîâiäà¹ êîîðäèíàòàì i ñïðÿæåíèì
iìïóëüñàì îäíi¹¨ ìîëåêóëè � 𝜇-простiр.

Ó ìåõàíiöi ðîçãëÿäàþòüñÿ òiëüêè òàêi ãàìiëüòîíiàíè, äëÿ ÿêèõ ðîçâ'ÿçêè
ðiâíÿíü Ãàìiëüòîíà ¹ îäíîçíà÷íèìè, òîáòî êîæíà ïî÷àòêîâà ôàçîâà òî÷êà
âèçíà÷à¹ ¹äèíó ôàçîâó òðà¹êòîðiþ. Îòæå, ôàçîâi òðà¹êòîði¨ íå ïåðåòèíàþ-
òüñÿ.

Ïðîñòèì ïðèêëàäîì ôàçîâîãî ïðîñòîðó ¹ фазова площина � ôàçîâèé
ïðîñòið ñèñòåìè ç îäíi¹þ ñòåïiííþ ñâîáîäè. Öå ¹äèíà ñèñòåìà, ôàçîâèé ïðî-
ñòið ÿêî¨ ìîæíà íàî÷íî çîáðàçèòè ó íàøîìó òðèâèìiðíîìó ñâiòi, áî âæå äëÿ
ñèñòåìè ç äâîìà ñòåïåíÿìè ñâîáîäè ôàçîâèé ïðîñòið ¹ ÷îòèðèâèìiðíèì.

Â ÿêîñòi ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî íà ôàçîâié ïëîùèíi ôàçîâi òðà¹êòîði¨
ëiíiéíîãî ãàðìîíiéíîãî îñöèëÿòîðà. Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü Ãàìiëüòîíà äëÿ ãàð-
ìîíiéíîãî îñöèëÿòîðà ìàþòü âèãëÿä

𝑞 = 𝑞0 sin𝜔𝑡, 𝑝 = 𝑚𝑞 = 𝑚𝜔𝑞0 cos𝜔𝑡 = 𝑝0 cos𝜔𝑡,
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çâiäêè çíàõîäèìî ðiâíÿííÿ ôàçîâî¨ òðà¹êòîði¨(︂
𝑞

𝑞0

)︂2

+

(︂
𝑝

𝑝0

)︂2

= 1, 𝑝0 = 𝑚𝜔𝑞0,

ÿêà çîáðàæà¹òüñÿ ñóêóïíiñòü êîíöåíòðè÷íèõ åëiïñiâ (ðèñ. 3.2).

Рис. 3.2. Фазова траєкторiя гармонiчного осцилятора

Ââàæàþ÷è ñóêóïíiñòü êàíîíi÷íèõ çìiííèõ 𝑋 âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíîþ, ÿê
öå ìà¹ ìiñöå ïðè ñòàòèñòè÷íîìó ðîçãëÿäi äèíàìi÷íî¨ ìiêðîìîäåëi, êîæíîìó
ìiêðîñòàíó 𝑋 ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü äåÿêó ãóñòèíó éìîâiðíîñòi 𝑤(𝑋, 𝑡),
ÿêà ñòàòèñòè÷íî îïèñó¹ ñòàí i ðóõ ôàçîâèõ òî÷îê ó ôàçîâîìó ïðîñòîði. Ôà-
çîâó ãóñòèíó éìîâiðíîñòi 𝑤(𝑋, 𝑡) iíîäi íàçèâàþòü фазовим розподiлом
éìîâiðíîñòi àáî фазовим розподiлом.

Çíàþ÷è ôàçîâó ãóñòèíó éìîâiðíîñòi, ìîæíà îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü âè-
ÿâëåííÿ ñèñòåìè â çàäàíîìó ôàçîâîìó îá'¹ìi 𝐺:

𝑊 (𝐺) =

∫︁
𝐺

𝑤(𝑋, 𝑡) 𝑑𝑋. (3.9)

ßêùî îáëàñòü 𝐺 îõîïëþ¹ âåñü ôàçîâèé îá'¹ì Γ (𝐺 = Γ), çàéíÿòèé âñiìà
ìîæëèâèìè ôàçîâèìè òî÷êàìè, òî 𝑊 (𝐺) ¹ éìîâiðíiñòþ äîñòîâiðíî¨ ïîäi¨ i
ðiâíà îäèíèöi. Çâiäñè îòðèìó¹ìî óìîâó íîðìóâàííÿ∫︁

Γ

𝑤(𝑋) 𝑑𝑋 = 1, (3.10)

äå iíòåãðóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ çà âñiìà çìiííèõ 𝑋.
ßêùî ìàêðîñêîïi÷íèìè ïàðàìåòðàìè, òîáòî ìàêðîñêîïi÷íî âèìiðþâà-

íèìè âåëè÷èíàìè, ¹ ôóíêöi¨ êàíîíi÷íèõ çìiííèõ 𝐹𝑘(𝑋), ïðè÷îìó 𝑘 =
1, 2, . . . , 𝑛, äå 𝑛≪ 𝑁 , òî ¨õ ñòàòèñòè÷íi àáî ôàçîâi ñåðåäíi ðiâíi

𝐹𝑘 =

∫︁
(𝑋)

𝐹𝑘(𝑋)𝑤(𝑋, 𝑡) 𝑑𝑋. (3.11)
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Ôîðìóëà (3.11) äà¹ óñåðåäíåííÿ çà ñòàòèñòè÷íèì àíñàìáëåì. Статисти-
чним ансамблем íàçèâàþòü ñóêóïíiñòü𝑁0 äóæå âåëèêîãî ÷èñëà (𝑁0 → ∞)
îäíàêîâèõ ñèñòåì ("êîïié" äàíî¨ ñèñòåìè), ÿêi ïåðåáóâàþòü â îäíàêîâèõ
ìàêðîñêîïi÷íèõ ñòàíàõ, àëå ¨õ ìiêðîñòàíè çìiíþþòüñÿ íåçàëåæíî, òîìó â
êîæíèé ìîìåíò ÷àñó âîíè ïåðåáóâàþòü ó ðiçíèõ ìiêðîñòàíàõ, òîáòî ìàþòü
ðiçíi çíà÷åííÿ ìèòò¹âèõ ìàêðîïàðàìåòðiâ (îäèí i òîé æå ìàêðîñòàí ìîæå
áóòè ðåàëiçîâàíèé âåëèêîþ êiëüêiñòþ ðiçíèõ ìiêðîñòàíiâ).

ßê âæå íàãîëîøóâàëîñÿ ðàíiøå, ðiçíèöÿ ìiæ öèìè ñòàòèñòè÷íèìè ñåðå-
äíiìè i ñïîñòåðåæóâàíèìè äiéñíèìè çíà÷åííÿìè 𝐹 (𝑋) ¹ íåõòîâíî ìàëîþ,
ÿêùî ¹ äîñòàòíüî ìàëèìè ñåðåäíi êâàäðàòè÷íi âiäõèëåííÿ △(𝐹 ) âíàñëiäîê
íåðiâíîñòi ×åáèøåâà (3.4). Îá÷èñëþþ÷è â öüîìó âèïàäêó ñåðåäíi çíà÷åííÿ
𝐹 ìè çíàõîäèìî ñòàòèñòè÷íèé çàêîí ïîâåäiíêè âåëè÷èíè 𝐹 . Çà öèì çàêîíîì
ïðàêòè÷íî äîñòîâiðíî ìîæíà ïåðåäáà÷àòè iñòèííi çíà÷åííÿ âåëè÷èíè 𝐹 .

3.1.4 Квантова статистична модель

Îñíîâíèì çàâäàííÿì ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè ¹ обчислення макроскопi-
чних параметрiв (макропараметрiв) � òèñêó 𝑃 , îá'¹ìó 𝑉 , òåìïåðàòóðè
òîùî, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü ìàêðîñêîïi÷íó ñèñòåìó çàãàëîì i âèçíà÷àþòü ма-
кроскопiчний стан (макростан) системи.

Öå çàâäàííÿ ó ñòàòèñòè÷íié ôiçèöi âèðiøó¹òüñÿ íà îñíîâi iñíóâàííÿ ìi-
êðî÷àñòèíîê (àòîìiâ, ìîëåêóë, éîíiâ òîùî), ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ ìàêðîñèñòå-
ìà, òà íà ïiäñòàâi ¨õ âëàñòèâîñòåé i îñîáëèâîñòåé ïîâåäiíêè.

Ìiêðî÷àñòèíêè ìàþòü êâàíòîâi âëàñòèâîñòi. Òîìó ìàêðîñèñòåìà â ïðèí-
öèïi ¹ êâàíòîâîþ ñèñòåìîþ, îòæå, ¨¨ ñòàí ìà¹ âèçíà÷àòèñÿ õâèëüîâîþ ôóí-
êöi¹þ. ßêùî ñèñòåìà ìiñòèòü 𝑁 ÷àñòèíîê, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ 𝑓 ñòóïåíiâ
âiëüíîñòi, õâèëüîâà ôóíêöiÿ ïîâèííà ìàòè âèãëÿä

Ψ = Ψ𝑛1,𝑛2,...,𝑛𝑓𝑁 (𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑓𝑁 , 𝑡), (3.12)

äå 𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑓𝑁 � ñóêóïíiñòü êâàíòîâèõ ÷èñåë (мiкропараметрiв), êiëü-
êiñòü ÿêèõ äîðiâíþ¹ ÷èñëó ñòóïåíiâ âiëüíîñòi ñèñòåìè 𝑓𝑁 ; 𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑓𝑁 �
êîîðäèíàòè ÷àñòèíîê.

Õâèëüîâà ôóíêöiÿ (3.12), àáî íàáið êâàíòîâèõ ÷èñåë 𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑓𝑁 , âè-
çíà÷à¹ квантовий стан ìàêðîñèñòåìè, ÿêèé ó ñòàòèñòè÷íié ôiçèöi íàçèâà-
þòü мiкроскопiчним станом, àáî мiкростаном.

Çðîçóìiëî, ùî ìàêðîïàðàìåòðè çàëåæàòü âiä ìiêðîïàðàìåòðiâ, ïðè÷îìó
îäíèì i òèì ñàìèì çíà÷åííÿì ìàêðîïàðàìåòðiâ çàçâè÷àé âiäïîâiäà¹ âåëèêà
êiëüêiñòü ðiçíèõ êîìáiíàöié êâàíòîâèõ ÷èñåë 𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑓𝑁 , òîáòî ðiçíèõ ìi-
êðîñòàíiâ. Òàêi ìiêðîñòàíè, â ÿêèõ ìîæå ïåðåáóâàòè ìàêðîñèñòåìà çà ïåâíèõ
óìîâ ¨¨ iñíóâàííÿ (çà çàäàíèõ ìàêðîïàðàìåòðiâ 𝑃 , 𝑉 , 𝑇 , ...), íàçèâàþòü до-
ступними мiкростанами. Êiëüêiñòü äîñòóïíèõ ìiêðîñòàíiâ ìàêðîñèñòåìè
ïîçíà÷èìî ÿê Ω. Âîíî ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ âåëè÷èíîþ òà îäíèì iç êëþ-
÷îâèõ ïîíÿòü ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè, ó çâ'ÿçêó ç ÷èì ïîòðiáíî âìiòè éîãî
îá÷èñëþâàòè.
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Íåõàé ìiêðîñòàíè ñèñòåìè âèçíà÷àþòüñÿ íàáîðîì êâàíòîâèõ ÷èñåë
𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑓𝑁 , ÿêèé ïîçíà÷èìî ÷åðåç 𝑛, à ìîæëèâi çíà÷åííÿ äåÿêîãî ìà-
êðîïàðàìåòðà � ÿê 𝐹𝑛.

Ïðèïóñòèìî, ùî îäíî÷àñíî çàôiêñóâàëè ðîçïîäië 𝑁0 ñèñòåì ñòàòèñòè-
÷íîãî àíñàìáëþ çà âñiìà äîñòóïíèìè ìiêðîñòàíàìè òà ïîçíà÷èëè ÷èñëî ñè-
ñòåì â 𝑛-ìó ìiêðîñòàíi ÿê 𝑁𝑛. Òîäi âiäíîøåííÿ

𝑊𝑛 =
𝑁𝑛

𝑁0
(3.13)

âèçíà÷èòü éìîâiðíiñòü âèÿâèòè äîâiëüíó ñèñòåìó àíñàìáëþ â ìiêðîñòàíi 𝑛
çi çíà÷åííÿì ìàêðîïàðàìåòðà 𝐹𝑛, ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ÿêîãî äîðiâíþ¹

𝐹 =
∑︁
𝑛

𝐹𝑛𝑊𝑛. (3.14)

Ïiäñóìîâóâàííÿ â (3.14) âèêîíóþòü çà âñiìà äîñòóïíèìè ìiêðîñòàíàìè. Iìî-
âiðíiñòü ìiêðîñòàíó 𝑊𝑛 íàçèâàþòü статистичною функцiєю розподiлу i
âîíà íîðìó¹òüñÿ íà îäèíèöþ ∑︁

𝑛

𝑊𝑛 = 1. (3.15)

3.1.5 Теорема Лiувiля про збереження фазового об’єму

Ïðè ñòàòèñòè÷íîìó îïèñi ìåõàíi÷íî¨ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè ìàòåðiàëü-
íèõ òî÷îê ðîçãëÿäà¹òüñÿ íå ðóõ îäíi¹¨ ¹äèíî¨ ñèñòåìè iç çàäàíèìè ïî÷à-
òêîâèìè çíà÷åííÿìè êàíîíi÷íèõ çìiííèõ, à ðóõ âåëèêî¨ ñóêóïíîñòi ôàçîâèõ
òî÷îê, ÿêi çîáðàæàþòü íàáið ìîæëèâèõ ñòàíiâ äàíî¨ ñèñòåìè.

Òàêà ñóêóïíiñòü ôàçîâèõ òî÷îê, ÿêi àáñòðàêòíî çîáðàæàþòü ðiçíi ìî-
æëèâi ìiêðîñêîïi÷íi ñòàíè ñèñòåìè, íàçèâà¹òüñÿ фазовим ансамблем.

ßêùî êîæíà òî÷êà ôàçîâîãî àíñàìáëþ ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê âèïàäêîâà âå-
ëè÷èíà, òîáòî ââîäèòüñÿ ôàçîâà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi, òî ôàçîâèé àíñàìáëü
íàçèâàþòü статистичним фазовим ансамблем.

Ðóõ ôàçîâîãî àíñàìáëþ ó ôàçîâîìó ïðîñòîði ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ðóõ
ôàçîâî¨ ðiäèíè, îòîòîæíþþ÷è ôàçîâi òî÷êè ç òî÷êàìè óÿâíî¨ ôàçîâî¨ ðiäè-
íè, ùî çàïîâíþ¹ ôàçîâèé ïðîñòið.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì фазова рiдина нестислива.
Äiéñíî, ç ðiâíÿíü Ãàìiëüòîíà (3.6) àáî (3.8) âèïëèâà¹, ùî

3𝑁∑︁
𝑖=1

(︂
𝜕𝑞𝑖
𝜕𝑞𝑖

+
𝜕𝑝̇𝑖
𝜕𝑝𝑖

)︂
=

3𝑁∑︁
𝑖=1

(︂
𝜕2𝐻

𝜕𝑞𝑖𝜕𝑝𝑖
− 𝜕2𝐻

𝜕𝑝𝑖𝜕𝑞𝑖

)︂
≡ 0, (3.16)

òîáòî, çãiäíî (3.7),
6𝑁∑︁
𝑖=1

𝜕𝑋̇𝑖

𝜕𝑋𝑖
= 0. (3.17)
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Îòðèìàíå ñïiââiäíîøåííÿ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê óçàãàëüíåííÿ íà 6𝑁 -
âèìiðíèé ïðîñòið òðèâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ

div 𝑣⃗ =
𝜕𝑥̇

𝜕𝑥
+
𝜕𝑦̇

𝜕𝑦
+
𝜕𝑧̇

𝜕𝑧
= 0, (3.18)

ÿêå â ãiäðîäèíàìiöi âèðàæà¹ óìîâó íåñòèñëèâîñòi ðiäèíè. Òîìó i ðiâíÿííÿ
(3.17) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê óìîâó íåñòèñëèâîñòi ôàçîâî¨ ðiäèíè.

Якщо фазова рiдина нестислива, то при її русi залишається незмiнним
фазовий об’єм, зайнятий будь-якою частиною цiєї рiдини.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî âèçíà÷èòè ôàçîâèé îá'¹ì ñèñòåìè ÿê 6𝑁 -âèìiðíèé
îá'¹ì ÷àñòèíè ôàçîâîãî ïðîñòîðó, çàïîâíåíî¨ ôàçîâèìè òî÷êàìè, ùî âiä-
îáðàæàþòü ñòàí ñèñòåìè, òî ìà¹ ìiñöå òåîðåìà ïðî збереження фазового
об’єму, àáî теорема Лiувiля.

3.1.6 Рiвняння руху статистичного фазового ансамблю

Ñòàòèñòè÷íèé ôàçîâèé àíñàìáëü îïèñó¹òüñÿ ôàçîâîþ ãóñòèíîþ éìîâið-
íîñòi 𝑤(𝑋, 𝑡). Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè âàæëèâî âìi-
òè çíàõîäèòè 𝑤(𝑋, 𝑡) â äîâiëüíèé ìîìåíò 𝑡 ïî çàäàíié ïî÷àòêîâié ôóíêöi¨
𝑤(𝑋, 0) ó ìîìåíò ÷àñó 𝑡 = 0. Iíàêøå êàæó÷è, íåîáõiäíî çíàéòè ðiâíÿííÿ
ðóõó, ÿêèì çàäîâiëüíÿ¹ ôóíêöiÿ 𝑤(𝑋, 𝑡).

Ðîçãëÿíåìî àíñàìáëü ôàçîâèõ òî÷îê, çîñåðåäæåíèõ âñåðåäèíi îáëàñòi 𝐺0

ó ìîìåíò 𝑡 = 0. Ó ìîìåíò 𝑡 âiäìiííèé âiä íóëÿ, âñi ôàçîâi òî÷êè ïåðåìiñòÿ-
òüñÿ ïî ôàçîâèõ òðà¹êòîðiÿõ i çàéìóòü äåÿêó íîâó îáëàñòü 𝐺𝑡, (ðèñ. 3.3),
ïðè÷îìó, çà òåîðåìîþ Ëióâiëÿ, îá'¹ìè Γ0 i Γ𝑡 öèõ îáëàñòåé îäíàêîâi. Âíà-

Рис. 3.3. Теорема Лiувiля: рiвнiсть фазових об’ємiв

ñëiäîê âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi âñiõ òî÷îê îáëàñòi 𝐺0 âñiì òî÷êàì
îáëàñòi 𝐺𝑡 éìîâiðíiñòü çíàõîäæåííÿ ñèñòåìè â îáëàñòi 𝐺0 ó ìîìåíò 𝑡 = 0
ðiâíà éìîâiðíîñòi ¨¨ çíàõîäæåííÿ â îáëàñòi 𝐺𝑡 â ìîìåíò 𝑡. Îñêiëüêè öå òâåð-
äæåííÿ ñïðàâåäëèâå äëÿ ÿê çàâãîäíî ìàëèõ çíà÷åíü ôàçîâèõ îá'¹ìiâ, òî
âíàñëiäîê òåîðåìè Ëióâiëÿ (Γ0 = Γ1) ôàçîâi ãóñòèíè éìîâiðíîñòåé â òî÷êàõ
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𝑋0 i 𝑋 𝑡 òàêîæ îäíàêîâi:

𝑤(𝑋0, 0) = 𝑤(𝑋 𝑡, 𝑡). (3.19)

Çàñòîñó¹ìî ðiâíiñòü (3.19) äî íåñêií÷åííî áëèçüêèõ ìîìåíòiâ ÷àñó 𝑡 i 𝑡+ 𝑑𝑡.
Òîäi

𝑋 𝑡+𝑑𝑡 = 𝑋 𝑡 + 𝑑𝑋

i, âiäïîâiäíî,
𝑤(𝑋, 𝑡) = 𝑤(𝑋 + 𝑑𝑋, 𝑡+ 𝑑𝑡). (3.20)

Òóò i íèæ÷å ôàçîâi êîîðäèíàòè ïèøóòüñÿ áåç iíäåêñó 𝑡 îñêiëüêè âîíè ðîç-
ãëÿäàþòüñÿ â îäèí i òîé æå ìîìåíò ÷àñó. Ðîçêëàäàþ÷è ïðàâó ÷àñòèíó (3.20)
â ðÿä Òåéëîðà çà ñòåïåíÿìè 𝑑𝑡 i 𝑑𝑋, îäåðæó¹ìî

𝑤(𝑋, 𝑡) = 𝑤(𝑋, 𝑡) +
𝜕𝑤

𝜕𝑡
𝑑𝑡+

6𝑁∑︁
𝑖=1

𝜕𝑤

𝜕𝑋𝑖
𝑑𝑋𝑖 +𝑂(𝑑𝑡, 𝑑𝑋),

çâiäêè

𝜕𝑤

𝜕𝑡
𝑑𝑡+

6𝑁∑︁
𝑖=1

𝜕𝑤

𝜕𝑋𝑖
𝑑𝑋𝑖 = 0.

Ðîçäiëèâøè öåé âèðàç íà 𝑑𝑡 i ñïðÿìóâàâøè 𝑑𝑡 äî íóëÿ, çíàõîäèìî

𝜕𝑤

𝜕𝑡
+

6𝑁∑︁
𝑖=1

𝜕𝑤

𝜕𝑋𝑖

𝑑𝑋𝑖

𝑑𝑡
=
𝜕𝑤

𝜕𝑡
+

6𝑁∑︁
𝑖=1

𝑋̇𝑖
𝜕𝑤

𝜕𝑋𝑖
= 0,

àáî
𝜕𝑤

𝜕𝑡
+

3𝑁∑︁
𝑖=1

(︂
𝑞𝑖
𝜕𝑤

𝜕𝑞𝑖
+ 𝑝̇𝑖

𝜕𝑤

𝜕𝑝𝑖

)︂
= 0. (3.21)

Âðàõîâóþ÷è ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà (3.6), îòðèìó¹ìî рiвняння руху стати-
стичного фазового ансамблю, àáî ðiâíÿííÿ Ëióâiëÿ:

𝜕𝑤

𝜕𝑡
+

3𝑁∑︁
𝑖=1

(︂
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑖

𝜕𝑤

𝜕𝑞𝑖
− 𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑖

𝜕𝑤

𝜕𝑝𝑖

)︂
= 0

àáî
𝜕𝑤

𝜕𝑡
= [𝐻,𝑤], (3.22)

äå

[𝐻,𝑤] =
3𝑁∑︁
𝑖=1

(︂
𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑖

𝜕𝑤

𝜕𝑝𝑖
− 𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑖

𝜕𝑤

𝜕𝑞𝑖

)︂
(3.23)

� класичнi дужки Пуассона.
Îòæå, фазова густина ймовiрностi адiабатично iзольованої системи

𝑁 матерiальних точок змiнюється з часом, вiдповiдно до рiвняння руху
(3.22), тобто визначається класичними дужками Пуассона системи.
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3.1.7 Флуктуацiї. Ергодична гiпотеза

ßê óæå çàçíà÷àëîñÿ, îñíîâíèì çàâäàííÿì ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè i òåðìî-
äèíàìiêè ¹ îá÷èñëåííÿ ðiâíîâàæíèõ ìàêðîñêîïi÷íèõ ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè.

Ðiâíîâàæíîìó ñòàíó ñèñòåìè ó ñòàòèñòè÷íié ôiçèöi âiäïîâiäà¹ ïåâíå ÷è-
ñëî äîñòóïíèõ ìiêðîñòàíiâ. Îäíàê ðiâíîâàæíà ñèñòåìà çàâæäè âçà¹ìîäi¹ ç
íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì � ìîæå îáìiíþâàòèñÿ ç íèì åíåðãi¹þ, ÷àñòèíêà-
ìè òîùî. Òîìó ÷èñëî äîñòóïíèõ ìiêðîñòàíiâ ðiâíîâàæíî¨ ñèñòåìè òà ¨õ iìî-
âiðíîñòi âåñü ÷àñ i äóæå øâèäêî çìiíþþòüñÿ ó ïåâíèõ, âiäíîñíî íåâåëèêèõ
ìåæàõ, âíàñëiäîê ÷îãî i ìèòò¹âi çíà÷åííÿ ìàêðîïàðàìåòðiâ, ÿêi ¹ ôóíêöiÿ-
ìè ìiêðîñêîïi÷íèõ çìiííèõ, òàêîæ äóæå øâèäêî çìiíþþòüñÿ ("äðèæàòü")
íàâêîëî äåÿêèõ ñåðåäíiõ çíà÷åíü. Òàêi øâèäêîïëèííi âiäõèëåííÿ ìàêðîïà-
ðàìåòðiâ âiä ñåðåäíiõ çíà÷åíü íàçèâàþòü флуктуацiями.

Îäíàê ïðèëàäè, ÿêi âèìiðþþòü ìàêðîïàðàìåòðè � ìàêðîñêîïi÷íi ïðè-
ñòðî¨, âíàñëiäîê iíåðöi¨ ïiä ÷àñ âèìiðþâàííÿ íå ìîæóòü ðåàãóâàòè íà øâèä-
êó çìiíó ìèòò¹âèõ çíà÷åíü ìàêðîïàðàìåòðiâ, îòæå, âèìiðþþòü ¨õ ñåðåäíi
çíà÷åííÿ. Ç'ÿñó¹ìî ùî òðåáà ðîçóìiòè ç ìîëåêóëÿðíî¨ òî÷êè çîðó ïiä ðiâíî-
âàæíèìè çíà÷åííÿì òîãî ÷è iíøîãî ìàêðîñêîïi÷íîãî ïàðàìåòðà.

Â êëàñè÷íié ñòàòèñòè÷íié òåîði¨ ìàêðîïàðàìåòð 𝐹 ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê
ôóíêöiÿ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò òà iìïóëüñiâ 𝐹 = 𝐹 (𝑞, 𝑝). Â äåÿêèõ ìiêðî-
ñòàíàõ ñèñòåìà ìîæå ïåðåáóâàòè äîâãî i ïîòðàïëÿòè â íèõ ÷àñòî, à â iíøèõ
ñòàíàõ âîíà ìîæå ïåðåáóâàòè ëèøå íåçíà÷íèé ÷àñ. Â ðåçóëüòàòi âèìiðþâàíü
ìè áóäåìî îòðèìóâàòè îäíi çíà÷åííÿ 𝐹 ÷àñòiøå, iíøi ðiäøå. Íåõàé â äåÿêî-
ìó ñòàíi 𝑖 ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ ïðîòÿãîì ÷àñó 𝑡𝑖, ÿêèé ¹ ÷àñòèíîþ ïîâíîãî
÷àñó ñïîñòåðåæåííÿ 𝑇 . Â ðåçóëüòàòi 𝑛𝑖 = 𝑡𝑖/△𝑡 âèìiðþâàíü (äå, △𝑡 � ÷àñ
îäíîãî 𝑖-ãî ñïîñòåðåæåííÿ) áóäå âñòàíîâëåíî, ùî âåëè÷èíà 𝐹 ìà¹ çíà÷åííÿ
𝐹𝑖. Ïîâíå ÷èñëî âèìiðþâàíü áóäå ðiâíå 𝑛 = 𝑇/△𝑡.

Éìîâiðíiñòü 𝑖-ãî ñòàíó 𝑊𝑖 âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

𝑊𝑖 = lim
𝑇→∞

𝑡𝑖
𝑇
.

Î÷åâèäíî, ùî éìîâiðíiñòü 𝑖-ãî ñòàíó i éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âåëè÷èíà 𝐹
ïðèéìå çíà÷åííÿ 𝐹𝑖, ÿêå âiäïîâiäà¹ 𝑖-ìó ñòàíó, ¹ òîòîæíèìè ïîíÿòòÿìè.
Òîìó ìîæíà çàïèñàòè:

𝑊𝐹𝑖
= lim

𝑇→∞

𝑡𝑖
𝑇
,

äå 𝑊𝐹𝑖
� éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âåëè÷èíà 𝐹 ïðèéìå çíà÷åííÿ 𝐹𝑖. Îñêiëüêè

𝑇 =
∑︀
𝑡𝑖, òî ñïðàâåäëèâà óìîâà∑︁

𝑊𝑖 =
∑︁

lim
𝑇→∞

𝑡𝑖
𝑇

= lim
𝑇→∞

∑︁ 𝑡𝑖
𝑇

= 1

Íåõàé ó íàñ ¹ ðÿä çíà÷åíü âåëè÷èíè 𝐹 . Ïiä ñåðåäíiì àðèôìåòè÷íèì
ìè áóäåìî ðîçóìiòè âiäíîøåííÿ ñóìè ÷èñëà âñiõ çíà÷åíü âåëè÷èíè 𝐹 äî ¨õ
çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi, òîáòî ∑︀

𝐹𝑖𝑛𝑖
𝑛

.
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Статистичним середнiм âåëè÷èíè 𝐹 , áóäåìî íàçèâàòè ãðàíèöþ âiäíî-
øåííÿ

𝐹 = lim
𝑛→∞

∑︁ 𝐹𝑖𝑛𝑖
𝑛
.

Îñêiëüêè 𝑛𝑖 = 𝑡𝑖/△𝑡 i 𝑛 = 𝑇/△𝑡, òî ìîæíà çàïèñàòè:

𝐹 = lim
𝑇→∞

∑︁ 𝐹𝑖𝑡𝑖
𝑇

=
∑︁

𝐹𝑖𝑊𝑖. (3.24)

Òóò ïiäñóìîâóâàííÿ âåäåòüñÿ ïî âñiì ìîæëèâèì ñòàíàì. Âèäíî, ùî ñòàòè-
ñòè÷íå ñåðåäí¹ 𝐹 ñïiâïàäà¹ ç ìàòåìàòè÷íèì î÷iêóâàííÿì âåëè÷èíè 𝐹 .

Äëÿ ñèñòåì, ñòàíè ÿêèõ çìiíþþòüñÿ íåïåðåðâíî, òàê ùî çàìiñòü éìîâið-
íîñòi 𝑊𝑖 ìè ïîâèííi ïèñàòè 𝑑𝑊𝑖, ôîðìóëà (3.24) ïîâèííà áóòè ïåðåïèñàíà
ó âèãëÿäi

𝐹 =

∫︁
𝐹 𝑑𝑊 = lim

𝑇→∞

1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝐹 (𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)) 𝑑𝑡, (3.25)

äå 𝐹 (𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)) � ìèòò¹âå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà 𝐹 , 𝑇 � ÷àñ ñïîñòåðåæåííÿ, ïî
ÿêîìó âåäåòüñÿ óñåðåäíåííÿ.

Òàêèì ÷èíîì, рiвноважне значення будь-якого макроскопiчного параме-
тра рiвне середньому значенню за нескiнченно великий промiжок часу вiд
вiдповiдної йому функцiї координат i швидкостей. Цi середнi значення па-
раметрiв i характеризують термодинамiчну рiвновагу.

Îäíàê ìèòò¹âi çíà÷åííÿ 𝐹 (𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)) çàãàëîì çìiíþþòüñÿ õàîòè÷íî, òîìó
ôóíêöiÿ 𝐹 (𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)) íåâiäîìà é îá÷èñëþâàòè ñåðåäíi çíà÷åííÿ 𝐹 çà ôîð-
ìóëîþ (3.25) íåìîæëèâî. Ó çâ'ÿçêó ç öèì Äæ. Ãiááñ çàïðîïîíóâàâ ìåòîä,
çãiäíî ç ÿêèì óñåðåäíåííÿ çà ÷àñîì çàìiíþ¹òüñÿ óñåðåäíåííÿì çà ñòàòèñòè-
÷íèì àíñàìáëåì (3.11). Â ñòàòèñòè÷íié ôiçèöi ïðèéìàþòü, ùî

𝐹 = 𝐹 (3.26)

àáî

𝐹 =

∫︁
(𝑞,𝑝)

𝐹 (𝑞, 𝑝)𝑤(𝑞, 𝑝, 𝑡) 𝑑𝑞𝑑𝑝 = lim
𝑇→∞

1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝐹 (𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)) 𝑑𝑡.

Öå òâåðäæåííÿ íàçèâàþòü ергодичною гiпотезою: середнє за часом рiвне
середньому по ансамблю. Òîìó ââàæàòèìåìî, ùî 𝐹 i 𝐹 ñòîñóþòüñÿ îäíîãî é
òîãî ñàìîãî ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ.

ßê óæå çàçíà÷àëîñÿ, iç âèçíà÷åííÿ ìàêðîïàðàìåòðiâ (âèìiðþâàíèõ) ÿê
ñåðåäíiõ ñòàòèñòè÷íèõ çíà÷åíü âèïëèâà¹ âèñíîâîê ïðî âiäõèëåííÿ ¨õ ìèòò¹-
âèõ çíà÷åíü âiä ñåðåäíiõ, ÿêi íàçèâàþòü ôëóêòóàöiÿìè.

Ïîçíà÷èìî âiäõèëåííÿ ïàðàìåòðà 𝐹 âiä ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ 𝐹 ÿê

△𝐹 = 𝐹 − 𝐹 .
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Âiäõèëåííÿ △𝐹 òåæ ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, òîìó éîãî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ
△𝐹 (ìàòåìàòè÷íå î÷iêóâàííÿ), ÿê âiäîìî ç òåîði¨ éìîâiðíîñòåé ðiâíå íóëþ.
Öå ìîæíà ïîÿñíèòè òèì, ùî ó ðiçíi ìîìåíòè ÷àñó âiäõèëåííÿ 𝐹 − 𝐹 ìàþòü
ðiçíi ÷èñåëüíi çíà÷åííÿ òà ðiçíi çíàêè, îòæå, 𝐹 − 𝐹 = 0. Òîìó ìiðîþ ñå-
ðåäíüîãî çíà÷åííÿ âiäõèëåííÿ ¹ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ (3.2), ÿêå
íàçèâàþòü середньоквадратичною флуктуацiєю:

△(𝐹 ) =

√︁
(△𝐹 )2 =

√︁
(𝐹 − 𝐹 )2 =

√︁
𝐹 2 − (𝐹 )2. (3.27)

Äëÿ îöiíêè ôëóêòóàöié âèêîðèñòîâóþòü âåëè÷èíó 𝛿𝐹 = △(𝐹 )
𝐹

, ÿêà íàçè-
âà¹òüñÿ вiдносною флуктуацiю.

ßêùî 𝛿𝐹 ≪ 1, òî öå îçíà÷à¹, ùî âåëè÷èíà 𝐹 â ñåðåäíüîìó íàñòiëüêè
áëèçüêà äî 𝐹 , ùî çàìiíà 𝐹 íà 𝐹 íå âíîñèòü ïîìiòíî¨ ïîìèëêè.

Ïîêàæåìî, ùî öå òàê. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç 𝑁 íåçà-
ëåæíèõ ÷àñòèí. Îá÷èñëèìî äëÿ íå¨ âåëè÷èíó 𝛿𝐹 . Äëÿ áóäü-ÿêî¨ àäèòèâíî¨

âåëè÷èíè ìîæíà çàïèñàòè 𝐹 =
𝑁∑︀
𝑘=1

𝐹𝑘, äå 𝐹𝑘 � çíà÷åííÿ âåëè÷èíè 𝐹 äëÿ 𝑘-¨

íåçàëåæíî¨ ÷àñòèíè, i ïiäñóìîâóâàííÿ âåäåòüñÿ ïî âñiõ íåçàëåæíèõ ÷àñòè-
íàõ, ùî âõîäÿòü â ñèñòåìó.

Iç çàêîíó äîäàâàííÿ éìîâiðíîñòåé âèïëèâà¹, ùî

𝐹 =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐹𝑘. (3.28)

Îá÷èñëèìî äèñïåðñiþ (êâàäðàòè÷íó ôëóêòóàöiþ) âåëè÷èíè 𝐹 , òîáòî âåëè-
÷èíó

(△𝐹 )2 =

[︃
△

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐹𝑘

]︃2
.

Îñêiëüêè âiäîìî, ùî äèñïåðñiÿ ñóìè íåçàëåæíèõ âåëè÷èí ðiâíà ñóìi äèñ-
ïåðñié öèõ âåëè÷èí, òî [︃

△
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐹𝑘

]︃2
=
∑︁

(△𝐹𝑘)2. (3.29)

×èñëî äîäàíêiâ â ñóìi (3.29) ðiâíå ÷èñëó íåçàëåæíèõ ÷àñòèí â ñèñòåìi, òîáòî
𝑁 . Ââàæàòèìåìî, ùî ôëóêòóàöi¨ â ðiçíèõ íåçàëåæíèõ ÷àñòèíàõ ñèñòåìè ïî
ïîðÿäêó âåëè÷èíè áëèçüêi îäèí äî îäíîãî (îñêiëüêè âñi ÷àñòèíè ðiâíîïðàâíi
ìiæ ñîáîþ). Òîäi çíà÷åííÿ ñóìè, çàïèñàíî¨ â ïðàâié ÷àñòèíi ôîðìóëè (3.29),
áóäå ïðîïîðöiéíå ÷èñëó äîäàíêiâ, òîáòî âåëè÷èíi 𝑁 , òàê ùî[︃

△
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐹𝑘

]︃2
∼ 𝑁.
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Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ 𝐹 òàêîæ ïðîïîðöiéíî ÷èñëó äîäàíêiâ â ñóìi ôîðìóëè
(3.28), òîáòî ïðîïîðöiéíå 𝑁 . Òîìó âiäíîñíà ôëóêòóàöiÿ âåëè÷èíè 𝐹 ðiâíà

𝛿𝐹 =
△(𝐹 )

𝐹
=

√︁
(△𝐹 )2

𝐹
=

√︁∑︀
(△𝐹𝑘)2∑︀
𝐹𝑘

∼
√
𝑁

𝑁
∼ 1√

𝑁
. (3.30)

Öåé ðåçóëüòàò ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ó âèãëÿäi òåîðåìè: якщо система
складається з 𝑁 незалежних частин, то вiдносна флуктуацiя будь-якої
адитивної функцiї стану 𝐹 обернено пропорцiйна кореню квадратному з
числа частин 𝑁 .

Рис. 3.4. До теореми про флуктуацiї

Ç ñôîðìóëüîâàíî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî âiäíîñíi ôëóêòóàöi¨ âñiõ ôiçè-
÷íèõ âåëè÷èí, çíà÷åííÿ ÿêèõ äëÿ âñi¹¨ ñèñòåìè ðiâíå ñóìi ¨õ çíà÷åíü äëÿ
âñiõ ÷àñòèíîê, îáåðíåíî ïðîïîðöiéíi êîðåíþ ç ÷èñëà ÷àñòèíîê. Îñêiëüêè
÷èñëî ÷àñòèíîê â ìàêðîñêîïi÷íié ñèñòåìi âèðàæà¹òüñÿ çàçâè÷àé âåëè÷åçíè-
ìè ÷èñëàìè (ïîðÿäêà 6 · 1023), òî âiäíîñíà ôëóêòóàöiÿ áóäü-ÿêî¨ àääèòèâíî¨
âåëè÷èíè ïðàêòè÷íî âèÿâëÿ¹òüñÿ ðiâíîþ íóëþ 𝛿𝐹 ∼ 1√

6·1023 ∼ 10−12%. Öå
îçíà÷à¹, ùî âñi àäèòèâíi âåëè÷èíè ìàþòü çíà÷åííÿ, äóæå áëèçüêi äî ñå-
ðåäíiõ. Òîìó çàìiíà äiéñíèõ âåëè÷èí ¨õ ñåðåäíiìè çíà÷åííÿìè ìîæå áóòè
ïðîâåäåíà ç âåëèêîþ òî÷íiñòþ. Ñåðåäíi çíà÷åííÿ ðiçíèõ âåëè÷èí, îá÷èñëåíi
íà îñíîâi çàêîíiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè, ç äóæå âåëèêîþ ñòåïiííþ òî÷íiñòü
ñïiâïàäàþòü ç ¨õ äiéñíèìè çíà÷åííÿìè. Öå îçíà÷à¹, ùî éìîâiðíiñíi ïåðåä-
áà÷åííÿ íàáóâàþòü ïðàêòè÷íî àáñîëþòíî äîñòîâiðíîãî õàðàêòåðó.

Приклад 3.1. Густина ймовiрностi 𝑤(𝑥) = 𝐴 (𝐴 = const) постiйна на
вiдрiзку [𝑎, 𝑏] i рiвна нулю поза ним. Обчислити середнi значення 𝑥, 𝑥2,
дисперсiю (△𝑥)2 та вiдносну флуктуацiю 𝛿𝑥.

Розв’язок.

Коефiцiєнт нормування 𝐴 знаходимо з умови нормування (3.10):

𝑏∫︁
𝑎

𝑤(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐴

𝑏∫︁
𝑎

𝑑𝑥 = 1, звiдки 𝐴 =
1

𝑏− 𝑎
.
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Середнє значення 𝑥 знаходимо за формулою (3.11):

𝑥 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑥𝑤(𝑥) 𝑑𝑥 =
1

𝑏− 𝑎

𝑏∫︁
𝑎

𝑥 𝑑𝑥 =
𝑏2 − 𝑎2

2(𝑏− 𝑎)
=
𝑏+ 𝑎

2
.

Середнє значення вiд квадрата випадкової величини 𝑥2:

𝑥2 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑥2𝑤(𝑥) 𝑑𝑥 =
1

𝑏− 𝑎

𝑏∫︁
𝑎

𝑥2 𝑑𝑥 =
𝑏3 − 𝑎3

3(𝑏− 𝑎)
=
𝑏2 + 𝑎𝑏+ 𝑎2

3
.

Тодi дисперсiя i сереньоквадратичне вiдхилення рiвнi:

(△𝑥)2 = 𝑥2−𝑥2 =
𝑏2 + 𝑎𝑏+ 𝑎2

3
−(𝑏+ 𝑎)2

4
=

(𝑏− 𝑎)2

12
, △(𝑥) =

√︁
(△𝑥)2 =

𝑏− 𝑎

2
√

3
.

Вiдносна флуктуацiя 𝛿𝑥 рiвна:

𝛿𝑥 =
△(𝑥)

𝑥
=

𝑏− 𝑎√
3(𝑎+ 𝑏)

.

3.1.8 Класична система. Фазовий простiр

Ðîçãëÿíåìî êëàñè÷íó ìàêðîñêîïi÷íó ñèñòåìó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç 𝑁 ÷à-
ñòèíîê, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ 𝑓 ñòóïåíiâ âiëüíîñòi, òî ìàòèìåìî 𝑓𝑁 êîîðäèíàò
𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑓𝑁 i 𝑓𝑁 iìïóëüñiâ 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑓𝑁 , òîáòî 2𝑓𝑁 ìiêðîïàðàìåòðiâ, ñó-
êóïíiñòü ÿêèõ âèçíà÷à¹ ìiêðîñòàí êëàñè÷íî¨ ñèñòåìè.

Çà çàäàíèõ ìàêðîïàðàìåòðiâ ôàçîâà òî÷êà ìîæå ðóõàòèñÿ ëèøå ó ïåâíié
äiëÿíöi ôàçîâîãî ïðîñòîðó, îá'¹ì ÿêîãî ∆Γ ¹ äîñòóïíèì ôàçîâèì îá'¹ìîì.
Âií ¹ êëàñè÷íèì àíàëîãîì êiëüêîñòi äîñòóïíèõ ìiêðîñòàíiâ Ω êâàíòîâî¨ ñè-
ñòåìè, òîìó ìiæ ∆Γ i Ω iñíó¹ âçà¹ìîçâ'ÿçîê.

Íåñêií÷åííî ìàëèé (åëåìåíòàðíèé) îá'¹ì ôàçîâîãî ïðîñòîðó 𝑑Γ ¹ äîáó-
òêîì äèôåðåíöiàëiâ óñiõ êîîðäèíàò òà iìïóëüñiâ, òîáòî

𝑑Γ =

𝑓𝑁∏︁
𝑖=1

𝑑𝑞𝑖𝑑𝑝𝑖, (3.31)

òîìó

∆Γ =

∫︁
𝑑Γ =

∫︁ 𝑓𝑁∏︁
𝑖=1

𝑑𝑞𝑖𝑑𝑝𝑖, (3.32)

äå iíòåãðàë îá÷èñëþþòü ó ìåæàõ, ÿêi âiäïîâiäàþòü ïåâíèì óìîâàì iñíóâà-
ííÿ ñèñòåìè.
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Ó âèïàäêó îäíi¹¨ ÷àñòèíêè (𝑁 = 1), ÿêà ìà¹ ëèøå òðè ïðîñòîðîâi ñòóïåíi
âiëüíîñòi (𝑓 = 3), åëåìåíòàðíèé îá'¹ì 𝜇-ïðîñòîðó ïîçíà÷èìî

𝑑𝛾0 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑝𝑥𝑑𝑝𝑦𝑑𝑝𝑧 = 𝑑𝑉 𝑑𝑉𝑝, (3.33)

â ÿêié 𝑑𝑉𝑝 = 𝑑𝑝𝑥𝑑𝑝𝑦𝑑𝑝𝑧 � íåñêií÷åííî ìàëèé îá'¹ì ïðîñòîðó iìïóëüñiâ11.
Ïåðåõîäÿ÷è äî ñôåðè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò, ìîæåìî çàïèñàòè

𝑑𝑉𝑝 = 𝑝2𝑑𝑝 𝑑Ωò = 𝑝2𝑑𝑝 sin 𝜃 𝑑𝜃 𝑑𝜙, (3.34)

äå 𝑑Ωò � åëåìåíòàðíèé òiëåñíèé êóò. Îòæå,

𝑑𝛾0 = 𝑝2𝑑𝑝 𝑑𝑉 𝑑Ωò, (3.35)

Ôîðìóëà (3.35) âèçíà÷à¹ äîñòóïíèé ôàçîâèé îá'¹ì äëÿ ÷àñòèíêè, ÿêà
ìiñòèòüñÿ â îá'¹ìi 𝑑𝑉 i ìà¹ âåêòîð iìïóëüñó ç ìîäóëåì ó ìåæàõ âiä 𝑝 äî
𝑝+ 𝑑𝑝 òà ç íàïðÿìîì ó ìåæàõ òiëåñíîãî êóòà 𝑑Ωò.

Ó âèïàäêó, ÿêùî âñi íàïðÿìè ðóõó òà âñi êîîðäèíàòè ÷àñòèíêè â îá'¹ìi
𝑉 ¹ ðiâíîéìîâiðíèìè, äîñòóïíèé ôàçîâèé îá'¹ì çà óìîâè íåçàëåæíîñòi âiä
íàïðÿìó ðóõó i âiä ¨¨ ïîëîæåííÿ â îá'¹ìi 𝑉 âèçíà÷èìî ÿê

𝑑𝛾 = 𝑝2𝑑𝑝

∫︁
𝑑𝑉

∫︁
𝑑Ωò = 𝑝2𝑑𝑝

∫︁
𝑑𝑉

𝜋∫︁
0

sin 𝜃 𝑑𝜃

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙 = 4𝜋𝑉 𝑝2𝑑𝑝. (3.36)

ßêùî ÷àñòèíêà íåðåëÿòèâiñòñüêà i ìà¹ âiäìiííó âiä íóëÿ ìàñó ñïîêîþ
𝑚, òî ¨¨ êiíåòè÷íà åíåðãiÿ ðiâíà

𝜀 =
𝑝2

2𝑚
, 𝑝 =

√
2𝑚𝜀.

Îá'¹ì ôàçîâîãî ïðîñòîðó, ÿêèé âiäïîâiäà¹ åíåðãiÿì ÷àñòèíêè ìåíøèì çà 𝜀,
îòðèìó¹ìî iíòåãðóâàííÿì (ó ñôåðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò) âèðàçó (3.36) ïî
âñiì êîîðäèíàòàì i ïî âñiì iìïóëüñàì, ùî çàäîâiëüíÿþòü óìîâó 0 6 𝑝 6√

2𝑚𝜀:

𝛾 = 4𝜋𝑉

√
2𝑚𝜀∫︁
0

𝑝2𝑑𝑝 =
4𝜋𝑉 𝑝3

3

⃒⃒⃒⃒√2𝑚𝜀

0

=
4𝜋(2𝑚)3/2𝜀3/2𝑉

3
. (3.37)

Äîñòóïíèé ôàçîâèé îá'¹ì äëÿ ÷àñòèíêè ç êiíåòè÷íîþ åíåðãi¹þ âiä 𝜀 äî 𝜀+
∆𝜀, ðiâíèé

∆𝛾 =
𝜕𝛾

𝜕𝜀
∆𝜀 = 4𝜋𝑚𝑉

√
2𝑚𝜀∆𝜀. (3.38)

11Часто поряд з фазовим простором використовують поняття простору конфiгурацiй i простору iмпуль-

сiв. 𝑓𝑁 -вимiрний простiр, в якому в якостi осей вибранi узагальненi координати, називається простором

конфiгурацiй. В просторi iмпульсiв координатними осями служать 𝑓𝑁 iмпульсiв частинок.
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ßêùî ∆𝜀 → 0, òî çàìiñòü ∆𝜀 áóäåìî ïèñàòè 𝑑𝜀, ââàæàþ÷è ¨¨ íåñêií÷åííî
ìàëîþ

𝑑𝛾 = 4𝜋𝑚𝑉
√

2𝑚𝜀𝑑𝜀. (3.39)

Çíàéäåìî òåïåð äîñòóïíèé ôàçîâèé îá'¹ì äëÿ êëàñè÷íîãî iäåàëüíîãî ãà-
çó, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç 𝑁 àòîìiâ i ìiñòèòüñÿ â îá'¹ìi 𝑉 . Äëÿ íüîãî íà ïiäñòàâi
(3.31) i ((3.33)) ìîæíà çàïèñàòè

𝑑Γ =
3𝑁∏︁
𝑖=1

𝑑𝑞𝑖𝑑𝑝𝑖 =
𝑁∏︁
𝑖=1

𝑑𝑉𝑖𝑑𝑉𝑝𝑖. (3.40)

Ôàçîâèé îá'¹ì, ÿêèé âiäïîâiäà¹ âñiì ìîæëèâèì êîîðäèíàòàì òà iìïóëü-
ñàì, äîðiâíþ¹

Γ =

∫︁ 𝑁∏︁
𝑖=1

𝑑𝑉𝑖𝑑𝑉𝑝𝑖 =
𝑁∏︁
𝑖=1

∫︁
𝑑𝑉𝑖

∫︁ 𝑁∏︁
𝑖=1

𝑑𝑉𝑝𝑖. (3.41)

Îñêiëüêè âñi àòîìè ðóõàþòüñÿ â îäíîìó é òîìó ñàìîìó îá'¹ìi 𝑉 ,

𝑁∏︁
𝑖=1

𝑉∫︁
0

𝑑𝑉𝑖 =
𝑁∏︁
𝑖=1

𝑉 = 𝑉 𝑁 ,

òîìó

Γ = 𝑉 𝑁

∫︁ 𝑁∏︁
𝑖=1

𝑑𝑉𝑝𝑖. (3.42)

Âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ iäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçó ¹ ñóìîþ êiíåòè÷íèõ
åíåðãié àòîìiâ, òîáòî

𝐸 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑝2𝑖
2𝑚

=
1

2𝑚

𝑁∑︁
𝑖=1

(︀
𝑝2𝑥𝑖 + 𝑝2𝑦𝑖 + 𝑝2𝑧𝑖

)︀
. (3.43)

Iç ôîðìóëè (3.43) îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

𝑁∑︁
𝑖=1

(︀
𝑝2𝑥𝑖 + 𝑝2𝑦𝑖 + 𝑝2𝑧𝑖

)︀
= 2𝑚𝐸. (3.44)

ÿêå ¹ ðiâíÿííÿì 3𝑁 � âèìiðíî¨ ñôåðè÷íî¨ ïîâåðõíi ðàäióñà 𝑅 =
√

2𝑚𝐸 ç
öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò â ïðîñòîði iìïóëüñiâ12.

12Для порiвняння нагадаємо, що рiвняння сферичної поверхнi радiуса 𝑅 у тривимiрному просторi має

вигляд 2 + 2 + 𝑧2 = 𝑅2, а її об’єм рiвний 4
3𝜋𝑅

3.
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Òàêèì ÷èíîì, iíòåãðóâàííÿ ïî ïðîñòîðó iìïóëüñiâ ó (3.42) çâîäèòüñÿ äî
îá÷èñëåííÿ îá'¹ìó 3𝑁 -âèìiðíî¨ ñôåðè ðàäióñà 𝑅 =

√
2𝑚𝐸. Îñêiëüêè ðîç-

ìiðíiñòü ïðîñòîðó iìïóëüñiâ ðiâíà 3𝑁 , à îá'¹ì ñôåðè âèçíà÷à¹òüñÿ éîãî ðà-
äióñîì, òî îá'¹ì ñôåðè ðàäióñà 𝑅 =

√
2𝑚𝐸 ðiâíèé

𝐴𝑁𝑅
3𝑁 = 𝐴𝑁(2𝑚𝐸)3𝑁/2,

äå 𝐴𝑁 � áåçðîçìiðíèé êîåôiöi¹íò, ÿêèé çàëåæèòü âiä 𝑁 13. Òîìó∫︁ 𝑁∏︁
𝑖=1

𝑑𝑉𝑝𝑖 = 𝐶𝑁𝐸
3𝑁/2, äå 𝐶𝑁 = 𝐴𝑁(2𝑚)3𝑁/2, (3.45)

îòæå,
Γ = 𝐶𝑁𝑉

𝑁𝐸3𝑁/2. (3.46)

Ôîðìóëà (3.46) âèçíà÷à¹ ôàçîâèé îá'¹ì ãàçó, åíåðãiÿ ÿêîãî ìîæå çìiíþ-
âàòèñÿ âiä 0 äî 𝐸. Îäíàê âàæëèâiøèì ¹ âèïàäîê, êîëè åíåðãiÿ ãàçó çìiíþ-
¹òüñÿ ó âóçüêîìó iíòåðâàëi âiä 𝐸 äî 𝐸 + ∆𝐸, ïðè÷îìó ∆𝐸 → 0. Ó öüîìó
âèïàäêó äîñòóïíèé ôàçîâèé îá'¹ì äîðiâíþ¹

∆Γ =
𝜕Γ

𝜕𝐸
∆𝐸 =

3𝑁

2
𝐶𝑁𝑉

𝑁𝐸
3𝑁
2 −1 ∆𝐸. (3.47)

3.1.9 Квазiкласичне наближення

Ìàêðîñèñòåìó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ìiêðî÷àñòèíîê, êëàñè÷íîþ ìîæíà ââà-
æàòè ëèøå íàáëèæåíî, çà óìîâè âåëèêèõ çíà÷åíü êâàíòîâèõ ÷èñåë. Ïðîòå
íàâiòü ó öüîìó âèïàäêó ïîòðiáíî âðàõîâóâàòè êâàíòîâi (õâèëüîâi) âëàñòèâî-
ñòi ìiêðî÷àñòèíîê, ÿêi çóìîâëþþòü íåâèçíà÷åíîñòi êîîðäèíàò òà iìïóëüñiâ.
Îòæå, ñëiä âðàõîâóâàòè ñïiââiäíîøåííÿ íåâèçíà÷åíîñòåé Ãåéçåíáåðãà, ÿêi â
ñòàòèñòè÷íié ôiçèöi çàïèñóþòü ó âèãëÿäi

∆𝑞𝑖∆𝑝𝑖 = 2𝜋~. (3.48)

Âíàñëiäîê íåâèçíà÷åíîñòåé êîîðäèíàò òà iìïóëüñiâ êîæíîìó ìîæëèâî-
ìó ñòàíó ó ôàçîâîìó ïðîñòîði âiäïîâiäà¹ íå òî÷êà, à òàê çâàíà квантова
комiрка ç îá'¹ìîì

∆Γ0 =

𝑓𝑁∏︁
𝑖=1

∆𝑞𝑖∆𝑝𝑖 =

𝑓𝑁∏︁
𝑖=1

2𝜋~ = (2𝜋~)𝑓𝑁 (3.49)

Òîìó ìiêðîñòàí çîáðàæóþòü íå ôàçîâîþ òî÷êîþ, à êâàíòîâîþ êîìiðêîþ.
Òîäi ÷èñëî äîñòóïíèõ ìiêðîñòàíiâ Ω äëÿ ìàêðîñèñòåìè ìîæíà âèçíà÷èòè çà
ôîðìóëîþ

Ω =
∆Γ

∆Γ0
=

∆Γ

(2𝜋~)𝑓𝑁
, (3.50)

13𝐴𝑁 = 𝜋𝑁/2

Γ(𝑁
2 +1)

, Γ[(𝑁/2) + 1] = (𝑁/2)Γ(𝑁/2) – Γ-функцiя.
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äå ∆Γ � äîñòóïíèé ôàçîâèé îá'¹ì.
Îòæå, âðàõóâàííÿ ñïiââiäíîøåííÿ íåâèçíà÷åíîñòåé äà¹ çìîãó ïî¹äíà-

òè âèêîðèñòàííÿ êîîðäèíàò, iìïóëüñiâ i ôàçîâîãî ïðîñòîðó, òîáòî àòðèáóòiâ
êëàñè÷íî¨ ñèñòåìè ç êâàíòîâèìè âëàñòèâîñòÿìè ìiêðî÷àñòèíîê. Òàêèé ìå-
òîä ó ñòàòèñòè÷íié ôiçèöi íàçèâàþòü квазiкласичним наближенням.

ßêùî ìàêðîñêîïi÷íà ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç 𝑁 îäíàêîâèõ ÷àñòèíîê, ïî-
òðiáíî âðàõîâóâàòè òàêîæ ïðèíöèï òîòîæíîñòi, çãiäíî ç ÿêèì ¨õ âçà¹ìíi
ïåðåñòàíîâêè íå çìiíþþòü êâàíòîâîãî ñòàíó (ìiêðîñòàíó). ×èñëî ìîæëè-
âèõ âçà¹ìíèõ ïåðåñòàíîâîê ÷àñòèíîê äîðiâíþ¹ 𝑁 !. Òîìó çàìiñòü (3.50) ñëiä
çàïèñàòè

Ω =
∆Γ

𝑁 !(2𝜋~)𝑓𝑁
, (3.51)

Ïiäñòàâèâøè ó (3.51) çàìiñòü ∆Γ âèðàç (3.47), îòðèìà¹ìî ÷èñëî äîñòó-
ïíèõ ìiêðîñòàíiâ äëÿ êëàñè÷íîãî îäíîàòîìíîãî iäåàëüíîãî ãàçó ç åíåðãi¹þ
ó âóçüêîìó iíòåðâàëi ∆𝐸 → 0:

Ω =
3𝑁𝐶𝑁𝑉

𝑁𝐸
3𝑁
2 −1 ∆𝐸

2𝑁 ! (2𝜋~)3𝑁
. (3.52)

Ôîðìóëà (3.52) äà¹ çìîãó îöiíèòè ÷èñëî äîñòóïíèõ ìiêðîñòàíiâ. Íå âäà-
þ÷èñü ó äåòàëi ðîçðàõóíêiâ, çàçíà÷èìî, ùî öå ÷èñëî íàäçâè÷àéíî âåëèêå:
Ω ∼ 1010

23

, òîáòî ìàêðîñòàí ðåàëiçó¹òüñÿ äóæå âåëèêèì ÷èñëîì ðiçíèõ ìi-
êðîñòàíiâ.

Ó âèïàäêó îäíi¹¨ ÷àñòèíêè ç òðüîìà ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi ¨¨ ôàçîâèé ïðî-
ñòið øåñòèâèìiðíèé, à îá'¹ì êâàíòîâî¨ êîìiðêè, çãiäíî ç (3.49), äîðiâíþ¹

∆𝛾0 = (2𝜋~)3 (3.53)

Âiäïîâiäíî äî (3.50) ÷èñëî äîñòóïíèõ ìiêðîñòàíiâ ÷àñòèíêè

𝑔0 =
∆𝛾

∆𝛾0
, (3.54)

äå ∆𝛾 � äîñòóïíèé ôàçîâèé îá'¹ì (3.36) àáî (3.39). ßêùî ÷àñòèíêà ìà¹
âiäìiííó âiä íóëÿ ìàñó ñïîêîþ i êiíåòè÷íó åíåðãiþ ó ìåæàõ âiä 𝜀 äî 𝜀+ 𝑑𝜀,
òî çãiäíî ç (3.39)

𝑑𝑔0 =
4𝜋𝑚𝑉

√
2𝑚𝜀𝑑𝜀

(2𝜋~)3
. (3.55)

3.1.10 Статистична ентропiя

Ó çàìêíåíié ñèñòåìi äîñòóïíi ìiêðîñòàíè âiäïîâiäàþòü îäíié i òié ñà-
ìié åíåðãi¨. Òîìó öiëêîì ëîãi÷íî ïðèïóñòèòè, ùî â ðiâíîâàæíîìó ñòàíi âñi
äîñòóïíi ìiêðîñòàíè ðiâíîéìîâiðíi. I íàâïàêè, ÿêùî äîñòóïíi ìiêðîñòàíí
çàìêíåíî¨ ñèñòåìè íåðiâíîéìîâiðíi, âîíà ïåðåáóâà¹ ó íåðiâíîâàæíîìó ñòà-
íi.
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Äëÿ ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî ïîñóäèíó îá'¹ìîì 𝑉 , ðîçäiëåíó ïåðåãîðîäêîþ
íàâïië. Íåõàé â îäíié ïîëîâèíi çíàõîäèòüñÿ â ðiâíîâàæíîìó ñòàíi îäíîàòîì-
íèé iäåàëüíèé ãàç, ùî ìiñòèòü 𝑁 ìîëåêóë, à â äðóãié � âàêóóì.

Çãiäíî ç (3.52), ÷èñëî äîñòóïíèõ ìiêðîñòàíiâ ãàçó ïðîïîðöiéíå îá'¹ìó â
ñòåïåíi 𝑁 . Òîìó â öüîìó ðàçi ìîæíà çàïèñàòè

Ω1 = 𝐵

(︂
𝑉

2

)︂𝑁
,

äå ëiòåðîþ 𝐵 ïîçíà÷åíî âñi iíøi ìíîæíèêè. Çà óìîâîþ âñi Ω1 äîñòóïíèõ
ìiêðîñòàíiâ ðiâíîéìîâiðíi.

Óÿâiìî, ùî ïåðåãîðîäêà ìèòò¹âî âèäàëÿ¹òüñÿ. Òîäi êiëüêiñòü äîñòóïíèõ
ìiêðîñòàíiâ äîðiâíþâàòèìå

Ω2 = 𝐵𝑉 𝑁 ,

àëå â ïåðøó ìèòü íå âñi âîíè ðiâíîéìîâiðíi: éìîâiðíiñòü ìiêðîñòàíiâ, ÿêi
âiäïîâiäàþòü çàïîâíåííþ ãàçîì óñüîãî îá'¹ìó 𝑉 , ùå äîðiâíþâàòèìå íóëþ.
Òîìó âiäðàçó ïiñëÿ âèäàëåííÿ ïåðåãîðîäêè ãàç âèÿâèòüñÿ íåðiâíîâàæíèì i
ïî÷íåòüñÿ éîãî ðîçøèðåííÿ ó âàêóóì çà ñòàëî¨ åíåðãi¨. Çà ÷àñ ðåëàêñàöi¨ 𝜏
ãàç çàïîâíèòü âàêóóì i âñi äîñòóïíi ìiêðîñòàíè ñòàíóòü ðiâíîéìîâiðíèìè, à
ãàç ïåðåáóâàòèìå ó ðiâíîâàæíîìó ñòàíi.

Âàæëèâî, ùî ïiñëÿ âñòàíîâëåííÿ ðiâíîâàæíîãî ñòàíó ÷èñëî äîñòóïíèõ i
ðiâíîéìîâiðíèõ ñòàíiâ çðîñòà¹ íàäçâè÷àéíî øâèäêî, à ñàìå, â Ω2/Ω1 = 2𝑁

ðàçiâ (𝑁 ∼ 1023). ×èñëî íîâèõ ìiêðîñòàíiâ, ÿêi âèíèêàþòü ïiñëÿ ðîçøèðåííÿ
ãàçó,

∆Ω = Ω2 − Ω1 = (2𝑁 − 1)Ω1

¹ íåçðiâíÿííî áiëüøèì, íiæ ïî÷àòêîâå ÷èñëî ìiêðîñòàíiâ Ω1.
Òîìó ãàç ìàéæå âåñü ÷àñ ïåðåáóâà¹ ó íîâèõ ìiêðîñòàíàõ, ÿêi âiäïîâiä-

àþòü çàïîâíåííþ íèì óñüîãî îá'¹ìó. Òîáòî íåîáîðîòíiñòü ðîçøèðåííÿ ãàçó
ïîÿñíþþòü òèì, ùî ìàêðîñòàí, â ÿêîìó ãàç çàïîâíþ¹ âåñü îá'¹ì, ðåàëiçó¹-
òüñÿ íåçðiâíÿííî áiëüøèì ÷èñëîì ìiêðîñòàíiâ, íiæ ìàêðîñòàí, â ÿêîìó ãàç
çàïîâíþ¹ ïîëîâèíó îá'¹ìó.

Ïðîòå ÿê ñàìà êiëüêiñòü äîñòóïíèõ ìiêðîñòàíiâ, òàê i ¨¨ çðîñòàííÿ âè-
çíà÷àþòüñÿ çàíàäòî âåëèêèìè ÷èñëàìè � ïîðÿäêó 1010

23

. Êðiì òîãî, ÷èñëî
äîñòóïíèõ ìiêðîñòàíiâ ìóëüòèïëiêàòèâíå, ùî òàêîæ ïîâ'ÿçàíî ç ïåâíèìè
íåçðó÷íîñòÿìè.

Ó çâ'ÿçêó ç öèì ââîäèòüñÿ íîâà áåçðîçìiðíà âåëè÷èíà

𝜎 = ln Ω, (3.56)

ÿêà ¹ àäèòèâíîþ, îñêiëüêè ëîãàðèôì äîáóòêó äîðiâíþ¹ ñóìi ëîãàðèôìiâ
ñïiâìíîæíèêiâ, i ìà¹ ÷èñåëüíå çíà÷åííÿ ïîðÿäêó 1023.

Ó ïðîöåñi âñòàíîâëåííÿ ðiâíîâàæíîãî ñòàíó Ω çðîñòà¹, îòæå, i 𝜎 çðîñòà¹
(𝑑𝜎 > 0), à â ðiâíîâàæíîìó ñòàíi ìà¹ ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ (𝑑𝜎 > 0), òîáòî
çàãàëîì

𝑑𝜎 > 0. (3.57)
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Âåëè÷èíó 𝜎 íàçèâàþòü статистичною ентропiєю, à ñïiââiäíîøåííÿ
(3.57) � законом зростання ентропiї.

Ó âèïàäêó êëàñè÷íî¨ ñèñòåìè ïîòðiáíî êîðèñòóâàòèñÿ êâàçiêëàñè÷íèì
íàáëèæåííÿì. Òîìó, çãiäíî ç (3.50), ñòàòèñòè÷íà åíòðîïiÿ ìà¹ âèãëÿä

𝜎 = ln
∆Γ

(2𝜋~)𝑓𝑁
, (3.58)

Íà ïiäñòàâi (3.56) i (3.52) çàïèøåìî ñòàòèñòè÷íó åíòðîïiþ êëàñè÷íîãî
îäíîàòîìíîãî iäåàëüíîãî ãàçó:

𝜎 = ln
3𝑁𝐶𝑁𝑉

𝑁𝐸
3𝑁
2 −1 ∆𝐸

2𝑁 ! (2𝜋~)3𝑁
. (3.59)

3.2 Cтатистичнi розподiли

3.2.1 Мiкроканонiчний розподiл Гiббса

Â ðîçäiëi 3.1.7 ìè áà÷èëè, ùî çíà÷åííÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ ñòàíó ñèñòåìè
𝐹 (𝑞, 𝑝) ïðè òåðìîäèíàìi÷íié ðiâíîâàçi ¹ ñåðåäíiì çà ÷àñîì âiä öi¹¨ ôóíêöi¨
ñòàíó (3.25):

𝐹 = lim
𝑇→∞

1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝐹 (𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)) 𝑑𝑡. (3.60)

Îñêiëüêè ìèòò¹âi çíà÷åííÿ 𝐹 (𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)) çàãàëîì çìiíþþòüñÿ õàîòè÷íî, òîìó
ôóíêöiÿ 𝐹 (𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)) íåâiäîìà é îá÷èñëþâàòè ñåðåäíi çíà÷åííÿ 𝐹 çà ôîð-
ìóëîþ (3.25) íåìîæëèâî.

Ñòàòèñòè÷íà òåîðiÿ ðiâíîâàæíèõ ñòàíiâ éäå iíøèì øëÿõîì, ùî áàçó¹òüñÿ
íà åðãîäè÷íié ãiïîòåçi � çàìiíi ñåðåäíiõ çà ÷àñîì ìàòåìàòè÷íèìè î÷iêóâàí-
íÿìè âiä ôóíêöi¨ 𝐹 (𝑞, 𝑝) = 𝐹 (𝑋), çíàéäåíèìè çà äîïîìîãîþ ïåâíèõ ôóíêöié
ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòi 𝑤(𝑋):

𝐹 =

∫︁
𝐹 (𝑋)𝑤(𝑋)𝑑𝑋 =

∫︁
𝐹 (𝑋)𝑑𝑊 (𝑋), (3.61)

äå iíòåãðóâàííÿ âåäåòüñÿ ïî âñüîìó ôàçîâîìó ïðîñòîðó. Ïðè öüîìó, çâè÷àé-
íî ∫︁

𝑑𝑊 (𝑋) = 1. (3.62)

Òàêèì ÷èíîì, çàâäàííÿì òåîði¨ ïîëÿãà¹ â знаходженнi такого закону
розподiлу ймовiрностей 𝑤(𝑋), щоб обчислене за його допомогою статисти-
чне середнє 𝐹 вiд довiльної функцiї 𝐹 (𝑋) давало б середнє за часом 𝐹 вiд цiєї
функцiї. Îñêiëüêè ìàòåìàòè÷íi î÷iêóâàííÿ, âçÿòi çà äîïîìîãîþ ââåäåíîãî
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íàìè ðîçïîäiëó, ïîâèííi ñïiâïàäàòè ç ñåðåäíiìè çà ÷àñîì, òî ñàìà éìîâið-
íiñòü ñòàíó ïîâèííà áóòè ïîâ'ÿçàíà ç ÷àñîì ïåðåáóâàííÿ ñèñòåìè â öüîìó
ñòàíi.

Îñíîâíå ïîëîæåííÿ êëàñè÷íî¨ ñòàòèñòèêè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî éìîâið-
íiñòü ðîçïîäiëó, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ïîñòàâëåíié óìîâi äëÿ içîëüîâàíî¨ (ùî
çíàõîäèòüñÿ â àäiàáàòè÷íié îáîëîíöi) ñèñòåìè, äà¹òüñÿ мiкроканонiчним
розподiлом.

Ìiêðîêàíîíi÷íèì ðîçïîäiëîì íàçèâà¹òüñÿ ðîçïîäië, äëÿ ÿêîãî ãóñòèíà
éìîâiðíîñòi ïîñòiéíà i âiäìiííà âiä íóëÿ òiëüêè â íåñêií÷åííî òîíêîìó øàði,
ìiæ äâîìà ïîâåðõíÿìè åíåðãi¨ 𝐻(𝑋) = 𝐸 òà 𝐻(𝑋) = 𝐸 + △𝐸 (äå 𝐻(𝑋) �
åíåðãiÿ ñèñòåìè, ÿê ôóíêöiÿ êàíîíi÷íèõ çìiííèõ 𝑋, à 𝐸 � äåÿêå ¨¨ êîíêðåòíå
çíà÷åííÿ); ó iíøié ÷àñòèíi ôàçîâîãî ïðîñòîðó ãóñòèíà éìîâiðíîñòi ðiâíà
íóëþ. Äëÿ ìiêðîêàíîíi÷íîãî ðîçïîäiëó ìà¹ìî

𝑤 = 𝐶 𝐸 6 𝐻(𝑋) 6 𝐸 + △𝐸,
𝑤 = 0 𝐻(𝑋) < 𝐸, 𝐻(𝑋) > 𝐸 + △𝐸,

(3.63)

äå 𝐶 � êîíñòàíòà, à △𝐸 íåîáõiäíî ñïðÿìóâàòè äî íóëÿ. Òàêèì ÷èíîì, â
ìiêðîêàíîíi÷íîìó ðîçïîäiëi éìîâiðíiñòü âiäìiííà âiä íóëÿ, òiëüêè äëÿ òèõ
ñòàíiâ 𝑋, äëÿ ÿêèõ åíåðãiÿ 𝐻(𝑋) ìà¹ çàäàíå çíà÷åííÿ 𝐸. Òîáòî, ìè ðîçãëÿ-
äà¹ìî içîëüîâàíó ñèñòåìó, åíåðãiÿ ÿêî¨ íå çìiíþ¹òüñÿ.

Ñêîðèñòàâøèñü "ñèìâîëîì Äiðàêà" 𝛿(𝜉)14, âèðàç äëÿ éìîâiðíîñòi ó âè-
ïàäêó ìiêðîêàíîíi÷íîãî ðîçïîäiëó ìîæíà çàïèñàòè òàê:

𝑑𝑊 (𝑋) = 𝑤(𝑋)𝑑𝑋 = 𝐶𝛿(𝐻(𝑋) − 𝐸)𝑑𝑋. (3.64)

ßêùî åíåðãiÿ ñèñòåìè çàäàíà 𝐸 i ñèñòåìà ôiíiòíà, òîáòî ¨¨ êîîðäèíàòè 𝑞𝑖
ìîæóòü çìiíþâàòèñÿ òiëüêè â ñêií÷åíèõ ìåæàõ, òî ãiïåðïîâåðõíÿ𝐻(𝑋) = 𝐸
¹ çàìêíóòîþ i îáìåæó¹ ñêií÷åíèé 2𝑛-âèìiðíèé îá'¹ì ôàçîâîãî ïðîñòîðó,
ðiâíèé

𝑋(𝐸) =

∫︁
· · ·
∫︁

𝐻(𝑋)6𝐸

𝑑𝑞1𝑑𝑞2 . . . 𝑑𝑞𝑛𝑑𝑝1𝑑𝑝2 . . . 𝑑𝑝𝑛 (3.65)

Îá'¹ì øàðó Γ-ïðîñòîðó, îáìåæåíîãî ïîâåðõíÿìè 𝐻(𝑋) = 𝐸 òà 𝐻(𝑋) =
𝐸 + 𝑑𝐸 ðiâíèé

𝑑𝑋(𝐸) =
𝑑𝑋(𝐸)

𝑑𝐸
𝑑𝐸 ≡ Ω0𝑑𝐸, (3.66)

äå âåëè÷èíà Ω0 = 𝑑𝑋(𝐸)/𝑑𝐸 íàçèâà¹òüñÿ статистичною вагою систе-
ми i ðiâíà ÷èñëó ìiêðîñòàíiâ ñèñòåìè, çíà÷åííÿ åíåðãi¨ êîòðèõ ïîòðàïëÿ¹
ó iíòåðâàë (𝐸, 𝐸 + △𝐸). Ñòàòèñòè÷íà âàãà çàëåæèòü âiä ìàêðîñêîïi÷íèõ
ïàðàìåòðiâ: Ω0 = Ω0(𝐸,𝑁, 𝑉 ), i ¹ îñíîâíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ, ùî âèçíà÷à¹
òåðìîäèíàìi÷íi âëàñòèâîñòi içîëüîâàíî¨ ñèñòåìè.

14𝛿(𝜉) = 0 при 𝜉 ̸= 0,
∫︀
𝛿(𝜉)𝑑𝜉 = 1. Цей символ задовольняє умову

∫︀
𝑓(𝜉)𝛿(𝜉 − 𝜂)𝑑𝜉 = 𝑓(𝜂).
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Çíà÷åííÿ ïîñòiéíî¨ 𝐶 ëåãêî âèçíà÷èòè ç "óìîâè íîðìóâàííÿ" éìîâiðíî-
ñòi ∫︁

𝑤(𝑋)𝑑𝑋 = 1,

òîáòî ç óìîâè

𝐶

∫︁
𝛿(𝐻(𝑋) − 𝐸)𝑑𝑋 = 1. (3.67)

Ïåðåéäåìî âiä iíòåãðóâàííÿ çà 𝑋 äî iíòåãðóâàííÿ çà åíåðãiÿìè 𝐸. Ïðîií-
òåãðóâàâøè ñïî÷àòêó ïî íåñêií÷åííî òîíêîìó øàðó ìiæ äâîìà ïîâåðõíÿìè
åíåðãi¨ 𝐻(𝑋) = 𝜀 òà 𝐻(𝑋) = 𝜀+ 𝑑𝜀, i ïîçíà÷à÷èâøè îá'¹ì öüîãî øàðó ÷åðåç
Ω0(𝜀)𝑑𝜀, îäåðæèìî

𝐶

∫︁
𝛿(𝜀− 𝐸)Ω0(𝜀)𝑑𝜀 = 1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëî iíòåãðóâàííÿ âèðàçiâ ç 𝛿-ôóíêöiÿìè, áóäåìî ìàòè
𝐶 Ω0(𝐸) = 1, òîáòî

𝐶 =
1

Ω0(𝐸)
. (3.68)

Êðiì òîãî, ç óìîâè íîðìóâàííÿ (3.67) âèïëèâà¹, ùî

𝐶 =
1∫︀

𝛿(𝐻(𝑋) − 𝐸)𝑑𝑋
.

Òîìó ìîæíà çàïèñàòè:

Ω0(𝐸) =

∫︁
𝛿(𝐻(𝑋) − 𝐸)𝑑𝑋. (3.69)

Òàêèì ÷èíîì çà äîïîìîãîþ ìiêðîêàíîíi÷íîãî ðîçïîäiëó Ãiááñà ìîæíà
îá÷èñëþâàòè ôàçîâi ñåðåäíi áóäü-ÿêèõ ôiçè÷íèõ âåëè÷èí äëÿ àäiàáàòè÷íî¨
ñèñòåìè çà ôîðìóëîþ

𝐹 =

∫︁
𝐹 (𝑋)

1

Ω0
𝛿(𝐻(𝑋) − 𝐸)𝑑𝑋. (3.70)

Â ìiêðîêàíîíi÷íîìó ðîçïîäiëi (3.63) àáî (3.64), çãiäíî åðãîäè÷íî¨ ãiïîòå-
çè, всi мiкростани рiвноважної замкненої системи, що вiдповiдають данiй
енергiї, є рiвноймовiрними àáî iíøèìè ñëîâàìè ðiâíîâåëèêi îáëàñòi ôàçîâî-
ãî ïðîñòîðó, äîñòóïíi ñèñòåìi, ¹ ðiâíîéìîâiðíèìè, òîáòî éìîâiðíiñòü äåÿêîãî
ñòàíó ïðîïîðöiéíà âiäïîâiäíîìó îá'¹ìó ôàçîâîãî ïðîñòîðó.

Мiкроканонiчним ансамблем íàçèâàþòü ñòàòèñòè÷íèé àíñàìáëü, ùî
âiäïîâiäà¹ ìàêðîñêîïi÷íié içîëüîâàíié ñèñòåìi ç ïîñòiéíèìè çíà÷åííÿìè
îá'¹ìó 𝑉 , ÷èñëà ÷àñòèíîê 𝑁 i åíåðãi¨ 𝐸. Òàêi ñèñòåìè íå âçà¹ìîäiþòü ç
íàâêîëèøíiìè òiëàìè. Îñêiëüêè â ïðèðîäi íå iñíó¹ àáñîëþòíî içîëüâàíèõ
(çàìêíóòèõ) ñèñòåì, òî â äàíîìó ïàðàãðàôi ïiä çàìêíóòîþ ñèñòåìîþ óìîâ-
íî ìè ðîçóìiëè ñèñòåìó åíåðãiÿ ÿêî¨ çà ÷àñ ñïîñòåðåæåííÿ çàëèøàëàñÿ ó
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âóçüêèõ ìåæàõ (𝐸, 𝐸 + △𝐸). (Åíåðãiÿ âñiõ ñèñòåì, ùî âõîäÿòü äî ìiêðîêà-
íîíi÷íîãî àíñàìáëþ ëåæèòü â ìåæàõ (𝐸, 𝐸 + △𝐸)).

Çíàéäåìî òåïåð ñòàòèñòè÷íó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó 𝑊 (𝐸) äëÿ êâàíòîâî¨
çàìêíåíî¨ ñèñòåìè. Âiçüìåìî äåÿêèé ðiâåíü åíåðãi¨ 𝐸, ÿêèé íàëåæèòü äî
iíòåðâàëó △𝐸, i ïðèïóñòèìî, ùî éîìó âiäïîâiäà¹ ÷èñëî êâàíòîâèõ ñòàíiâ
(ìiêðîñòàíiâ) Ω(𝐸). Òîäi ïîâíå ÷èñëî äîñòóïíèõ ìiêðîñòàíiâ äëÿ iíòåðâàëó
åíåðãi¨ △𝐸 ìîæíà çàïèñàòè ÿê

Ω0 =
∑︁
𝐸∈△𝐸

Ω(𝐸). (3.71)

Óñi öi ìiêðîñòàíè ðiâíîéìîâiðíi. Òîìó éìîâiðíiñòü êîæíîãî ç íèõ äîðiâíþ¹
1/Ω0, à éìîâiðíiñòü äîâiëüíîãî ìiêðîñòàíó ç ÷èñëà òèõ, ÿêi âiäïîâiäàþòü
åíåðãi¨ 𝐸, äîðiâíþ¹

𝑊 (𝐸) =
1

Ω0
Ω(𝐸) = 𝐶 Ω(𝐸);

𝐶 =
1

Ω0
= const, (3.72)

òîáòî ïðîïîðöiéíà ÷èñëó ìiêðîñòàíiâ Ω(𝐸).
Ôîðìóëó (3.72) íàçèâàþòü ìiêðîêàíîíi÷íèì ðîçïîäiëîì Ãiááñà äëÿ êâàí-

òîâî¨ ñèñòåìè, à ôàçîâi ñåðåäíi áóäü-ÿêèõ ôiçè÷íèõ âåëè÷èí îá÷èñëþþòüñÿ
çà ôîðìóëîþ (3.14).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð áiëüø âàæëèâèé i çàãàëüíèé âèïàäîê ñèñòåìè, ùî çíà-
õîäèòüñÿ â òåðìîñòàòi.

3.2.2 Канонiчний розподiл Гiббса

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó âàæëèâî¨, ç ïðàêòè÷íî¨ òî÷êè çîðó, çàäà÷i çíà-
õîäæåííÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó äîâiëüíîãî ìàêðîñêîïi÷íîãî òiëà, ùî ¹ ìàëîþ
÷àñòèíîþ äåÿêî¨ âåëèêî¨ çàìêíóòî¨ ñèñòåìè. Âèäiëèìî iç çàìêíóòî¨ ñèñòåìè
òiëî, ùî öiêàâèòü íàñ, i ðîçãëÿäàòèìåìî âåëèêó ñèñòåìó ÿê ñèñòåìó ñêëà-
äåíó ç äâîõ ÷àñòèí: ç äàíîãî òiëà (ïiäñèñòåìè) i âñié iíøî¨ ¨¨ ÷àñòèíè (ÿêà
îòî÷ó¹ òiëî, ùî íàñ öiêàâèòü), ÿêó íàçèâàòèìåìî термостатом àáî ñåðåäî-
âèùåì. Ââàæàòèìåìî, ùî òåðìîñòàò ¹ ñèñòåìîþ ç âåëèêèì ÷èñëîì ñòåïåíåé
ñâîáîäè, çäàòíîþ îáìiíþâàòèñÿ åíåðãi¹þ (àëå íå ðå÷îâèíîþ) ç äàíîþ ïiäñè-
ñòåìîþ, ïðè÷îìó, âií ¹ íàñòiëüêè âåëèêèì, ùî éîãî ñòàí (åíåðãiÿ) ïðàêòè÷íî
íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè òàêié âçà¹ìîäi¨.

Â äàíîìó âèïàäêó ðîçãëÿäàþòü канонiчний ансамбль � ñóêóïíiñòü ôi-
çè÷íèõ ñèñòåì, ÿêi îáìiíþ¹òüñÿ åíåðãi¹þ ç íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì (òåð-
ìîñòàòîì), çíàõîäÿ÷èñü ç íèì â òåïëîâié ðiâíîâàçi, àëå íå îáìiíþ¹òüñÿ ðå-
÷îâèíîþ, îñêiëüêè âiäîêðåìëåíi âiä òåðìîñòàòà íåïðîíèêíîþ äëÿ ÷àñòèíîê
ïåðåãîðîäêîþ. Â öüîìó âèïàäêó ðiçíi ñèñòåìè àíñàìáëþ ìîæóòü ìàòè ðiçíi
åíåðãi¨.
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Ïðîâåäåìî ðîçãëÿä ñïî÷àòêó íà îñíîâi êâàíòîâî¨ ñòàòèñòèêè. Îòæå, äî-
ñëiäæóâàíà ïiäñèñòåìà i òåðìîñòàò ðàçîì óòâîðþþòü çàìêíåíó ñèñòåìó,
åíåðãiþ êîòðî¨ ìîæíà ââàæàòè ïîñòiéíîþ:

𝐸 = 𝐸ò + 𝜀𝑖 + 𝐸âç = const, (3.73)

äå 𝐸ò � åíåðãiÿ òåðìîñòàòà, 𝜀𝑖 � åíåðãiÿ ïiäñèñòåìè, ùî çíàõîäèòüñÿ â 𝑖-ìó
ñòàíi, à 𝐸âç � åíåðãiÿ âçà¹ìîäi¨ òåðìîñòàòà òà äîñëiäæóâàíî¨ ïiäñèñòåìè.

Îñêiëüêè, âçà¹ìîäiÿ òåðìîñòàòà òà äîñëiäæóâàíî¨ ïiäñèñòåìè ¹ ñëàáêîþ,
òî åíåðãi¹þ 𝐸âç â ïîâíîìó åíåðãåòè÷íîìó áàëàíñi (3.73) ìîæíà çíåõòóâàòè,
ïåðåïèñàâøè éîãî ó âèãëÿäi

𝐸 = 𝐸ò + 𝜀𝑖 ≈ const. (3.74)

Òîäi åíåðãiÿ òåðìîñòàòà ðiâíà 𝐸ò = 𝐸 − 𝜀𝑖. Íåõòóâàííÿ åíåðãi¹þ âçà¹ìîäi¨
ìiæ ïiäñèñòåìîþ òà òåðìîñòàòîì îçíà÷à¹, ùî ìè ìîæåìî ââàæàòè ¨õ íå-
çàëåæíèìè ñèñòåìàìè íà ïðîòÿçi äîâîëi âåëèêîãî ïðîìiæêó ÷àñó. Ïðîòå,
ç iíøîãî áîêó, íà îñíîâi çàêîíó çáåðåæåííÿ åíåðãi¨ (3.74) åíåðãi¨ òåðìîñòà-
òà i ïiäñèñòåìè îäíîçíà÷íî ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ. ßêùî ïiäñèñòåìà âîëîäi¹
åíåðãi¹þ 𝜀𝑖, òî òåðìîñòàò îáîâ'ÿçêîâî ìà¹ åíåðãiþ 𝐸ò = 𝐸 − 𝜀𝑖.

Çàïèøåìî ìiêðîêàíîíi÷íèé ðîçïîäië äëÿ ïiäñèñòåìè i òåðìîñòàòà ðàçîì,
çãiäíî ç (3.72):

𝑊 = 𝐶 Ω(𝐸).

Âðàõîâóþ÷è, ùî ÷èñëî ìiêðîñòàíiâ çàìêíóòî¨ ñèñòåìè, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ
ç äâîõ íåçàëåæíèõ ÷àñòèí, ðiâíå äîáóòêó ÷èñëà ñòàíiâ îáîõ ÷àñòèí

Ω(𝐸) = Ω(𝜀𝑖)Ω0(𝐸 − 𝜀𝑖),

äå Ω(𝜀𝑖) � ÷èñëî äîñòóïíèõ ìiêðîñòàíiâ ïiäñèñòåìè, à Ω0(𝐸 − 𝜀𝑖) � ÷èñëî
äîñòóïíèõ ìiêðîñòàíiâ òåðìîñòàòà, îòðèìà¹ìî

𝑊 (𝜀𝑖) = 𝐶 Ω(𝜀𝑖)Ω0(𝐸 − 𝜀𝑖). (3.75)

Ó (3.75) âðàõîâàíî, ùî åíåðãiþ çàìêíåíî¨ ñèñòåìè 𝐸 ìîæíà ââàæàòè
ïîñòiéíîþ, òîäi ÿê åíåðãiþ ïiäñèñòåìè 𝜀𝑖 � çìiííîþ.

Íîðìóþ÷è éìîâiðíiñòü (3.75) íà îäèíèöþ∑︁
𝜀𝑖

𝑊 (𝜀𝑖) = 𝐶
∑︁
𝜀𝑖

Ω(𝜀𝑖)Ω0(𝐸 − 𝜀𝑖) = 1, (3.76)

ìàòèìåìî, ùî

𝐶 =
1∑︀

𝜀𝑖

Ω(𝜀𝑖)Ω0(𝐸 − 𝜀𝑖)
,

îòæå,

𝑊 (𝜀𝑖) =
Ω(𝜀𝑖)Ω0(𝐸 − 𝜀𝑖)∑︀
𝜀𝑖

Ω(𝜀𝑖)Ω0(𝐸 − 𝜀𝑖)
. (3.77)
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Åíòðîïiÿ òåðìîñòàòà, çãiäíî ç (3.56), äîðiâíþâàòèìå

𝜎(𝐸 − 𝜀𝑖) = ln Ω0(𝐸 − 𝜀𝑖),

òîìó
Ω0(𝐸 − 𝜀𝑖) = 𝑒𝜎(𝐸−𝜀𝑖).

Îñêiëüêè áóäü-ÿêi çíà÷åííÿ åíåðãi¨ ìàëî¨ (ó ïîðiâíÿííi ç òåðìîñòàòîì)
ñèñòåìè 𝜀𝑖 ¹ ìàëèìè ó ïîðiâíÿííi ç ïîâíîþ åíåðãi¹þ 𝐸 âñi¹¨ ñèñòåìè (ïiä-
ñèñòåìà + òåðìîñòàò), òî åíòðîïiþ 𝜎(𝐸 − 𝜀𝑖) ìîæíà ðîçêëàñòè â ðÿä Ôóð'¹
çà ñòåïåíÿìè ìàëî¨ âåëè÷èíè 𝜀𝑖 (𝜀𝑖 ≪ 𝐸) òà îáìåæèòèñÿ ïåðøèìè äâîìà
äîäàíêàìè 15:

𝜎(𝐸 − 𝜀𝑖) ∼= 𝜎(𝐸) +

(︂
𝜕𝜎

𝜕(𝐸 − 𝜀𝑖)

)︂
𝜀𝑖=0

· (𝐸 − 𝜀𝑖 − 𝐸) = 𝜎(𝐸) − 𝜀𝑖

(︂
𝜕𝜎

𝜕𝐸

)︂
𝜀𝑖=0

.

Ó òàêèé ñïîñiá çíàõîäèìî

Ω0(𝐸 − 𝜀𝑖) = 𝑒𝜎(𝐸)𝑒−
𝜀𝑖
𝜃 , (3.78)

äå çàñòîñîâàíî ïîçíà÷åííÿ

1

𝜃
=

(︂
𝜕𝜎

𝜕𝐸

)︂
𝜀𝑖=0

. (3.79)

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè (3.78) ó (3.78) îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî

𝑊 (𝜀𝑖) =
Ω(𝜀𝑖)𝑒

− 𝜀𝑖
𝜃∑︀

𝜀𝑖

Ω(𝜀𝑖)𝑒−
𝜀𝑖
𝜃

. (3.80)

Ðîçïîäië (3.80) éìîâiðíîñòi ìiêðîñòàíiâ ñèñòåìè â òåðìîñòàòi çà åíåðãiÿ-
ìè íàçèâàþòü канонiчним розподiлом Гiббса, à ïàðàìåòð 𝜃 � модулем
канонiчного розподiлу.

Ôîðìóëà (3.80) âèçíà÷à¹ éìîâiðíiñòü 𝑊 (𝜀𝑖) òîãî, ùî äåÿêà ñèñòåìà, ÿêà
¹ ìàëîþ ñëàáêî âçà¹ìîäiþ÷îþ ÷àñòèíîþ áiëüøî¨ ñèñòåìè (òåðìîñòàòà) áóäå
çíàõîäèòèñÿ â îäíîìó ç Ω(𝜀𝑖) ìiêðîñòàíiâ, ùî ìàþòü åíåðãiþ 𝜀𝑖, à òåðìîñòàò
� â îäíîìó iç ñòàíiâ ç åíåðãi¹þ 𝐸 − 𝜀𝑖. Îñêiëüêè ñòàí òåðìîñòàòà íàñ íå
öiêàâèòü, òî äëÿ çðó÷íîñòi ìè áóäåìî ãîâîðèòè, ùî 𝑊 (𝜀𝑖) ¹ éìîâiðíiñòþ
òîãî, ùî ïiäñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ â îäíîìó iç ñòàíiâ ç åíåðãi¹þ 𝜀𝑖. ×èñëî
ìiêðîñòàíiâ Ω(𝜀𝑖) ¹ ÷èñëîì ðiçíèõ êâàíòîâèõ ñòàíiâ, ÿêi ìàþòü îäíàêîâó
åíåðãiþ 𝜀𝑖. Òîìó éìîâiðíiñòü îäíîãî ïåâíîãî êâàíòîâîãî ñòàíó äîðiâíþ¹

𝑊 (𝜀𝑖𝛼) =
𝑒−

𝜀𝑖𝛼
𝜃∑︀

𝛼
𝑒−

𝜀𝑖𝛼
𝜃

, (3.81)

15𝑥 = 𝐸 − 𝜀𝑖, 𝑥0 = 𝐸, 𝜎(𝑥) = 𝜎(𝑥0) +
(︀
𝜕𝜎
𝜕𝑥

)︀
𝑥=𝑥0

· (𝑥− 𝑥0) + . . .
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äå 𝛼 � iíäåêñ êâàíòîâîãî ñòàíó.
Ôîðìóëà (3.80) âèçíà÷à¹ ðîçïîäië çà åíåðãiÿìè, à ôîðìóëà (3.81) � ðîç-

ïîäië çà êâàíòîâèìè ñòàíàìè. Çíàìåííèê êàíîíi÷íîãî ðîçïîäiëó (3.80)

𝑍 =
∑︁
𝜀𝑖

Ω(𝜀𝑖)𝑒
− 𝜀𝑖

𝜃 (3.82)

íàçèâàþòü статистичною сумою àáî функцiєю станiв, òîìó ùî âíåñîê â
íå¨ äàþòü âñi ñòàíè ñèñòåìè. Ïiñëÿ ââåäåííÿ ôóíêöi¨ ñòàíiâ ðîçïîäië Ãiááñà
ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

𝑊 (𝜀𝑖) =
1

𝑍
𝑒−

𝜀𝑖
𝜃 Ω(𝜀𝑖) (3.83)

Ðîçïîäië Ãiááñà äëÿ äåÿêî¨ êîíêðåòíî¨ ôiçè÷íî¨ ñèñòåìè ìîæíà ââàæàòè
âiäîìèì, ÿêùî âiäîìi ðiâíi åíåðãi¨ ñèñòåìè, òîáòî ìîæëèâi çíà÷åííÿ 𝜀𝑖 òà
êðàòíiñòü âèðîäæåííÿ ðiâíiâ, òîáòî ÷èñëî ðiçíèõ ñòàíiâ Ω(𝜀𝑖), ÿêi âiäïîâiä-
àþòü îäíîìó çíà÷åííþ åíåðãi¨ 𝜀𝑖.

Çà äîïîìîãîþ ðîçïîäiëó Ãiááñà ìîæíà îá÷èñëèòè ñåðåäíi çíà÷åííÿ áóäü-
ÿêî¨ âåëè÷èíè, ÿêà çàëåæèòü âiä åíåðãi¨ ñèñòåìè. ßêùî 𝐹 (𝜀𝑖) � çíà÷åííÿ
äåÿêî¨ ôiçè÷íî¨ âåëè÷èíè äëÿ ñòàíiâ ç åíåðãi¹þ 𝜀𝑖, òî çãiäíî (3.14) äëÿ ñå-
ðåäíüîãî çíà÷åííÿ ìîæíà çàïèñàòè:

𝐹 =
∑︁
𝜀𝑖

𝐹 (𝜀𝑖)𝑊 (𝜀𝑖) =
1

𝑍

∑︁
𝜀𝑖

𝐹 (𝜀𝑖)𝑒
− 𝜀𝑖

𝜃 Ω(𝜀𝑖) =

∑︀
𝜀𝑖

𝐹 (𝜀𝑖)𝑒
− 𝜀𝑖

𝜃 Ω(𝜀𝑖)∑︀
𝜀𝑖

𝑒−
𝜀𝑖
𝜃 Ω(𝜀𝑖)

(3.84)

Ðîçãëÿíåìî ãðàôiê êàíîíi÷íîãî ðîçïîäiëó. Îñêiëüêè çíàìåííèê â (3.80)
âiä åíåðãi¨ 𝜀 íå çàëåæèòü, òî âèãëÿä ãðàôiêà âèçíà÷à¹òüñÿ ÷èñåëüíèêîì,
ÿêèé ¹ äîáóòêîì äâîõ ôóíêöié Ω(𝜀𝑖)𝑒

− 𝜀𝑖
𝜃 .

×èñëî ñòàíiâ ç äàíîþ åíåðãi¹þ Ω(𝜀𝑖) øâèäêî çðîñòà¹ iç çáiëüøåííÿì åíåð-
ãi¨ ñèñòåìè. ×èì áiëüøå ÷àñòèíîê ìiñòèòü ñèñòåìà, òèì áiëüøå ñòàíiâ Ω(𝜀𝑖)
âiäïîâiäà¹ äàíîìó çíà÷åííþ 𝜀𝑖 ç iíòåðâàëó åíåðãi¨ 𝜀𝑖 + 𝑑𝜀𝑖. Òîìó çðîñòàííÿ
Ω(𝜀𝑖) çi çáiëüøåííÿì åíåðãi¨ âiäáóâà¹òüñÿ òèì øâèäøå, ÷èì áiëüøå ÷àñòè-
íîê â ñèñòåìi. Íàïðèêëàä, âiäïîâiäíî äî (3.52), ÷èñëî äîñòóïíèõ ìiêðîñòàíiâ
äëÿ êëàñè÷íîãî îäíîàòîìíîãî iäåàëüíîãî ãàçó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç 𝑁 ìîëåêóë
áóäå ïîðÿäêó Ω(𝜀) ∼ 𝑒

3
2𝑁 , à 𝑁 ∼ 1023.

Ôóíêöiÿ 𝑒−
𝜀
𝜃 çi çáiëüøåííÿì 𝜀 øâèäêî ñïàäà¹. Òîìó äîáóòîê öèõ äâîõ

ôóíêöié, � øâèäêî ñïàäàþ÷î¨ i øâèäêî çðîñòþ÷î¨ ç åíåðãi¹þ, ïðèâîäèòü äî
âèíèêíåííÿ ó ðîçïîäiëi Ãiááñà ðiçêîãî ìàêñèìóìó. Öåé ìàêñèìóì ¹ òèì ðiç-
êiøèì, ÷èì øâèäøå çðîñòà¹ Ω(𝜀𝑖). Äëÿ ìàêðîñêîïi÷íî¨ ñèñòåìè, ùî ìiñòèòü
âåëèêå ÷èñëî ÷àñòèíîê (𝑁 ∼ 1023), âií ¹ íàñòiëüêè ãîñòðèì i âóçüêèì, ùî
çîáðàçèòè éîãî ãðàôi÷íî íå ìîæíà â æîäíîìó ìàñøòàái. Öå îçíà÷à¹, ùî éìî-
âiðíiñòü çíàõîäæåííÿ ñèñòåìè â ñòàíàõ ç åíåðãi¹þ, ùî ïîìiòíî âiäðiçíÿ¹òüñÿ
âiä åíåðãi¨ 𝜀í, ÿêà âiäïîâiäà¹ ìàêñèìóìó ðîçïîäiëó Ãiááñà, ¹ ìàéæå íóëüî-
âîþ (äèâ. ðèñ. 3.5). Áiëüøó ÷àñòèíó ÷àñó ñïîñòåðåæåííÿ ñèñòåìà ïðîâîäèòü
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Рис. 3.5. Схематичний графiк канонiчного розподiлу

â ñòàíàõ ç åíåðãi¹þ, äóæå áëèçüêîþ äî 𝜀í. Стан, що вiдповiдає максимуму
розподiлу Гiббса, є найбiльш ймовiрним, а енергiя 𝜀н, що йому вiдповiдає
називається найймовiрнiшою. Òîáòî, ñòàí ç 𝜀 = 𝜀í ðåàëiçó¹òüñÿ ç éìî-
âiðíiñòþ 𝑊 (𝜀í) ∼= 1, à éìîâiðíiñòü çíàõîäæåííÿ â iíøèõ ñòàíàõ ç 𝜀 ̸= 𝜀í
áëèçüêà äî íóëÿ, 𝑊 (𝜀 ̸= 𝜀í) ∼= 0. Íàéáiëüø éìîâiðíèé ñòàí áóäå äàâàòè
îñíîâíèé âíåñîê ó ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ âåëè÷èí, ùî õàðàêòåðèçóþòü ñèñòåìó
(íàïðèêëàä, åíåðãi¨). Öå âèïëèâà¹ ç ñàìîãî îçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ ñåðåäíüîãî; ó
âåëè÷èíó ñåðåäíüîãî êîæåí ñòàí äà¹ âíåñîê ïðîïîðöiéíèé ñâî¨é éìîâiðíîñòi
(äèâ. (3.14)). Çîêðåìà:

𝜀 =
∑︁
𝑖

𝜀𝑖𝑊 (𝜀𝑖) ∼= 𝜀í · 1 = 𝜀í, (3.85)

äå â ñóìi ïî ñòàíàõ çàëèøåíî òiëüêè îäèí, íàéáiëüøèé ÷ëåí, ùî âiäíîñèòüñÿ
äî íàééìîâiðíiøî¨ åíåðãi¨. Òàêèì ÷èíîì, ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ åíåðãi¨ 𝜀 ñèñòåìè
â òåðìîñòàòi çáiãà¹òüñÿ ç íàééìîâiðíiøèì çíà÷åííÿì 𝜀í.

Ç âèðàçó âèïëèâà¹ âàæëèâèé âèñíîâîê, ùî äëÿ ñåðåäíiõ çíà÷åíü âåëè-
÷èí, ÿêi ¹ ôóíêöiÿìè åíåðãi¨ 𝜀, âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

𝐹 =
∑︁
𝜀𝑖

𝐹 (𝜀𝑖)𝑊 (𝜀𝑖) ∼= 𝐹 (𝜀í) · 1 = 𝐹 (𝜀í) = 𝐹 (𝜀), (3.86)

òîáòî, ¨õ ñåðåäíi çíà÷åííÿ áëèçüêi äî íàéáiëüø éìîâiðíèõ.
Àíàëîãi÷íî äëÿ ìàêðîñêîïi÷íî¨ ñèñòåìè ôóíêöiÿ ñòàíiâ 𝑍 ìîæå áóòè

ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi

𝑍 =
∑︁
𝜀𝑖

Ω(𝜀𝑖)𝑒
− 𝜀𝑖

𝜃 ∼= Ω(𝜀)𝑒−
𝜀
𝜃 (3.87)

(â ñóìi çàëèøåíî òiëüêè íàéáiëüøèé ÷ëåí, ùî âiäíîñèòüñÿ äî íàééìîâiðíi-
øî¨ åíåðãi¨).
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3.2.3 Перехiд до класичної статистики

Êâàíòîâi ðiâíi åíåðãi¨ ìàêðîñêîïi÷íèõ ñèñòåì çäåáiëüøîãî ðîçòàøîâàíi
íàñòiëüêè ùiëüíî, ùî ¨õ ìîæíà ââàæàòè íåïåðåðâíî ðîçïîäiëåíèìè. Òîäi
ñóêóïíiñòü äèñêðåòíèõ ðiâíiâ ñèñòåìè â òåðìîñòàòi 𝜀1, 𝜀2, . . . , 𝜀𝑖, . . ., ìîæíà
çàìiíèòè íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ 𝜀. Òîáòî ïåðåéòè âiä êâàíòîâîãî îïèñó ñè-
ñòåìè äî êâàçiêëàñè÷íîãî.

Öå äà¹ çìîãó çàìiíèòè îá÷èñëåííÿ ñóì çà åíåðãiÿìè íà iíòåãðóâàííÿ. Òî-
ìó çäiéñíèìî ïåðåõiä âiä êâàíòîâîãî êàíîíi÷íîãî ðîçïîäiëó Ãiááñà (3.80) äî
êëàñè÷íîãî êàíîíi÷íîãî ðîçïîäiëó, ùî ¹ îñíîâîþ класичної статистики. Iç
ðîçïîäiëó Ãiááñà âèïëèâà¹, ùî äëÿ çàìiíè ñõiä÷àñòî¨ ôóíêöi¨ 𝑒−

𝜀𝑖
𝜃 ïëàâíîþ

ôóíêöi¹þ 𝑒−
𝜀
𝜃 íåîáõiäíî, ùîá ðîçìiðè ñõîäèíîê, òîáòî âiäñòàíi ìiæ ðiâíÿìè

△𝜀𝑖 = 𝜀𝑖+1 − 𝜀𝑖, áóëè ìàëèìè ïîðiâíÿíî iç ìîäóëåì êàíîíi÷íîãî ðîçïîäiëó
𝜃, ÿêèé äàëi íàìè áóäå îòîòîæíåíî ç ñòàòèñòè÷íîþ òåìïåðàòóðîþ. Òàêèì
÷èíîì, ïåðåõiä äî êëàñè÷íî¨ ñòàòèñòèêè ìîæëèâèé â îáëàñòi âèñîêèõ òåì-
ïåðàòóð.

Ââàæàþ÷è åíåðãiþ 𝜀 íåïåðåðâíîþ âåëè÷èíîþ, ìîæíà ââåñòè íåñêií÷åííî
ìàëèé iíòåðâàë åíåðãi¨ 𝑑𝜀, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ ÷èñëî äîñòóïíèõ ìiêðîñòàíiâ
𝑑Ω(𝜀). Òîäi éìîâiðíiñòü ìiêðîñòàíó, åíåðãiÿ ÿêîãî ëåæèòü â iíòåðâàëi âiä
𝜀(𝑝, 𝑞) äî 𝜀(𝑝, 𝑞) + 𝑑𝜀(𝑝, 𝑞), âèçíà÷èìî çà äîïîìîãîþ (3.80), çàìiíèâøè Ω(𝜀)
íà 𝑑Ω(𝜀) òà ïiäñóìîâóâàííÿ â çíàìåííèêó � íà iíòåãðóâàííÿ:

𝑑𝑊 (𝜀) =
𝑒−

𝜀(𝑝,𝑞)
𝜃 𝑑Ω(𝜀)∫︀

𝑒−
𝜀(𝑝,𝑞)

𝜃 𝑑Ω(𝜀)
. (3.88)

ßêùî ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç 𝑁 îäíàêîâèõ ÷àñòèíîê, íà ïiäñòàâi (3.51) çà-
ïèøåìî

𝑑Ω(𝜀) =
𝑑Γ(𝜀)

𝑁 !(2𝜋~)𝑓𝑁
. (3.89)

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè (3.89) â (3.89) çíàéäåìî канонiчний розподiл Гiбб-
са для класичної системи:

𝑑𝑊 (𝜀) =
𝑒−

𝜀(𝑝,𝑞)
𝜃 𝑑Γ∫︀

𝑒−
𝜀(𝑝,𝑞)

𝜃 𝑑Γ
. (3.90)

Êëàñè÷íèé êàíîíi÷íèé ðîçïîäië Ãiááñà (3.90) âèçíà÷à¹ éìîâiðíiñòü òîãî,
ùî åíåðãiÿ ñèñòåìè â òåðìîñòàòi äîðiâíþ¹ 𝜀 (â iíòåðâàëi 𝑑𝜀), à ôàçîâà òî÷êà,
ÿêà çîáðàæó¹ ¨¨ ìiêðîñòàí, çíàõîäèòüñÿ â åëåìåíòi îá'¹ìó ôàçîâîãî ïðîñòîðó
𝑑Γ(𝜀).

Çíàìåííèê êëàñè÷íîãî êàíîíi÷íîãî ðîçïîäiëó, òîáòî iíòåãðàë

𝐽 =

∫︁
𝑒−

𝜀(𝑝,𝑞)
𝜃 𝑑Γ, (3.91)

íàçèâàþòü статистичним iнтегралом.
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Ïåðåõîäÿ÷è äî êëàñè÷íî¨ ñòàòèñòèêè, çàìiñòü (3.82) çàïèøåìî (äèâ.
(3.88))

𝑍 =

∫︁
𝑒−

𝜀(𝑝,𝑞)
𝜃 𝑑Ω(𝜀). (3.92)

Òîäi ç óðàõóâàííÿì (3.89) îòðèìà¹ìî ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ ñòàòèñòè-
÷íî¨ ñóìè äëÿ êëàñè÷íî¨ ñèñòåìè (â êâàçiêëàñè÷íîìó íàáëèæåííi, ç âðàõó-
âàííÿì (3.47): 𝑑Γ = 𝜕Γ

𝜕𝜀𝑑𝜀)

𝑍 =
1

𝑁 !(2𝜋~)𝑓𝑁

∫︁
𝑒−

𝜀(𝑝,𝑞)
𝜃 𝑑Γ =

1

𝑁 !(2𝜋~)𝑓𝑁

∫︁
𝑒−

𝜀(𝑝,𝑞)
𝜃
𝜕Γ

𝜕𝜀
𝑑𝜀. (3.93)

Iç ðîçïîäiëó (3.90) âèïëèâà¹ âèðàç êëàñè÷íî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ôóíêöi¨ ðîç-
ïîäiëó

𝑤(𝜀) =
𝑑𝑊 (𝜀)

𝑑𝜀
=

𝑒−
𝜀(𝑝,𝑞)

𝜃
𝜕Γ
𝜕𝜀𝑑𝜀∫︀

𝑒−
𝜀(𝑝,𝑞)

𝜃
𝜕Γ
𝜕𝜀𝑑𝜀 · 𝑑𝜀

=
𝑒−

𝜀(𝑝,𝑞)
𝜃

𝜕Γ
𝜕𝜀∫︀

𝑒−
𝜀(𝑝,𝑞)

𝜃
𝜕Γ
𝜕𝜀𝑑𝜀

. (3.94)

Iíòåãðóâàííÿ â (3.93) òà (3.93) ïðîâîäèòüñÿ ïî âñüîìó ôàçîâîìó ïðîñòî-
ðó, äîñòóïíîìó äëÿ ñèñòåìè, òîáòî ïî âñiì äîçâîëåíèì çíà÷åííÿì êîîðäè-
íàò òà iìïóëüñiâ ñèñòåìè. Òîìó ìåæi iíòåãðóâàííÿ çàëåæàòü âiä êîíêðåòíèõ
âëàñòèâîñòåé ñèñòåìè i óìîâ, â ÿêèõ âîíà çíàõîäèòüñÿ.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê êîëè êâàçiçàìêíóòîþ ñèñòåìîþ ¹ îäíà ìîëåêóëà â
iäåàëüíîìó ãàçi. Ïðè öüîìó åíåðãiÿ ïiäñèñòåìè 𝜀(𝑝, 𝑞) ïðåäñòàâëÿ¹ òåïåð
åíåðãiþ öi¹¨ ìîëåêóëè. Íàøà ïiäñèñòåìà ïðè 𝑁 = 1 áóäå ìàòè òðè ñòåïå-
íi âiëüíîñòi. Âiäïîâiäíî ¨¨ ôàçîâèé ïðîñòið áóäå øåñòèâèìiðíèì. Òîìó íà
îñíîâi (3.55) ìà¹ìî, ùî ÷èñëî ñòàíiâ ìîëåêóëè ç åíåðãi¹þ ìiæ 𝜀 òà 𝜀 + 𝑑𝜀,
ðiâíå

𝑑Ω =
4𝜋𝑉 𝑚3/2

√
2𝜀

(2𝜋~)3
𝑑𝜀. (3.95)

Òàêèì ÷èíîì, ðîçïîäië Ãiááñà äëÿ îäíi¹¨ ìîëåêóëè ìà¹ âèãëÿä

𝑑𝑊 (𝜀) =
4𝜋𝑉 𝑚3/2

𝑧(2𝜋~)3
𝑒−

𝜀(𝑝,𝑞)
𝜃

√
2𝜀 𝑑𝜀. (3.96)

Òåïåð çíàéäåìî ÿâíèé âèãëÿä äëÿ ôóíêöi¨ ñòàíiâ îêðåìî¨ ìîëåêóëè (äèâ.
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(3.92)) 16

𝑧 =

∫︁
𝑒−

𝜀(𝑝,𝑞)
𝜃 𝑑Ω(𝜀) =

4𝜋𝑉 𝑚3/2

(2𝜋~)3

∞∫︁
0

𝑒−
𝜀
𝜃

√
2𝜀 𝑑𝜀 =

=
4
√

2𝜋𝑉 𝑚3/2𝜃3/2

(2𝜋~)3

∞∫︁
0

𝑒−𝑥
√
𝑥 𝑑𝑥 =

=
4𝜋𝑉 𝑚3/2

(2𝜋~)3

√︂
𝜋𝜃3

2
=

(2𝜋𝑚𝜃)3/2

(2𝜋~)3
𝑉. (3.97)

Òîìó

𝑑𝑊 (𝜀) =
2√
𝜋𝜃3

𝑒−
𝜀
𝜃
√
𝜀 𝑑𝜀. (3.98)

3.2.4 Статистична температура. Принцип Больцмана

Ïåðåõîäÿ÷è äî ñòàòèñòè÷íîãî àíàëiçó òà îá ðóíòóâàííÿ ïîíÿòü i çàêîíiâ
òåðìîäèíàìiêè, íàñàìïåðåä âèçíà÷èìî çìiñò i âëàñòèâîñòi ìîäóëÿ êàíîíi-
÷íîãî ðîçïîäiëó 𝜃. Âiäïîâiäíî äî (3.79), 𝜃 âèçíà÷àòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

1

𝜃
=

(︂
𝜕𝜎

𝜕𝐸

)︂
𝜀𝑖=0

.

Iç ñàìîãî îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî ìîäóëü êàíîíi÷íîãî ðîçïîäiëó õàðàêòåðè-
çó¹ âëàñòèâîñòi âñi¹¨ ñèñòåìè � òåðìîñòàòà, à íå âèäiëåíî¨ íàìè ïiäñèñòåìè.
Â (3.79) ôiãóðóþòü òiëüêè âåëè÷èíè, ÿêi âiäíîñÿòüñÿ äî âñi¹¨ çàìêíåíî¨ ñè-
ñòåìè, � ¨¨ åíåðãiÿ 𝐸 i ñòàòèñòè÷íà åíòðîïiÿ òåðìîñòàòà 𝜎 = 𝜎(𝐸 − 𝜀𝑖),
çíà÷åííÿ ÿêî¨ áåðåòüñÿ ïðè 𝜀𝑖 = 0, òàê ùî 𝜎 = 𝜎(𝐸). Òîìó модуль 𝜃 зав-
жди вiдноситься до всiєї макроскопiчної системи i є однозначною функцiєю
стану (енергiї) системи.

Iç êàíîíi÷íîãî ðîçïîäiëó Ãiááñà (3.83)

𝑊 (𝜀𝑖) =
1

𝑍
𝑒−

𝜀𝑖
𝜃 Ω(𝜀𝑖),

16Iнтегрування частинами дає∫︁
𝑒−𝑥

√
𝑥 𝑑𝑥 = −𝑒−𝑥

√
𝑥+

∫︁
𝑒−𝑥𝑑(

√
𝑥) = −𝑒−𝑥

√
𝑥+

√
𝜋

2
erf(

√
𝑥),

де erf(𝑡) =
2√
𝜋

𝑡∫︁
0

𝑒−𝑧2

𝑑𝑧 – функцiя помилок. Тодi остаточно одержуємо

∞∫︁
0

𝑒−𝑥
√
𝑥 𝑑𝑥 =

√
𝜋

2
(erf(∞)− erf(0)) =

√
𝜋

2
(1− 0) =

√
𝜋

2
.
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äå 𝑍 = 𝑍(𝜃) =
∑︀
𝜀𝑖

Ω(𝜀𝑖)𝑒
− 𝜀𝑖

𝜃 , âèïëèâà¹, ùî éìîâiðíiñòü ñòàíó ç äàíîþ åíåðãi-

¹þ 𝜀𝑖 ïîâèííà çìåíøóâàòèñÿ iç çðîñòàííÿì åíåðãi¨. ßêùî á öå áóëî íå òàê,
òî óìîâà íîðìóâàííÿ (3.76) íå âèêîíóâàëàñÿ á. Ç ôiçè÷íî¨ òî÷êè çîðó çðî-
çóìiëî, ùî ÷èì áiëüøå åíåðãi¨ ïîâèííà îòðèìàòè ñèñòåìà âiä òåðìîñòàòà äëÿ
òîãî, ùîá ïåðåéòè â ñòàí ç äàíîþ åíåðãi¹þ, òèì ìåíø éìîâiðíèì ¹ öåé ñòàí,
òîáòî, 𝑊 (𝜀𝑖) çàâæäè çìåíøó¹òüñÿ ïðè çðîñòàííi 𝜀𝑖. Iç âèãëÿäó ðîçïîäiëó
Ãiááñà âèïëèâà¹, ùî òàêà ïîâåäiíêà 𝑊 (𝜀𝑖) iç çðîñòàííÿì 𝜀𝑖 ìîæå ìàòè ìiñöå
ëèøå â òîìó âèïàäêó, êîëè 𝜃 � суттєво додатна величина.

Îòæå, 𝜃 ìîæå âiäíîñèòèñÿ òiëüêè äî âñi¹¨ ìàêðîñêîïi÷íî¨ ñèñòåìè i áóòè
äîäàòíîþ îäíîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ ¨¨ ñòàíó.

Ïîêàæåìî, ùî ïàðàìåòð 𝜃 õàðàêòåðèçó¹ ñòàí ðiâíîâàãè â ñèñòåìi. Äëÿ
öüîãî ðîçãëÿíåìî äâi ðiâíîâàæíi ïiäñèñòåìè, ÿêi íàëåæàòü ðiçíèì ñèñòåìàì,
ç åíåðãiÿìè 𝜀1 i 𝜀2 òà ìîäóëÿìè êàíîíi÷íîãî ðîçïîäiëó 𝜃1 i 𝜃2, êàíîíi÷íi
ðîçïîäiëè Ãiááñà äëÿ ÿêèõ âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ (3.83):

𝑊1(𝜀1) =
1

𝑍(𝜃1)
𝑒−

𝜀1
𝜃1 Ω1(𝜀1),

𝑊2(𝜀2) =
1

𝑍(𝜃2)
𝑒−

𝜀2
𝜃2 Ω2(𝜀2).

Ïðèïóñòèìî, ùî îáèäâi ïiäñèñòåìè ïðèâîäÿòüñÿ â ñëàáêó âçà¹ìîäiþ, òàê
ùî ìiæ íèìè ìîæå âiäáóâàòèñÿ îáìií åíåðãi¹þ. Îáèäâi âçà¹ìîäiþ÷i ïiäñè-
ñòåìè ìîæíà ââàæàòè îäíi¹þ îá'¹äíàíîþ ïiäñèñòåìîþ ç åíåðãi¹þ 𝜀 = 𝜀1+𝜀2.
ßêùî îñòàííÿ ïåðåáóâàòèìå â ñòàíi ñòàòèñòè÷íî¨ ðiâíîâàãè, òî ðîçïîäië
éìîâiðíîñòi ¨¨ ñòàíiâ òàêîæ ïîâèíåí îïèñóâàòèñÿ çàêîíîì âèäó

𝑊 (𝜀) =
1

𝑍(𝜃)
𝑒−

𝜀
𝜃 Ω(𝜀). (3.99)

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè âçà¹ìîäiÿ ¹ ñëàáêîþ, åíåðãi¹þ âçà¹ìîäi¨ ìîæíà
íåõòóâàòè i ðàõóâàòè êîæíó ç ïiäñèñòåì íåçàëåæíî¨. Òîäi äëÿ çíàõîäæåí-
íÿ ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé ñêëàäíî¨ ñèñòåìè ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ
ïðî äîáóòîê éìîâiðíîñòåé i çàïèñàòè:

𝑊 (𝜀) = 𝑊 (𝜀1 + 𝜀2) = 𝑊1(𝜀1)𝑊2(𝜀2) =
Ω1(𝜀1)Ω2(𝜀2)

𝑍1(𝜃1)𝑍2(𝜃2)
𝑒−

𝜀1
𝜃1 𝑒−

𝜀2
𝜃2 . (3.100)

Âíàñëiäîê ìóëüòèïëiêàòèâíîñòi ÷èñëà äîñòóïíèõ ìiêðîñòàíiâ

Ω1(𝜀1)Ω2(𝜀2) = Ω(𝜀1 + 𝜀2) = Ω(𝜀),

îäåðæèìî

𝑍1(𝜃1)𝑍2(𝜃2) =
∑︁
𝜀1

Ω1(𝜀1)𝑒
− 𝜀1

𝜃1

∑︁
𝜀2

Ω2(𝜀2)𝑒
− 𝜀2

𝜃2 =
∑︁
𝜀1,𝜀2

Ω1(𝜀1)Ω2(𝜀2)𝑒
− 𝜀1

𝜃1 𝑒−
𝜀2
𝜃2 =

=
∑︁
𝜀1,𝜀2

Ω(𝜀1 + 𝜀2)𝑒
− 𝜀1

𝜃1 𝑒−
𝜀2
𝜃2 =

∑︁
𝜀

Ω(𝜀)𝑒−
𝜀1
𝜃1 𝑒−

𝜀2
𝜃2 .
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Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

𝑊 (𝜀1 + 𝜀2) =
Ω(𝜀)∑︀

𝜀
Ω(𝜀) 𝑒−

𝜀1
𝜃1 𝑒−

𝜀2
𝜃2

𝑒−
𝜀1
𝜃1 𝑒−

𝜀2
𝜃2 . (3.101)

Äëÿ òîãî, ùîá ðîçïîäië (3.101) òîòîæíî ñïiâïàäàâ ç (3.99), íåîáõiäíî, ùîá

𝜃1 = 𝜃2 = 𝜃.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ïðèâåñòè ó âçà¹ìîäiþ äâi ðiâíîâàæíi ïiäñèñòåìè ç
ðiâíèìè ìîäóëÿìè 𝜃1 = 𝜃2, òî îòðèìà¹ìî îá'¹äíàíó ðiâíîâàæíó ñèñòåìó ç
òèì æå ìîäóëåì 𝜃 = 𝜃1 = 𝜃2. ßêáè 𝜃1 âiäðiçíÿëîñÿ âiä 𝜃2, òî ïðè âñòàíîâëåí-
íi âçà¹ìîäi¨ âèíèêëà á ñèñòåìà ç ðîçïîäiëîì éìîâiðíîñòåé, ùî âèðàæà¹òüñÿ
ôîðìóëîþ (3.101). Öåé ðîçïîäië íå ¹ ðîçïîäiëîì Ãiááñà äëÿ ñèñòåìè ç åíåð-
ãi¹þ 𝜀 = 𝜀1 + 𝜀2. Òîìó ïðè 𝜃1 ̸= 𝜃2 ñèñòåìà, ùî óòâîðèëàñÿ áóäå ñèñòåìîþ,
ùî íå çíàõîäèòüñÿ â ñòàíi ðiâíîâàãè. Ðiâíîâàæíèé ñòàí íå ïîðóøó¹òüñÿ ïðè
âñòàíîâëåííi âçà¹ìîäi¨ ìiæ ïiäñèñòåìàìè, ÿêùî ¨õ ìîäóëi 𝜃1 i 𝜃2 ðiâíi ìiæ
ñîáîþ, i ïîðóøó¹òüñÿ, ÿêùî 𝜃1 ̸= 𝜃2.

Iç íàâåäåíèõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî óìîâîþ ðiâíîâàãè ¹ ðiâíiñòü ìîäó-
ëiâ 𝜃1 = 𝜃2, îòæå, 𝜃 ìà¹ çìiñò òåìïåðàòóðè i ¨¨ íàçèâàþòü статистичною
температурою.

Ó òîìó âèïàäêó, êîëè ïiäñèñòåìà ìiñòèòü íàñòiëüêè âåëèêå ÷èñëî ÷àñòè-
íîê, ùî ¨¨ ìîæíà ââàæàòè ìàêðîñêîïi÷íîþ, òî ìîæíà òàêîæ ãîâîðèòè ïðî
¨¨ âëàñíó ñòàòèñòè÷íó òåìïåðàòóðó. Âîíà âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè ðiâíîâàãè
ïiäñèñòåìè i òåðìîñòàòà i, âiäïîâiäíà, ðiâíà òåìïåðàòóði îñòàííüîãî. Òîìó
ñêîðî÷åíî 𝜃 ìîæíà íàçèâàòè òåìïåðàòóðîþ ñèñòåìè.

Çðîçóìiëî, ùî ÿêùî ïiäñèñòåìà ìiñòèòü íåäîñòàòíüî âåëèêå ÷èñëî ÷à-
ñòèíîê, òî ïîíÿòòÿ òåìïåðàòóðè äëÿ íå¨ ñòà¹ íàáëèæåíèì i ó âèïàäêó ïiä-
ñèñòåìè � îêðåìî¨ ìîëåêóëè iäåàëüíîãî ãàçó âòðà÷à¹ çìiñò.

Çíà÷åííÿ ñòàòèñòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (3.79) i
çàëåæèòü âiä åíåðãi¨ ñèñòåìè, îäíàê íà ïðàêòèöi ÷àñòiøå âèêîðèñòîâóþòü
îáåðíåíó çàëåæíiñòü 𝐸 = 𝐸(𝜃). Âèçíà÷èìî ¨¨ äëÿ êëàñè÷íîãî îäíîòîìíîãî
iäåàëüíîãî ãàçó, ñòàòèñòè÷íà åíòðîïiÿ ÿêîãî, çãiäíî ç (3.59), ðiâíà

𝜎(𝐸) = ln
3𝑁𝐶𝑁𝑉

𝑁𝐸
3𝑁
2 −1 ∆𝐸

2𝑁 ! (2𝜋~)3𝑁
,

òîìó 17

1

𝜃
=
𝜕𝜎

𝜕𝐸
=

(︂
3𝑁

2
− 1

)︂
1

𝐸
. (3.102)

Íåõòóþ÷è â (3.102) îäèíèöåþ ïîðiâíÿíî ç 3𝑁/2, çíàõîäèìî

𝜃 =
2

3

𝐸

𝑁
, (3.103)

17(ln 𝑎𝑥𝑛)′𝑥 = (ln 𝑎+ 𝑛 ln𝑥)′𝑥 = 𝑛
𝑥
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àáî

𝐸 =
3

2
𝑁𝜃, (3.104)

Îòîòîæíþþ÷è åíåðãiþ 𝐸 ç âíóòðiøíüîþ åíåðãi¹þ êëàñè÷íîãî îäíîàòîì-
íîãî iäåàëüíîãî ãàçó, âiäîìîþ ç êóðñó çàãàëüíî¨ ôiçèêè,

𝑈 =
3

2
𝑁𝑘𝑇, (3.105)

äå 𝑘 � ñòàëà Áîëüöìàíà, îòðèìà¹ìî çâ'ÿçîê ñòàòèñòè÷íî¨ é òåðìîäèíàìi÷íî¨
òåìïåðàòóð

𝜃 = 𝑘𝑇. (3.106)

Ç îñíîâíîãî ðiâíÿííÿ òåðìîäèíàìiêè (1.87) òà (1.94) âèïëèâà¹, ùî

1

𝑇
=
𝜕𝑆

𝜕𝑈
. (3.107)

äå 𝑈 � âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ; 𝑆 � òåðìîäèíàìi÷íà åíòðîïiÿ ñèñòåìè.
Ïîðiâíþþ÷è (3.107) ç âèçíà÷åííÿì ñòàòèñòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè

1

𝜃
=
𝜕𝜎

𝜕𝐸

òà âðàõîâóþ÷è, ùî 𝐸 = 𝑈 , 𝜃 = 𝑘𝑇 , çíàõîäèìî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ñòàòè-
ñòè÷íîþ òà òåðìîäèíàìi÷íîþ åíòðîïiÿìè:

𝑆 = 𝑘𝜎. (3.108)

Îñêiëüêè 𝜎 = ln Ω, çàìiñòü (3.108) çàïèøåìî

𝑆 = 𝑘 ln Ω. (3.109)

×èñëî äîñòóïíèõ ìiêðîñòàíiâ Ω (iíøi íàçâè � ÷èñëî êâàíòîâèõ ñòàíiâ,
êðàòíiñòü âèðîäæåííÿ ðiâíÿ åíåðãi¨ 𝐸, ñòàòèñòè÷íà âàãà ìiêðîñòàíó) ìîæíà
ðîçãëÿäàòè ÿê ÷èñëî ñïîñîáiâ ðåàëiçàöi¨ ìàêðîñêîïi÷íîãî ñòàíó ç åíåðãi¹þ 𝐸
òà åíòðîïi¹þ 𝑆. Òîìó ôîðìóëà (3.109) âèçíà÷à¹ çâ'ÿçîê ìiæ ñòàòèñòè÷íîþ
ôiçèêîþ é òåðìîäèíàìiêîþ i ¨¨ íàçèâàþòü принципом Больцмана . Áîëü-
öìàí âñòàíîâèâ éîãî â 1872 ð., çàñòîñóâàâøè ìåòîä, ÿêèé íàãàäó¹ ìåòîä
êâàíòîâèõ êîìiðîê, i îòðèìàâ ôîðìóëó

𝑆 = 𝑘 ln𝑊𝑇 , (3.110)

â ÿêié𝑊𝑇 � ÷èñëî ñïîñîáiâ ðåàëiçàöi¨ ìàêðîñòàíó, ÿêå Ïëàíê íàçâàâ термо-
динамiчною ймовiрнiстю i ÿêå ¹ àíàëîãîì ÷èñëà äîñòóïíèõ ìiêðîñòàíiâ
Ω.

Çi çíèæåííÿì òåìïåðàòóðè çìåíøó¹òüñÿ i âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ ñèñòåìè,
àëå iñíó¹ äåÿêå ¨¨ ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ 𝐸 = 𝐸𝑚𝑖𝑛. Îñêiëüêè ïîõiäíà ôóíêöi¨
â ìiíiìóìi ìà¹ äîðiâíþâàòè íóëþ, çíàõîäèìî

𝜃𝑚𝑖𝑛 =

(︂
𝜕𝐸

𝜕𝜎

)︂
𝐸=𝐸𝑚𝑖𝑛

= 0
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Îòæå, ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ñòàòèñòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè äîðiâíþ¹ íóëþ.
Çãiäíî ç (3.106), ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ òåðìîäèíàìi÷íî¨ òåìïåðàòóðè äîðiâ-
íþ¹ íóëþ. Öå çíà÷åííÿ íàçèâàþòü абсолютним нулем температури.

3.2.5 Обчислення термодинамiчних величин за допомогою кано-

нiчного розподiлу

Àíàëiòè÷íèé ìåòîä òåðìîäèíàìiêè  ðóíòó¹òüñÿ íà òåðìîäèíàìi÷íèõ
ôóíêöiÿõ, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ îá÷èñëþþòü òåðìîäèíàìi÷íi ïàðàìåòðè. Ó
ñâîþ ÷åðãó, âèçíà÷åííÿ òåðìîäèíàìi÷íèõ ôóíêöié ìîæëèâå çà äîïîìîãîþ
ìåòîäiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè.

Ïåðøîþ ç ââåäåíèõ ó ïiäðîçäiëi 1.13 òåðìîäèíàìi÷íèõ ôóíêöié áóëà âíó-
òðiøíÿ åíåðãiÿ 𝑈 . Ðîçãëÿíåìî ñïîñiá ¨¨ îá÷èñëåííÿ ç âèêîðèñòàííÿì êàíî-
íi÷íîãî ðîçïîäiëó Ãiááñà (3.80), ÿêèé çàïèøåìî ó âèãëÿäi

𝑊 (𝐸) =
1

𝑍
Ω(𝐸)𝑒−

𝐸
𝑘𝑇 , (3.111)

äå
𝑍 =

∑︁
𝐸

Ω(𝐸)𝑒−
𝐸
𝑘𝑇 (3.112)

� ñòàòèñòè÷íà ñóìà.
Çà çàãàëüíèì ïðàâèëîì (3.84) òåðìîäèíàìi÷íi ïàðàìåòðè ìàþòü çìiñò

ñåðåäíiõ ñòàòèñòè÷íèõ çíà÷åíü. Òîìó

𝑈 = 𝐸̄ =

∑︀
𝐸

𝐸Ω(𝐸)𝑒−
𝐸
𝑘𝑇∑︀

𝐸

Ω(𝐸)𝑒−
𝐸
𝑘𝑇

(3.113)

ßê áà÷èìî, ÷èñåëüíèê ó (3.113) ìîæíà îòðèìàòè äèôåðåíöiþâàííÿì çíà-
ìåííèêà çà òåìïåðàòóðîþ:

𝜕

𝜕𝑇

∑︁
𝐸

Ω(𝐸)𝑒−
𝐸
𝑘𝑇 =

1

𝑘𝑇 2

∑︁
𝐸

𝐸Ω(𝐸)𝑒−
𝐸
𝑘𝑇 ,

çâiäêè

∑︁
𝐸

𝐸Ω(𝐸)𝑒−
𝐸
𝑘𝑇 = 𝑘𝑇 2 𝜕

𝜕𝑇

∑︁
𝐸

Ω(𝐸)𝑒−
𝐸
𝑘𝑇 = 𝑘𝑇 2𝜕𝑍

𝜕𝑇
. (3.114)

Iç ôîðìóë (3.113) i (3.114) âèïëèâà¹, ùî

𝑈 = 𝑘𝑇 2 1

𝑍

𝜕𝑍

𝜕𝑇
= 𝑘𝑇 2𝜕 ln𝑍

𝜕𝑇
. (3.115)

137



Îòæå, çíàþ÷è åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð ñèñòåìè, òîáòî çàëåæíiñòü åíåðãi¨ 𝐸
âiä êâàíòîâèõ ÷èñåë, ìîæíà îá÷èñëèòè ñòàòèñòè÷íó ñóìó (3.112), à ïîòiì
âíóòðiøíþ åíåðãiþ (3.115).

Çâåðíåìîñÿ òåïåð äî ñïiââiäíîøåííÿ (3.87), ÿêå ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî
𝜀 = 𝑈 , âèçíà÷à¹ çâ'ÿçîê ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè 𝑍 iç âíóòðiøíüîþ åíåðãi¹þ òà
òåìïåðàòóðîþ

𝑍 = Ω(𝑈)𝑒−
𝑈
𝑘𝑇 (3.116)

Âðàõîâóþ÷è, ùî 𝑍 � äîäàòíà âåëè÷èíà, çàïèøåìî

𝑍 = 𝑒−
𝐹
𝑘𝑇 (3.117)

i ïîêàæåìî, ùî 𝐹 � öå âiëüíà åíåðãiÿ ñèñòåìè (äèâ. ïiäðîçä. 1.13). Äiéñíî,
ëîãàðèôìóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ

𝑒−
𝐹
𝑘𝑇 =Ω(𝑈)𝑒−

𝑈
𝑘𝑇 ,

îòðèìà¹ìî

− 𝐹

𝑘𝑇
= ln Ω(𝑈)− 𝑈

𝑘𝑇
= 𝜎(𝑈) − 𝑈

𝑘𝑇
,

òîáòî

𝐹 = 𝑈−𝑘𝜎𝑇 = 𝑈 − 𝑇𝑆. (3.118)

Ñïiââiäíîøåííÿ (3.118) òîòîæíå âèçíà÷åííþ âiëüíî¨ åíåðãi¨ (1.96). Òîäi
íà ïiäñòàâi (3.117) çíàõîäèìî ñïîñiá îá÷èñëåííÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ çà äîïîìîãîþ
ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè:

𝐹 = −𝑘𝑇 ln𝑍. (3.119)

Îá÷èñëèâøè çà äîïîìîãîþ (3.119) âiëüíó åíåðãiþ, ìîæíà, êîðèñòóþ÷èñü
ôîðìóëàìè (1.99) i (1.100), çàïèñàòè ðiâíÿííÿ ñòàíó

𝑃 = −
(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑉

)︂
𝑇

= 𝑘𝑇

(︂
𝜕 ln𝑍

𝜕𝑉

)︂
𝑇

(3.120)

òà åíòðîïiþ

𝑆 = −
(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑇

)︂
𝑉

= 𝑘 ln𝑍 + 𝑘𝑇

(︂
𝜕 ln𝑍

𝜕𝑇

)︂
𝑉

. (3.121)

Íà ïiäñòàâi (1.105) i (1.112) îá÷èñëèìî åíòàëüïiþ

= 𝑈 + 𝑃𝑉 = 𝑘𝑇 2

(︂
𝜕 ln𝑍

𝜕𝑇

)︂
𝑉

+ 𝑘𝑇𝑉

(︂
𝜕 ln𝑍

𝜕𝑉

)︂
𝑇

, (3.122)

à òàêîæ òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë Ãiááñà òà õiìi÷íèé ïîòåíöiàë:

Φ = 𝐹 + 𝑃𝑉 = −𝑘𝑇 ln𝑍 + 𝑘𝑇𝑉

(︂
𝜕 ln𝑍

𝜕𝑉

)︂
𝑇

; (3.123)

𝜇 =
Φ

𝑁
. (3.124)
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3.2.6 Великий канонiчний розподiл Гiббса

Ñïîñîáè îá÷èñëåííÿ òåðìîäèíàìi÷íèõ âåëè÷èí, ðîçãëÿíóòi â ïîïåðå-
äíüîìó ïiäðîçäiëi 3.2.5,  ðóíòóþòüñÿ íà êàíîíi÷íîìó ðîçïîäiëi Ãiááñà äëÿ
ñèñòåì iç ïîñòiéíèì ÷èñëîì ÷àñòèíîê. Îäíàê ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ñèñòå-
ìà ìîæå îáìiíþâàòèñÿ ç òåðìîñòàòîì ÿê åíåðãi¹þ, òàê i ÷àñòèíêàìè, òîáòî
ïåðåáóâàòè ç íèì ó òåïëîâié i äèôóçiéíié ðiâíîâàçi. Ñòàí òàêî¨ ñèñòåìè õà-
ðàêòåðèçó¹òüñÿ ÿê åíåðãi¹þ, òàê i ÷èñëîì ÷àñòèíîê. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïîòði-
áíî óçàãàëüíèòè êàíîíi÷íèé ðîçïîäië Ãiááñà íà ñèñòåìè çi çìiííèì ÷èñëîì
÷àñòèíîê.

Íåõàé ñèñòåìà ç åíåðãi¹þ 𝜀 i ÷èñëîì ÷àñòèíîê 𝑛 ¹ ïiäñèñòåìîþ çàìêíå-
íî¨ ñèñòåìè, åíåðãiþ 𝐸 ÿêî¨ òà ÷èñëî ÷àñòèíîê 𝑁 ââàæàòèìåìî ïîñòiéíèì.
Ðåøòà çàìêíåíî¨ ñèñòåìè âiäíîñíî âèäiëåíî¨ ïiäñèñòåìè ¹ òåðìîñòàòîì ç
åíåðãi¹þ 𝐸 − 𝜀 (åíåðãi¹þ âçà¹ìîäi¨ ìiæ ïiäñèñòåìîþ òà òåðìîñòàòîì íåõòó-
¹ìî) i ç ÷èñëîì ÷àñòèíîê 𝑁 − 𝑛.

Ìiêðîêàíîíi÷íèé ðîçïîäië (3.72) ó öüîìó âèïàäêó çàïèøåìî

𝑊 = 𝐶 Ω(𝐸,𝑁). (3.125)

Íà ïiäñòàâi ìóëüòèïëiêàòèâíîñòi ÷èñëà äîñòóïíèõ ìiêñðîñòàíiâ ìàòèìåìî

Ω(𝐸,𝑁) = Ω(𝜀, 𝑛)Ω0(𝐸 − 𝜀,𝑁 − 𝑛), (3.126)

äå Ω(𝜀, 𝑛) � ÷èñëî äîñòóïíèõ ìiêðîñòàíiâ ïiäñèñòåìè, à Ω0(𝐸 − 𝜀,𝑁 − 𝑛) �
÷èñëî äîñòóïíèõ ìiêðîñòàíiâ òåðìîñòàòà. Óðàõîâóþ÷è, ùî çìiííèìè âåëè-
÷èíàìè â äàíîìó âèïàäêó ¹ 𝜀 i 𝑛, ìîæíà çàïèñàòè

𝑊 (𝜀𝑖, 𝑛) = 𝐶 Ω(𝜀𝑖)Ω0(𝐸 − 𝜀𝑖). (3.127)

Ñòàëèé êîåôiöi¹íò 𝐶 âèçíà÷à¹ìî ç óìîâè íîðìóâàííÿ∑︁
𝜀,𝑛

𝑊 (𝜀, 𝑛) = 𝐶
∑︁
𝜀,𝑛

Ω(𝜀, 𝑛)Ω0(𝐸 − 𝜀,𝑁 − 𝑛) = 1, (3.128)

òîìó

𝑊 (𝜀, 𝑛) =
Ω(𝜀, 𝑛)Ω0(𝐸 − 𝜀,𝑁 − 𝑛)∑︀

𝜀,𝑛
Ω(𝜀, 𝑛)Ω0(𝐸 − 𝜀,𝑁 − 𝑛)

. (3.129)

Óâiâøè åíòðîïiþ òåðìîñòàòà

𝜎(𝐸 − 𝜀,𝑁 − 𝑛) = ln Ω0(𝐸 − 𝜀,𝑁 − 𝑛) (3.130)

òà ðîçêëàâøè ¨¨ ó ðÿä çà ñòåïåíÿìè ìàëèõ âåëè÷èí 𝜀, 𝑛 (𝜀 ≪ 𝐸, 𝑛 ≪ 𝑁),
îòðèìà¹ìî

𝜎(𝐸 − 𝜀,𝑁 − 𝑛) ≈ 𝜎(𝐸,𝑁) − 𝜕𝜎

𝜕𝐸
𝜀− 𝜕𝜎

𝜕𝑁
𝑛. (3.131)
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Ïîõiäíà 𝜕𝜎/𝜕𝐸 âèçíà÷à¹ ñòàòèñòè÷íó òåìïåðàòóðó òåðìîñòàòà i ïiäñè-
ñòåìè, ÿêà ïåðåáóâà¹ ç òåðìîñòàòîì ó ñòàíi ðiâíîâàãè(︂

𝜕𝜎

𝜕𝐸

)︂
𝜀=0

=
1

𝜃
=

1

𝑘𝑇
. (3.132)

Äëÿ òîãî ùîá ç'ÿñóâàòè çìiñò ïîõiäíî¨ 𝜕𝜎/𝜕𝑁 , âèêîðèñòà¹ìî îñíîâíå
ðiâíÿííÿ òåðìîäèíàìiêè (1.149), íà ïiäñòàâi ÿêîãî çàïèøåìî

𝑑𝑆 =
1

𝑇
𝑑𝑈 +

𝑃

𝑇
𝑑𝑉 − 𝜇

𝑇
𝑑𝑁, (3.133)

äå 𝜇 � õiìi÷íèé ïîòåíöiàë ÷àñòèíîê òåðìîñòàòà i ïiäñèñòåìè. Ç ðiâíÿííÿ
(3.133) âèïëèâà¹, ùî (︂

𝜕𝜎

𝜕𝑁

)︂
𝑛=0

=
1

𝑘

(︂
𝜕𝑆

𝜕𝑁

)︂
𝑛=0

= − 𝜇

𝑘𝑇
. (3.134)

Îòæå,

𝜎(𝐸 − 𝜀,𝑁 − 𝑛) = 𝜎(𝐸,𝑁) +
𝜇𝑛− 𝜀

𝑘𝑇
. (3.135)

Ïiäñòàâèâøè (3.135) â (3.130) ìàòèìåìî

Ω0(𝐸 − 𝜀,𝑁 − 𝑛) = 𝑒𝜎(𝐸,𝑁) 𝑒−
𝜀−𝜇𝑛
𝑘𝑇 . (3.136)

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè (3.136) â (3.129) òà ñêîðî÷åííÿ íà 𝑒𝜎(𝐸,𝑁) îäåðæèìî
îñòàòî÷íèé âèðàç

𝑊 (𝜀, 𝑛) =
Ω(𝜀, 𝑛)𝑒−

𝜀−𝜇𝑛
𝑘𝑇∑︀

𝜀,𝑛
Ω(𝜀, 𝑛)𝑒−

𝜀−𝜇𝑛
𝑘𝑇

, (3.137)

ÿêèé íàçèâàþòü великим канонiчним розподiлом Гiббса . Âií âèçíà÷à¹
éìîâiðíiñòü ìiêðîñòàíó ñèñòåìè â òåðìîñòàòi, ÿêà ìà¹ åíåðãiþ 𝜀 òà ÷èñëî
÷àñòèíîê 𝑛.

Ñóìó â çíàìåííèêó (3.137)

𝑍 =
∑︁
𝜀,𝑛

Ω(𝜀, 𝑛)𝑒−
𝜀−𝜇𝑛
𝑘𝑇 (3.138)

íàçèâàþòü великою статистичною сумою: çà ¨¨ äîïîìîãîþ îá÷èñëþ-
þòü òåðìîäèíàìi÷íi âåëè÷èíè ñèñòåì çi çìiííèì ÷èñëîì ÷àñòèíîê. Äëÿ ïðè-
êëàäó çíàéäåìî ôîðìóëè (äèâ. (3.115)) äëÿ îá÷èñëåííÿ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ
÷èñëà ÷àñòèíîê 𝑛̄ òà åíåðãi¨ 𝜀. Àíàëîãi÷íî çà çàãàëüíèì ïðàâèëîì (3.84) çíà-
õîäèìî

𝑛̄ =

∑︀
𝜀,𝑛
𝑛Ω(𝜀, 𝑛)𝑒−

𝜀−𝜇𝑛
𝑘𝑇∑︀

𝜀,𝑛
Ω(𝜀, 𝑛)𝑒−

𝜀−𝜇𝑛
𝑘𝑇

(3.139)
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òà

𝑈 = 𝜀 =

∑︀
𝜀,𝑛
𝜀Ω(𝜀, 𝑛)𝑒−

𝜀−𝜇𝑛
𝑘𝑇∑︀

𝜀,𝑛
Ω(𝜀, 𝑛)𝑒−

𝜀−𝜇𝑛
𝑘𝑇

(3.140)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè çíàìåííèê (3.139) çà õiìi÷íèì ïîòåíöiàëîì 𝜇

𝜕

𝜕𝜇

∑︁
𝜀,𝑛

Ω(𝜀, 𝑛)𝑒−
𝜀−𝜇𝑛
𝑘𝑇 =

1

𝑘𝑇

∑︁
𝜀,𝑛

𝑛Ω(𝜀, 𝑛)𝑒−
𝜀−𝜇𝑛
𝑘𝑇 ,

îäåðæèìî

∑︁
𝜀,𝑛

𝑛Ω(𝜀, 𝑛)𝑒−
𝜀−𝜇𝑛
𝑘𝑇 = 𝑘𝑇

𝜕

𝜕𝜇

∑︁
𝜀,𝑛

Ω(𝜀, 𝑛)𝑒−
𝜀−𝜇𝑛
𝑘𝑇 = 𝑘𝑇

𝜕𝑍

𝜕𝜇
. (3.141)

Ïiäñòàâèâøè (3.141) â (3.139) îäåðæó¹ìî

𝑛̄ = 𝑘𝑇
1

𝑍

𝜕𝑍

𝜕𝜇
= 𝑘𝑇

𝜕 ln𝑍

𝜕𝜇
. (3.142)

Äèôåðåíöiþâàííÿ çíàìåííèêà ó (3.140) çà òåìïåðàòóðîþ äà¹

𝜕

𝜕𝑇

∑︁
𝜀,𝑛

Ω(𝜀, 𝑛)𝑒−
𝜀−𝜇𝑛
𝑘𝑇 =

1

𝑘𝑇 2

[︃∑︁
𝜀,𝑛

𝜀Ω(𝜀, 𝑛)𝑒−
𝜀−𝜇𝑛
𝑘𝑇 − 𝜇

∑︁
𝜀,𝑛

𝑛Ω(𝜀, 𝑛)𝑒−
𝜀−𝜇𝑛
𝑘𝑇

]︃
,

çâiäêè

∑︁
𝜀,𝑛

𝜀Ω(𝜀, 𝑛)𝑒−
𝜀−𝜇𝑛
𝑘𝑇 = 𝑘𝑇 2 𝜕

𝜕𝑇

∑︁
𝜀,𝑛

Ω(𝜀, 𝑛)𝑒−
𝜀−𝜇𝑛
𝑘𝑇 + 𝜇

∑︁
𝜀,𝑛

𝑛Ω(𝜀, 𝑛)𝑒−
𝜀−𝜇𝑛
𝑘𝑇

= 𝑘𝑇 2𝜕𝑍

𝜕𝑇
+ 𝜇 𝑘𝑇

𝜕𝑍

𝜕𝜇
. (3.143)

Iç ôîðìóë (3.140), (3.142) i (3.143) âèïëèâà¹, ùî

𝜀 = 𝑘𝑇 2 1

𝑍

𝜕𝑍

𝜕𝑇
+ 𝜇 𝑘𝑇

1

𝑍

𝜕𝑍

𝜕𝜇
= 𝑘𝑇 2𝜕 ln𝑍

𝜕𝑇
+ 𝜇 𝑛̄. (3.144)

3.2.7 Розподiл Максвелла – Больцмана

Çàñòîñó¹ìî ðîçãëÿíóòi âèùå îñíîâíi ïðèíöèïè i ìåòîäè ñòàòèñòè÷íî¨ ôi-
çèêè äî ïåâíèõ ìàêðîñêîïi÷íèõ ñèñòåì. Ðîçãëÿíåìî êëàñè÷íèé îäíîàòîì-
íèé iäåàëüíèé ãàç, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç 𝑁 ìîëåêóë (àòîìiâ) i çíàõîäèòüñÿ ó
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çîâíiøíüîìó ïîòåíöiàëüíîìó ïîëi. Åíåðãiþ òàêîãî ãàçó ìîæíà çàïèñàòè ó
âèãëÿäi

𝐸 =
𝑁∑︁
𝑖

(︂
1

2𝑚
𝑝2𝑖 + 𝑢𝑖

)︂
, (3.145)

äå 𝑝2𝑖/(2𝑚) � êiíåòè÷íà åíåðãiÿ i -¨ ìîëåêóëè; 𝑢𝑖(𝑟⃗𝑖) � ¨¨ ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ
ó çîâíiøíüîìó ïîëi.

Çàïèøåìî êëàñè÷íèé êàíîíi÷íèé ðîçïîäië Ãiááñà (3.90)

𝑑𝑊 =
𝑒−

𝐸
𝑘𝑇 𝑑Γ∫︀

𝑒−
𝐸
𝑘𝑇 𝑑Γ

. (3.146)

i ïiäñòàâèìî ó íüîãî åíåðãiþ 𝐸 ó âèãëÿäi (3.145). Âðàõîâóþ÷è ïðè öüîìó,
ùî

𝑒
− 1

𝑘𝑇

𝑁∑︀
𝑖
( 1
2𝑚𝑝

2
𝑖+𝑢𝑖)

=
𝑁∏︁
𝑖

𝑒−
𝑝2𝑖

2𝑚𝑘𝑇 −
𝑢𝑖
𝑘𝑇 ; (3.147)

òà íà îñíîâi ôîðìóë (3.33), (3.40), ùî

𝑑Γ =
𝑁∏︁
𝑖=1

𝑑𝛾0𝑖 =
𝑁∏︁
𝑖=1

𝑑𝑉𝑖𝑑𝑉𝑝𝑖,

äå

𝑑𝛾0𝑖 = 𝑑𝑉𝑖𝑑𝑉𝑝𝑖 = 𝑑𝑥𝑖𝑑𝑦𝑖𝑑𝑧𝑖𝑑𝑝𝑥𝑖𝑑𝑝𝑦𝑖𝑑𝑝𝑧𝑖− (3.148)

åëåìåíòàðíèé ôàçîâèé îá'¹ì ó ôàçîâîìó ïðîñòîði îäíi¹¨ ìîëåêóëè, îòðèìà-
¹ìî

𝑑𝑊 =

𝑁∏︀
𝑖

𝑒−
𝑝2𝑖

2𝑚𝑘𝑇 −
𝑢𝑖
𝑘𝑇 𝑑𝛾0𝑖∫︁ 𝑁∏︁

𝑖

𝑒−
𝑝2𝑖

2𝑚𝑘𝑇 −
𝑢𝑖
𝑘𝑇 𝑑𝛾0𝑖

=
𝑁∏︁
𝑖

𝑒−
𝑝2𝑖

2𝑚𝑘𝑇 −
𝑢𝑖
𝑘𝑇 𝑑𝛾0𝑖∫︁

𝑒−
𝑝2𝑖

2𝑚𝑘𝑇 −
𝑢𝑖
𝑘𝑇 𝑑𝛾0𝑖

=
𝑁∏︁
𝑖

𝑑𝑤𝑖. (3.149)

Âiäïîâiäíî äî òåîðåìè ïðî äîáóòîê éìîâiðíîñòåé âåëè÷èíó

𝑑𝑤 =
𝑒−

𝑝2

2𝑚𝑘𝑇 −
𝑢
𝑘𝑇 𝑑𝛾0∫︁

𝑒−
𝑝2

2𝑚𝑘𝑇 −
𝑢
𝑘𝑇 𝑑𝛾0

(3.150)

ââàæàòèìåìî éìîâiðíiñòþ, âiäíåñåíîþ äî îäíi¹¨ (äîâiëüíî¨) ìîëåêóëè.
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Ôîðìóëà (3.150) ìà¹ âèãëÿä êëàñè÷íîãî êàíîíi÷íîãî ðîçïîäiëó Ãiááñà.
Òîìó ìîëåêóëó iäåàëüíîãî ãàçó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïiäñèñòåìó â òåðìî-
ñòàòi, ðîëü ÿêîãî âiäiãðà¹ ðåøòà ìîëåêóë ãàçó.

Ç óðàõóâàííÿì (3.148) âèðàç (3.150) ìîæíà çàïèñàòè ÿê äîáóòîê äâîõ
ìíîæíèêiâ:

𝑑𝑤 =
𝑒−

𝑝2

2𝑚𝑘𝑇 𝑑𝑉𝑝∫︁
𝑒−

𝑝2

2𝑚𝑘𝑇 𝑑𝑉𝑝

· 𝑒−
𝑢
𝑘𝑇 𝑑𝑉∫︁
𝑒−

𝑢
𝑘𝑇 𝑑𝑉

. (3.151)

Iíòåãðàë ó çíàìåííèêó ïåðøîãî ìíîæíèêà ëåãêî îá÷èñëèòè ó ñôåðè÷íié
ñèñòåìi êîîðäèíàò

𝑑𝑉𝑝 = 𝑝2𝑑𝑝 sin 𝜃𝑑𝜃 𝑑𝜙 = 𝑝2𝑑𝑝 𝑑ΩT,

äå ΩT � òiëåñíèé êóò. Òîäi

∫︁
𝑒−

𝑝2

2𝑚𝑘𝑇 𝑑𝑉𝑝 =

∞∫︁
0

𝑒−
𝑝2

2𝑚𝑘𝑇 𝑝2𝑑𝑝

𝜋∫︁
0

sin 𝜃𝑑𝜃

⏟  ⏞  
2

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙

⏟  ⏞  
2𝜋

= 4𝜋

∞∫︁
0

𝑒−
𝑝2

2𝑚𝑘𝑇 𝑝2𝑑𝑝.

Îñòàííié iíòåãðàë íàëåæèòü äî òàê çâàíèõ iíòåãðàëiâ Ïóàññîíà18 i äîðiâíþ¹

∞∫︁
0

𝑒−
𝑝2

2𝑚𝑘𝑇 𝑝2𝑑𝑝 =
1

4

√︀
𝜋(2𝑚𝑘𝑇 )3.

Òîìó ∫︁
𝑒−

𝑝2

2𝑚𝑘𝑇 𝑑𝑉𝑝 = (2𝜋𝑚𝑘𝑇 )3/2. (3.152)

Îòæå, âèðàç (3.151) íàáóâà¹ âèãëÿäó

𝑑𝑤М-Б =
𝑒−

𝑝2

2𝑚𝑘𝑇 𝑝2𝑑𝑝 𝑑ΩT

(2𝜋𝑚𝑘𝑇 )3/2
· 𝑒−

𝑢
𝑘𝑇 𝑑𝑉∫︁
𝑒−

𝑢
𝑘𝑇 𝑑𝑉

= 𝑑𝑤М · 𝑑𝑤Б. (3.153)

Ñïiââiäíîøåííÿ (3.153) íàçèâàþòü розподiлом Максвелла-
Больцмана i âîíî âèçíà÷à¹ éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ìîëåêóëà ãàçó ìiñòèòüñÿ
â îá'¹ìi 𝑑𝑉 òà ìà¹ âåêòîð iìïóëüñó, íàïðÿì ÿêîãî ëåæèòü âñåðåäèíi
òiëåñíîãî êóòà 𝑑ΩT, à ìîäóëü � íà iíòåðâàëi âiä 𝑝 äî 𝑝+ 𝑑𝑝. Ìíîæíèê

𝑑𝑤М =
1

(2𝜋𝑚𝑘𝑇 )3/2
𝑒−

𝑝2

2𝑚𝑘𝑇 𝑝2𝑑𝑝 𝑑ΩT (3.154)

18

∞∫︁
0

𝑒−𝑎𝑥2

𝑥2𝑑𝑥 =
1

4

√︂
𝜋

𝑎3
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íàçèâàþòü розподiлом Максвелла , à ìíîæíèê

𝑑𝑤Б =
1∫︁

𝑒−
𝑢
𝑘𝑇 𝑑𝑉

𝑒−
𝑢
𝑘𝑇 𝑑𝑉 (3.155)

� розподiлом Больцмана .
Ðîçïîäië Ìàêñâåëëà (3.154) âèçíà÷à¹ ðîçïîäië ìîëåêóë ãàçó çà iìïóëüñà-

ìè 𝑝, à ðîçïîäië Áîëüöìàíà (3.155) � çà êîîðäèíàòàìè 𝑟⃗. �õ äîáóòîê (3.153)
îçíà÷à¹, ùî ðîçïîäiëè ìîëåêóë çà iìïóëüñàìè òà êîîðäèíàòàìè âçà¹ìíî íå-
çàëåæíi, òîáòî éìîâiðíiñòü ïåâíîãî çíà÷åííÿ iìïóëüñó íå çàëåæèòü âiä ïîëî-
æåííÿ ìîëåêóëè, i íàâïàêè, éìîâiðíiñòü ïîëîæåííÿ ìîëåêóëè íå çàëåæèòü
âiä ¨¨ iìïóëüñó.

3.2.8 Розподiл Максвелла

Ðîçãëÿíåìî ðîçïîäië Ìàêñâåëëà äåòàëüíiøå. Ôîðìóëà (3.154) âèçíà÷à¹
éìîâiðíiñòü iìïóëüñó ìîëåêóëè ç ðiçíèìè îði¹íòàöiÿìè âåêòîðà iìïóëüñó 𝑝
â ìåæàõ òiëåñíîãî êóòà 𝑑ΩT. Òîìó, ïðîiíòåãðóâàâøè (3.154) ïî òiëåñíîìó
êóòó, îòðèìà¹ìî éìîâiðíiñòü iìïóëüñó ìîäóëü, ÿêîãî ëåæèòü ìåæàõ âiä 𝑝 äî
𝑝+ 𝑑𝑝 íåçàëåæíî âiä éîãî íàïðÿìó:

𝑑𝑤М =
4𝜋

(2𝜋𝑚𝑘𝑇 )3/2
𝑒−

𝑝2

2𝑚𝑘𝑇 𝑝2𝑑𝑝. (3.156)

Ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííÿ 𝑝 = 𝑚𝑣, ïåðåéäåìî äî ðîçïîäiëó çà
øâèäêîñòÿìè

𝑑𝑤М(𝑣) = 4𝜋
(︁ 𝑚

2𝜋𝑘𝑇

)︁3/2
𝑒−

𝑚𝑣2

2𝑘𝑇 𝑣2𝑑𝑣. (3.157)

Ðîçïîäië Ìàêñâåëëà ó âèãëÿäi (3.157) âèçíà÷à¹ éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ìîäóëü
âåêòîðà øâèäêîñòi ìîëåêóëè çíàõîäèòüñÿ â ìåæàõ âiä 𝑣 äî 𝑣+𝑑𝑣, íåçàëåæíî
âiä éîãî íàïðÿìó òà âiä ïîëîæåííÿ ìîëåêóëè.

ßêùî ãàç ñêëàäà¹òüñÿ ç 𝑁 ìîëåêóë, òî ñåðåäíÿ êiëüêiñòü ìîëåêóë, ìî-
äóëü øâèäêîñòi ÿêèõ ëåæèòü â iíòåðâàëi 𝑑𝑣, âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

𝑑𝑁 = 𝑁 𝑑𝑤М = 4𝜋𝑁
(︁ 𝑚

2𝜋𝑘𝑇

)︁3/2
𝑒−

𝑚𝑣2

2𝑘𝑇 𝑣2𝑑𝑣. (3.158)

Ôóíêöiþ

𝑓М(𝑣) =
𝑑𝑤М

𝑑𝑣
=

𝑑𝑁

𝑁𝑑𝑣
= 4𝜋

(︁ 𝑚

2𝜋𝑘𝑇

)︁3/2
𝑒−

𝑚𝑣2

2𝑘𝑇 𝑣2 (3.159)

íàçèâàþòüфункцiєю розподiлу Максвелла , ãðàôiê ÿêî¨ çîáðàæåíî íà
ðèñ. 3.6
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Рис. 3.6. Схематичний графiк функцiї розподiлу Максвелла

Øâèäêiñòü ìîëåêóëè 𝑣н, ùî âiäïîâiäà¹ ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åííþ ôóí-
êöi¨ ðîçïîäiëó (3.159), íàçèâàþòü найiмовiрнiшою швидкiстю. �¨ âèçíà-
÷àþòü iç óìîâè iñíóâàííÿ ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó:

𝑑𝑓М
𝑑𝑣

= 4𝜋
(︁ 𝑚

2𝜋𝑘𝑇

)︁3/2
𝑒−

𝑚𝑣2

2𝑘𝑇

[︂
2𝑣 − 𝑚𝑣3

𝑘𝑇

]︂
= 0 (3.160)

i âîíà ðiâíà

𝑣н =

√︂
2𝑘𝑇

𝑚
. (3.161)

Ç âèêîðèñòàííÿì íàéiìîâiðíiøî¨ øâèäêîñòi ðîçïîäië Ìàêñâåëëà (3.157)
ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

𝑑𝑤М(𝑣) =
4√
𝜋

𝑣2

𝑣3н
𝑒
− 𝑣2

𝑣2н 𝑑𝑣. (3.162)

Середню (середню арифметичну) швидкiсть ìîëåêóëè 𝑣 âèçíà÷à-
þòü çà ôîðìóëîþ

𝑣 =

∫︁
𝑣 𝑑𝑤М = 4𝜋

(︁ 𝑚

2𝜋𝑘𝑇

)︁3/2 ∞∫︁
0

𝑒−
𝑚𝑣2

2𝑘𝑇 𝑣3𝑑𝑣, (3.163)

â ÿêié iíòåãðàë íàëåæèòü äî iíòåãðàëiâ Ïóàññîíà 19 i äîðiâíþ¹ 2𝑘2𝑇 2/𝑚2.
Òîìó

𝑣 =

√︂
8𝑘𝑇

𝜋𝑚
. (3.164)

19

∞∫︁
0

𝑒−𝑎𝑥2

𝑥3𝑑𝑥 =
1

2𝑎2
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Êðiì íàéiìîâiðíiøî¨ i ñåðåäíüî¨ àðèôìåòè÷íî¨ øâèäêîñòåé âèêîðèñòîâóþòü

òàêîæ середню квадратичну швидкiсть ìîëåêóëè 𝑣кв =
√︀
𝑣2. Ñêîðè-

ñòàâøèñü çíîâó îäèí ç iíòåãðàëiâ Ïóàññîíà20, çíàõîäèìî

𝑣2 =

∫︁
𝑣2𝑑𝑤М = 4𝜋

(︁ 𝑚

2𝜋𝑘𝑇

)︁3/2 ∞∫︁
0

𝑒−
𝑚𝑣2

2𝑘𝑇 𝑣4𝑑𝑣 =
3𝑘𝑇

𝑚
, (3.165)

òàêèì ÷èíîì,

𝑣кв =

√︂
3𝑘𝑇

𝑚
. (3.166)

Îòæå,
𝑣н < 𝑣 < 𝑣кв,

àëå ðiçíèöÿ ìiæ øâèäêîñòÿìè 𝑣н, 𝑣, 𝑣кв íåâåëèêà, òîìó ÿê ñåðåäíþ øâèä-
êiñòü íàé÷àñòiøå âèêîðèñòîâóþòü ñåðåäíþ êâàäðàòè÷íó øâèäêiñòü 𝑣кв.

3.2.9 Розподiл Больцмана для газу в зовнiшньому полi

Éìîâiðíîñòi ðiçíèõ çíà÷åíü êîîðäèíàò ìîëåêóëè ãàçó â çîâíiøíüîìó ïîëi
âèçíà÷àþòü çà ðîçïîäiëîì Áîëüöìàíà (3.155)

𝑑𝑤Б(𝑟⃗) =
1∫︁

𝑒−
𝑢(𝑟⃗)
𝑘𝑇 𝑑𝑉

𝑒−
𝑢(𝑟⃗)
𝑘𝑇 𝑑𝑉, (3.167)

äå 𝑢(𝑟⃗) � ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ìîëåêóëè â çîâíiøíüîìó ïîëi. Ââåäåìî ïî-
çíà÷åííÿ [︂∫︁

𝑒−
𝑢(𝑟⃗)
𝑘𝑇 𝑑𝑉

]︂−1

= 𝐴(𝑇 ),

òîäi âèðàç (3.167) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

𝑑𝑤Б(𝑟⃗) = 𝐴(𝑇 ) 𝑒−
𝑢(𝑟⃗)
𝑘𝑇 𝑑𝑉. (3.168)

Âðàõîâóþ÷è, ùî 𝑑𝑤Б/𝑑𝑉 ¹ ãóñòèíîþ éìîâiðíîñòi, òî ñåðåäíþ êiëüêiñòü
ìîëåêóë â îäèíèöi îá'¹ìó âèçíà÷èìî ÿê

𝑛 = 𝑁
𝑑𝑤Б

𝑑𝑉
= 𝐶(𝑇 ) 𝑒−

𝑢(𝑟⃗)
𝑘𝑇 , (3.169)

äå 𝐶(𝑇 ) = 𝑁 · 𝐴(𝑇 ), 𝑁 � êiëüêiñòü ìîëåêóë ó âèäiëåíîìó îá'¹ìi.

20

∞∫︁
0

𝑒−𝑎𝑥2

𝑥4𝑑𝑥 =
3

8

√︂
𝜋

𝑎5
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Çàñòîñó¹ìî ðîçïîäië (3.169) äî ãàçó â ïîëi çåìíîãî òÿæiííÿ. Åíåðãiþ
ìîëåêóëè â ãðàâiòàöiéíîìó ïîëi Çåìëi çàïèøåìî ó âèãëÿäi:

𝑢(𝑅) = 𝑚𝜙(𝑅), (3.170)

äå 𝑅 � âiäñòàíü âiä öåíòðà Çåìëi, à

𝜙(𝑅) = −𝐺𝑀
𝑅
, (3.171)

� ïîòåíöiàë ãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ; 𝑀 � ìàñà Çåìëi; 𝐺 � ãðàâiòàöiéíà ñòàëà.
Ïðèñêîðåííÿ âiëüíîãî ïàäiííÿ íà ïîâåðõíi Çåìëi ðiâíå

𝑔 = 𝐺
𝑀

𝑅2
з
, (3.172)

äå 𝑅з � ðàäióñ Çåìëi. Òîìó ôîðìóëó (3.171) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

𝜙(𝑅) = −𝑔𝑅
2
з

𝑅
, (3.173)

à åíåðãiþ ìîëåêóëè (3.170) çàïèøåìî íàñòóïíèì ÷èíîì

𝑢(𝑅) = −𝑚𝑔𝑅
2
з

𝑅
, (3.174)

Ïiäñòàâèâøè (3.174) ó (3.169), îòðèìà¹ìî

𝑛 = 𝐶(𝑇 ) 𝑒
𝑚𝑔𝑅2

з

𝑅𝑘𝑇 , (3.175)

ßêùî êîíöåíòðàöiþ ìîëåêóë ïðè 𝑅 = 𝑅з ïîçíà÷èòè ÷åðåç 𝑛0, òî çíàéäåìî

𝐶(𝑇 ) = 𝑛0 𝑒
−𝑚𝑔𝑅з

𝑘𝑇 , (3.176)

òîäi (3.175) íàáóäå âèãëÿäó

𝑛 = 𝑛0 𝑒
−𝑚𝑔𝑅з

𝑘𝑇 𝑒
𝑚𝑔𝑅2

з

𝑅𝑘𝑇 = 𝑛0 𝑒
−𝑚𝑔𝑅з

𝑘𝑇 (1−𝑅з

𝑅 ). (3.177)

ßêùî ℎ � âèñîòà íàä ïîâåðõíåþ Çåìëi, òîäi 𝑅 = 𝑅з + ℎ i çàìiñòü (3.177)
áóäåìî ìàòè

𝑛 = 𝑛0 𝑒
−𝑚𝑔𝑅з

𝑘𝑇
ℎ

𝑅з+ℎ . (3.178)

Çà óìîâè ℎ≪ 𝑅з ç (3.178) âèïëèâà¹ барометрична формула

𝑛 = 𝑛0 𝑒
−𝑚𝑔ℎ

𝑘𝑇 , (3.179)

ÿêùî âðàõóâàòè, ùî 𝑝 = 𝑛𝑘𝑇 , òî ¨¨ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

𝑝 = 𝑝0 𝑒
−𝑚𝑔ℎ

𝑘𝑇 . (3.180)

147



Ôîðìóëà (3.180) â çàãàëüíèõ ðèñàõ ïðàâèëüíî îïèñó¹ çàëåæíiñòü òèñêó
àòìîñôåðè âiä âèñîòè ℎ, ïðîòå ðåàëüíà çàëåæíiñòü ìîæå âiäðiçíÿòèñÿ âiä
çàêîíó (3.180), îñêiëüêè àòìîñôåðà íå ïåðåáóâà¹ â ðiâíîâàæíîìó ñòàíi: âîíà
íåîäíîðiäíà, òîìó ¨¨ òåìïåðàòóðà íà ðiçíèõ âèñîòàõ ðiçíà. Êðiì òîãî, ïðè
ℎ≫ 𝑅з ç (3.178) âèïëèâà¹, ùî

𝑛(ℎ≫ 𝑅з) = 𝑛0 𝑒
−𝑚𝑔𝑅з

𝑘𝑇 ̸= 0. (3.181)

Öå ïiäòâåðäæó¹ ôàêò ðîçñiþâàííÿ àòìîñôåðè ó êîñìi÷íèé ïðîñòið çàâäÿêè
íàÿâíîñòi ó âåðõíiõ øàðàõ àòìîñôåðè ìîëåêóë, øâèäêiñòü ÿêèõ ïåðåâèùó¹
äðóãó êîñìi÷íó øâèäêiñòü (𝑣2 =

√
2𝑔𝑅з ≈ 11, 2 êì/ñ). Iç (3.181) âèïëèâà¹,

ùî øâèäêiñòü ðîçñiþâàííÿ áiëüøà äëÿ ãàçiâ ç ìåíøîþ ìàñîþ ìîëåêóë òà
äëÿ ïëàíåò ç ìåíøèì ïðèñêîðåííÿì âiëüíîãî ïàäiííÿ.

3.2.10 Статистична сума класичного одноатомного iдеального га-

зу

Äëÿ êëàñè÷íî¨ ñèñòåìè ñòàòèñòè÷íó ñóìó îá÷èñëþþòü çà ôîðìóëîþ
(3.93)

𝑍 =
1

𝑁 !(2𝜋~)𝑓𝑁

∫︁
𝑒−

𝐸
𝑘𝑇 𝑑Γ. (3.182)

Îá÷èñëèìî ¨¨ äëÿ êëàñè÷íîãî îäíîàòîìíîãî iäåàëüíîãî ãàçó, ùî çíàõîäèòüñÿ
â îá'¹ìi 𝑉 i ñêëàäà¹òüñÿ ç 𝑁 îäíàêîâèõ ìîëåêóë.

Çà âiäñóòíîñòi çîâíiøíüîãî ïîëÿ

𝐸 =
𝑁∑︁
𝑖

𝑝2𝑖
2𝑚

, (3.183)

à

𝑑Γ =
𝑁∏︁
𝑖=1

𝑑𝑉𝑖𝑑𝑉𝑝𝑖,

îòæå, (3.182) íàáóâà¹ âèãëÿäó

𝑍 =
1

𝑁 !(2𝜋~)3𝑁

∫︁ 𝑁∏︁
𝑖=1

𝑒−
𝑝2𝑖

2𝑚𝑘𝑇 𝑑𝑉𝑖𝑑𝑉𝑝𝑖. (3.184)

Îñêiëüêè âñi ìîëåêóëè îäíàêîâi òà çíàõîäÿòüñÿ â îäíîìó é òîìó ñàìîìó
îá'¹ìi 𝑉 i ìîäóëi ¨õ âåêòîðiâ iìïóëüñó çìiíþþòüñÿ â îäíàêîâèõ ìåæàõ 0 6
𝑝 6 ∞, òî ∫︁ 𝑁∏︁

𝑖=1

𝑒−
𝑝2𝑖

2𝑚𝑘𝑇 𝑑𝑉𝑖𝑑𝑉𝑝𝑖 =

[︂∫︁
𝑒−

𝑝2

2𝑚𝑘𝑇 𝑑𝑉 𝑑𝑉𝑝

]︂𝑁
.
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Òîäi äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (3.184) îòðèìà¹ìî âèðàç (äèâ. (3.152))

𝑍 =
1

𝑁 !(2𝜋~)3𝑁

[︂∫︁
𝑒−

𝑝2

2𝑚𝑘𝑇 𝑑𝑉 𝑑𝑉𝑝

]︂𝑁
=

=
1

𝑁 !(2𝜋~)3𝑁

⎡⎣∫︁ 𝑒−
𝑝2

2𝑚𝑘𝑇 𝑑𝑉𝑝

𝑉∫︁
0

𝑑𝑉

⎤⎦𝑁 =
𝑉 𝑁(2𝜋𝑚𝑘𝑇 )3𝑁/2

𝑁 !(2𝜋~)3𝑁
. (3.185)

Îñêiëüêè êiëüêiñòü ìîëåêóë ãàçó 𝑁 äîñèòü âåëèêà, òî çãiäíî ôîðìóëè Ñòið-
ëiíãà, 𝑁 ! = (𝑁/𝑒)𝑁 . Îòæå,

𝑍 =

[︂
𝑉 𝑒(2𝜋𝑚𝑘𝑇 )3/2

𝑁(2𝜋~)3

]︂𝑁
. (3.186)

3.2.11 Термодинамiчнi функцiї i рiвняння стану класичного одно-

атомного iдеального газу

Íà îñíîâi (3.186) îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ, íåîáõiäíå äëÿ îá÷èñëåííÿ
òåðìîäèíàìi÷íèõ âåëè÷èí

ln𝑍 = 𝑁 ln

[︂
𝑉 𝑒(2𝜋𝑚𝑘𝑇 )3/2

𝑁(2𝜋~)3

]︂
. (3.187)

ïiñëÿ ÷îãî çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (3.115), (3.119) i (3.121) çíàõîäèìî âíóòði-
øíþ 𝑈 i âiëüíó 𝐹 åíåðãi¨ òà åíòðîïiþ 𝑆 êëàñè÷íîãî îäíîàòîìíîãî iäåàëüíîãî
ãàçó21 :

𝑈 = 𝑘𝑇 2𝜕 ln𝑍

𝜕𝑇
= 𝑘𝑇 23

2

𝑁

𝑇
=

3

2
𝑁𝑘𝑇 =

3

2
𝜈𝑅𝑇 ; (3.188)

𝐹 = −𝑘𝑇 ln𝑍 = −𝑁𝑘𝑇 ln

[︂
𝑉 𝑒(2𝜋𝑚𝑘𝑇 )3/2

𝑁(2𝜋~)3

]︂
; (3.189)

𝑆 = −
(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑇

)︂
𝑉

= 𝑘𝑁 ln

[︂
𝑉 𝑒(2𝜋𝑚𝑘𝑇 )3/2

𝑁(2𝜋~)3

]︂
. (3.190)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ (3.189), çíàõîäèìî ðiâíÿííÿ
ñòàíó êëàñè÷íîãî iäåàëüíîãî ãàçó

𝑃 = −
(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑉

)︂
𝑇

=
𝑁𝑘𝑇

𝑉
= 𝑛𝑘𝑇, (3.191)

äå 𝑛 = 𝑁/𝑉 � êiëüêiñòü ìîëåêóë â îäèíèöi îá'¹ìó; çà éîãî äîïîìîãîþ îòðè-
ìó¹ìî åíòàëüïiþ

𝐻 = 𝑈 + 𝑃𝑉 =
3

2
𝑁𝑘𝑇 +𝑁𝑘𝑇 =

5

2
𝑁𝑘𝑇, (3.192)

21Оскiльки ентропiя визначена з точнiстю до константи, то останнiй доданок у виразi −
(︀
𝜕𝐹
𝜕𝑇

)︀
𝑉

=

𝑘𝑁 ln
[︁
𝑉 𝑒(2𝜋𝑚𝑘𝑇 )3/2

𝑁(2𝜋~)3

]︁
+ 3

2𝑘 треба опустити
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i òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë Ãiááñà

Φ = 𝐹 + 𝑃𝑉 = −𝑁𝑘𝑇 ln

[︂
𝑉 𝑒(2𝜋𝑚𝑘𝑇 )3/2

𝑁(2𝜋~)3

]︂
+𝑁𝑘𝑇 =

= 𝑁𝑘𝑇

{︂
ln

[︂
𝑁(2𝜋~)3

𝑉 𝑒(2𝜋𝑚𝑘𝑇 )3/2

]︂
+ 1

}︂
âðàõîâóþ÷è, ùî ln 𝑒 = 1, îòðèìà¹ìî

Φ = 𝑁𝑘𝑇 ln

[︂
𝑛(2𝜋~)3

(2𝜋𝑚𝑘𝑇 )3/2

]︂
. (3.193)

Íà ïiäñòàâi (3.193) çíàõîäèìî õiìi÷íèé ïîòåíöiàë êëàñè÷íîãî îäíîàòîì-
íîãî iäåàëüíîãî ãàçó

𝜇 =
Φ

𝑁
= 𝑘𝑇 ln

[︂
𝑛(2𝜋~)3

(2𝜋𝑚𝑘𝑇 )3/2

]︂
. (3.194)

Çàïèøåìî ùå îäíå êîðèñíå äëÿ íàñòóïíèõ îá÷èñëåíü ñïiââiäíîøåííÿ,
ÿêå âèïëèâà¹ ç (3.194):

𝑛(2𝜋~)3

(2𝜋𝑚𝑘𝑇 )3/2
= 𝑒

𝜇
𝑘𝑇 . (3.195)

Çâåðíåìî òàêîæ óâàãó íà ôîðìóëó (3.190), ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî ïðè 𝑇 → 0
åíòðîïiÿ íåîáìåæåíà çíèçó 𝑆 → −∞, ùî ñóïåðå÷èòü òðåòüîìó çàêîíó òåð-
ìîäèíàìiêè. Öÿ îáñòàâèíà äîâîäèòü íåçàñòîñîâíiñòü êëàñè÷íî¨ ñòàòèñòèêè
ïðè íèçüêèõ òåìïåðàòóðàõ, êîëè ïðîÿâëÿþòüñÿ êâàíòîâi âëàñòèâîñòi ñèñòå-
ìè. Òàêèì ÷èíîì, ôîðìóëà (3.182) çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ áóëà îá÷èñëåíà ñòà-
òèñòè÷íà ñóìó, ïðè íèçüêèõ òåìïåðàòóðàõ ñòà¹ íåçàñòîñîâíîþ.

3.2.12 Розподiл молекул класичного одноатомного iдеального газу

за мiкростанами

Ó êâàçiêëàñè÷íîìó íàáëèæåííi ìiêðîñòàí îêðåìî¨ ìîëåêóëè êëàñè÷íîãî
îäíîàòîìíîãî iäåàëüíîãî ãàçó çîáðàæó¹òüñÿ ó ôàçîâîìó ïðîñòîði ìîëåêóëè
êâàíòîâîþ êîìiðêîþ ç îá'¹ìîì △𝛾0 = (2𝜋~)3 (äèâ. ïiäðîçä. 3.1.9), ÿêié âiä-
ïîâiäà¹ äåÿêèé iìïóëüñ 𝑝. Éìîâiðíiñòü öüîãî ìiêðîñòàíó ìîæíà çàïèñàòè ÿê
äîáóòîê

𝑤(𝑝)△𝛾0 = 𝑤(𝑝)(2𝜋~)3,

â ÿêîìó 𝑤(𝑝) � ãóñòèíà ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòi ìiêðîñòàíiâ ó ôàçîâîìó ïðî-
ñòîði. Òîäi ñåðåäíÿ êiëüêiñòü ìîëåêóë ó ìiêðîñòàíi ç iìïóëüñîì 𝑝 äîðiâíþ¹

𝑛̄ = 𝑁𝑤(𝑝)(2𝜋~)3, (3.196)

äå 𝑁 � êiëüêiñòü ìîëåêóë.
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Ãóñòèíà éìîâiðíîñòi 𝑤(𝑝) âèïëèâà¹ ç ðîçïîäiëó (3.150), ÿêèé çà âiäñó-
òíîñòi çîâíiøíüîãî ïîëÿ ìà¹ âèãëÿä

𝑑𝑤 =
𝑒−

𝑝2

2𝑚𝑘𝑇 𝑑𝛾0∫︁
𝑒−

𝑝2

2𝑚𝑘𝑇 𝑑𝛾0

= 𝑤(𝑝)𝑑𝛾0. (3.197)

Îñêiëüêè 𝑑𝛾0 = 𝑑𝑉 𝑑𝑉𝑝 (äèâ. (3.148)), òî iíòåãðàë ó çíàìåííèêó âiäîìèé
i äîðiâíþ¹ 𝑉 (2𝜋𝑚𝑘𝑇 )3/2 (äèâ. (3.152)). Òîìó

𝑤(𝑝) =
𝑑𝑤

𝑑𝛾0
=

1

𝑉 (2𝜋𝑚𝑘𝑇 )3/2
𝑒−

𝑝2

2𝑚𝑘𝑇 . (3.198)

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè (3.198) ó (3.196) îäåðæèìî

𝑛̄ =
𝑁(2𝜋~)3

𝑉 (2𝜋𝑚𝑘𝑇 )3/2
𝑒−

𝑝2

2𝑚𝑘𝑇 =
𝑛(2𝜋~)3

(2𝜋𝑚𝑘𝑇 )3/2
𝑒−

𝑝2

2𝑚𝑘𝑇 . (3.199)

Óðàõîâóþ÷è, ùî 𝑁/𝑉 = 𝑛, 𝑝2/2𝑚 = 𝜀(𝑝), i âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó
(3.195), îñòàòî÷íî çíàõîäèìî

𝑛̄ = 𝑒
𝜇−𝜀(𝑝)

𝑘𝑇 (3.200)

Ôîðìóëà (3.200) äà¹ ìîæëèâiñòü îá÷èñëèòè ñåðåäíþ êiëüêiñòü ìîëåêóë êëà-
ñè÷íîãî iäåàëüíîãî ãàçó â ìiêðîñòàíi, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ iìïóëüñîì 𝑝 i ÿêîìó
âiäïîâiäà¹ êiíåòè÷íà åíåðãiÿ 𝜀(𝑝). Ôîðìóëó (3.200) íàçèâàþòü розподiлом
Больцмана (íå ïëóòàòè ç ðîçïîäiëîì Áîëüöìàíà ìîëåêóë çà êîîðäèíàòàìè
ó çîâíiøíüîìó ïîëi (3.167)).

Ðîçïîäië Áîëüöìàíà (3.200) óçãîäæó¹òüñÿ ç ðîçïîäiëîì Ìàêñâåëëà. Äié-
ñíî, ïîìíîæèâøè (3.199) íà ÷èñëî ìiêðîñòàíiâ ìîëåêóëè (äèâ. ôîðìóëè
(3.36) òà (3.54))

𝑑𝑔 =
𝑑𝛾

△𝛾0
=

4𝜋𝑉 𝑝2𝑑𝑝

(2𝜋~)3
,

îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

𝑑𝑁 = 𝑛̄𝑑𝑔 =
4𝜋𝑁

(2𝜋𝑚𝑘𝑇 )3/2
𝑒−

𝑝2

2𝑚𝑘𝑇 𝑝2𝑑𝑝, (3.201)

ç ÿêîãî âèïëèâà¹ ðîçïîäië Ìàêñâåëëà (3.156)

𝑑𝑁

𝑁
= 𝑑𝑤М =

4𝜋

(2𝜋𝑚𝑘𝑇 )3/2
𝑒−

𝑝2

2𝑚𝑘𝑇 𝑝2𝑑𝑝.
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