Елементи комбінаторного аналізу

_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________
Розділ 2

________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

Розділ 2



Елементи комбінаторного аналізу

1. Множини, відношення, відображення, графи.

2. Впорядкованість.

3. Перестановки. Задачі впорядкування. Перестановочний прийом.

У більшості випадків побудова оптимальних розкладів пов’язана з розв’язанням деяких комбінаторних задач, сформульованих відносно заданих невпорядкованих або частково впорядкованих множин. Ці задачі, як правило, полягають у відшуканні найкращого “довпорядкування” заданих множин або найкращим розбиттям їх на підмножини.

У цьому розділі у досить стислій формі наведені деякі, необхідні далі, відомості із теорії графів, теорії впорядкування множин, теорії оптимізації функції на множині перестановок.

Множини, відношення, відображення, графи

Поняття множини широко використовується не тільки в математиці, але і в других науках. Інтуїтивно під множиною прийнято розуміти сукупність, об’єднання деяких елементів, предметів, об’єктів.

Поняття відношення є таким же первинним, як і поняття множини. Кажучи, що елементи або множини знаходяться в деякому відношенні, розуміють встановлення між ними деякого певного зв’язку, залежності.

Основним відношенням, що вивчається в математиці, є відображення. Відображення 
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 множини 
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 в множину 
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 – це таке відношення, коли кожному елементу 
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 ставиться у відповідність множина елементів 
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. У цих позначеннях 
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 – область визначення відображення, 
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 – область його значень, 
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 – образ елемента 
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. Відображення 
[image: image10.wmf]1

-

j

, обернене відображенню 
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, визначається як таке відношення, коли кожному 
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ставиться у відповідність множина 
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, для яких 
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 – прообраз 
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Якщо 
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для кожного 
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 складається з єдиного елементу 
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, то відображення зазвичай називають оператором. Операцією називається відображення підмножини множини 
[image: image21.wmf]A

 в елементи множини 
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. Зручною і наглядною формою представлення множин з визначеними на них відношеннями є графи. 

Графом прийнято називати наступну конструкцію. Задано 
[image: image23.wmf]n

 точок, довільно розміщених на площині. Від деяких точок (не обов’язково від кожної) до деяких других точок проведені стрілки. Можна вважати, що стрілки визначають деяке відображення точок у другі точки з числа заданих. 

У загальному випадку вважається, що задано граф, якщо задані непуста множина 
[image: image24.wmf]X

 і відображення 
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 множини 
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 в 
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Графи будемо позначати через 
[image: image28.wmf](
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Частинним (виродженим) випадком графа являється нуль-граф: нуль-граф складається із ізольованих елементів, іншими словами, для довільного 
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 в нуль-графі 
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Ø. На відміну від цього у повному графі для 
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 множина 
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 (повним називається також граф, для якого 
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У відповідності з графічним представленням прийнято називати елементи множини 
[image: image34.wmf]X

 точками або вершинами (вузлами) графа, а пари 
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 такі, що 
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 – дугами графа. Множину всіх дуг у графі будемо позначати через 
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У дузі 
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 вершини 
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 і 
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 – граничні вершини. При цьому 
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 – початок дуги, 
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 – кінець дуги; кажуть також, що дуга виходить із 
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 і заходить в 
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. Дуга 
[image: image46.wmf](

)

y

x

,

 – стрілка – має орієнтацію, вона направлена від 
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 до
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. Дуга 
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 називається петлею.

Часто в задачах у відношенні між образом і прообразом орієнтація нас не цікавить, важливо лише те, що вершини 
[image: image50.wmf]x

 і 
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 з’єднані дугою. Будемо казати в цьому випадку, що вершини
[image: image52.wmf]x

 і 
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 з’єднані ребром 
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 (графічно це відповідає тому, що точки з’єднуються лініями, а не стрілками). Множину ребер позначимо через 
[image: image55.wmf]U
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Графи з дугами називаються орієнтованими, графи з ребрами – неорієнтованими. Будемо позначати через 
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 орієнтовані графи, через
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 неорієнтовані графи.

Граф 
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 будемо називати частинним графом графа 
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 і для кожного 
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 множина 
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 (множина дуг (або ребер) 
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 містить множину дуг (або ребер) 
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Граф 
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 називається підграфом графа 
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 (люба дуга (ребро) 
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 міститься в графі 
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Поняття шляху, контуру, ланцюга, циклу, зв’язності є поняттями деяких відношень, породжених в 
[image: image74.wmf]X

 відношенням 
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.

Дуги (ребра) 
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 і 
[image: image77.wmf]v

 суміжні, якщо вони різні та мають одну спільну граничну вершину. Вершини 
[image: image78.wmf]x

 і 
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 суміжні, якщо вони різні й з’єднані ребром або дугою.

Шляхом в графі 
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 називається послідовність дуг 
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, коли кінець кожної попередньої дуги співпадає з початком наступної, тобто, коли послідовність дуг має вигляд
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Тут 
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 – початок шляху, 
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 – кінець шляху.

Контур – шлях, у якого 
[image: image85.wmf]n

x

x

=

1

; елементарний контур не містить інших співпадаючих вершин, крім 
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Поняттям шляху і контуру в неорієнтованому графі відповідають поняття ланцюга і циклу.

Граф 
[image: image88.wmf](
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 називається зв’язним, якщо довільні дві його вершини можна з’єднати ланцюгом.

Компонентою зв’язності графу 
[image: image89.wmf]G

 називається довільний його підграф, який поряд з деякою вершиною 
[image: image90.wmf]x

 містить і всі вершини, з якими 
[image: image91.wmf]x

 в 
[image: image92.wmf]G

 з’єднана ланцюгом.

Локальною степеню вершини графа називається число ребер (дуг), інцидентних цій вершині. Якщо граф орієнтований, то число дуг, що виходять (входять) із деякої вершини, називається півстепеню виходу (входу) цієї вершини.

Деревом називається зв’язний неорієнтований граф, що має не менше двох вершин і не містить циклів. У дереві довільні дві вершини зв’язані єдиним ланцюгом.

Деревами часто називаються і орієнтовані графи, якщо вони задовольняють перерахованим умовам без урахування орієнтації їх дуг.

Зв’язний орієнтований граф без контурів називається прадеревом з коренем 
[image: image93.wmf]x

 (
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 – вершина графа), якщо у вершину 
[image: image95.wmf]x

 не входить жодна дуга, а в кожну з інших вершин входить рівно по одній дузі.

Якщо орієнтований граф не містить петель і контурів, то всі його вершини можна розподілити по рангам (шарам). При цьому до першого рангу відносять всі ті вершини вихідного графа, півстепінь входу яких дорівнює нулю. Видаляючи ці вершини разом з інцидент ними їм дугами, отримаємо деякий підграф. Якщо цей підграф не пустий, то всі його вершини, півстепінь входу яких дорівнює нулю, відносять до другого рангу, видаляючи їх разом з інцидентними їм дугами. Процедура повторюється до тих пір, поки всі вершини вихідного графу не будуть розподілені по рангам.

Впорядкованість 

Наведемо необхідні відомості про властивості впорядкованих множин. Всі розглядувані множини припускаються скінченими. Будемо розглядати множини натуральних чисел.

Нехай 
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 на множині 
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 називається відношенням строгого порядку (або строгим порядком), якщо воно антирефлексивне, тобто ні для якого 
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. Звідси випливає, що це відношення антисиметричне, тобто якщо виконується 
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Якщо 
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, то кажуть, що елемент 
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 передує елементу 
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; якщо крім того, не існує 
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 такого, що 
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 EMBED Equation.3  [image: image113.wmf]i

 безпосередньо передує елементу 
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. Елементи 
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 та 
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 називаються непорівнюваними, якщо не має місце жодне із співвідношень 
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Відношення строгого порядку 
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 називається повністю строгим порядком, якщо для довільних різних 
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 та 
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 має місце 
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Множина 
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 із заданим на ній відношенням строгого порядку 
[image: image125.wmf]®

 називається впорядкованою множиною.

Елемент 
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 називається мінімальним (максимальним), якщо не існує 
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 (відповідно 
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). Інші елементи називаються проміжковими.

Орієнтований граф 
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 називається графом відношення строгого порядку 
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, заданого на множині 
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. Граф, очевидно, не містить петель і контурів та є транзитивно замкнутим. Якщо відношення 
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 – повністю строгий порядок, то довільна пара вершин графа з’єднана дугою.

Більш поширеним є представлення впорядкованої множини у вигляді графа 
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 відношення, що називається редукцією відношення строгого порядку. Граф (
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 безпосередньо передує 
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У ряді випадків впорядкована множина представляється неорієнтованим графом (
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) при наступній додатковій умові: якщо 
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 безпосередньо передує 
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, то вершина 
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 на рисунку зображається вище вершини 
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 й ці вершини з’єднуються ребром.
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На рисунку 2.1а) зображено граф 
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 строгого порядку 
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[image: image153.wmf]{

}

9

,

8

,

7

,

6

,

5

,

4

,

3

,

2

,

1

=

N

 умовами 
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Перестановки. Задачі впорядкування. Перестановочний прийом

Поняття перестановки добре відоме – розміщення елементів деякої множини в довільному порядку (без повторень) являє собою перестановку елементів цієї множини.

Перестановка звичайно представляється послідовністю елементів (чисел) із 
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, що займає в послідовності 
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Перестановка може бути представлена таблицею виду 
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, яка відображає той факт, що в перестановці елемент 
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Певне поширення отримало представлення перестановки у вигляді матриці 
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 розмірності 
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, елементами якої є числа 0 або 1. Значення 
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Під задачею впорядкування розуміють, як правило, задачу побудови одної або декількох перестановок, що задовольняють певним обмеженням і забезпечують екстремум деякої функції чи функцій, визначених на розглядуваній множині перестановок.

Тут ми розглянемо порівняно прості задачі впорядкування, розв’язок яких може бут отримано з використанням так званого перестановочного прийому. Суть цього прийому полягає в попередньому дослідженні впливу взаємного розміщення сусідніх елементів перестановки на значення оптимізуючої функції. У ряді випадків це дозволяє різко звузити множину можливих розв’язків. 

Останнє характерно для ситуації, в якій оптимізуючій функції 
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1) Нехай дано два 
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Потрібно побудувати перестановку 
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Не порушуючи загальності, будемо припускати, що компоненти векторів 
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Розглянемо перестановку 
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Таким чином, впорядковуючи числа 
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Теорема. Функція 
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 досягає найменшого значення тоді і тільки тоді, коли меншим 
[image: image224.wmf]k

a

 відповідають більші 
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2) Розглянемо задачу побудови послідовності 
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Перш за все знайдемо достатні умови, при яких 
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Аналогічно, 
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Отже, для того, щоб 
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(1)


В свою чергу, для того, щоб мало місце останнє співвідношення, досить, щоб


[image: image239.wmf][

]

[

]

)

,

min(

)

(

)

,

min(

)

(

1

1

1

1

k

k

k

k

k

k

k

k

k

i

i

i

i

i

i

i

i

M

sign

M

sign

+

+

+

+

+

-

£

+

-

b

b

a

a

b

b

a

a


(2)

де 
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Дійсно, можливі наступні випадки:
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Отже, в любому випадку має місце співвідношення (1). Таким чином, справедлива наступна теорема.

Теорема. Для того, щоб перестановці 
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Для знаходження оптимальної перестановки 
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Клас оптимальних перестановок, взагалі кажучи, можна розширити, якщо безпосередньо скористатися співвідношенням (1).
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