Розділ 1. Варіаційне числення

§1. Основні означення та леми.


Вирішальну роль на розвиток варіаційного числення виявили три основні задачі:

[image: image1.wmf])

,

,

(

z

y

x

[image: image998.wmf][image: image999.wmf]x

а) Задача про брахістохрону.
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Серед всіх ліній, які з’єднують дві точки М1 і М2, знайти ту, по якій матеріальна точка, рухаючись під впливом сили тяжіння з М1 без початкової швидкості, досягає М2 за найкоротший час. Припускається, що точки М1 і М2 не лежать на одній вертикалі, і точка М2 розміщена нижче,  ніж М1. Крива М1М2, яка є розв’язком цієї задачі, називається брахістохроною.
б) Задача про геодезичні лінії.

Серед усіх ліній, що з’єднують точки М1 і М2, і які лежать на заданій поверхні, знайти лінію найменшої довжини. Такі лінії називають геодезичними.
в) Ізопараметрична задача.

На площині знайти замкнуту лінію заданої довжини, яка обмежує найбільшу площу.


Нехай у кожній точці 
[image: image1028.wmf] деякого неоднорідного ізотропного середовища, визначена швидкість 
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, яка не залежить від напрямку. Знайдемо час, необхідний для того, щоб точка, рухаючись із швидкістю v, описала деяку лінію l. Елемент шляху ds буде пройдено за час 
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, а для проходження всієї лінії l потрібен проміжок часу, який виражається інтегралом 
[image: image4.wmf]ò

=

l

v(x,y,z)

ds

T

. Закріпимо крайні точки 
[image: image5.wmf])

,

,

(

0

0

0

z

y

x

 та 
[image: image6.wmf])

,

,

(

1

1

1

z

y

x

 лінії l, а саму лінію будемо змінювати. В залежності від зміни l, буде змінюватися величина Т. При цьому кажуть, що Т – це функціонал від лінії l.


Основною задачею варіаційного числення є відшукання найбільших та найменших значень функціоналів від ліній та поверхонь, які виражаються деякими визначеними інтегралами.


Лема 1. Якщо інтеграл 
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, де f(x) – фіксована неперервна на  [
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Доведення.
Доведемо від протилежного. Нехай в деякій точці 
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. В силу неперервності f(x)>0 в деякому інтервалі    
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Побудована функція 
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 задовольняє всім умовам леми. Таким чином, одержуємо рівність
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Інтеграл в правій частині рівності додатний, оскільки за припущенням f(x)>0. Але за умовою леми він повинен бути рівний нулю. Одержане протиріччя доводить лему.

Лема 2. Якщо інтеграл 
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, де f(x,у) – фіксована в області В функція, а 
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 — це довільна неперервна в області В разом з першими частинними похідними функція, яка рівна нулю на контурі l області В, тоді f(x,у)
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0 в області В.


Клас функцій у(х), які мають неперервну першу похідну, позначимо як С1. Відповідно, клас функцій, які мають n неперервних похідних, позначимо як Сn. Назвемо
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-близькість нульового порядку, а в другому випадку (при наявності двох нерівностей) —
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Розглянемо задачу
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де 
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 — задана неперервна разом з похідними до другого порядку своїх аргументів функція в деякій області 
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Означення.
Кажуть, що функціонал 
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 досягає відносного екстремуму для кривої 
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 та задовольняє умовам (2), якщо величина цього функціоналу для 
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 не менше (або не більше) його величини для будь-яких інших кривих класу 
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Це поняття відносного екстремуму функціонала аналогічне поняттю максимуму та мінімуму функції. Поряд з поняттям відносного екстремуму вводиться поняття абсолютного екстремуму. Нехай 
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 — це деякий клас функцій 
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 абсолютного екстремуму для кривої 
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§2. Вивід рівняння Ейлера.
п.2.1. Рівняння Ейлера в найпростішому випадку.

Розглянемо задачу (1) – (2):


[image: image57.wmf]ò

®

¢

=

1

0

min)

або

(max

)

,

,

(

x

x

extr

dx

y

y

x

F

I


(1)


[image: image58.wmf]1

1

0

0

)

(

,

)

(

y

x

y

y

x

y

=

=

.


(2)

Візьмемо будь-яку функцію 
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 — малий числовий параметр. Підставивши її в (1), одержимо
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Вираз (3) – це вже функція 
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. Виконуючи диференціювання по параметру 
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Отже, 
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 Інтегруючи по частинам, одержимо 
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Оскільки 
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, то позаінтегральний член у виразі (4) перетворюється в нуль, і застосовуючи лему 1, одержуємо рівність


[image: image72.wmf]0

=

-

¢

y

y

F

dx

d

F

.
(5)


Рівняння (5) називають рівнянням Ейлера. Вираз 
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, одержуємо рівняння Ейлера у розгорнутому вигляді
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еквівалентне знаходженню розв’язку крайової задачі для диференціального рівняння другого порядку (рівняння Ейлера):
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Функція 
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Приклад. Виписати рівняння Ейлера для екстремальної задачі
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Добуток 
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п.2.2. Рівняння Ейлера у випадку кількох функцій.
Розглянемо випадок двох функцій
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Будуємо дві функції 
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[image: image105.wmf]a

 і 
[image: image106.wmf]1

a

 та близькі відповідно до функцій 
[image: image107.wmf])

(

x

y

 та 
[image: image108.wmf])

(

x

z

. Припускаючи, що 
[image: image109.wmf]0

)

(

)

(

)

(

)

(

1

1

0

1

1

0

=

=

=

=

x

x

x

x

h

h

h

h

 та підставляючи в (5) побудовані близькі функції, одержуємо функцію 
[image: image110.wmf])

,

(

1

a

a

I

:


[image: image111.wmf](

)

ò

¢

+

¢

+

¢

+

¢

+

=

1

0

))

(

)

(

),

(

)

(

),

(

)

(

),

(

)

(

,

(

,

1

1

1

1

1

x

x

dx

x

x

z

x

x

z

x

x

y

x

x

y

x

F

I

h

a

h

a

h

a

h

a

a

a

.


Для того, щоб 
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Оскільки, в силу вибору функцій 
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та задовольняли крайовим умовам (6).

Приклад.  Записати систему рівнянь Ейлера для такої задачі
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Розв’язання. У цьому випадку 
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Таким чином, функції 
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Як і в попередньому  випадку, перша варіація функціоналу (5) запишеться так:
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Задачу (5)-(6) можна узагальнити на випадок 
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По аналогії з попереднім випадком, функції 
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 Перша варіація функціоналу (9) прийме вигляд
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п.2.3. Рівняння Ейлера у випадку похідних 

вищих порядків.


Розглянемо
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Як і вище, побудуємо близьку криву 
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Перетворимо всі доданки правої частини, крім першого, інтегруючи кілька разів по частинам: 
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звідки на основі леми 1 приходимо до такого рівняння Ейлера:
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Це є диференціальне рівняння порядку 
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Розв’язання.  Тут 
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Отже, рівняння Ейлера приймає такий вигляд:
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Його розв’язком буде функція 
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п.2.4. Частинні випадки рівняння Ейлера.


Можливі такі частинні випадки задання підінтегральної функції 
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Розв’язання. Тут 
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§3. Кратні інтеграли. Рівняння Остроградського.


Розглянемо задачу
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Застосувавши лему 2, одержуємо рівняння Остроградського
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Отже, знаходження екстремалі функціоналу (1) при умові (2) є еквівалентним знаходженню розв’язку 
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Приклад. Знайти екстремаль функціоналу
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У випадку кратного інтегралу, який залежить від кількох функцій, ми будемо мати систему рівнянь Остроградського. У випадку потрійного інтегралу і функції 
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Якщо під знак інтегралу входять похідні функції 
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§4. Ізопериметрична задача.


Ізопериметрична задача ставиться так: серед всіх кривих 
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Поставлена задача зводиться до звичайної задачі варіаційного числення за допомогою такої теореми.

Теорема Ейлера. Якщо крива 
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Доведення. Введемо в розгляд функцію 
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Проробивши звичайні обчислення, маємо: 
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Оскільки 
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Підставимо функцію 
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Скориставшись виразом (3), для константи 
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Раз 
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У більш загальному випадку ізопериметрична задача має такий вид: знайти функції 
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при наявності зв’язків
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При наявності деякої додаткової умови, яка забезпечує, як і вище, застосування теореми про наявні функції, можна твердити, що функції 
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§5. Умовний екстремум.


Потрібно знайти дві функції 
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Позначимо через [F] підінтегральну функцію в (4). Вона залежить тільки від 
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Зв’язки (*), які не містять похідних від шуканих функцій, називаються голономними зв’язками. Зв’язки виду 
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§6. Природні граничні умови.
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Умова (3) називається природною граничною умовою.  Повторюючи аналогічні міркування для випадку інтегралу 
[image: image356.wmf]ò

¢

¢

=

1

0

)

,

,...,

,

,

(

1

1

x

x

n

n

dx

y

y

y

y

x

F

I

, одержимо на вільному кінці 
[image: image357.wmf]n

 природних граничних умов 
[image: image358.wmf]i

y

F

¢

=0, 
[image: image359.wmf]n

i

,

1

=

.

Розглянемо інтеграл, що містить похідні другого порядку 
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 — довжина дуги границі Г області В.
§7. Загальна форма першої варіації.

Раніше ми припускали, що проміжок або область інтегрування не змінюються. Тепер не робиться такого припущення. Раніше ми вважали, що близькі криві 
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і введемо в нього близьку криву, вважаючи, що межі інтегрування залежать від 
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Вважаємо, що функція 
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Інтегруючи по частинам, одержимо
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Знайдемо першу варіацію ординат кінців кривої, причому проведемо обчислення для правого кінця. Очевидно 
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Аналогічно, для варіації 
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Обчислення, аналогічні попереднім, у випадку інтеграла, який залежить від 
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Остання рівність називається умовою трансверсальності. Вона встановлює зв’язок між кутовим коефіцієнтом 
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§8. Інваріантність рівнянь Ейлера та Остроградського.

Односторонній екстремум.
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Вводячи близьку функцію 
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Ця ж умова по новій незалежній змінній 
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Прирівнюючи одержані результати, можемо записати:
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Таким чином, рівняння Ейлера 
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Розглянемо функціонал для випадку двох незалежних змінних 
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Як і вище, вводячи близьку функцію 
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Якщо вважати 
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У випадку, коли функція 
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або в розгорнутому вигляді
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Можна також довести, що в системі (4) одне з рівнянь Ейлера є наслідком інших.


Задача на односторонній екстремум ставиться так. Знайти
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§9. Друга варіація.

Рівність нулю першої варіації функціоналу 
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Визначимо другу варіацію функціонала (1), як той член в розкладі 
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Безпосереднє диференціювання функції 
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Необхідною умовою мінімуму функціоналу (1) є виконання нерівності 
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. Ці умови називаються умовами Лежандра. У випадку строгих нерівностей кажуть про підсилені умови Лежандра. 
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Таким чином, шукана екстремаль задовольняє рівнянню
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Застосувавши правило Крамера, знаходимо:
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Отже, екстремаль, яка надає мінімум шуканому функціоналу приймає наступний вигляд:
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Приклад 2. Знайти 
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 реалізовує мінімум шуканого функціоналу.

§10. Принцип Остроградського-Гамільтона.

Варіаційне числення грає основну роль при виведенні рівнянь механіки та математичної фізики. Такі рівняння одержуються за допомогою деякого варіаційного принципу з допомогою інтеграла енергії.

Нехай є система 
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 — це задані функції координат точок і часу. Кінетична енергія системи виразиться формулою 
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. Припустимо, що з деякого положення І, яке відповідає моменту часу 
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[image: image586.wmf]]

,

[

1

0

t

t

 переводить систему з положення І в положення ІІ.

Принцип Остроградського-Гамільтона твердить: дійсний рух системи виділяється із усіх допустимих рухів тим, що він задовольняє необхідній умові 
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тобто вони співпадають з диференціальними рівняннями дійсного руху системи, що й треба було довести.

§11. Абсолютний екстремум.

До цього часу ми розглядали задачі на відносний екстремум. Задачу на абсолютний екстремум розглянемо на конкретному прикладі.
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Нехай 
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Проінтегрувавши по частинам, одержимо:
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В силу рівняння (3), перший інтеграл обертається в нуль, а в силу вибору функції 
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Оскільки за припущенням 
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, що і треба було довести. Аналогічним чином розв’язується задача на абсолютний екстремум інших функціоналів.

§12. Варіаційний метод Рітца.


Диференціальні рівняння варіаційного числення розв’язуються у скінченому вигляді надзвичайно рідко. Тому виникає необхідність застосувати наближені методи, одним з найпоширеніших серед яких є метод Рітца.

В гільбертовому просторі 
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Метод Рітца базується на таких двох теоремах.

Теорема 1. Нехай 
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Тобто з системи (1) невідомі коефіцієнти 
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п.12.1. Метод Рітца розв’язання крайової задачі для звичайного диференціального рівняння другого порядку.
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Отже, задачі (1)-(2) є еквівалентна така задача
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Обчисливши інтеграли, одержуємо, що 
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Обчисливши інтеграли, одержуємо систему двох рівнянь з двома невідомими: 
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розв’язками якої є 
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Наближення 
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Отже, при 
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 метод Рітца дає хороші наближення точного розв’язку вихідної задачі.

п.12.2. Метод Рітца розв’язання крайових задач

        для рівнянь з частинними похідними.
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В якості координатних функцій, які задовольняють заданим крайовим умовам, візьмемо функції 
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Звідси бачимо, що якщо хоча б одне з чисел 
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§ 13. Метод прогонки розв’язання крайових задач для звичайних диференціальних рівнянь другого порядку.

Метод Рітца, не зважаючи на те, що дає досить хороші наближення точного розв’язку, має суттєвий недолік: потрібно підраховувати велику кількість визначених інтервалів. Метод прогонки позбавлений цього недоліку і до того ж легко реалізовується на ЕОМ.


Розглянемо таку задачу. Знайти розв’язок диференціального рівняння другого порядку
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Розв’язок системи (4) – (5) шукаємо у вигляді
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Рівняння (7) буде виконуватись, якщо коефіцієнти 
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Початкові значення 
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Знаходження коефіцієнтів 
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 за формулами (8), (9) називається прямою прогонкою. Далі невідомі значення 
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Знаходження невідомих значень 
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 за формулами (6), (10) називається оберненою прогонкою.

За допомогою методу прогонки можна розв’язувати нелінійні задачі виду:
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Припускаємо, що функція 
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Система (11)-(12) — це система 
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 невідомих. Таку систему можна розв’язувати ітераційними методами, тобто замість системи рівнянь (13)-(14) розв’язувати таку:
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Система (15)-(16) — це система лінійних рівнянь, яку можна розв’язувати викладеним вище методом прогонки. Для того, щоб знайдені розв’язки 
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 системи (13)-(14), необхідно вимагати, щоб нелінійна функція 
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 задовольняла умові Лівшиця по змінним 
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Проблемою є не стільки розв’язання крайової задачі для рівняння Ейлера методом прогонки, скільки зведення вихідної задачі до перетвореної у вигляді (4)-(5). Розглянемо це перетворення на прикладі.
Приклад. Звести задачу
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до задачі у вигляді (4)-(5).


Розв’язання. Розіб’ємо відрізок 
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Апроксимуємо крайові умови. Умова на лівому кінці інтервалу 
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Позначивши 
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Друга крайова умова (5) буде такою: 
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§14. Задачі оптимального управління.

Принцип максимуму Понтрягіна


Задача оптимального управління ставиться так. Знайти вектор-функції 
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які обмежені вздовж траєкторії
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Будемо вважати, що 
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 — параметрами, або рулями управління.

Конкретизація виразів (1)-(4) породжує різні типи задач оптимального управління. Типи задач розбиваються на три групи в залежності від того, яка з умов (1)-(4) береться в якості визначальної характеристики: або вигляд функціоналу (1), або обмеження вздовж траєкторії (3), або обмеження на крайові умови (4).


В залежності від того, який розглядається функціонал 
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Задача Лагранжа ставиться так. Знайти 
[image: image871.wmf]extr

dt

t

u

x

F

u

x

I

T

t

®

=

ò

0

)

,

,

(

)

,

(

, де 
[image: image872.wmf]F

 — це неперервна і диференційовна функція своїх змінних при обмеженнях 
[image: image873.wmf])

,

,

(

t

u

x

f

x

=

&

, 
[image: image874.wmf]0

0

)

,

(

G

t

x

Î

, 
[image: image875.wmf]T

G

T

x

Î

)

,

(

.


В задачі Майєра розглядається функціонал
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Обмеження (3) конкретизуються наступним чином. Оскільки можливості управління зажди обмежені, то найбільш частими є обмеження типу 
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Можуть розглядатися спільні обмеження на управління та фазові змінні
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Задачі оптимального управління розв’язуються за допомогою принципу максимума Понтрягіна. Нехай диференціальні зв’язки задаються рівнянням
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Академік Л.С.Понтрягін запропонував розглядати таку функцію
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Л.С.Понтрягін припустив існування зв’язку оптимального управління з максимумом енергії і сформулював цей факт як спеціальний принцип — принцип максимуму. Цей принцип твердить: якщо вектор 
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Порівнюючи (11) і (9), одержуємо
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Системою канонічних рівнянь Гамільтона називається система рівнянь
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Система (12) підкорена початковим та граничним умовам
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Треба показати, що максимум 
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Аналогічний факт можна довести і у випадку нелінійної функції 
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1) По вихідній системі рівнянь (5) складається спряжена система (9), а далі функція 
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2) Відшуковується максимум функції 
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. Записується система канонічних рівнянь (12) та умов (13).

3) Підставляючи умови максимуму функції Гамільтона в канонічні рівняння, знаходять диференціальні рівняння, які визначають оптимальний процес при граничних умовах.
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Функція Гамільтона прийме вигляд 
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Функція 
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Приклад 2. Існує об’єкт з рівнянням руху 
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Визначити управління 
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Функція Гамільтона 
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Умови (13) будуть такими: 
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