6. За відомими правилами симплекс-методу знаходять напрямний рядок й обчислюють додатні компоненти нового опорного плану, а також матрицю 
[image: image643.png]2yuy=2




, обернену матриці 
[image: image2.wmf]B

, складеної з компонентів векторів нового базису.
7. Перевіряють новий опорний план на оптимальність і у разі необхідності повторюють обчислення, починаючи з етапу 3.
§8. Двоїсті задачі лінійного програмування
п.8.1. Пряма і двоїста задачі
Кожній задачі лінійного програмування можна певним чином поставити у відповідність деяку іншу задачу лінійного програмування, яку називають двоїстою або спряженою по відношенню до вихідної чи прямої. 
Розглянемо задачу:
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за умов





[image: image4.wmf]ï

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

ï

í

ì

=

+

+

+

=

+

+

+

£

+

+

+

£

+

+

+

£

+

+

+

+

+

+

+

,

...

......

..........

..........

..........

..........

,

...

,

...

......

..........

..........

..........

..........

,

...

,

...

2

2

1

1

1

1

2

12

1

11

2

2

1

1

2

2

2

22

1

21

1

1

2

12

1

11

m

n

mn

m

m

k

n

n

k

k

k

k

n

kn

k

k

n

n

n

n

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a




(2)






[image: image5.wmf]0

³

j

x

  
[image: image6.wmf](

)

n

k

k

j

£

=

,

,

1

.



(3)


Задача, яка полягає у знаходженні
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за умов
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(6)

називається двоїстою по відношенню до задачі (1) – (3).
Для побудови двоїстої задачі слід перевірити, чи виконуються для вихідної задачі такі умови:

1) в усіх обмеженнях вільні члени містяться у правій частині рівності (нерівності), члени з невідомими – в лівій;
2) всі обмеження нерівності вихідної задачі мають бути записані так, щоб знаки нерівності в них були спрямовані в один і той самий бік (для цього досить окремі нерівності помножити на -1);

3) загальний член нерівності системи обмежень пов’язується із цільовою функцією так:
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Будуючи двоїсту задачу, потрібно виконувати такі правила:
1. Цільова функція вихідної задачі (1) – (3) задається на максимум, а цільова функція двоїстої  (4) – (6) – на мінімум.

2. Матриця
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складена з коефіцієнтів при невідомих у системі обмежень (2) вихідної задачі (1) – (3), і аналогічна матриця
[image: image606.emf] 
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двоїстої задачі (4) – (6) одержується одна з другої транспонуванням. 

3. Число змінних у двоїстій задачі (4) – (6) дорівнює числу обмежень у системі (2) вихідної задачі, а число обмежень у системі (5) двоїстої  задачі – числу змінних у вихідній задачі.
4. Коефіцієнтами при невідомих у цільовій функції (4) двоїстої задачі  (4) – (6) є вільні члени в системі (2) вихідної задачі (1) – (3), а правими частинами в співвідношеннях системи (5) двоїстої задачі – коефіцієнти при невідомих  у цільовій функції (1) вихідної задачі.

5. Якщо змінна xj вихідної задачі  (1) – (3)   може приймати   тільки додатні значення, то 
[image: image14.wmf]j

-ва умова в системі (5) двоїстої задачі є нерівністю виду 
[image: image15.wmf]"
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 . Якщо ж змінна 
[image: image16.wmf]j

x

, приймає як додатні, так і  від’ємні  значення, то 
[image: image17.wmf]j

-вe співвідношення в системі (5) являє собою рівняння.
 Аналогічні  зв'язки  мають  місце  між  обмеженнями (2) вихідної задачі (1) – (3) і змінними двоїстої задачі (4) – (6).  
Двоїсті пари задач поділяють на симетричні і несиметричні. У симетричній парі двоїстих задач обмеження (2) прямої задачі і співвідношення (5) двоїстої задачі є нерівності виду 
[image: image18.wmf]"
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£

. Таким чином, змінні обох задач можуть приймати тільки невід’ємні значення.
Приклад. Двоїстою задачею до задачі
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буде така: 
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п.8.2. Зв'язок між розв’язками прямої і двоїстої задач
Розглянемо пару двоїстих задач, утворену основною задачею лінійного програмування  і  двоїстою до неї. 
Вихідна задача
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Двоїста задача: 
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(13)
Кожна із задач двоїстої пари (9) – (11) та (12), (13) фактично є самостійною задачею лінійного програмування і може бути розв’язана незалежно одна від одної. Однак при визначенні симплексним методом оптимального плану однієї із задач тим самим знаходиться розв’язок другої.
Лема 1. Якщо X — деякий план вихідної задачі (9) – (11), а Y — довільний план двоїстої задачі (12), (13), то значення цільової функції вихідної задачі при плані X завжди не перевершує значення цільової функції двоїстої задачі при плані Y, тобто 
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Лема 2. Якщо
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  для деяких планів 
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і 
[image: image33.wmf]*

Y

задач (9) – (11) і (12), (13), то X* — оптимальний план вихідної задачі, а Y* — оптимальний план двоїстої задачі.
Теорема 1 (перша теорема двоїстості). Якщо у двоїстих задачах одна з них має розв’язок, то існуватиме розв’язок й іншої, а оптимальні значення при цьому збігаються, тобто 
[image: image34.wmf].
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Теорема 2 (друга теорема двоїстості). Для того, щоб 
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 були оптимальними планами задачі  (9) – (11) та (12), (13) відповідно, необхідно і достатньо, щоб виконувалися умови:
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[image: image38.wmf].
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п.8.3. Геометрична інтерпретація двоїстих задач
Якщо число змінних у прямій і двоїстій задачах, що утворять дану пару, дорівнює двом, то, використовуючи геометричну інтерпретацію задачі лінійного програмування, можна легко знайти розв’язок даної пари задач. При цьому має місце один із таких трьох випадків: 1) обидві задачі мають плани; 2) плани має тільки одна задача; 3) для кожної задачі двоїстої пари множина планів порожня.
Приклад. Для задачі
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[image: image41.wmf]0

,

2

1

³

x

x


скласти двоїсту задачу і знайти розв’язок обох задач за допомогою графічного методу.
Розв’язання. Двоїстою задачею до вихідної буде задача 
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[image: image44.wmf].
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Як бачимо з рис. 3.8, максимальне значення цільова функція вихідної задачі приймає в точці В. Отже, 
[image: image45.wmf](
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 є оптимальним планом, при якому 
[image: image46.wmf]46
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.
Мінімального значення цільова функція двоїстої задачі набуває в точці Е (рис. 3.9). Отже, 
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 є оптимальним планом двоїстої задачі, при якому 
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Таким чином, значення цільових функцій вихідної і двоїстої задач при їхніх оптимальних планах рівні між собою.

З рис. 3.8 видно, що при всякому плані вихідної задачі значення цільової функції не більше 46. Одночасно, як бачимо з рис. 3.9, значення цільової функції двоїстої задачі при будь-якому її плані не менше 46. Таким чином, при будь-якому плані вихідної задачі значення цільової функції не перевершує значення цільової функції двоїстої задачі при її довільному плані.
п.8.4. Знаходження роз’язку двоїстих задач

Розглянемо пари двоїстих задач – основну задачу лінійного програмування (9) − (11) і двоїсту до неї задачу (12), (13).
Припустимо, що за допомогою симплексного методу знайдений оптимальний план X* задачі (9) − (11) і цей план визначається базисом, утвореним векторами 
[image: image50.wmf].
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Позначимо через 
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 вектор-рядок, складений із коефіцієнтів при невідомих у цільовій функції (9) задачі (9) − (11), а через P-1− матрицю, обернену матриці Р, складеної із компонент векторів 
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 базису. Тоді має місце наступна теорема:
Теорема. Якщо основна задача лінійного програмування має оптимальний план 
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, то 
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 є  оптимальним планом двоїстої задачі.
Таким чином, якщо знайти симплекс-методом оптимальний план задачі (9) − (11), то, використовуючи останню симплекс-таблицю, можна визначити Сσ та 
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 і за допомогою співвідношення 
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 знайти оптимальний план двоїстої задачі (12), (13).
У тому випадку, коли серед векторів 
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 складених з коефіцієнтів при невідомих у системі рівнянь (10), є т одиничних, зазначену матрицю 
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 утворять числа перших т рядків останньої симплекс-таблиці, що знаходяться у стовпцях даних векторів. Тоді немає необхідності визначати оптимальний план двоїстої задачі множенням 
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 на 
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, оскільки компоненти цього плану збігаються з відповідними елементами 
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-го рядка стовпців одиничних векторів, якщо даний коефіцієнт 
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 і дорівнюють сумі відповідного елемента цього рядка і 
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, якщо 
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Сказане вище має місце і для симетричної пари двоїстих задач. При цьому оскільки система обмежень вихідної задачі містить нерівності виду 
[image: image65.wmf]"
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, тo компоненти оптимального плану двоїстої задачі дорівнюють відповідним числам 
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-го рядка останньої симплекс-таблиці розв’язку вихідної задачі. Вказані числа стоять у стовпцях векторів, що відповідають додатковим змінним.
Приклад. Для задачі
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скласти двоїсту задачу і знайти її розв’язок.
Розв’язання. Двоїстою задачею до вихідної буде задача:
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Для знаходження розв’язку двоїстої задачі знаходимо розв’язок вихідної задачі методом штучного базису (табл. 3.24).

Таблиця 3.24
	і
	Базис
	Cσ
	P0
	1
	2
	-1
	0
	0
	-M

	
	
	
	
	P1
	P2
	P3
	P4
	P5
	P6

	1
	P4
	0
	12
	-1
	4
	-2
	1
	0
	0

	2
	P5
	0
	17
	1
	1
	2
	0
	1
	0

	3
	P6
	-M
	4
	2
	-1
	2
	0
	0
	1

	4
	
	
	0
	-1
	-2
	1
	0
	0
	0

	5
	
	
	-4
	-2
	1
	-2
	0
	0
	0

	1
	P4
	0
	14
	0
	7/2
	-1
	1
	0
	1/2

	2
	P5
	0
	15
	0
	3/2
	1
	0
	1
	-1/2

	3
	P1
	1
	2
	1
	-1/2
	1
	0
	0
	1/2

	4
	
	
	2
	0
	-5/2
	2
	0
	0
	1/2

	1
	P2
	2
	4
	0
	1
	-2/7
	2/7
	0
	1/7

	2
	P5
	0
	9
	0
	0
	10/7
	-3/7
	1
	-5/7

	3
	P1
	1
	4
	1
	0
	6/7
	1/7
	0
	4/7

	4
	
	
	12
	0
	0
	9/7
	5/7
	0
	6/7


Розв’язком вихідної задачі буде 
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 утворювали базис вихідної задачі, то числа, які стоять в останьому рядочку відповідних стовпчиків, утворюють план двоїстої задачі. Тобто, 
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п.8.5. Економічна інтерпретація двоїстих задач
Економічну інтерпретацію двоїстих задач і двоїстих оцінок розглянемо на прикладі.
Приклад. Для виробництва трьох видів виробів А, В і С використовується три різних види сировини. Кожний із видів сировини може бути використаний у кількості, відповідно не більшій 180, 210 і 244 кг. Норми витрат кожного з видів сировини на одиницю продукції даного виду і ціна одиниці продукції кожного виду наведені в таблиці 3.25.
Таблиця 3.25
	Вид сировини
	Норми витрат сировини (кг) на одиницю продукції

	
	A
	B
	C

	I

II

III


	4

3

1
	2

1

2
	1

3

5

	Ціна одиниці

продукції
	10


	14


	12




Визначити план випуску продукції, при якому забезпечується її максимальна вартість, і оцінити кожний із видів сировини, що використовується для виробництва продукції. Оцінки, що приписуються кожному з видів сировини, повинні бути такими, щоб оцінка всієї сировини, що використовується, була мінімальною, а сумарна оцінка сировини, що використовується на виробництво одиниці продукції кожного виду,− не менша ціни одиниці продукції даного виду.
Розв’язання. Припустимо, що виробляється 
[image: image77.wmf]1
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 виробів А, 
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 виробів В і 
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 виробів С. Математична модель задачі:
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(14)
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(16)
Припишемо кожному з видів сировини, використаних для виробництва продукції, двоїсту оцінку, відповідно рівну y1, y2, i y3. Тоді загальна оцінка сировини, використаної для виробництва продукції, складе
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(17)
Відповідно до умови, двоїсті оцінки повинні бути такими, щоб загальна оцінка сировини, використаної для виробництва одиниці продукції кожного виду, була не менше ціни одиниці продукції даного виду, тобто y1, y2, i y3 повинні задовольняти наступну систему нерівностей:
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(18)
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(19)
Як видно, задачі (14) – (16) і (17) – (19) утворюють симетричну пару двоїстих задач. Розв’язок прямої задачі дає оптимальний план виробництва виробів А, В і С, а розв’язок двоїстої − оптимальну систему оцінок сировини, використаної для виробництва цих виробів. Щоб знайти розв’язок цих задач, потрібно спочатку відшукати розв’язок будь-якої однієї з них. Через те що система обмежень задачі (14) – (16) містить лише нерівності виду 
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, то краще спочатку знайти  розв’язок цієї задачі. Її розв’язок наведено в таблиці 3.26.

Таблиця 3.26
	i
	Базис
	Сσ
	P0
	10
	14
	12
	0
	0
	0

	
	
	
	
	P1
	P2
	P3
	P4
	P5
	P6

	1
	P2
	14
	82
	19/8
	1
	0
	5/8
	0
	-1/8

	2
	P5
	0
	80
	23/8
	0
	0
	1/8
	1
	-5/8

	3
	P3
	12
	16
	-3/4
	0
	1
	-1/4
	0
	1/4

	
	
	
	1340
	57/4
	0
	0
	23/4
	0
	5/4


З таблиці 3.26 видно, що оптимальним планом виробництва виробів є такий, при якому виготовляється 82 вироби В і 16 виробів С. При даному плані виробництва залишаються невикористаними 80 кг сировини II виду, а загальна вартість виробів дорівнює 1340 грн. Також бачимо, що оптимальним розв’язком двоїстої задачі є 
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Змінні 
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 позначають умовні двоїсті оцінки одиниці сировини, відповідно I і III видів. Ці оцінки відмінні від нуля, а сировина I і III видів цілком використовується при оптимальному плані виробництва продукції. Двоїста оцінка одиниці сировини II виду дорівнює нулю. Цей вид сировини не повністю використовується при оптимальному плані виробництва продукції.
Таким чином, позитивну двоїсту оцінку мають лише ті види сировини, що цілком використовуються при оптимальному плані виробництва виробів. Тому двоїсті оцінки визначають дефіцитність використаної підприємством сировини. Більше того, величина даної двоїстої оцінки показує, на скільки зростає максимальне значення цільової функції прямої задачі при збільшенні кількості сировини відповідного виду на 1 кг. Таким чином, збільшення кількості сировини I виду на 1 кг призведе до того, що з'явиться можливість знайти новий оптимальний план виробництва виробів, при якому загальна вартість виготовленої продукції зросте на 5,75 грн. і стане рівною 1340 + 5,75 = 1345,75 грн. При цьому числа, що стоять у стовпці вектора Р4 нашої таблиці, показують, що зазначене збільшення загальної вартості виготовленої продукції може бути досягнуто за рахунок збільшення випуску виробів В на 5/8 одиниць і скорочення випуску виробів С на 1/4 од. Внаслідок цього використання сировини II виду зменшиться на 1/8 кг. Аналогічно, збільшення на 1 кг сировини III виду дозволить знайти новий оптимальний план виробництва виробів, при якому загальна вартість виготовленої продукції зросте на 1,25грн. і складе 1340+1,25=1341,25 грн. Це буде досягнуто в результаті збільшення випуску виробів С на 1/4 од. і зменшення виготовлення виробів В на 1/8 од., причому обсяг використаної сировини II виду зросте на 5/8 кг.
Продовжимо розгляд оптимальних двоїстих оцінок. Обчислюючи мінімальне значення цільової функції двоїстої задачі
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бачимо, що воно збігається з максимальним значенням цільової функції вихідної задачі.
При підстановці оптимальних двоїстих оцінок у систему обмежень двоїстої задачі одержуємо
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Перше обмеження двоїстої задачі виконується як строга нерівність. Це означає, що двоїста оцінка сировини, використаної на виробництво одного виробу виду А, вища ціни цього виробу і, отже, випускати виріб виду А невигідно. Його виробництво і не передбачене оптимальним планом прямої задачі. Друге і третє обмеження двоїстої задачі виконуються як строгі рівності. Це означає, що двоїсті оцінки сировини, використаної для виробництва одиниці відповідно виробів В і С, збігаються з їх цінами. Тому випускати ці два види продукції за двоїстими оцінками економічно доцільно. Їхнє виробництво  передбачене оптимальним планом прямої задачі.
Таким чином, двоїсті оцінки тісно пов'язані з оптимальним планом прямої задачі. Усяка зміна вихідних даних прямої задачі може вплинути як на її оптимальний план, так і на систему оптимальних двоїстих оцінок. Тому, щоб проводити економічний аналіз із використанням двоїстих оцінок, потрібно знати їх інтервал стійкості.
п.8.6. Двоїстий симплекс-метод
 Двоїстий симплекс-метод, як і симплекс-метод, використовується при  пошуку розв’язку задачі лінійного програмування, записаної у формі основної задачі, для якої серед векторів Рj, складених із коефіцієнтів при невідомих у системі рівнянь, є т одиничних. Разом із тим двоїстий симплекс-метод можна застосовувати при розв’язанні задачі лінійного програмування, вільні члени системи рівнянь якої можуть бути будь-якими числами (при розв’язанні задачі симплексним методом ці числа припускалися невід’ємними).
Отже, розглянемо задачу:
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за умов
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де
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і серед чисел 
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У даному випадку 
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 є розв’язком системи лінійних рівнянь (21). Однак цей розв’язок не є планом задачі (20) – (22), тому що серед його компонентів є від’ємні числа.
Розв’язок 
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 системи лінійних рівнянь (21), який визначається базисом 
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, називається псевдопланом задачі (20) – (22), якщо 
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Теорема. Якщо у псевдоплані 
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, що визначається базисом 
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, то задача (20) – (22) взагалі не має планів.
Теорема. Якщо у псевдоплані 
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, що визначається базисом 
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 такі, що для кожного з них існують числа 
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, то можна перейти до нового псевдоплану, при якому значення цільової функції задачі (20) – (22) не зменшиться.

На основі сформульованих теорем можна скласти алгоритм двоїстого симплекс-методу.
Отже, продовжимо розгляд задачі (20)–(22). Нехай 
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 — псевдоплан цієї задачі. На основі вихідних даних складають симплекс-таблицю (табл. 3.27), у якій деякі елементи стовпця вектора P0 є від’ємними числами. Якщо таких чисел нема, то в симплекс-таблиці записаний оптимальний план задачі (20) – (22), оскільки, за припущенням, усі 
[image: image113.wmf]0

³

D

j

. Тому для визначення оптимального плану задачі за умов, що він існує, слід здійснювати впорядкований перехід від однієї симплекс-таблиці до іншої доти, поки зі стовпчика вектора P0 не будуть виключені від’ємні елементи. При цьому весь час повинні залишатися невід’ємними всі елементи 
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-го рядка, тобто 
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Таким чином, після складання симплекс-таблиці перевіряють, чи є в стовпчику вектора P0 від’ємні числа. Якщо їх немає, то знайдено оптимальний план вихідної задачі. Якщо ж вони є (що ми і припускаємо), то вибирають найбільше за модулем від’ємне число. У тому випадку, коли таких чисел декілька, беруть яке-небудь одне з них: нехай це число bi. Вибір цього числа визначає вектор, що виключається з базису, тобто в даному випадку з базису виводиться вектор Рi. Щоб визначити, який вектор варто ввести в базис, знаходимо 
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Нехай це мінімальне значення приймається при 
[image: image119.wmf]r
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. Тоді в базис вводять вектор Рr. Число аir є ключовим елементом. Перехід до нової симплекс-таблиці роблять за звичайними правилами симплекс-методу. Ітераційний процес продовжують доти, поки в стовпчику вектора P0 не буде більше від’ємних чисел. При цьому знаходять оптимальний план вихідної задачі, а отже, і двоїстої. Якщо на деякому кроці виявиться, що в 
[image: image120.wmf]i

-му рядку симплекс-таблиці (табл. 3.27) у стовпчику вектора P0  є від’ємне число bi, а серед інших елементів цього рядка немає від’ємних, то вихідна задача не має розв’язку.
Таким чином, пошук розв’язку  задачі (20) – (22) двоїстим симплекс-методом включає наступні етапи:

1. Знаходять псевдоплан задачі.
2. Перевіряють цей псевдоплан на оптимальність. Якщо псевдоплан  оптимальний, то знайдено розв’язoк задачі. У противному випадку або встановлюють нерозв'язність задачі, або переходять до нового псевдоплану.
3. Вибирають провідний рядок за допомогою визначення найбільшого за модулем від’ємного числа стовпця вектора P0 і провідний стовпець за допомогою​ пошуку найменшого за модулем відношення елементів 
[image: image121.wmf](
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-го рядка до відповідних від’ємних елементів провідного рядка.

4. Знаходять новий псевдоплан і повторюють усі операції, починаючи з другого етапу.

Таблиця 3.27
	i
	Базис
	Cσ
	P0
	c1
	c2
	…
	ce
	…
	cm
	cm+1
	…
	cr
	…
	cn

	
	
	
	
	P1
	P2
	…
	Pe
	…
	Pm
	Pm+1
	…
	Pr
	…
	Pn

	1
	P1
	c1
	b1
	1
	0
	…
	0
	…
	0
	a1m+1
	…
	a1r
	…
	a1n

	2
	P2
	c2
	b2
	0
	1
	…
	0
	…
	0
	a2m+1
	…
	a2r
	…
	a2n

	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:

	e
	Pe
	ce
	be
	0
	0
	…
	1
	…
	0
	aem+1
	…
	aer
	…
	aen

	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:

	i
	Pi
	ci
	bi
	0
	0
	…
	0
	…
	0
	aim+1
	…
	air
	…
	ain

	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
	:

:
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Приклад. Знайти розв’язок задачі
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Розв’язання. Запишемо нашу задачу у формі основної задачі лінійного програмування, попередньо помноживши другу і третю нерівність на (-1): 
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Складемо для останньої задачі двоїсту. 
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Складемо симплекс-таблицю для вихідної задачі (табл. 3.28).
Таблиця 3.28
	i
	Базис
	Cσ
	P0
	1
	1
	2
	0
	0

	
	
	
	
	P1
	P2
	P3
	P4
	P5

	1
	P3
	2
	8
	1
	1
	1
	0
	0

	2
	P4
	0
	-4
	-1
	1
	0
	1
	0

	3
	P5
	0
	-6
	-1
	-2
	0
	0
	1

	4
	
	
	16
	1
	1
	0
	0
	0


Оскільки вектори 
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, 
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 утворюють базис, то план двоїстої задачі, як зазначено раніше, утворюють елементи останнього рядка стовпчиків одиничних векторів, якщо 
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 і якщо 
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 то вони дорівнюють сумі відповідного елемента цього рядка та 
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У нашому випадку 
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 План двоїстої задачі буде таким: 
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Оскільки в стовпчику вектора 
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 є два від’ємних числа (–4 та –6), а в  4-му рядку таблиці немає від’ємних чисел, то, відповідно до алгоритму двоїстого симплекс-методу, переходимо до нової симплекс-таблиці. Це можна зробити, оскільки в рядках векторів 
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 є від’ємні числа.

Вибираємо 
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 отже, вектор 
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 виключаємо з базису. Щоб визначити, який вектор потрібно ввести в базис, знаходимо 
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Отже, в базис вводимо вектор 
[image: image149.wmf]2
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. Переходимо до нової симплекс-таблиці (табл. 3.29).
Таблиця 3.29
	i
	Базис
	Cσ
	P0
	1
	1
	2
	0
	0

	
	
	
	
	P1
	P2
	P3
	P4
	P5

	1
	P3
	2
	5
	1/2
	0
	1
	0
	1/2

	2
	P4
	0
	-7
	-3/2
	0
	0
	1
	1/2

	3
	P2
	1
	3
	1/2
	1
	0
	0
	-1/2

	
	
	
	13
	1/2
	0
	0
	0
	1/2


З цієї таблиці видно, що отримано новий план двоїстої задачі 
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Оскільки в стовпці вектора 
[image: image152.wmf]0
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 є від’ємне число (–7), то розглянемо елементи 2-го рядка. Серед цих чисел є одне від’ємне (–3/2). Якби таке число було відсутнє, то вихідна задача була б нерозв'язна. У даному випадку переходимо до нової симплекс-таблиці (табл. 3.30).
Таблиця 3.30 
	i
	Базис
	Cσ
	P0
	1
	1
	2
	0
	0

	
	
	
	
	P1
	P2
	P3
	P4
	P5

	1
	P3
	2
	8/3
	0
	0
	1
	1/3
	2/3

	2
	P1
	1
	14/3
	1
	0
	0
	-2/3
	-1/3

	3
	P2
	1
	2/3
	0
	1
	0
	1/3
	-1/3

	
	
	
	32/3
	0
	0
	0
	1/3
	2/3


Як видно з цієї таблиці, знайдені оптимальні плани вихідної і двоїстої задач. Ними є 
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(2; 1/3; 2/3). При цих планах 
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9.  Цілочислові задачі лінійного програмування
п.9.1 Економічна і геометрична інтерпретація задачі
цілочислового лінійного програмування.

Екстремальна задача лінійного програмування, змінні якої набувають тільки цілочисловх значень, називається задачею цілочислового лінійного програмування.

Приклад. У цеху підприємства вирішено встановити додаткове устаткування, для розміщення якого виділено 
[image: image156.wmf]2
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 площі. На придбання устаткування підприємство може витратити 10 тис. грн., при цьому воно може купити устаткування двох видів. Комплект устаткування I виду коштує 1000 грн., а II виду—3000 грн. Придбання одного комплекту устаткування I виду дозволяє збільшити випуск продукції за зміну на 2 од., а одного комплекту устаткування II виду — на 4 од. Знаючи, що для встановлення одного комплекту устаткування I виду потрібно 
[image: image157.wmf]2
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 площі, а устаткування II виду — 
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 площі, визначити такий набір додаткового устаткування, який дає можливість максимально збільшити випуск продукції.

Розв’язання. Складемо математичну модель задачі. Припустимо, що підприємство придбає 
[image: image159.wmf]1

x

 комплектів устаткування I виду і 
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 комплектів устаткування II виду. Тоді змінні 
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 і 
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 повинні задовольняти наступним нерівностям:
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(1)
Якщо підприємство придбає вказану кількість устаткування, то загальне збільшення випуску продукції складе
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(2)

За своїм економічним змістом змінні  
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 і 
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 можуть набувати тільки цілих невід’ємних значень, тобто
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(4)

Таким чином, приходимо до наступної математичної задачі: знайти максимальне значення лінійної функції (2) при виконанні умов (1), (3) і (4). Оскільки невідомі можуть мати тільки цілі значення, то задача (1) – (4) є задачею цілочислового програмування. Оскільки число невідомих задачі дорівнює двом, розв’язок даної задачі можна знайти, використовуючи її геометричну інтерпретацію. Для цього перш за все побудуємо багатокутник розв’язків задачі, що полягає у визначенні максимального значення лінійної функції (2) при виконанні умов (1) і (3) (рис. 3.10). Координати всіх точок побудованого багатокутника розв’язків ОАЕВС задовольняють системі лінійних нерівностей (1): і умові невід’ємності змінних (3). Разом з тим умові (4), тобто умові цілочисловості змінних задовольняють координати лише 12 точок, позначених на рис. 1.
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рис. 3.10
 Щоб знайти точку, координати якої визначають розв’язок початкової задачі, замінимо багатокутник ОАВС багатокутником OKEMNF, що містить усі допустимі точки з цілочисловими координатами і таким, що координати кожної з вершин є цілими числами. Значить, якщо знайти точку максимуму функції (2) на багатокутнику OKEMNF, то координати цієї точки і визначать оптимальний план задачі.

Для цього побудуємо вектор 
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 і пряму 
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, що проходить через багатокутник розв’язків OKEMNF (число 12 узято довільно). Побудовану пряму рухаємо у напрямі вектора 
[image: image172.wmf]C
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 доти, поки вона не пройде через останню спільну точку її з даним багатокутником. Координати цієї точки і визначають оптимальний план, а значення цільової функції в ній є максимальним.

У даному випадку шуканою є точка 
[image: image173.wmf])
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, в якій цільова функція приймає максимальне значення 
[image: image174.wmf]14
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. Отже, координати точки Е визначають оптимальний план задачі (1) – (4). Відповідно до цього плану підприємству слід придбати один комплект устаткування I виду і три комплекти устаткування II виду. Це забезпечить підприємству при наявних у нього обмеженнях на виробничі площі і грошові кошти максимальне збільшення випуску продукції, що дорівнює 14 од. за зміну.

п.9.2. Визначення оптимального плану задачі

цілочислового лінійного програмування.
Розглянемо задачу
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Розглянемо два методи відшукання оптимального плану задачі (5) – (8): метод Гоморі та метод гілок і границь.

п.9.2.1. Метод Гоморі
Знаходження розв’язку задачі цілочислового програмування методом Гоморі починають із визначення симплексним методом оптимального плану задачі (5) – (7) без врахування умови (8). Після того як цей план знайдено, переглядають його компоненти. Якщо серед компонентів немає дробових чисел, то знайдений план є оптимальним планом задачі цілочислового програмування (5) – (8). Якщо ж в оптимальному плані задачі (5) – (7) змінна 
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 набуває дробового значення, то до системи рівнянь (33) додають нерівність
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і знаходять розв’язок задачі (5) – (7), (9).

У нерівності (9) 
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 — дробові частини чисел (під дробовою частиною деякого числа a розуміється найменше невід’ємне число b, таке, що різниця між a і b є ціле число). Якщо в оптимальному плані задачі (5) – (7) дробові значення приймають декілька змінних, то додаткова нерівність (9) визначається найбільшою дробовою частиною.

Якщо у знайденому плані задачі (5) – (7), (9) змінні приймають дробових значень, то знову додають одне додаткове обмеження й процес обчислень повторюють. Проводячи скінчене число ітерацій, або одержують оптимальний план задачі цілочислового програмування (5) –  (8), або встановлюють її нерозв’язність.

Якщо вимога цілочисловості (8) накладається тільки на деякі змінні, то такі задачі називаються частково цілочисловими. Їх розв’язок також знаходять послідовним розв’язуванням задач, кожна з яких отримується із попередньої за допомогою введення додаткового обмеження. У цьому випадку таке обмеження має вигляд
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де 
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 визначаються з наступних співвідношень:

1) для 
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, які можуть набувати нецілочислових значень,
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2) для 
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, які можуть набувати тільки цілочислових значень,
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Отже, можемо записати алгоритм знаходження оптимального плану цілочислової задачі лінійного програмування методом Гоморі.

1.  Використовуючи симплекс-метод, знаходять розв’язок задачі (5) –  (7) без врахування вимоги цілочисловості змінних (8).

2.  Складають додаткове обмеження для змінної, яка в оптимальному плані задачі (5) – (7)  має максимальне дробове значення, а в оптимальному плані задачі (5) – (8) повинна бути цілочисловою.

 3.  Використовуючи двоїстий симплекс-метод, знаходять розв’язок задачі (5) – (7), (9).

4.  Якщо є потреба, складають ще одне додаткове обмеження й продовжують ітераційний процес до одержання оптимального плану задачі (5) – (8), або встановлюють її нерозв’язність.

Приклад. Методом Гоморі знайти розв’язок задачі
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за умов
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Розв’язання. Для визначення оптимального плану задачі (13) – (16) спочатку знаходимо оптимальний план задачі (13) – (15) (табл. 3.31):

Таблиця 3.31

	i
	Б
	Cσ
	P0
	1
	-1
	0
	0

	
	
	
	
	P1
	P2
	P3
	P4

	1
	P3
	0
	1
	1
	-2
	1
	0

	2
	P4
	0
	3
	1
	3
	0
	1

	3
	
	
	0
	-1
	1
	0
	0

	1
	P1
	1
	1
	1
	-2
	1
	0

	2
	P4
	0
	2
	0
	5
	-1
	10

	3
	
	
	1
	0
	-1
	1
	0

	1
	P1
	1
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Як видно з таблиці 3.31, знайдений оптимальний план 
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 задачі (13) – (15) не є оптимальним планом задачі (13) – (16), оскільки дві змінні 
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 мають нецілочислові значення. Дробова частина 
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 складаємо додаткове обмеження. Із останньої симплекс-таблиці маємо:
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Таким чином, до системи обмежень задачі (13)–(15) додаємо нерівність  
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Таким чином, обмеження задачі матимуть вигляд
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Віднімено додаткову змінну 
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 в останній нерівності, і помножимо одержану рівність на (–1). Для розв’язання  отриманої задачі потрібно застосувати двоїстий симплекс-метод (табл. 3.32. 3.33).
Таблиця 3.32
	i
	Б
	Cσ
	P0
	1
	-1
	0
	0
	0

	
	
	
	
	P1
	P2
	P3
	P4
	P5

	1
	P1
	1
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Таблиця 3.33
	i
	Б
	Cσ
	P0
	1
	-1
	0
	0
	0

	
	
	
	
	P1
	P2
	P3
	P4
	P5

	1
	P1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
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Із таблиці 3.33 видно, що вихідна задача цілочислового програмування має оптимальний план 
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п.9.2.2. Метод гілок та границь

Метод гілок та границь належить до групи методів, що враховують комбінаторний характер задачі, дискретність окремих змінних. Метод базується на упорядкованому переборі варіантів, розгляді лише тих варіантів, що виявляються за певними ознаками перспективними, і відкиданні одразу цілих множин варіантів, що є безперспективними.

Вперше цей метод запропонували Ленд і Дойг у 1960 році. Проте по-справжньому він був оцінений після роботи Літтла, Мурті, Суїні, Керела, присвяченій задачі комівояжера.

Розглянемо задачу цілочислового лінійного програмування: 

знайти
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Згідно із загальною ідеєю спочатку розв’язується задача з послабленими обмеженнями, тобто задача (5) – (7). Нехай одержали деякий розв’язок 
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 цієї задачі. Якщо він задовольняє умову (8), то вихідна задача розв’язана. Якщо ж ні, то значення 
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 є нижньою границею оптимальності цільової функції задачі.

При розв’язанні задач цілочислового лінійного програмування методом гілок та границь використовується правило бінарного галуження. Тобто на кожному кроці задача розбивається на дві підзадачі шляхом введення двох обмежень, що взаємовиключаються і вичерпують усі можливості.

Нехай 
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 – цілочислова змінна 
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 в оптимальному плані послабленої задачі є дробовим. Інтервал 
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 (де [α] – ціла частина числа α) не містить допустимих цілочислових компонент плану. Тому допустимий цілий розв’язок повинен задовольняти одну з нерівностей:
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Введення цих умов у вихідну задачу породжує дві не зв’язані між собою задачі цілочисельного програмування:

(5) – (7), (17) 
і 
(5) – (7), (17`)


Говорять, що вихідна задача розбивається на дві підзадачі. 

 Дерево пошуку розв’язків будемо зображати так, як показано на рис.3.11.
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Рис. 3.11. Дерево пошуку

Для кожної вершини дерева значення послабленої задачі дає нижню оцінку відповідної множини розв’язків.
Припустимо, що рекордний розв’язок (найкращий допустимий, знайдений до поточного моменту часу) має значення цільової функції 
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 (рекорд). І нехай у дереві галуження є вершина з нижньою оцінкою:
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. І, отже, немає сенсу галузити цю вершину, тому що відповідна їй підмножина допустимих розв’язків не містить розв’язків, кращих за поточний рекордний. Таким чином відповідна вершина може бути виключена з розгляду.

Приклад.
Знайти розв’язок задачі
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Розв’язання. Заповнимо початкову симплекс-таблицю для послабленої задачі (табл. 3.34):
Таблиця 3.34
	i
	Б
	Cσ
	P0
	3
	1
	0
	0

	
	
	
	
	P1
	P2
	P3
	P4

	1
	P3
	0
	16
	1
	4
	1
	0

	2
	P4
	0
	13
	2
	5
	0
	1

	3
	
	
	0
	-3
	-1
	0
	0

	1
	P3
	0
	19/2
	0
	3/2
	1
	-1/2

	2
	P1
	3
	13/2
	1
	5/2
	0
	1/2

	3
	
	
	39/2
	0
	13/2
	0
	3/2


Оптимальний розв’язок послабленої задачі (18)–(20) 
[image: image268.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

0

;

2

13

X

 не задовольняє умові (21). Обидві змінні не цілі. Проведено галуження по змінній 
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 (отримано відповідно задачу 1 і задачу 2).

Задача1.
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Для врахування нового обмеження (22) необхідно виконати наступне:
1) ввести вільну змінну 
[image: image276.wmf]5
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(23)
2) виразити базисну змінну, що входить у (22) через небазисні з відповідного рядка оптимальної симплекс-таблиці задачі 0:
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3) підставити вираз для базисної змінної в (23):      
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4) ввести отримане обмеження в оптимальну симплекс-таблицю задачі 0 і виконати ітерацію двоїстого симплекс-методу (табл. 3.35).

Таблиця 3.35
	i
	Базис
	Cσ
	P0
	3
	1
	0
	0
	0

	
	
	
	
	P1
	P2
	P3
	P4
	P5

	1
	P3
	0
	19/2
	0
	3/2
	1
	-1/2
	0

	2
	P1
	0
	13/2
	1
	5/2
	0
	1/2
	0

	3
	P5
	0
	-1/2
	0
	-5/2
	0
	-1/2
	1

	4
	
	
	0
	0
	13/2
	0
	3/2
	0

	1
	P3
	0
	46/5
	0
	0
	1
	-4/5
	3/5

	2
	P1
	3
	6
	1
	0
	0
	0
	1

	3
	P2
	1
	1/5
	0
	1
	0
	1/5
	-2/5

	4
	
	
	91/5
	0
	0
	0
	1/5
	13/5


Задача 2.
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Для врахування нового обмеження (24) необхідно виконати наступне.
Обмеження (24) зведемо до типу «
[image: image284.wmf]£

», домноживши його на (–1). Потім для цього обмеження виконаємо пункти 1) – 3), як і для задачі 1: 

1) 
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3) 
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З останньої рівності видно, що обмеження (24) суперечить обмеженням (20), тому що всі коефіцієнти при змінних у лівій частині рівності додатні, а права частина рівності від’ємна. Це означає, що задача 2 допустимих розв’язків не має.

Отже, маємо тільки одну підмножину розв’язків, що відповідає задачі 1.

Проведемо галуження задачі 1 по змінній 
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 (отримаємо відповідно задачу 3 і задачу 4).

Задача 3. 
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З врахуванням обмежень (20) і (25), маємо 
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. У даному випадку немає необхідності в застосуванні симплекс-методу. Задача 3 зводиться до розв’язання системи нерівностей:
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Задача 4. 
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Для врахування нового обмеження (26), яке запишемо у вигляді  
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, виконуємо пункти 1) – 4) (як і в задачі 1):
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 (з оптимальної симплекс-таблиці (табл. 3.35)       задачі 1);

3) 
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4

5

2

5

1

7

5

4

-

=

+

-

x

x

x

;
[image: image318.wmf]
4) Розв’язуємо двоїстим симплекс-методом (табл. 3.36).
Таблиця 3.36
	i
	Базис
	Cσ
	P0
	3
	1
	0
	0
	0
	0

	
	
	
	
	P1
	P2
	P3
	P4
	P5
	P7

	1
	P3
	0
	46/5
	0
	0
	1
	-4/5
	3/5
	0

	2
	P1
	3
	6
	1
	0
	0
	0
	1
	0

	3
	P2
	1
	1/5
	0
	1
	0
	1/5
	-2/5
	0

	4
	P7
	0
	-4/5
	0
	0
	0
	1/5
	-2/5
	1

	5
	
	
	91/5
	0
	0
	0
	1/5
	13/5
	0

	1
	P3
	0
	8
	0
	0
	1
	-1/2
	0
	3/2

	2
	P1
	3
	4
	1
	0
	0
	1/2
	0
	5/2

	3
	P2
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	-1

	4
	P5
	0
	2
	0
	0
	0
	-1/2
	1
	-5/2

	5
	
	
	13
	0
	0
	0
	3/2
	0
	13/2


У результаті розв’язання поставленої задачі ми отримали два допустимих цілочислових розв’язки:
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Оптимальним є перший розв’язок.
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Рис. 3.12. Дерево пошуку розв’язку ЗЦЛП. 

На рис. 3.12 зображено хід розв’язання задачі у вигляді дерева пошуку розв’язків. На рис. 3.13 наведено графічну ілюстрацію відшукання розв’язку задачі.
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Рис. 3.13. Графічна ілюстрація розв’язання ЗЦЛП.
§10. Транспортні задачі

Транспортна задача є однією з важливих спеціальних моделей задач лінійного програмування. Перша строга постановка задачі належить Хічкоку, а тому ця задача інколи ще називається задачею Хічкока.

п.10.1. Математична постановка задачі
Нехай у 
[image: image329.wmf]m

 пунктах постачання 
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 виробляється або зберігається деякий однорідний продукт, причому об’єм його запасу в пункті 
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 тарифи перевезень одиниці продукту з 
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Схематично це можна зобразити так:
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Тарифи 
[image: image341.wmf]ij

c

 складають матрицю тарифів 
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, або ще її називають матрицею транспортних витрат:
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Нехай 
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– кількість одиниць продукту, який перевозиться з пункту 
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 в пункт 
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. Тоді математична модель задачі має вигляд:
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за умов
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Рівності (2) гарантують повне задоволення потреб усіх пунктів споживання, рівності (3) забезпечують повний вивіз продукту з усіх пунктів постачання. Умови (4) виключають зворотні перевезення.

Будь-який невід’ємний  розв’язок  системи лінійних рівнянь (2) та (3), що визначається матрицею 
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, називається планом транспортної задачі.

План 
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 при якому функція  (1) набуває  свого мінімального значення, називається оптимальним планом транспортної задачі.

Зазвичай вхідні дані транспортної задачі записують у вигляді таблиці (табл. 3.37).
Таблиця 3.37
	Пункт

відправлення
	Пункти призначення
	Записи
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Умова 
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 (5) називається умовою балансу.

Якщо виконується умова (5), то модель такої транспортної задачі називається закритою (збалансованою), у противному випадку задача називається  відкритою. 

Теорема. Для того, щоб  транспортна задача (1) – (4) мала розв’язок, необхідно і достатньо, щоб запаси вантажу в пунктах виробництва дорівнювали потребам у вантажі у пунктах споживання, тобто, щоб виконувалась рівність (5).
У випадку перевищення запасів над потребами, тобто 
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, і відповідні тарифи на перевезення дорівнюють нулю, тобто 
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. Отримана задача є транспортною задачею, для якої виконується рівність (5). 

Аналогічно,  при  
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Оскільки умови (2), (3) містять 
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 лінійно незалежних рівнянь, то і опорний план транспортної задачі може мати не більше 
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 відмінних від нуля невідомих. Якщо в опорному плані число ненульових компонент дорівнює 
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, то план називається невиродженим, якщо менше – виродженим.

п.10.2. Визначення опорного плану транспортної задачі
Як і при розв’язанні задачі лінійного програмування симплексним методом, визначення оптимального плану транспортної завдачі починають із знаходження якого-небудь її опорного плану. Цей план знаходять методом північно-західного кута, методом мінімального елементу або методом апроксимації Фогеля. Суть цих методів полягає в тому, що опорний план знаходять послідовно за 
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 кроків, на кожному з яких у таблиці умов завдання заповнюють одну клітинку, яку називають зайнятою. Заповнення однієї з клітинок забезпечує повністю або задоволення потреби у вантажі одного з пунктів споживання (того, в стовпці якого знаходиться заповнена клітинка), або вивіз вантажу з одного з пунктів постачання (з того, в рядку якого знаходиться заповнена клітинка).

У першому випадку тимчасово виключають із розгляду стовпець, що містить заповнену на даному кроці клітинку, і розглядають задачу, таблиця умов якої містить на один стовпець менше, ніж було перед цим кроком, але та ж кількість рядків і відповідно змінені запаси вантажу в одному з пунктів постачання (у тому, за рахунок запасу якого була задоволена потреба у вантажі пункту споживання на даному кроці). У другому випадку тимчасово виключають з розгляду рядок, що містить заповнену клітинку, і вважають, що таблиця умов має на один рядок менше при незмінній кількості стовпців і при відповідній зміні потреби у вантажі у пункті споживання, у стовпці якого знаходиться заповнена клітинка.
Після того, як виконано 
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 описаних вище кроків, одержують задачу з одним пунктом постачання і одним пунктом споживання. При цьому залишиться вільною тільки одна клітинка, а запаси пункту постачання, що залишився, будуть рівні потребам пункту споживання, що залишився. Заповнивши цю клітинку, тим самим роблять 
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-й крок і одержують шуканий опорний план. Слід відзначити, що на деякому кроці (але не на останньому) може трапитися так, що потреби чергового пункту споживання рівні запасам чергового пункту постачання. У цьому випадку також тимчасово виключають з розгляду або стовпець, або рядок (що-небудь одне). Таким чином, або запаси відповідного пункту постачання, або потреби даного пункту споживання вважають рівними нулю. Цей нуль записують у чергову заповнювану клітинку. Вказані вище умови гарантують отримання 
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 зайнятих клітинок, у яких стоять компоненти опорного плану, що є початковою умовою для перевірки останнього на оптимальність і знаходження оптимального плану.
Метод північно-західного кута. При знаходженні опорного плану транспортної задачі методом північно-західного кута на кожному кроці розглядають перший із тих, що залишився, пунктів постачання і перший з тих, що залишився, пунктів споживання. Заповнення клітинок таблиці умов починається з лівої верхньої клітинки для невідомої 
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 („північно-західний кут”) і закінчується клітинкою для невідомої 
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, тобто йдемо ніби по діагоналі таблиці.

Приклад. На три бази 
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 надійшов однорідний вантаж у кількостях відповідно рівних 140, 180 та 160 одиниць. Цей вантаж потрібно перевезти у п’ять пунктів споживання 
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 відповідно у кількостях 60, 70, 120, 130 та 100 одиниць. Тарифи перевезень задані матрицею
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Знайти опорний план транспортної задачі методом північно-західного кута.

Розв’язання. У табличній формі цю задачу можна записати так:

	2
	3
	4
	2
	4
	140

	8
	4
	1
	4
	1
	180

	9
	7
	3
	7
	2
	160

	60
	70
	120
	130
	100
	


Оскільки 60+70+120+130+100=140+180+160=460, то умова балансу виконується. Можемо перейти до побудови опорного плану. Починаємо з клітинки 
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Метод мінімального елементу. У методі північно-західного кута на кожному кроці потреби першого з пунктів споживання, що залишився, задовольнялися за рахунок запасів першого з пунктів постачання, що залишився. Очевидно, вибір пунктів постачання і споживання доцільно проводити, орієнтуючись на тарифи перевезень, а саме: на кожному кроці слід вибирати яку-небудь клітинку, що відповідає мінімальному тарифу (якщо таких клітинок декілька, то слід вибрати будь-яку з них), і розглянути пункти постачання і споживання відповідно до вибраної клітинки. Суть методу мінімального елементу і полягає у виборі клітинки з мінімальним тарифом. Зазначимо, що цей метод, як правило, дозволяє знайти опорний план транспортної задачі, при якому загальна вартість перевезень вантажу менша, ніж загальна вартість перевезень при плані, знайденому для даної задачі за допомогою методу північно-західного кута. Тому найдоцільніше опорний план транспортної задачі  знаходити методом мінімального елементу.

Приклад. Як приклад знайдемо опорний план попередньої задачі за допомогою методу мінімального елементу. Спочатку пронумеруємо у порядку зростання елементи матриці тарифів за принципом „зліва направо, знизу вверх”. Отримаємо
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Починаємо з клітинки, у якій знаходиться тариф з індексом (1)
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Метод апроксимації Фогеля. При визначенні опорного плану транспортної задачі методом апроксимації Фогеля на кожній ітерації по всіх стовпцях і по всіх рядках знаходять різницю між двома записаними в них мінімальними тарифами. Ці різниці записують у спеціально відведених для цього рядку і стовпці в таблиці умов задачі. Серед вказаних різниць вибирають мінімальну. У рядку (або в стовпці), якому дана різниця відповідає, визначають мінімальний тариф. Клітинку, в якій він записаний, заповнюють на даній ітерації.
Якщо мінімальний тариф однаковий для декількох клітинок даного рядка (стовпця), то для заповнення вибирають ту клітинку, яка розташована в стовпці (рядку), що відповідає найбільшій різниці між двома мінімальними тарифами, які знаходяться в даному стовпці (рядку).

п.10.3. Визначення оптимального плану транспортної задачі
методом потенціалів
Загальний принцип знаходження оптимального плану транспортної задачі є аналогічним принципу розв’язання задачі лінійного програмування: спочатку знаходять опорний план транспортної задачі, а потім його послідовно покращують до одержання оптимального плану.

Теорема. Якщо для деякого опорного плану 
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 транспортної задачі (1)–(4) існують такі числа 
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 – оптимальний план транспортної задачі.

Числа 
[image: image452.wmf]i

u

 
[image: image453.wmf])

,

1

(

m

i

=

, 
[image: image454.wmf]j

v

 
[image: image455.wmf])

,

1

(

n

j

=

 називаються потенціалами відповідно пунктів постачання і пунктів споживання.

Сформульована теорема дозволяє побудувати алгоритм знаходження розв’язку транспортної задачі.

Нехай одним із розглянутих вище методів побудовано опорний план транспортної задачі. Для кожного з пунктів постачання і споживання визначають потенціали 
[image: image456.wmf]i

u

 та 
[image: image457.wmf]j

v

 
[image: image458.wmf]m

i

,

1

(

=

, 
[image: image459.wmf])

,

1

n

j

=

. Ці числа знаходять із системи рівнянь
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де 
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 – тарифи, що стоять у заповнених клітинках таблиці умов транспортної задачі.

Оскільки число заповнених клітинок дорівнює 
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 невідомих містить 
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 рівнянь. Через те що кількість невідомих перевищує на одиницю кількість рівнянь, то одне з невідомих можна покласти рівним довільному числу, наприклад, 
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, і знайти послідовно з (6) значення решти невідомих.

Обчислення потенціалів ще можна провести за допомогою зображеної раніше схеми.
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), а проти руху стрілки – віднімати тариф від знайденого значення потенціалу 
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Після того, як усі потенціали знайдено, для кожної з вільних клітинок визначають числа 
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Якщо серед чисел 
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 немає додатних, то знайдений опорний план є оптимальним. Якщо ж для деякої вільної клітинки 
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, то початковий опорний план не є оптимальним і необхідно перейти до нового опорного плану. Для цього проглядають усі вільні клітинки, для яких 
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, і серед даних чисел вибирають максимальне. Клітинку, якій це число відповідає, слід заповнювати.
Заповнюючи вибрану клітинку, необхідно змінити об'єми постачань, записаних у ряді інших зайнятих клітинок і зв'язаних із заповненою так званим циклом.
Циклом у таблиці умов транспортної задачі називається ламана лінія, вершини якої розташовані в зайнятих клітинках таблиці, а ланки – уздовж рядків і стовпчиків, причому в кожній вершині циклу зустрічається рівно дві ланки, одна з яких знаходиться в рядку, а інша — у стовпчику.
Якщо ламана лінія, яка утворює цикл, перетинається, то точки самоперетину не будуть вершинами.

При правильній побудові опорного плану для будь-якої вільної клітинки можна побудувати лише один цикл. Після того, як для вибраної вільної клітинки він побудований, слід перейти до нового опорного плану. Для цього необхідно здійснити переміщення вантажу в межах клітинок, пов'язаних з даною вільною клітинкою. Це переміщення здійснюють за такими правилами:
1)  кожній з клітинок, зв'язаних циклом з даною вільною клітинкою,   приписують  певний  знак, причому  вільній клітинці — знак плюс,  а  всій  решті клітинок — по черзі  знаки мінус і плюс (називатимемо ці клітинки мінусовими і плюсовими);
2)  у дану вільну клітинку переносять менше з чисел 
[image: image480.wmf]ij

x

, що стоять у мінусових клітинках. Одночасно це число додають до відповідних чисел, що стоять у плюсових клітинках і віднімають від чисел, що стоять у мінусових клітинках. Клітинка, яка  раніше була  вільною,  стає зайнятою,  а  від’ємна клітинка, в якій стояло мінімальне з чисел 
[image: image481.wmf]ij

x

, вважається вільною.
У результаті вказаних вище переміщень вантажу в межах клітинок, зв'язаних циклом із даною вільною клітинкою, визначають новий опорний план транспортної задачі.
Описаний вище перехід від одного опорного плану транспортної задачі до іншого її опорного плану називається зсувом по циклу перерахунку.
Відзначимо, що при зсуві по циклу перерахунку кількість зайнятих клітинок залишається незмінною, а саме дорівнює 
[image: image482.wmf]1
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. При цьому якщо в мінусових клітинках є два (і більше) однакових числа 
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x

, то звільняють лише одну з таких клітинок, а інші залишають зайнятими (з нульовими постачаннями).
Одержаний новий опорний план транспортної задачі перевіряють на оптимальність. Для цього визначають потенціали пунктів постачання та споживання і знаходять числа 
[image: image484.wmf]ij
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 для всіх вільних клітинок. Якщо серед цих чисел не виявиться додатних, то це свідчить про те, що ми отримали оптимальний  план. Якщо ж додатні числа є, то слід перейти до нового опорного плану. В результаті ітераційного процесу після скінченого числа кроків одержують оптимальний план задачі.
Отже, процес знаходження розв’язку транспортної задачі методом потенціалів включає наступні етапи:
1.  Знаходять   опорний   план.   При цьому   число  заповнених
клітинок повинно дорівнювати 
[image: image485.wmf]1
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.
2.  Знаходять потенціали 
[image: image486.wmf]j

v

 і 
[image: image487.wmf]i

u

 відповідно пунктів споживання і постачання.
3.  Для кожної вільної клітинки визначають число 
[image: image488.wmf]ij

a

. Якщо серед  чисел  
[image: image489.wmf]ij
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  немає  додатних, то  одержано оптимальний план транспортної задачі, якщо ж вони є, то переходять до нового опорного плану.
4.  Серед додатних чисел 
[image: image490.wmf]ij
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 вибирають максимальне, будують для вільної клітинки, якій воно відповідає, цикл перерахунку і проводять зсув по циклу перерахунку.
5.  Одержаний опорний план перевіряють на оптимальність, тобто знову повторюють всі дії, починаючи з етапу 2.
Зауважимо, що при визначенні опорного плану або в процесі розв’язання задачі може бути одержаний вироджений опорний план. Щоб уникнути в цьому випадку зациклення, відповідні нульові елементи опорного плану слід замінити як завгодно малим додатним числом 
[image: image491.wmf]e

 і розв’язувати  задачу як невироджену. В оптимальному плані такої задачі вважаємо, що 
[image: image492.wmf]e

 дорівнює нулю.

Приклад. Для будівництва чотирьох об’єктів використовується цегла, яка виготовляється на трьох заводах. Щодня кожен із заводів може виготовити 100, 150, і 50 ум. од. цегли. Щоденні потреби в цеглі на кожному з об’єктів, що будуються, відповідно рівні 75, 80, 60 і 85 ум. од. Відомі також тарифи перевезень 1 ум. од. цегли з кожного із заводів до кожного з будівельних об’єктів:
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Скласти такий план перевезень цегли до будівельних об’єктів, при якому загальна вартість перевезень буде мінімальною.

Розв’язання. Оскільки умова балансу виконується: 100+150+50=75+80+60+85=300, можемо будувати опорний план задачі. Методом північно-західного кута отримаємо опорний план транспортної задачі
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при якому загальна вартість перевезень складає 
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Оскільки 
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 і ненульових елементів в 
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 теж 6, то план 
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 не вироджений і ми можемо перевірити його на оптимальність. Для цього знаходимо потенціали пунктів постачання і пунктів споживання.
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Схематично зобразимо перевезення цегли із 3 заводів на 4 об’єкти будівництва відповідно до плану перевезень 
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. Біля кожної стрілки вкажемо тариф перевезень із певного заводу на певний об’єкт. Покладемо 
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. Тоді, рухаючись за напрямом стрілки, будемо до потенціалу 
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) додавати відповідний тариф, а проти стрілки – від потенціалу 
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 (
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) віднімати відповідний тариф.
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Тепер для нульових елементів матриці 
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 обчислюємо 
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Через те що серед чисел 
[image: image514.wmf]ij
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 є додатні, то побудований план перевезень 
[image: image515.wmf]0
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 не є оптимальним і потрібно перейти до нового опорного плану. Найбільшим серед додатних 
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 є 
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. Тому для даної клітинки будуємо цикл перерахунку і здійснюємо зсув по цьому циклу.
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Цикл буде мати вершини в клітинках (1,3)+; (2,3)-; (2,2)+; (1,2)-. У мінусових клітинках 
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, а отже, число 25 віднімаємо від мінусових клітинок і додаємо до плюсових. Тоді покращений опорний план набуде вигляду:
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Вартість перевезень на прикладі 
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 становить 
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Цей план перевіряємо на оптимальність. Обчислюємо потенціали:
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Для кожної нульової клітинки матриці перевезень обчислюємо 
[image: image528.wmf]ij

a

:
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Оскільки 
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, то план 
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 не є оптимальним, а отже, будуємо цикл перерахунку для 0, що стоїть у клітинці (2,1). Вершинами циклу будуть клітинки (2,1)+ ; (1,1)- ; (1,3)+ ; (2,3)- .
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Розглянемо мінусові клітинки 
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 Число 35 додамо до плюсових вершин циклу та віднімемо від мінусових. Отримаємо новий опорний план 
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Вартість перевезень при цьому плані дорівнює  
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Для того, щоб визначити, чи буде план 
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 оптимальним, знайдемо спочатку потенціали 
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  а потім підрахуємо 
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План 
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 не оптимальний, оскільки 
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=6>0. Будуємо цикл із вершинами (1,4)+ ; (2,4)- ; (2,1)+ ; (1,1)- . 
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Оскільки всі 
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, то план 
[image: image564.wmf]3

X

 є оптимальним. При цьому плані вартість перевезень складає 665 ум. грош. од.

п.10.4. Метод диференціальних рент
Якщо при визначенні оптимального плану транспортної задачі методом потенціалів спочатку знаходився який-небудь її опорний план, а потім він послідовно покращувався, то при знаходженні розв’язку транспортної задачі методом диференціальних рент спочатку найкращим чином розподіляють між пунктами споживання частину вантажу (так званий умовно оптимальний розподіл) і на наступних ітераціях поступово зменшують загальну величину нерозподілених поставок. Первинний варіант розподілу вантажу визначають таким чином. У кожному із стовпців таблиці даних транспортної задачі знаходять мінімальний тариф. Знайдені числа обводять кружечками (або підкреслюють), а клітинки, в яких стоять вказані числа, заповнюють. У них записують максимально можливі числа. В результаті отримують деякий розподіл поставок вантажу в пункти призначення. Цей розподіл у загальному випадку не задовольняє обмеження вихідної транспортної задачі. Тому в результаті наступних кроків слід поступово скорочувати нерозподілені поставки вантажу так, щоб при цьому загальна вартість перевезень залишалася мінімальною. Для цього спочатку визначають надмірні і недостатні рядки.

Рядки, які відповідають постачальникам, запаси котрих повністю розподілені, а потреби пунктів призначення, які пов'язані з даними споживачами запланованими поставками, не задоволені, вважаються недостатніми. Ці рядки іноді називають також від’ємними. Рядки, запаси яких вичерпані не повністю, вважаються надлишковими. Іноді їх називають також додатними.
Після того, як визначені надлишкові і недостатні рядки, для кожного із стовпців знаходять різниці між числом у кружечку і найближчим до нього тарифом, записаним у надлишковому рядку. Якщо число в кружечку знаходиться в додатному рядку, то різницю не визначають. Серед одержаних чисел знаходять найменше. Це число називається проміжковою рентою. Після визначення проміжкової ренти переходять до нової таблиці. Цю таблицю отримуємо з попередньої таблиці додаванням до відповідних тарифів, що стоять у невід’ємних рядках, проміжкової ренти. Решта елементів не змінюється. При цьому всі клітинки нової таблиці вважають вільними. Після побудови нової таблиці починають заповнення її клітинок. Тепер уже число заповнюваних клітинок є на одиницю більшим, ніж на попередньому етапі. Ця додаткова клітинка знаходиться у стовпчику, в якому була записана проміжкова рента. Всі інші клітинки знаходяться по одній в кожному із стовпців, і в них записані найменші для даного стовпця числа, обведені кружечками. Обведеними кружечками будуть і два однакових числа, що стоять у стовпчику, в якому у попередній таблиці була записана проміжна рента.
Оскільки в новій таблиці число заповнених клітинок більше, ніж число стовпців, то при заповненні клітинок слід користуватися спеціальним правилом, суть якого така. Вибирають деякий стовпець (рядок), в якому є одна клітинка з поміщеним у ній кружечком. Цю клітинку заповнюють і виключають із розгляду даний стовпець (рядок). Після цього розглядають деякий рядок (стовпець), в якому є одна клітинка з поміщеним у ній кружечком. Цю клітинку заповнюють і виключають із розгляду даний рядок (стовпець). Продовжуючи таким чином, після скінченого числа кроків заповнюють усі клітинки, в яких поміщені кружечки з  числами. Якщо до того ж вдається розподілити весь вантаж, наявний у пунктах постачання, між пунктами споживання, то одержують оптимальний план транспортної задачі. Якщо ж оптимальний план не одержано, то переходять до нової таблиці. Для цього знаходять надлишкові і недостатні рядки, проміжкову ренту і на основі цього будують нову таблицю. При цьому можуть виникнути деякі ускладнення при визначенні знаку рядка, коли її нерозподілений залишок рівний нулю. В цьому випадку рядок вважають додатним за умови, що друга заповнена клітинка, яка стоїть у стовпці, який зв’язаний з даним рядком ще однією заповненою клітинкою, розташована в додатному рядку.
Після скінченого числа описаних вище ітерацій нерозподілений залишок стає рівним нулю. В результаті одержують оптимальний план даної транспортної задачі.
Описаний вище метод розв’язання транспортної задачі має простішу логічну схему розрахунків, ніж розглянутий вище метод потенціалів. Тому в більшості випадків для знаходження розв’язку конкретних транспортних задач із використанням ЕОМ застосовується метод диференціальних рент.

Приклад. Методом диференціальних рент знайти оптимальний план транспортної задачі, яка задана в табличній формі:


[image: image565]
Розв’язання. Дана транспортна задача збалансована, оскільки 180+350+20=110+90+120+80+150. Тому можемо перейти до нової таблиці, додавши до заданої один додатковий стовпчик для фіксування надлишку та недостачі і один рядок для запису відповідних різниць (табл. 3.38).

Таблиця 3.38
	
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Запаси
	Надлишок (+)

Недостача (-)

	А1
	7
	12
	4    120
	8
	8
	180
	+ 60

	А2
	1     110
	8      90
	6
	5    80
	3    70
	350
	–  80

	А3
	6
	13
	8
	7
	4
	20
	+ 20

	Потреби
	110
	90
	120
	80
	150
	550
	

	Різниця
	5
	4
	 - 
	2
	1
	
	


У кожному із стовпчиків В1 – В5  знаходимо мінімальні тарифи і обводимо або підкреслюємо їх. Кожну з клітинок, яка містить мінімальні тарифи, заповнюємо, записуючи в неї максимально допустиме число.

Наприклад, у клітинку (1, 3) записуємо число 120. Оскільки більше  підкреслених чисел у першому рядку немає, то тоді 180–120=60, і в останньому стовпчику таблиці записуємо +60. Тобто перший рядок виявився надлишковим або плюсовим. Аналогічно в третьому рядку підкреслених чисел немає зовсім, тому в останній стовпчик записуємо +20 – запаси пункту А3, які не використані. Тому третій рядок, як і перший, плюсовий. Заповнюємо клітинки другого рядка. У клітинку (1, 2) поміщаємо 110, в (2, 2) – 90, в (2, 4) – 80, що в сумі дає 280. У клітинку    (2, 5) потрібно б було помістити число 150, але 280+150=450, а це перевищує запаси пункту А1 на 80 одиниць. Тому в клітинку (2, 5) поміщається число 70, оскільки 280+70=350, а 80 одиниць, яких не вистачає, записують в останній стовпчик зі знаком « – ». Таким чином, другий рядок є недостатнім або мінусовим.

Отже, нами отримано умовно оптимальний план, згідно з яким повністю задоволені потреби пунктів В1, В2, В3,  В4,  а пункту В5 – частково. Тепер потрібно знайти різниці між мінімальними тарифами, записаними у надлишкових рядках, і тарифами, що стоять у заповнених клітинках. Результати записуємо в останній рядок. Отже, маємо 6–1=5; 12–8=4;         7–5=2;   4–3=1.


Вибираємо найменшу із знайдених різниць, яка називається проміжковою рентою. У даному випадку проміжкова рента дорівнює 1. Це число потрібно додати до кожного з тарифів мінусового рядка. 

Одержуємо нову таблицю (табл. 3.39):

Таблиця 3.39
	
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Запаси
	Надлишок (+)

Недостача (–)

	А1
	7
	12
	4    120
	8
	8
	180
	+ 60

	А2
	2     110
	9      90
	6
	6    80
	4    70
	350
	– 60

	А3
	6
	13
	8
	7
	4      20
	20
	    0

	Потреби
	110
	90
	120
	80
	150
	550
	

	Різниця
	5
	3
	 - 
	2
	1
	
	



Як і в попередньому випадку, знаходимо мінімальні тарифи, підкреслюємо їх і заповнюємо відповідні клітинки. У п’ятому стовпчику таких клітинок уже виявилось дві.


У (1, 3) поміщаємо 120, а значить 180–120=+60, і перший рядок виявився плюсовим. Аналогічно у (3, 5) поміщаємо 20, а отже, 20–20=0,  і третій рядок виявляється нульовим. Заповнюючи другий рядок, поміщаємо в клітинки (2, 1) – 110, (2, 2) – 90, (2, 4) – 80, що в сумі дає 280. У клітинку (2, 5) поміщаємо 70, а недостачу 60 записуємо в останньому стовпчику.


Визначаємо проміжкову ренту: min {7–2; 12–9; 8–6; 5–4} = min {5; 3; 2; 1} = 1.


Третій рядок нульовий, а тому його елементи при визначенні проміжкової ренти до розгляду не беруться. Переходимо до нової таблиці (табл. 3.40):
Таблиця 3.40
	
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Запаси
	

	А1
	7
	12
	4   120
	8
	5    60
	180
	0

	А2
	3     110
	10    90
	8
	7    80
	5    70
	350
	0

	А3
	7
	14
	9
	8
	5    20
	20
	0

	
	110
	 90
	120
	 80
	150
	550
	



Оскільки 
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 і число заповнених клітинок також дорівнює семи, останній стовпчик нульовий. А це означає, що всі запаси пунктів виробництва розподіляються відповідно до фактичних потреб пунктів споживання. Отже, ми отримали оптимальний план
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при якому загальні витрати на перевезення будуть такими:
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п. 10.5. Визначення оптимального плану транспортних задач,
що мають деякі ускладнення в їх постановці
При знаходженні розв’язку ряду конкретних транспортних задач часто буває необхідно враховувати додаткові обмеження, які не зустрічалися вище при розгляді простих варіантів даних задач. Зупинимося докладніше на деяких можливих ускладненнях в постановках транспортних задач.
1. При деяких реальних умовах перевезення вантажу з певного пункту постачання 
[image: image569.wmf]i

A

 в пункт споживання 
[image: image570.wmf]j

B

 не можуть бути здійснені. Для визначення оптимальних планів таких задач припускають, що тариф перевезення одиниці вантажу з пункту 
[image: image571.wmf]i

A

 в пункт 
[image: image572.wmf]j

B

 є скільки завгодно великою величиною 
[image: image573.wmf]M

, і за цієї умови відомими методами знаходять розв’язок нової транспортної задачі. При такому припущенні виключається можливість при оптимальному плані транспортної задачі перевозити вантаж із пункту 
[image: image574.wmf]i
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 в пункт 
[image: image575.wmf]j

B

. Такий підхід до  знаходження розв’язку транспортної задачі називають забороною перевезень або блокуванням відповідної клітинки таблиці даних задачі.
2. У окремих транспортних задачах додатковою умовою є забезпечення перевезення по відповідних маршрутах певної кількості вантажу. Нехай, наприклад, з пункту відправлення 
[image: image576.wmf]i
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 в пункт призначення 
[image: image577.wmf]j

B

 потрібно обов'язково перевезти 
[image: image578.wmf]ij

a

 одиниць вантажу. Тоді в клітинку таблиці даних транспортної задачі, що знаходиться на перетині рядка 
[image: image579.wmf]i
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 і стовпця 
[image: image580.wmf]j

B

, записують вказане число 
[image: image581.wmf]ij

a

, і надалі цю клітинку вважають вільною з як завгодно великим тарифом перевезень 
[image: image582.wmf]M

. Для отримання таким чином нової транспортної задачі знаходять оптимальний план, який визначає оптимальний план вихідної задачі.
3. Іноді потрібно знайти розв’язок транспортної задачі, при якому з пункту відправлення 
[image: image583.wmf]i

A

 в пункт призначення 
[image: image584.wmf]j

B

  повинно бути завезено не менше заданої кількості вантажу 
[image: image585.wmf]ij

a

. Для визначення оптимального плану такої задачі вважають, що запаси пункту 
[image: image586.wmf]i
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 і потреби пункту 
[image: image587.wmf]j

B

 менші фактичних на 
[image: image588.wmf]ij
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 одиниць. Після цього знаходять оптимальний план нової транспортної задачі, на підставі якого і визначають розв’язок вихідної задачі.
4. У деяких транспортних задачах потрібно знайти оптимальний план перевезень за умови, що з пункту відправлення 
[image: image589.wmf]i

A

 в пункт призначення  
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, перевозиться не більше ніж 
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 одиниць вантажу, тобто 
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.
Сформульовану задачу можна розв’язати так. У таблиці початкових даних задачі для кожного 
[image: image593.wmf]j

-го обмеження 
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 передбачають додатковий стовпець, тобто вводять додатковий пункт споживання. У даному стовпці записують ті ж тарифи, що і в стовпці 
[image: image595.wmf]j

B

 за винятком тарифу, що знаходиться в 
[image: image596.wmf]i

-му рядку. У додатковому стовпці в цьому рядку тариф вважають рівним деякому скільки завгодно великому числу 
[image: image597.wmf]M

. При цьому потреби пункту 
[image: image598.wmf]j

B

 вважають рівними 
[image: image599.wmf]ij

a

, а потреби щойно введеного пункту споживання вважають рівними 
[image: image600.wmf]ij
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b

-

. Розв’язок отриманої транспортної задачі може бути знайдено методом потенціалів, і тим самим буде визначений оптимальний план або встановлена нерозв'язність початкової задачі. Відзначимо, що початкова транспортна задача має розв’язок лише у тому випадку, коли для неї існує хоча б один опорний план.
Сформульовану вище задачу можна розв’язати і таким способом. З урахуванням обмеження 
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 за правилом мінімального елементу будують опорний план. При цьому, якщо величина записаного на даному кроці у відповідну клітинку числа визначається тільки обмеженням  
[image: image602.wmf]ij
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, то в подальшому з розгляду виключають тільки заповнену клітинку. В інших випадках із розгляду виключають або рядок, або стовпець (що-небудь одне).
Якщо в результаті складання плану постачань усі наявні запаси пунктів постачання розподілені і потреби в пунктах споживання задоволені, то отримано опорний план транспортної задачі.
Якщо в якомусь рядку (а отже, і в стовпці) залишився нерозподілений залишок, рівний d, то вводять додатковий пункт споживання і додатковий пункт постачання з потребами і запасами, рівними d. У клітинці, що знаходиться на перетині стовпця додаткового пункту споживання і рядка додаткового пункту постачання, тариф вважають рівним нулю. У всіх інших клітинках даного рядка і стовпця тарифи вважають рівними деякому скільки завгодно великому числу М. Отриману в результаті цього транспортну задачу розв’язують методом потенціалів. Після скінченого числа кроків або встановлюють, що початкова задача не має опорного плану, або знаходять її оптимальний план. При цьому 
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Зауважимо, що описаними вище методами можна також знайти розв’язок багатьох інших задач, які за своєю економічною суттю не пов’язані з транспортними перевезеннями.
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