Розділ 8. Трьохіндексні транспортні задачі.

§1. Класифікація транспортних задач.

Транспортні задачі розглядаються як спеціальний клас задач лінійного програмування. З іншого боку, задачі лінійного програмування можна розглядати як спеціальні класи транспортних задач. З цієї точки зору розрізняються такі класи транспортних задач:

1) Знайти такий набір чисел 
[image: image1.wmf]{

}

n

j

j

x

X

1

=

*

=

, при якому


[image: image2.wmf](

)

å

=

®

=

n

j

j

j

x

c

X

L

1

min

,
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Така задача називається одноіндексною транспортною задачею і позначається 
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2) Знайти набір чисел 
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Ця задача називається одноіндексною розподільчою задачею і позначається 
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. Заміною змінних 
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3) Знайти 
[image: image13.wmf]{

}

n

j

j

x

X

1

=

*

=

, при яких


[image: image14.wmf](

)

å

=

®

=

n

j

j

j

x

c

X

L

1

min

,

 і задовольняються обмеження


[image: image15.wmf]å

=

=

n

j

j

j

b

x

a

1



[image: image16.wmf]n

j

d

x

d

j

j

j

,

1

,

=

£

£

+

-

,

де 
[image: image17.wmf]-

j

d

, 
[image: image18.wmf]+

j

d

 — задані додатні числа. Ця задача позначається 
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, одержуємо одноіндексну транспортну задачу з обмеженими пропускними здатностями.

4) Задача лінійного програмування: знайти 
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5) Знайти 
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і які задовольняють обмеженням
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Ця задача називається двохіндексною аксіальною розподільчою задачею і позначається 
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 одноіндексних задач виду:


знайти набір 
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при обмеженнях
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6) Знайти набір 
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Ця задача називається двохіндексною біаксіальною транспортною задачею і позначається 
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 допускає наступне узагальнення: знайти 
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Ця задача називається двохіндексною біаксіальною розподільчою задачею, і позначається 
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§2. Трипланарна транспортна задача.

На практиці виникає задача складання плану транспортування деякого однорідного продукту від пунктів виробництва до пунктів споживання з використанням транспортних засобів різних типів, реалізація якого забезпечила би мінімальні транспортні затрати. Класичними методами розв’язати таку задачу неможливо, оскільки вартість транспортування одиниці продукту залежить не тільки від взаємного розміщення пунктів виробництва і споживання, але й від типу транспорту, і до звичайних транспортних обмежень додаються обмеження на кількість продукту, який перевозиться транспортними засобами даного типу.


Введемо такі позначення. Пунктам виробництва присвоїмо індекс 
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 — кількість (запас) продукції 
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-го пункту виробництва;
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 — кількість продукції, необхідної 
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 — кількість продукції, яка може бути перевезена усіма одиницями транспорту 
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Сукупність чисел 
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 називається трьохіндексною матрицею розмірності 
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 з фіксованим значенням одного індексу, наприклад 
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, називається двохвимірним перерізом орієнтації 
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Стовпчик матриці 
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 можна представити у вигляді трьохвимірної числової решітки.
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 називається планом транспортної задачі, а сам елемент матриці 
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 називається компонентою плану.

Вимоги до плану транспортування:

1) Із центрів виробництва має бути вивезений увесь запас продукції.

2) Попит усіх споживачів має бути задоволений у точній відповідності з їх потребами.

3) Кількість продукції, яка планується для перевозки 
[image: image85.wmf]k

-го типу має бути рівною можливостям засобів цього типу.

Все вище сказане приводить до таких рівностей:
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До цих умов додаємо вимогу невід’ємності кожної компоненти плану
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Вартість перевозки 
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(5)


Транспортна задача у випадку трьох змінних ставиться так: знайти набір чисел 
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Задача (1)-(5) називається трипланарною транспортною задачею і позначається 
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п.2.1. Властивості задачі 
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Набір змінних 
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, які задовольняють умовам (1)-(4) називається допустимим планом, або планом задачі. Кожному плану відповідає певне значення цільової функції. Допустимий план, який забезпечує мінімальне значення серед значень цільової функції на множині всіх допустимих планів, називається оптимальним планом задачі.


Теорема 1. Для того, щоб трипланарна задача (1)-(5) мала розв’язок, необхідно і достатньо, щоб виконувалась умова
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Умова (6) називається умовою балансу, а задача (1)-(5), для якої виконується умова (6) називається збалансованою. Таким чином, у збалансованій трипланарній транспортній задачі загальна кількість продукції, яка вивозиться з пунктів виробництва співпадає із загальним попитом споживачів та із загальною грузопідйомністю транспортних засобів.


Теорема 2 (Про число лінійно незалежних рівнянь).
Задача (1)-(3) містить 
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З теореми 2 випливає, що опорний план задачі 
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 додатних компонент. Якщо опорний план задачі (1)-(4) містить рівно 
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Сформулюємо задачу двоїсту до 
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На основі умов (7) відповідну числову решітку формуємо за таким правилом. Малюємо паралелепіпед, потім вибираємо напрями 
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Окрім виписаної вище числової решітки, обмеження (7) можна скомпонувати в таку таблицю
	
	
[image: image220.wmf]i


	1
	1
	1
	1
	1
	1
	2
	2
	2
	2
	2
	2
	3
	3
	3
	3
	3
	3
	
[image: image221.wmf]R



	
	
[image: image222.wmf]j


	1
	1
	2
	2
	3
	3
	1
	1
	2
	2
	3
	3
	1
	1
	2
	2
	3
	3
	

	
	
[image: image223.wmf]k


	1
	2
	1
	2
	1
	2
	1
	2
	1
	2
	1
	2
	1
	2
	1
	2
	1
	2
	

	1
	
[image: image224.wmf]1

E


	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	
[image: image225.wmf]1

a



	2
	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	
[image: image226.wmf]2

a



	3
	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	
[image: image227.wmf]3

a



	4
	
[image: image228.wmf]2

E


	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	
[image: image229.wmf]1

b



	5
	
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	
[image: image230.wmf]2

b



	6
	
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	
[image: image231.wmf]3

b



	7
	
[image: image232.wmf]3

E


	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	
[image: image233.wmf]1

c



	8
	
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	
[image: image234.wmf]2

c





Вектор вільних членів системи обмежень (7) позначимо як 
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п.2.2. Побудова початкового опорного плану

трипланарної транспортної задачі.


Метод північно-західного кута, який використовується для розв’язаня двохвимірної транспортної задачі, допускає узагальнення на випадок трьох і більше індексів. У випадку трьох індексів метод північно-західного кута називається методом послідовного розподілу. Алгоритм цього методу є таким.
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Якщо прийняти для визначеності 
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Вказана процедура може бути продовжена. На 
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Приклад. Знайти початковий опорний план трипланарної задачі

[image: image261.wmf]å

å

å

=

=

=

®

3

1

4

1

3

1

min

i

j

k

ijk

ijk

x

c

, 
[image: image262.wmf]0

³

ijk

x

, 
[image: image263.wmf]3

,

1

=

i

; 
[image: image264.wmf]4

,

1

=

j

; 
[image: image265.wmf]3

,

1

=

k


при таких обмеженнях:


[image: image266.wmf]22

5

3

8

9

12

1

16

7

7

343

333

323

313

243

233

223

213

143

133

123

113

342

332

322

312

242

232

222

212

142

132

122

112

341

331

321

311

241

231

221

211

141

131

121

111

343

342

341

243

242

241

143

142

141

333

332

331

233

232

231

133

132

131

323

322

321

223

222

221

123

122

121

313

312

311

213

212

211

113

112

111

343

342

341

333

332

331

323

322

321

313

312

311

243

242

241

233

232

231

223

222

221

213

212

211

143

142

141

133

132

131

123

122

121

113

112

111

=

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

=

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

=

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

=

+

+

+

+

+

+

+

+

=

+

+

+

+

+

+

+

+

=

+

+

+

+

+

+

+

+

=

+

+

+

+

+

+

+

+

=

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

=

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

=

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


Розв’язання. Відповідна числова решітка буде такою:
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Отже, трипланарна задача є збалансованою, а значить має розв’язок. Знаходимо його методом послідовного розподілу.
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Опорний план трипланарної задачі знайдено. Він містить рівно 
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п.2.3. Метод потенціалів розв’язання трипланарної

транспортної задачі.


Метод потенціалів розв’язання трипланарної транспортної задачі включає в себе попередній етап, на якому знаходиться початковий опорний план задачі та скінчене число однотипних ітерацій.
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§3. Наближені методи розв’язання трипланарних

транспортних задач.


Необхідність розробки та застосування наближених методів розв’язання трипланарних транспортних задач диктується такими причинами: 1) чисельні значення параметрів реальних транспортних задач, як правило, не є точними; 2) із збільшенням розмірності транспортних задач різко зростає трудоємкість їх розв’язку; 3) ефективний наближений алгоритм дозволяє одержувати опорний план, близький до оптимального.
п.3.1. Метод найменшого елементу в рядку.
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Ця транспортна задача може бути представлена так (у числовій решітці виписані значення матриці С):
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п.3.2. Метод мінімального елементу в перерізі 
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[image: image631.wmf]jk

c

1

 при 
[image: image632.wmf]3

,

2

=

k

. Маємо 


[image: image633.wmf]{

}

123

6

7

,

10

,

6

,

9

,

13

,

10

,

15

,

17

min

c

=

=

. Відповідний 
[image: image634.wmf]{

}

=

=

)

1

(

3

)

1

(

2

)

1

(

1

123

,

,

min

c

b

a

x

 


[image: image635.wmf]{

}

4

22

,

12

,

4

min

=

=

. Решта 
[image: image636.wmf]0

1

=

jk

x

 при 
[image: image637.wmf])

3

,

2

(

)

,

(

¹

k

j

, 
[image: image638.wmf]18

;

8

;

0

)

2

(

3

)

2

(

2

)

2

(

1

=

=

=

c

b

a

.

3) Переходимо до перерізу 
[image: image639.wmf]jk

c

2

. Оскільки при 
[image: image640.wmf]1

=

k

 відповідні 
[image: image641.wmf]ijk

x

 вже визначені, підраховуємо 
[image: image642.wmf]{

}

{

}

232

2

,

1

4

,

20

,

2

,

31

,

4

,

1

,

1

,

25

min

min

c

c

jk

k

j

=

=

=

.


[image: image643.wmf]{

}

{

}

5

5

,

9

,

7

min

,

,

min

)

2

(

2

)

2

(

3

)

2

(

2

232

=

=

=

c

b

a

x

. Решта 
[image: image644.wmf]0

2

=

ij

x

 при 
[image: image645.wmf])

3

,

2

(

)

,

(

¹

j

i

, 
[image: image646.wmf];

2

)

3

(

2

=

a

 
[image: image647.wmf];

4

)

3

(

3

=

b

 
[image: image648.wmf]0

)

3

(

2

=

c

.

4) Розглядаємо переріз 
[image: image649.wmf]jk

c

2

 при 
[image: image650.wmf]3

=

k

.


[image: image651.wmf]{

}

223

2

4

,

20

,

2

,

31

min

c

=

=

, 
[image: image652.wmf]{

}

{

}

2

18

,

8

,

2

min

,

,

min

)

3

(

3

)

3

(

2

)

3

(

3

223

=

=

=

c

b

a

x

. Всі 
[image: image653.wmf]0

2

=

jk

x

, крім 
[image: image654.wmf])

3

,

2

(

)

,

(

=

k

j

. Ітерації 5-8 проводяться аналогічно. Проведені обчислення записуємо в таблицю.

	
[image: image655.wmf]i

j


	1
	2
	3
	4
	
	
[image: image656.wmf])

0

(

i

a


	
[image: image657.wmf])

1

(

i

a


	
[image: image658.wmf])

2

(

i

a


	
[image: image659.wmf])

3

(

i

a


	
[image: image660.wmf])

4

(

i

a


	
[image: image661.wmf])

5

(

i

a



	1
	5

0
	
	
	11

0
	
	
	9

0
	
	
	3

3
	
	
	
	7
	4
	0
	0
	0
	0

	
	
	17

0
	
	
	15

0
	
	
	10

0
	
	
	13

0
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	9

0
	
	
	6

4
	
	
	10

0
	
	
	7

0
	
	
	
	
	
	
	

	2
	11

0
	
	
	8

0
	
	
	7

0
	
	
	8

0
	
	
	
	7
	7
	7
	2
	0
	0

	
	
	25

0
	
	
	1

0
	
	
	1

5
	
	
	4

0
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	31

0
	
	
	2

2
	
	
	20

0
	
	
	4

0
	
	
	
	
	
	
	

	3
	15

0
	
	
	45

0
	
	
	6

0
	
	
	25

0
	
	
	
	16
	16
	16
	16
	16
	11

	
	
	21

0
	
	
	8

0
	
	
	3

0
	
	
	15

0
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	13

1
	
	
	7

6
	
	
	9

4
	
	
	2

5
	
	
	
	
	
	
	

	
[image: image662.wmf])

0

(

j

b


	1
	12
	9
	8
	
[image: image663.wmf])

0

(

k

c


	3
	5
	22
	

	
[image: image664.wmf])

1

(

j

b


	1
	12
	9
	5
	
[image: image665.wmf])

1

(

k

c


	0
	5
	22
	

	
[image: image666.wmf])

2

(

j

b


	1
	8
	9
	5
	
[image: image667.wmf])

2

(

k

c


	0
	5
	18
	

	
[image: image668.wmf])

3

(

j

b


	1
	8
	4
	5
	
[image: image669.wmf])

3

(

k

c


	0
	0
	18
	

	
[image: image670.wmf])

4

(

j

b


	1
	6
	4
	5
	
[image: image671.wmf])

4

(

k

c


	0
	0
	16
	

	
[image: image672.wmf])

5

(

j

b


	1
	6
	4
	0
	
[image: image673.wmf])

5

(

k

c


	0
	0
	11
	



При знайденому плані 
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п.3.3. Метод нуль-перетворень.


Нуль-перетворенням цільової функції задачі 
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Індексний елемент 
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Розв’яжемо методом 0-перетворень попередній приклад, для чого матрицю 
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Аналогічним чином обчислюються 
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Результати обчислень 
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Множина 0-значних елементів (тобто таких, для яких 
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Отже, ведучий індексний елемент – це трійка індексів 
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Крок 2.

Здійснюємо 0-перетворення матриці 
[image: image722.wmf])

0

(

ijk

c

, вилучивши переріз 
[image: image723.wmf]k

i

c

4

.


[image: image724.wmf]{

}

1

;

0

;

0

;

1

;

0

;

0

min

3

2

1

3

2

1

3

2

1

,

1

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

g

g

g

b

b

b

a

a

a

jk

k

j

c

.

Одержуємо нову матрицю 
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Множина 
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Крок 3.

Параметрами 0-перетворення будуть 
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Здійснюючи операції, аналогічні попереднім крокам, одержуємо такі ненульові компоненти опорного плану: 
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Відповідна таблиця значень буде такою:
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Одержаний опорний план відрізняється від оптимального на 0,9%.
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