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Abstract. A Thiele‘s interpolation continued fraction with multiple knots
is analogue to the Hermit interpolation polynomial in the theory of contin-
ued fractions. The problem of constructing an oscillatory (tangent) to the
function f at the point z0 Thiele‘s interpolation continued fraction (OICFT)
is investigated in the paper. Only the values of the function f and its deriva-
tives at the point z0 are used to calculate coefficients of OICFT.

The proposed method of finding coefficients is based on the calculated
values of sums of m-multiplicity and does not involve calculating the values
of Hankel determinants.

Анотація. Інтерполяційний ланцюговий дріб Тіле з кратними вузла-
ми є аналогом інтерполяційного многочлена Ерміта в теорії ланцюгових
дробів. В роботі досліджується задача побудови оскуляторного (доти-
чного) до функції f в точці z0 інтерполяційного ланцюгового дробу Тіле
(ОІЛДТ). Для обчислення коефіцієнтів OICFT використовуються лише
значення функції f та її похідних у точці z0.

Запропонований метод знаходження коефіцієнтів ґрунтується на об-
числені значень m-кратних сум і не передбачає обчислення значень ган-
келевих визначників.
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1. ВСТУП. ОСНОВНИЙ РЕЗУЛЬТАТ РОБОТИ
Нехай функція f визначена на компакті Z Ă C. Функцію f можна

наближати многочленами [8], сплайнами [5], раціональними функція-
ми [38], апроксимантами Паде [1], ланцюговими дробами [7], тощо.

Ланцюгові дроби знайшли своє застосування в багатьох областях су-
часної математики [10, 18, 27]. Зокрема, ланцюгові дроби використову-
ють в задачах наближення функцій однієї комплексної змінної [7, 16,
19,22,31,37].

Вперше інтерполянт у вигляді ланцюгового дробу був запропонова-
ний Вронським [12,13]. Але дослідження Вронського залишилися непо-
міченими. Пізніше основи інтерполяції функцій ланцюговими дробами
було закладено в роботах Тіле [35] та Нерлунда [26]. В останні роки за-
цікавленість до інтерполяційних ланцюгових дробів та їх узагальнень
постійно зростає [20,21,23,33,34,41].

Існують декілька підходів до побудови оскуляторної (дотичної) ра-
ціональної інтерполянти, раціональної інтерполяції Ерміта та застосу-
вання отриманих інтерполянт в різних задачах. Так Зальццер в [32]
розглядає задача побудови q-точкової оскуляторної інтерполяційної ра-
ціональної функції R(x) = N(x)/M(x), де N(x), M(x) – многочлени,
яка задовольняє умовам
␣
R(xi)

((m)
= f (m)(xi), m = 0, ni , i = 1, r, q = n1 + n2 + ¨ ¨ ¨ + nr.

Степені многочленів N(x),M(x) або тотожні, або відрізняються на оди-
ницю. ФункціюR(x) запропоновано шукати у вигляді ланцюгового дро-
бу Тіле з кратними вузлами. Для відшукання коефіцієнтів ланцюгово-
го дробу розглядається алгоритм, який ґрунтується на послідовному
диференціюванні підхідних дробів ланцюгового дробу. Вдалося отри-
мати кілька перших рівнянь для відшукання коефіцієнтів. Задача рів-
номірної раціональної апроксимації на компакті досліджується в [30].
Доведено існування та єдиність найкращого наближення.

Классенс в [4] досліджує задачу раціональної інтерполяції Ерміта.
Отримані рекурентні співвідношення для суміжних елементів табли-
ці раціональних ермітових інтерполянт. В роботі [6] дано алгебричний
та геометричний описи множин вузлів для яких задача раціональної
ермітової інтерполяції не має розв’язку. Частинні випадки раціональ-
ної інтерполяції Ерміта функції дійсної змінною, коли задані значення
функції, її першої та другої похідних розглянуті в [14]. Рекурсивний
алгоритм побудови раціональної апроксиманти для ряду Лорана за-
пропоновано в [3]. Раціональна інтерполянта типу Тіле-Вернера для
векторнозначних функцій досліджується в [39]. В роботі [40] доводи-
ться існування та єдиність розв’язку задачі оскуляторної раціональної
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інтерполяції, що є комбінацією многочлена Ньютона та ланцюгового
дробу Тіле. Окремий випадок загальної інтерполяції Ерміта розглянуто
в [2]. Побудовані інтерполянти володіють властивостями апроксимант
типу Паде в околі нуля. В [15] розглядається задача обробки зобра-
жень. Використовується адаптивний оскуляторно-раціональний інтер-
полянт, який ґрунтується на ланцюгових дробах Тілу невисоких поряд-
ків. В роботі [17] інтерполяційна раціональна функція Ерміта, елементи
якої належать деякому полю, використовується в задачі виправлення
помилок алгебричних кодів.

Стаття організована наступним чином. У другому параграфі наве-
дені необхідні відомості з теорії ланцюгових дробів. Тридіагональні
визначники спеціального вигляду, які називаються континуантами,
розглянуто в третьому параграфі. Наведено деякі властивості конти-
нуант та доведено нове співвідношення, яке узагальнює теорему з [28].
Вказано взаємозв’язок між континуантами та ланцюговими дробами.
В четвертому параграфі обґрунтовані допоміжні співвідношення для
m-кратних сум елементів, що належать деякому полю. У п’ятому па-
раграфі досліджується задача відшукання коефіцієнтів оскуляторного
(дотичного) точці z0 до функції f інтерполяційного ланцюгового дробу
Тіле (ОІЛДТ)

Dn(z) =
Pn(z)

Qn(z)
= b0 +

n

K
k=1

z ´ z0

bk
, z0 P Z, bk P Czt0u, k = 0, n, (1.1)

для якого виконуються умови

Dn(z0) = f0,
(
Dn(z)

)(k) ˇ̌
z=z0

= fk, де fk = f (k)(z0), k = 0, n. (1.2)

Показано, що канонічні чисельник Pn(z) та знаменник Qn(z) є взаємно
прості многочлени над полем комплексних чисел, а також доведено
основний результат роботи:

Теорема 1.1. Нехай f (k)(z0) ‰ 0, z0 P Z, k = 1, n. Тоді ненульові
коефіцієнти оскуляторного інтерполяційного ланцюгового дробу Ті-
ле (1.1) визначаються через значення функції f та її похідних f (k),
k = 1, n, в точці z0 P Z за допомогою рекурентних формул

b0 = f0, b1 =
1

f1
, b2 =

´2f1
f2b1

. (1.3)

bk = ´

[k/2]ř
i=1

(k)ifk´iB[k´2,i´1]
1

fkB[k´1,0]
1 +

[k/2]ř
i=1

(k)ifk´iB[k,i]
1

, k = 3, n. (1.4)
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Величини B[k,i]
1 визначені в (4.2). Ще один метод знаходження коефі-

цієнтів ОІЛДТ розглянуто в шостому параграфі. Цей метод передбачає
обчислення коефіцієнтів апроксимаційного ланцюгового дробу Тіле че-
рез відношення ганкелевих визначників.

2. ДЕЯКІ ПОНЯТТЯ З ТЕОРІЇ ЛАНЦЮГОВИХ ДРОБІВ
В роботі будуть використовуватися наступні поняття з теорії ланцю-

гових дробів.

Означення 2.1 ([9]). Нескінченним ланцюговим дробом нази-
вається трійка послідовностей

!
taku8

1 , tbku8
0 , tDku8

0

)
, де елементи

b0, ak, bk – комплексні числа, ak ‰ 0, k P N, а елементи Dk належать
розширеній комплексній площині C̄ = C Y t8u і визначаються через
елементи taku8

1 , tbku8
0 наступним чином: нехай задана послідовність

дробово-лінійних перетворень
T0(w) := b0 + w, Tk(w) := ak/(bk + w), k P N,

тоді
D0 := T0(0), Dk := T0 ˝ T1 ˝ T2 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ Tk(0), k P N,

де ˝ – композиція перетворень.
Із означення випливає, що ланцюговий дріб є нескінченний вираз

вигляду

D = b0 +
a1

b1 +
a2

b2 + . . .
+

an

bn + . . .

,

який коротко записують наступним чином

D = b0 +

8
K
k=1

ak
bk

= b0 +
a1

b1 +

a2

b2 + ¨ ¨ ¨ +

an

bn + ¨ ¨ ¨ . (2.1)

Аналогічно, скінченний ланцюговий дріб

Dn = b0 +
a1

b1 +
a2

b2 + . . .
+
an

bn

, D0 = b0,
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який називають n-м підхідним дробом або n-м наближенням ланцюго-
вого дробу D, коротко записують так

Dn = b0 +

n

K
k=1

ak
bk

= b0 +
a1

b1 +

a2

b2 + ¨ ¨ ¨ +

an

bn
. (2.2)

Елементи ak і bk називають частинним чисельником і частинним
знаменником ланцюгового дробу D або Dn, відповідно. Ланцюговому
дробу (2.1) ставлять у відповідність послідовності tPnu, tQnu, які визна-
чаються системою лінійних різницевих рівнянь другого порядку [16]:

Pn = bnPn´1 + anPn´2, Qn = bnQn´1 + anQn´2, n P N, (2.3)
при початкових значеннях Q´1 = 0, Q0 = P´1 = 1, P0 = b0.

Елементи послідовностей Pn і Qn називають канонічним чисельни-
ком та канонічним знаменником n-го підхідного дробу (2.2) і записують
Dn = Pn/Qn. Канонічні чисельники та знаменники сусідніх підхідних
дробів Dn та Dn´1 задовольняють детермінантну формулу [16]

PnQn´1 ´ Pn´1Qn = (´1)n´1
nź

i=1

ai. (2.4)

Значення n-го підхідного дробу Dn можна знайти, наприклад, за допо-
могою формул (2.3), які називаються формулами Волліса.

Задача інтерполяції функцій комплексної змінної ланцюговим дро-
бом ставиться так. Нехай Z Ă C компакт, C(Z) – простір неперервних
функцій з рівномірною нормою ||f ||C(Z) = max

zPZ |f |. Припустимо, що
функція f P C(Z) визначена значеннями в точках множини

Z = tzi : zi P Z, zi ‰ zj , i, j = 0, nu, wi = f(zi), i = 0, n. (2.5)
Функція f наближається ланцюговим дробом вигляду

Dn(z) =
Pn(z)

Qn(z)
= b0 +

n

K
k=1

z ´ zk´1

bk
. (2.6)

Якщо коефіцієнти bk P Czt0u, k = 0, n, ланцюгового дробу (2.6) визна-
ченні таким чином, що виконуються інтерполяційні умови:

Dn(zk) = wk, k = 0, n, (2.7)

то ланцюговий дріб називається інтерполяційним ланцюговим дробом,
а якщо (2.6) є ланцюговим дробом Тіле, тоді це буде інтерполяційним
ланцюговим дробом Тіле (ІЛДТ). ІЛДТ є аналогом інтерполяційного
многочлена в теорії ланцюгових дробів. Коефіцієнти ІЛДТ визнача-
ються за допомогою алгоритму або обернених поділених різниць, або
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обернених різниць [11,24]. Ще одним способом визначення коефіцієнтів
ІЛДТ є рекурентне співвідношення у вигляді ланцюгового дробу [42]

b0 = w0, bk = ´zk ´ zk´1

bk´1 + ¨ ¨ ¨ +

zk ´ z1
b1 +

zk ´ z0
b0 ´ wk

, k = 1, n. (2.8)

3. КОНТИНУАНТИ ТА ЇХ ВЛАСТИВОСТІ
Означення 3.1 ([25]). Нехай задано дві послідовності takuns+1, tbkuns .
Континуантою називається тридіагональний визначник вигляду

Hxsy
n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

bs as+1 0 0 . . . 0 0
´1 bs+1 as+2 0 . . . 0 0
0 ´1 bs+2 as+3 . . . 0 0
0 0 ´1 bs+3 . . . 0 0
... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 0 . . . bn´1 an
0 0 0 0 . . . ´1 bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, s = 0, n, n P N. (3.1)

Континуанта Hxsy
n має порядок N = n + 1 ´ s. Елементами головної

діагоналі bk, k = s, n, та верхньої діагоналі ak, k = s+ 1, n, континуанти
можуть бути числа (дійсні або комплексні) або функції. Континуанти
загального вигляду розглядаються в [25]. Коротко континуанту запи-
сують наступним чином

Hxsy
n = K

(
as+1 as+2 . . . an´1 an

bs bs+1 bs+2 . . . bn´1 bn

)
, 0 ď s ď n, Hxn+1y

n = 1. (3.2)

Континуанта (3.1), як частинний випадок визначника Гессенберґа, за-
довольняє таке тричленне рекурентне співвідношення [36]:

Hxsy
m = bmHxsy

m´1 + amHxsy
m´2, m = s+ 1, n,

Hxsy
s = bs, Hxsy

s´1 = 1.
(3.3)

Теорема 3.2 ([28]). Якщо елемент головної діагоналі bi = 0, s ď i ď
n, а решта елементів головної діагоналі та всі елементів верхньої
діагоналі континуанти (3.2) відмінні від нуля, то

K
(

as+1 . . . ai´1 ai ai+1 . . . an
bs bs+1 . . . bi´1 0 bi+1 . . . bn

)
= ai+1Hxsy

i´1Hxi+2y
n .

Наступна теорема є узагальненням [28, теорема 3.1].

Теорема 3.3. Припустимо, що елементи ai, i = k,m, s+1 ď k ă m ď
n, континуанти (3.2) дорівнюють нулю, а решта елементів верхньої
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діагоналі, а також всі елементи головної діагоналі, відмінні від нуля.
Тоді

Hxsy
n =

m´1ź

j=k

bjHxsy
k´1Hxmy

n . (3.4)

Доведення. За припущенням теореми ai = 0 для i = k,m. Із (3.3)
маємо

Hxsy
k = bkHxsy

k´1 + akHxsy
k´2 = bkHxsy

k´1.

Аналогічно
Hxsy
k+1 = bk+1Hxsy

k + ak+1Hxsy
k´1 = bkbk+1Hxsy

k´1.

Продовжуючи далі отримаємо, що

Hxsy
i =

iź

j=k

bj Hxsy
k´1, i = k,m.

З останнього співвідношення та із (3.3) випливає, що

Hxsy
m+1 = bm+1Hxmy

s + am+1Hxsy
m´1 =

=
m´1ź

j=k

bj Hxsy
k´1(bmbm+1 + am+1) =

m´1ź

j=k

bj Hxsy
k´1H

xmy
m+1.

Отже, для n = m, m+1 формула (3.4) має місце. Припустимо, що вона
вірна для всіх n, коли m+ 2 ď n ă i. Тоді із (3.3) маємо

Hxsy
i+1 = bi+1Hxsy

i + ai+1Hxsy
i´1 =

=
m´1ź

j=k

bj Hxsy
k´1

(
bi+1Hxmy

i + ai+1Hxmy
i´1

)
=

m´1ź

j=k

bj Hxsy
k´1H

xmy
i+1 .

Формула (3.4) вірна для довільного значення n. □
Легко переконатися, що континуанта володіє властивістю інваріан-

тності відносно оберненого порядку елементів, тобто

K
(

as+1 as+2 ¨ ¨ ¨ an´1 an
bs bs+1 bs+2 ¨ ¨ ¨ bn´1 bn

)
= K

(
an an´1 ¨ ¨ ¨ as+2 as+1

bn bn´1 bn´2 ¨ ¨ ¨ bs+1 bs

)
.

Теорема 3.4 ([28]). Якщо w = Hx0y
n /Hx1y

n , де Hxiy
n ‰ 0, i = 0, 1, то

bn = ´
anK

(
an´2 an´3 ¨ ¨ ¨ a2 a1

bn´2 bn´3 bn´4 ¨ ¨ ¨ b1 b0 ´ w

)

K
(

an´1 an´2 ¨ ¨ ¨ a2 a1
bn´1 bn´2 bn´3 ¨ ¨ ¨ b1 b0 ´ w

) .
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Відомо [36], що скінчений ланцюговий дріб Dn можна подати у виг-
ляді відношення двох континуант, тобто

Dn = Hx0y
n /Hx1y

n , Pn = Hx0y
n , Qn = Hx1y

n . (3.5)

З теореми 3.4, (3.5) та (2.7) випливає, що (2.8) можна переписати у
вигляді

b0 = w0, bk =

´ K
(

zk ´ zk´1 zk ´ zk´2 ¨ ¨ ¨ zk ´ z1 zk ´ z0
0 bk´1 bk´2 ¨ ¨ ¨ b1 b0 ´ wk

)

K
(

zk ´ zk´2 zk ´ zk´3 . . . zk ´ z1 zk ´ z0
bk´1 bk´2 bk´3 . . . b1 b0 ´ wk

).

4. СПІВВІДНОШЕННЯ ДЛЯ m-КРАТНИХ СУМ
Нехай задано скінчену множину B, елементи якої належать деякому

полю F, тобто B = tbi : bi P F, bi ‰ 0, i = 0, nu. Введемо позначення

Bs
m =

mź

j=s

bj , Bs
s´1 = 1. (4.1)

Розглянемо m-кратні суми вигляду

B[n,m]
s =

n+1´2mÿ

i1=s

Bs
i1´1

n+3´2mÿ

i2=i1+2

Bi1+2
i2´1

n+5´2mÿ

i3=i2+2

Bi2+2
i3´1 ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨
n´3ÿ

im´1=im´2+2

B
im´2+2
im´1´1

n´1ÿ

im=im´1+2

B
im´1+2
im´1 Bim+2

n ,

(4.2)

де

B[n,1]
s =

n´1ÿ

i=s

Bs
i´1B

i+2
n , B[n,0]

s = Bs
n, B[n,m]

1 =

#
1, n = 2m,

0, n ă 2m,

0 ď m ď [
n+1
2

]
, 0 ď s ď n+ 1 ´ 2m.

(4.3)

Встановимо деякі співвідношення для кратних сум B[n,m]
s . З (4.2) ви-

пливає, що
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B[n,m]
s =

n+1´2mÿ

i=s

Bs
i´1B

[n,m´1]
i+2 =

= Bs
s´1B

[n,m´1]
s+2 +

n+1´2mÿ

i=s+1

Bs
i´1B

[n,m´1]
i+2 =

= B[n,m´1]
s+2 + bs

n+1´2mÿ

i=s+1

Bs+1
i´1B

[n,m´1]
i+2 =

= B[n,m´1]
s+2 + bsB[n,m]

s+1 .

(4.4)

Теорема 4.1. Вірними є співвідношення

B[m+1,0]
i = bm+1B[m,0]

i , i = 0,m, (4.5)

B[m+1,k]
1 = bk+1B[m,k]

1 +B[m´1,k´1]
1 , k = 1, [m/2], m = 0, n´ 1. (4.6)

Доведення. Співвідношення (4.5) очевидно виконується. За індукці-
єю доведемо (4.6). Нехай k = 1, тоді

bm+1B[m,1]
1 +B1

m´1 =
m´1ÿ

i=1

B1
i´1B

i+2
m+1 +B1

m´1B
m+2
m+1 =

=
mÿ

i=1

B1
i´1B

i+2
m+1 = B[m+1,1]

1 .

Якщо k = 2, то

bm+1B[m,2]
1 +B[m´1,1]

1 =

= bm+1

m´3ÿ

i1=1

B1
i1´1

m´1ÿ

i2=i1+2

Bi1+2
i2´1B

i2+2
m +

m´2ÿ

i=1

B1
i´1B

i+2
m´1 =

= B1
0

m´1ÿ

i2=3

B3
i2´1B

i2+2
m+1 +B1

1

m´1ÿ

i2=4

B4
i2´1B

i2+2
m+1 + ¨ ¨ ¨

+B1
m´4B

m´1
m´2B

m+1
m+1 +B1

0B
3
m´1B

m+2
m+1 +B1

1B
4
m´1B

m+2
m+1 + ¨ ¨ ¨

+B1
m´4B

m´1
m´1B

m+2
m+1 +B1

m´3B
m
m´1B

m+2
m+1 =

= B1
0

(m´1ÿ

i2=3

B3
i2´1B

i2+2
m+1 +B3

m´1B
m+2
m+1

)
+
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+B1
1

(m´1ÿ

i2=4

B4
i2´1B

i2+2
m+1 +B4

m´1B
m+2
m+1

)
+ ¨ ¨ ¨

+B1
m´4

(
Bm´1
m´2B

m+1
m+1 +Bm´1

m´1B
m+2
m+1

)
+B1

m´3B
m
m´1B

m+2
m+1 =

=
m´2ÿ

i1=1

B1
i1´1

mÿ

i2=i1+2

Bi1+2
i2´1B

i2+2
m+1 = B[m+1,2]

1 .

Нехай k = 3. Тоді

bm+1B[m,3]
1 +B[m´1,2]

1 = bm+1

m´5ÿ

i1=1

B1
i1´1

m´3ÿ

i2=i1+2

Bi1+2
i2´1

m´1ÿ

i3=i2+2

Bi2+2
i3´1B

i3+2
m +

+
m´4ÿ

i1=1

B1
i1´1

m´2ÿ

i2=i1+2

Bi1+2
i2´1B

i2+2
m´1 =

=
m´5ÿ

i1=1

B1
i1´1

m´3ÿ

i2=i1+2

Bi1+2
i2´1

m´1ÿ

i3=i2+2

Bi2+2
i3´1B

i3+2
m+1+

+
m´5ÿ

i1=1

B1
i1´1

( m´3ÿ

i2=i1+2

Bi1+2
i2´1B

i2+2
m´1B

m+2
m+1 +Bi1+2

m´3B
m
m´1B

m+2
m+1

)
+

+B1
m´5B

m´2
m´3B

m
m´1B

m+2
m+1 =

=
m´5ÿ

i1=1

B1
i1´1

( m´3ÿ

i2=i1+2

Bi1+2
i2´1

( m´1ÿ

i3=i2+2

Bi2+2
i3´1B

i3+2
m+1 +Bi2+2

m´1B
m+2+2
m+1

)
+

+Bi1+2
m´3B

m
m´1B

m+2
m+1

)
+B1

m´5B
m´2
m´3B

m
m´1B

m+2
m+1 = B[m+1,3]

1 .

Якщо k ě 4, то
bm+1B[m,k]

1 +B[m´1,k´1]
1 =

=
m+1´2kÿ

i1=1

B1
i1´1

m+3´2kÿ

i2=i1+2

Bi1+2
i2´1 ¨ ¨ ¨

m´3ÿ

ik´1=ik´2+2

B
ik´2+2
ik´1´1

m´1ÿ

ik=ik´1+2

B
ik´1+2
ik´1 Bik+2

m+1+

+
m+2´2kÿ

i1=1

B1
i1´1

m+4´2kÿ

i2=i1+2

Bi1+2
i2´1 ¨ ¨ ¨

m´4ÿ

ik´2=ik´3+2

B
ik´3+2
ik´2´1ˆ

ˆ
m´2ÿ

ik´1=ik´2+2

B
ik´2+2
ik´1´1B

ik´1+2
m´1 Bm+2

m+1 =
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=
m+1´2kÿ

i1=1

B1
i1´1

(m+3´2kÿ

i2=i1+2

Bi1+2
i2´1

(
¨ ¨ ¨
( m+3ÿ

ik´1=ik´2+2

B
ik´2+2
ik´3´1ˆ

ˆ
( m´1ÿ

ik=ik´1+2

B
ik´1+2
ik´1 Bik+2

m+1 +B
ik´1+2
m´1 Bm+2

m+1

)
+

+B
ik´1+2
m´1 Bm

m´1B
m+2
m+1

)
¨ ¨ ¨
)
+

+Bi1+2
m+3´2k

k+1ź

s=3

Bm+2s´2k
m+2s´2k´1

)
+B1

m+1´2k

k+1ź

s=2

Bm+2s´2k
m+2s´2k´1.

Послідовно знаходимо суми, що містяться в дужках. В результаті отри-
муємо, що

bm+1B[m,k]
1 +B[m´1,k´1]

1 = B[m+1,k]
1 . □

Теорема 4.2. Виконуються співвідношення

B[n,0]
1 = B[k,0]

1 B[n,0]
k+1 , 1 ď k ď n´ 1, (4.7)

B[n,l]
1 =

$
’’&
’’%

kř
i=0

B[2k´i,k´i]
1 B[n,l´k+i]

2k+1´i , якщо k ă l,

lř
i=0

B[k+l´i,l´i]
1 B[n,i]

k+l+1´i, якщо k ě l,

(4.8)

де l = 1, [n/2], 1 ď k ď n´ l ´ 1.

Доведення. Оскільки B[n,0]
1 = B1

kB
k+1
n = B[k,0]

1 B[n,0]
k+1 , то (4.7) вірне.

Доведемо (4.8) за індукцією. Якщо l = 1, то із (4.4), (4.5) та (4.6) отри-
муємо:

B[n,1]
1 = B[n,0]

3 + b1B[n,1]
2 = B[2,1]

1 B[n,0]
3 +B[1,0]

1 B[n,1]
2 =

= B[2,1]
1 b3B[n,0]

4 +B[1,0]
1

(
B[n,0]

4 + b2B[n,1]
3

)
=

=
(
b3B[2,1]

1 +B[1,0]
1

)
B[n,0]

4 + b2B[1,0]
1 B[n,1]

3 =

= B[3,1]
1 B[n,0]

4 +B[2,0]
1 B[n,1]

3 =

= B[3,1]
1 b4B[n,0]

5 +B[2,0]
1

(
B[n,0]

5 + b3B[n,1]
4

)
=

=
(
b4B[3,1]

1 +B[2,0]
1

)
B[n,0]

5 + b3B[2,0]
1 B[n,1]

4 =

= B[4,1]
1 B[n,0]

5 +B[3,0]
1 B[n,1]

4 .
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Отже, для l = 1 співвідношення (4.8) виконується, коли k = 1, 2, 3.
Припустимо, що (4.8) виконується для k = m ´ 1, де 3 ă m ď n ´ 2.

Тоді з (4.4), (4.5) та (4.6) отримуємо

B[n,1]
1 = B[m,1]

1 bm+1B[n,0]
m+2 +B[m´1,0]

1

(
B[n,0]
m+2 + bmB[n,1]

m+1

)
=

=
(
bm+1B[m,1]

1 +B[m´1,0]
1

)
B[n,0]
m+2 + bmB[m´1,0]

1 B[n,1]
m+1 =

= B[m+1,1]
1 B[n,0]

m+2 +B[m,0]
1 B[n,1]

m+1.

Отже, коли l = 1, то (4.8) є вірним для довільного k, 1 ď k ď n´ 2.
Нехай l = 2. Скористаємося (4.4). Тоді

B[n,2]
2 = B[2,1]

1 B[n,1]
3 +B[1,0]

1 B[n,2]
2 =

= B[2,1]
1

(
B[n,0]

5 + b3B[n,1]
4

)
+B[1,0]

1

(
B[n,1]

4 + b2B[n,2]
3

)
=

=
(
B[2,1]

1 + b4B[3,2]
1

)
B[n,0]

5 +
(
B[1,0]

1 + b3B[2,1]
1

)
B[n,1]

4 + b2B[1,0]
1 B[n,2]

3 .

Згідно з (4.3) B[2,1]
1 = 1,B[3,2]

1 = 0. Послідовно використовуючи (4.4)
та (4.6) отримуємо

B[n,2]
2 = B[4,2]

1 B[n,0]
5 +B[3,1]

1 B[n,1]
4 +B[2,0]

1 B[n,2]
3 =

= B[4,2]
1 b5B[n,0]

6 +B[3,1]
1

(
B[n,0]

6 + b4B[n,1]
5

)
+B[2,0]

1

(
B[n,1]

5 + b3B[n,2]
4

)
=

=
(
B[3,1]

1 + b5B[4,2]
1

)
B[n,0]

6 +
(
B[2,0]

1 + b4B[3,1]
1

)
B[n,1]

5 + b3B[2,0]
1 B[n,2]

4 =

= B[5,2]
1 B[n,0]

6 +B[4,1]
1 B[n,1]

5 +B[3,0]
1 B[n,2]

4 .

Отже, коли l = 2, то (4.8) виконується для k = 1, 2, 3.
Зробимо припущення, що співвідношення вірне для k = m´ 2. Тоді,

згідно із (4.4), (4.5) та (4.6), отримуємо:

B[n,2]
2 = B[m,2]

1 bm+1B[n,0]
m+2 +B[m´1,1]

1

(
B[n,0]
m+2 + bmB[n,1]

m+1

)
+

+B[m´2,0]
1

(
B[n,1]
m+1 + bm´1B[n,2]

m

)
=

=
(
B[m´1,1]

1 + bm+1B[m,2]
1

)
B[n,0]
m+2 +

(
B[m´2,0]

1 + bmB[m´1,1]
1

)
B[n,1]
m+1+

+ bm´1B[m´2,0]
1 B[n,2]

m =

= B[m+1,2]
1 B[n,0]

m+2 +B[m,1]
1 B[n,1]

m+1 +B[m´1,0]
1 B[n,2]

m .

Отже, коли l = 2, то (4.8) має місце для довільного 1 ď k ď n´ 3.
Нехай 2 ă l ď [n/2]. Тоді

B[n,l]
1 = B[2,1]

1 B[n,l´1]
3 +B[1,0]

1 B[n,l]
2 =



150 Ю. Мисло, М. Пагіря

= B[2,1]
1

(
B[n,l´2]

5 + b3B[n,l´1]
4

)
+B[1,0]

1

(
B[n,l´1]

4 + b2B[n,l]
3

)
=

=
(
B[2,1]

1 + b4B[3,2]
1

)
B[n,l´2]

5 +
(
B[1,0]

1 + b3B[2,1]
1

)
B[n,l´1]

4 + b2B[1,0]
1 B[n,l]

3 =

= B[4,2]
1 B[n,l´2]

5 +B[3,1]
1 B[n,l´1]

4 +B[2,0]
1 B[n,l]

3 =

=
(
B[n,l´3]

7 + b5B[n,l´2]
6

)
B[4,2]

1 +
(
B[n,l´2]

6 + b4B[n,l´1]
5

)
B[3,1]

1 +

+
(
B[n,l´1]

5 + b3B[n,l]
1

)
B[2,0]

1 =

=
(
B[4,2]

1 + b6B[5,3]
1

)
B[n,l´3]

7 +
(
B[3,1]

1 + b5B[4,2]
1

)
B[n,l´2]

6 +

+
(
B[2,0]

1 + b4B[3,1]
1

)
B[n,l´1]

5 + b3B[2,0]
1 B[n,l]

4 =

= B[6,3]
1 B[n,l´3]

7 +B[5,2]
1 B[n,l´2]

6 +B[4,1]
1 B[n,l´1]

5 +B[3,0]
1 B[n,l]

4 .

Якщо припустити, що (4.8) є вірним для k = m, де 3 ă m ď l ´ 1, то

B[n,m]
1 =

mÿ

i=0

B[2m´i,m´i]
1 B[n,l´m+i]

2m+1´i =

=
mÿ

i=0

B[2m´i,m´i]
1

(
B[n,l´m+i´1]

2m+3´i + b2m+1´iB[n,l´m+i]
2m+2´i

)
=

=
m+1ÿ

i=0

(
B[2m´i,m´i]

1 + b2m+2´iB[2m+1´i,m+1´i]
1

)
B[n,l´m+i´1]

2m+3´i =

=
m+1ÿ

i=0

B[2m+2´i,m+1´i]
1 B[n,l´m+i´1]

2m+3´i .

Припустимо, що для m ą l виконується співвідношення

B[n,l]
1 =

lÿ

i=0

B[m+l´i,l´i]
1 B[n,i]

m+l+1´i.

Тоді із (4.4), (4.5) та (4.6) випливає, що

B[n,l]
1 = B[m+l,l]

1 bm+l+1B[n,0]
m+l+2+

+
lÿ

i=1

B[m+l´i,l´i]
1

(
B[n,i´1]
m+l+3´ibm+l+1´iB[n,i]

m+l+2´i
)
=

=
l´1ÿ

i=0

(
B[m+l´i´1,l´i´1]

1 + bm+l+1´iB[m+l´i,l´i]
1

)
B[n,i]
m+l+2´i+
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+ bm+1B[m,0]
1 B[n,l]

m+2 =

=
lÿ

i=0

B[m+l+1´i,l´i]
1 B[n,i]

m+l+2´i.

Таким чином (4.8) обґрунтовано. □

5. ОСКУЛЯТОРНИЙ ІНТЕРПОЛЯЦІЙНИЙ ЛАНЦЮГОВИЙ ДРІБ ТІЛЕ
Розглянемо задачу (1.1)-(1.2), тобто визначимо коефіцієнти ОІЛДТ

у формулі (1.1) так, щоб виконувалися умови (1.2).
З (2.3) випливає [42], що Dn(z) раціональна функція виду rk,l(z), де

степені многочленів чисельника та знаменника задовольняють нерівно-
сті

degPn(z) = k ď [(n+ 1)/2], degQn(z) = l ď [n/2].

Розглянемо функціональну континуанту

Txsy
m (z) = K

(
z ´ z0 z ´ z0 z ´ z0 ¨ ¨ ¨ z ´ z0

bs bs+1 bs+2 bs+3 ¨ ¨ ¨ bm

)
, s ă m. (5.1)

Згідно з (3.5) ОІЛДТ (1.1) можна подати через відношення континуант,
тобто

Dn(z) = Tx0y
n (z)/Tx1y

n (z), Pn(z) = Tx0y
n (z), Qn(z) = Tx1y

n (z).

Легко бачити, що із (5.1) випливає співвідношення
Txsy
m (z)

ˇ̌
z=z0

= Bs
m, (5.2)

де Bs
m визначено в (4.1).

Теорема 5.1. Якщо коефіцієнти bk, k = 1, n, ОІЛДТ (1.1) скінченні
та відмінні від нуля, то:
а) канонічні чисельник Pn(z) та знаменник Qn(z) не мають спіль-
них нулів, тобто многочлени Pn(z) та Qn(z) є взаємно прості
многочлени над полем комплексних чисел C;

б) ланцюговий дріб Dn(z) – нескоротна раціональна функція.
Доведення. Доведемо теорему за індукцією. Коли n = 1, то много-
члени P1(z) = b0b1 + z ´ z0 та Q1(z) = b1 спільних нулів не мають.

Якщо n = 2, то
P2(z) = b0b1b2 + (b0 + b2)(z ´ z0), Q2(z) = b1b2 + z ´ z0.

Згідно з детермінантною формулою (2.4)
P2(z)Q1(z) ´ P1(z)Q2(z) = ´(z ´ z0)

2.
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Оскільки многочлени P1(z) та Q1(z) спільних нулів не мають, то спіль-
ним нулем P2(z) та Q2(z) може бути лише z = z0. Але z0 не є нулем ані
P2(z), ані Q2(z). Отже, для n = 1, 2 теорема вірна.

Припустимо, що твердження теореми виконується для n = k ´ 1.
Коли n = k, то за детермінантною формулою

Pk(z)Qk´1(z) ´ Pk´1(z)Qk(z) = (´1)k´1(z ´ z0)
k.

За припущенням індукції Pk´1(z) та Qk´1(z) спільних нулів не мають,
тому спільним нулем Pk(z) та Qk(z) може бути лише z = z0. Але із (5.2)
випливає, що

Pk(z0) = B0
k ‰ 0, Qk(z0) = B1

k ‰ 0.

Отже z0 не є спільним нулем многочленів Pk(z) та Qk(z), а значить
теорема вірна також для n = k. □

З теореми 5.1 випливає, що ОІЛДТ (1.1) можна переписати у еквіва-
лентному вигляді Dn(z)Qn(z) = Pn(z). Згідно формули Лейбніца для
похідної k–го порядку добутку двох функцій маємо:

kÿ

s=0

(
k
s

)
D(s)
n (z)Q(k´s)

n (z) = P (k)
n (z),

або
kÿ

s=0

(
k
s

)
D(s)
n (z)

(
Tx1y
n (z)

)(k´s)
=
(
Tx0y
n (z)

)(k)
. (5.3)

У роботі [28] доведено, що

(
Txsy
n (z)

)(m)
= m!

n+1´2mÿ

i1=s

Txsy
i1´1(z)

n+3´2mÿ

i2=i1+2

Txi1+2y
i2´1 (z)ˆ

ˆ
n+5´2mÿ

i3=i2+2

Txi2+2y
i3´1 (z) ¨ ¨ ¨

n´3ÿ

im´1=im´2+2

Txim´2+2y
im´1´1 (z)ˆ

ˆ
n´1ÿ

im=im´1+2

Txim´1+2y
im´1 (z)Txim+2y

n (z),

(5.4)

коли m ď [
n+1´s

2

]
, і

(
Txsy
n (z)

)(m)
= 0, (5.5)

коли m ą [
n+1´s

2

]
, s = 0, 1.
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З (4.2), (5.2) та (5.4)-(5.5) маємо, що

(
Txsy
n (z)

)(m)
ˇ̌
ˇ
z=z0

=

#
m!B[n,m]

s , m ď [(n+ 1 ´ s)/2],

0, m ą [
(n+ 1 ´ s)/2

]
, s = 0, 1.

(5.6)

З (1.2) та (5.6) випливає, що співвідношення (5.3) для z = z0 запи-
шеться наступним чином

kÿ

i=0

(k)ifk´iB[n,i]
1 = k!B[n,k]

0 , (5.7)

де (k)s = k(k´1) . . . (k´s+1) – символ Похгаммера, (k)0 = 1. Перейдемо
до доведення основного результату роботи.
Доведення теореми 1.1. Покажемо, що при виконанні умов теореми
мають місце співвідношення

b0 = f0, b1f1 = 1,

[k/2]ÿ

i=0

(k)ifk´iB[k,i]
1 = 0, k = 2, n. (5.8)

Доведемо (5.8) за індукцією. Якщо k = 0, то з (5.7) отримуємо, що
f0B[n,0]

1 = b0B[n,0]
1 . Оскільки за припущенням B[n,0]

1 ‰ 0, то (5.8) вірне
для k = 0.

Нехай k = 1. Тоді (5.7) має вигляд f1B[n,0]
1 + f0B[n,1]

1 = B[n,1]
0 . З (4.4)

та (4.7) випливає, що

f1b1B[n,0]
2 + f0B[n,1]

1 = B[n,0]
2 + b0B[n,1]

1 .

За припущенням B[n,0]
2 ‰ 0 і (5.8) вірне для k = 0, то (5.8) виконується

для k = 1.
Нехай k = 2. Тоді співвідношення (5.7) запишеться у вигляді

f2B[n,0]
1 + 2f1B[n,1]

1 + 2f0B[n,2]
2 = 2B[n,2]

0 .

До B[n,0]
1 застосуємо (4.7) для k = 2, до B[n,1]

1 використаємо (4.8) для
k = 1 і до B[n,2]

0 застосуємо (4.4). Маємо

f2B[2,0]
1 B[n,0]

3 + 2f1
(
B[2,1]

1 B[n,0]
3 +B[1,0]

1 B[n,1]
2

)
+ 2f0B[n,2]

2 =

= 2
(
B[n,1]

2 + b0B[n,2]
2

)
,

або
(
f2B[2,0]

1 + 2f1B[2,1]
1

)
B[n,3]

0 + 2
(
f1B[1,0]

1 ´ 1
)
B[n,1]

2 + 2
(
f0 ´ b0

)
B[n,2]

2 = 0.

Оскільки (5.8) виконуються для k = 0, 1 і B[n,0]
3 ‰ 0, то маємо, що (5.8)

виконується при k = 2.
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Коли k = 3, то співвідношення (5.7) запишеться у вигляді

f3B[n,0]
1 + 3f2B[n,1]

1 + 6f1B[n,2]
2 + 6f0B[n,3]

1 = 6B[n,3]
0 .

Для B[n,0]
1 скористаємося (4.7) при k = 3, для B[n,1]

1 і B[n,2]
2 використає-

мо (4.8) при k = 2 та k = 1, відповідно, до B[n,3]
0 застосуємо (4.4). Тоді

маємо

f3B[3,0]
0 B[n,0]

4 + 3f2
(
B[3,1]

1 B[n,0]
4 +B[2,0]

1 B[n,1]
3

)
+

+ 6f1
(
B[2,1]

1 B[n,1]
3 +B[1,0]

1 B[n,2]
2

)
+ 6f0B[n,3]

1 = 6B[n,2]
2 + 6b0B[n,3]

1 ,

або
(
f3B[3,0]

0 + 3f2B[3,1]
1

)
B[n,0]

4 + 3
(
f2B[2,0]

1 + 2f1B[2,1]
1

)
B[n,1]

3 +

+ 6
(
f1B[1,0]

1 ´ 1
)
B[n,2]

2 + 6(f0 ´ b0)B[n,3]
1 = 0.

Було доведено, що співвідношення (5.8) для k = 0, 1, 2 мають місце і за
припущенням B[n,0]

4 = B0
4 ‰ 0. Тоді f3B[3,0]

0 + 3f2B[3,1]
1 = 0. Отже (5.8)

вірне для k = 3.
Нехай k = 4. В цьому випадку (5.7) набуває вигляду

f4B[n,0]
1 + 4f3B[n,1]

1 + 12f2B[n,2]
2 + 24f1B[n,3]

1 + 24f0B[n,4]
1 = 24B[n,4]

0 .

Для B[n,0]
1 скористаємося (4.7), коли k = 4, для B[n,s]

1 , s = 1, 2, 3, вико-
ристаємо (4.8) для k = 4 ´ s, для B[n,4]

0 застосуємо (4.4). Отримуємо

f4B[4,0]
1 B[n,0]

5 + 4f3
(
B[4,1]

1 B[n,0]
5 +B[3,0]

0 B[n,1]
4

)
+

+ 12f2
(
B[4,2]

1 B[n,0]
5 +B[3,1]

1 B[n,1]
4 +B[2,0]

1 B[n,2]
3

)
+

+ 24f1
(
B[2,1]

1 B[n,2]
3 +B[1,0]

1 B[n,3]
2

)
+ 24f0B[n,4]

1 =

= 24
(
B[n,3]

2 + b0B[n,4]
1

)
,

або
(
f4B[4,0]

1 + 4f3B[4,1]
1 + 12f2B[4,2]

1

)
B[n,0]

5 +

+ 4
(
f3B[3,0]

1 + 3f2B[3,1]
1

)
B[n,1]

4 + 12
(
f2B[2,0]

1 + 2f1B[2,1]
1

)
B[n,2]

3 +

+ 24
(
f1B[1,0]

1 ´ 1
)
B[n,3]

2 + 24(f0 ´ b0)B[n,4]
1 = 0.

Оскільки (5.8) виконуються для k = 0, 3 і B[n,0]
5 ‰ 0, то отримуємо

f4B[4,0]
1 + 4f3B[4,1]

1 + 12f2B[4,2]
1 = 0.

Тобто (5.8) вірне для k = 4.
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Припустимо, що співвідношення (5.8) виконується для 2 ď k ď m´1.
Нехай k = m. Тоді (5.7) запишеться у вигляді

lÿ

i=0

(m)ifm´iB[n,i]
1 +

mÿ

i=l+1

(m)ifm´iB[n,i]
1 = m!B[n,m]

0 , l = [m2 ]. (5.9)

Для B[n,0]
1 використаємо (4.7) з k = m, для B[n,s]

1 скористаємося (4.8),
при k = m´ s, s = 1, 2, . . . ,m´ 1, а для B[n,m]

0 застосуємо (4.4). Розгля-
немо окремо два випадки: а) m = 2r; б) m = 2r + 1.

а) Нехай m = 2r. Маємо:

fmB[m,0]
1 B[n,0]

m+1 +mfm´1

(
B[m,1]

1 B[n,0]
m+1 +B[m´1,0]

1 B[n,1]
m

)
+

+ (m)2fm´2

(
B[m,2]

1 B[n,0]
m+1 +B[m´1,1]

1 B[n,1]
m +B[m´2,0]

1 B[n,2]
m´1

)
+

+ (m)3fm´3

(
B[m,3]

1 B[n,0]
m+1 +B[m´1,2]

1 B[n,1]
m +

+B[m´2,1]
1 B[n,2]

m´1 +B[m´3,1]
1 B[n,3]

m´2

)
+ ¨ ¨ ¨

+ (m)rfr

(
B[m,r]

1 B[n,0]
m+1 +B[m´1,r´1]

1 B[n,1]
m +

+B[m´2,r´2]
1 B[n,2]

m´1 + ¨ ¨ ¨ +B[r,0]
1 B[n,r]

r+1

)
+

+ (m)r+1fr´1

(
B[m´2,r´1]

1 B[n,2]
m´1 +B[m´3,r´2]

1 B[n,3]
m´2+

+B[m´4,r´3]
1 B[n,4]

m´3 + ¨ ¨ ¨ +B[r´1,0]
1 B[n,r+1]

r

)
+ ¨ ¨ ¨

+ (m)m´1f1

(
B[2,1]

1 B[n,m´2]
3 +B[1,0]

1 B[n,m´1]
2

)
+m!f0B[n,m]

1 =

= m!
(
B[n,m´1]

2 + b0B[n,m]
1

)
.

Згрупуємо члени при B[n,i]
m+1´1, i = 0,m. Отримуємо

B[n,0]
m+1

(
fmB[m,0]

1 +mfm´1B[m,1]
1 + (m)2fm´2B[m,2]

1 +

+ (m)3fm´3B[m,3]
1 + ¨ ¨ ¨ + (m)rfrB[m,r]

1

)
+

+mB[n,1]
m

(
fm´1B[m´1,0]

1 + (m´ 1)fm´2B[m´1,1]
1 +

+ (m´ 1)2fm´3B[m´1,2]
1 + ¨ ¨ ¨ + (m´ 1)r´1frB[m´1,r´1]

1

)
+



156 Ю. Мисло, М. Пагіря

+ (m)2B[n,2]
m

(
fm´2B[m´2,0]

1 + (m´ 2)fm´3B[m´2,1]
1 + ¨ ¨ ¨+

+ (m´ 2)r´2frB[m´2,r´2]
1 + (m´ 2)r´1fr´1B[m´2,r´1]

1

)
+ ¨ ¨ ¨

+ (m)m´2B[n,m´2]
3

(
f2B[2,0]

1 + 2f1B[2,1]
1

)
+

+ (m)m´1B[n,m´1]
2

(
f1B[1,0]

1 ´ 1
)
+

+ (m)mB[n,m]
1 (f0 ´ b0) = 0.

За припущенням індукції (5.8) виконуються для k = 2,m´ 1 і крім
того B[n,0]

m+1 ‰ 0. Тоді

fmB[m,0]
1 +mfm´1B[m,1]

1 + (m)2fm´2B[m,2]
1 + ¨ ¨ ¨ + (m)rfrB[m,r]

1 = 0.

Отже, (5.8) вірне для m = 2r.
б) Нехай m = 2r + 1. Підставимо (4.4), (4.7) та (4.8) в (5.9). Повто-

ривши аналогічні міркування отримаємо, що (5.8) також має місце у
цьому випадку.

Доведемо формули (1.3) та (1.4). Дві перші формули з (1.3) безпосе-
редньо випливають із (5.9). Нехай k = 2. Тоді з (5.8) маємо

f2B[2,0]
1 + 2f1B[2,1]

1 = 0,

або
f2b1b2 + 2f1 = 0.

Звідси отримуємо третю формулу з (1.3).
Нехай 3 ď k ď n. Співвідношення (5.8) перепишемо у вигляді

fkB[k,0]
1 +

[k/2]ÿ

i=1

(k)ifk´iB[k,i]
1 = 0.

Застосуємо формулу (4.5) до B[k,0]
1 , та формулу (4.6) до B[k,i]

1 . Маємо

fkbkB[k´1,0]
1 +

[k/2]ÿ

i=1

(k)ifk´i
(
B[k´2,i´1]

1 + bkB[k´1,i]
1

)
= 0.

Звідки отримуємо (1.4). □

6. ФОРМУЛА ТІЛЕ ТА ВІДШУКАННЯ КОЕФІЦІЄНТІВ ОІЛДТ
Відомо [26,35], що коли в (2.5) вузли z1, z2, . . . , zn Ñ z0 і виконуються

умови переходу до границі в обернених різницях, то із (2.6) в околі
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точки z0 P Z отримується скінчений ланцюговий дріб вигляду

D̄n(z0; z) = b0(z0) +

n

K
k=1

z ´ z0
bk(z0)

, (6.1)

який називається формулою Тіле і є аналогом формули Тейлора в теорії
ланцюгових дробів.

Нехай визначені ганкелеві визначники

H
(m)
0 (z0) = 1, H

(m)
k (z0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cm cm+1 . . . cm+k´1

cm+1 cm+2 . . . cm+k
... ... . . . ...

cm+k´1 cm+k . . . cm+2k´2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
‰ 0,

де cm = f (m)(z0)/m!, m ě 0, cm = 0, m ă 0.

Теорема 6.1 ([26, 42]). Коефіцієнти формули Тіле (6.1) зображення
функції f в околі z0 визначаються наступним чином:

b0(z0) = c0, b1(z0) = 1/c1, b2k(z0) =
´(H

(1)
k (z0))

2

H
(2)
k (z0)H

(2)
k´1(z0)

,

b2k+1(z0) =
(H

(2)
k (z0))

2

H
(1)
k (z0)H

(1)
k+1(z0)

, k = 1, [n/2].

(6.2)

В [29,42] доведено, що ланцюговий дріб Тіле

D̄(z0; z) = b0(z0) +

8
K
k=1

z ´ z0
bk(z0)

, (6.3)

в який розвинута функція f в околі точки z0, буде відповідним степе-
невому ряду Тейлора

f(z) =
8ÿ

k=0

ck(z ´ z0)
k.

Скінченний ланцюговий дріб (6.1), як підхідний дріб (6.3), має поря-
док відповідності νn = n+ 1. Із єдиності ланцюгового дробу випливає,
що якщо коефіцієнти (6.1) визначати за формулами (6.2), то ланцюго-
вий дріб також буде задовольняти умови (1.2), тобто буде ОІЛДТ.

З іншого боку, запропоновані в роботі рекурентні формули (1.3)-(1.4)
для знаходження коефіцієнтів ОІЛДТ не вимагають обчислювати зна-
чення чотирьох визначників H(2)

k´1(z0), H
(1)
k (z0), H(2)

k (z0) та H(1)
k+1(z0). В

цьому і полягає перевага запропонованих в роботі рекурентних фор-
мул.
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