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5 9 4 9 1 −1 3
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7 6 5 4 3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Ïðèêëàä 1.

Íåõàé äàíî äåòåðìiíàíò, â ÿêîìó âèáåðåìî äåÿêi 3 ðÿäêè òà 3 ñòîâïöi,

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5 6 7
2 4 −1 0 0 0 6
3 6 9 −1 0 0 5
4 8 4 0 −1 0 4
5 9 4 9 1 −1 3
6 0 4 4 4 −2 2
7 6 5 4 3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Äåòåðìiíàíò

M =

∣∣∣∣∣∣
2 0 6
3 −1 5
6 4 2

∣∣∣∣∣∣
¹ ìiíîðîì 3-ãî ïîðÿäêó, ðîçìiùåíèì â ðÿäêàõ ç íîìåðàìè 2, 3, 6 òà
ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè 1, 4, 7.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Ïðèêëàä 1.

Íåõàé äàíî äåòåðìiíàíò, â ÿêîìó âèáåðåìî äåÿêi 3 ðÿäêè òà 3 ñòîâïöi,

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5 6 7
2 4 −1 0 0 0 6
3 6 9 −1 0 0 5
4 8 4 0 −1 0 4
5 9 4 9 1 −1 3
6 0 4 4 4 −2 2
7 6 5 4 3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Äåòåðìiíàíò

M =

∣∣∣∣∣∣
2 0 6
3 −1 5
6 4 2

∣∣∣∣∣∣

¹ ìiíîðîì 3-ãî ïîðÿäêó, ðîçìiùåíèì â ðÿäêàõ ç íîìåðàìè 2, 3, 6 òà
ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè 1, 4, 7.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Ïðèêëàä 1.

Íåõàé äàíî äåòåðìiíàíò, â ÿêîìó âèáåðåìî äåÿêi 3 ðÿäêè òà 3 ñòîâïöi,

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5 6 7
2 4 −1 0 0 0 6
3 6 9 −1 0 0 5
4 8 4 0 −1 0 4
5 9 4 9 1 −1 3
6 0 4 4 4 −2 2
7 6 5 4 3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Äåòåðìiíàíò

M =

∣∣∣∣∣∣
2 0 6
3 −1 5
6 4 2

∣∣∣∣∣∣
¹ ìiíîðîì 3-ãî ïîðÿäêó,

ðîçìiùåíèì â ðÿäêàõ ç íîìåðàìè 2, 3, 6 òà
ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè 1, 4, 7.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Ïðèêëàä 1.

Íåõàé äàíî äåòåðìiíàíò, â ÿêîìó âèáåðåìî äåÿêi 3 ðÿäêè òà 3 ñòîâïöi,

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5 6 7
2 4 −1 0 0 0 6
3 6 9 −1 0 0 5
4 8 4 0 −1 0 4
5 9 4 9 1 −1 3
6 0 4 4 4 −2 2
7 6 5 4 3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Äåòåðìiíàíò

M =

∣∣∣∣∣∣
2 0 6
3 −1 5
6 4 2

∣∣∣∣∣∣
¹ ìiíîðîì 3-ãî ïîðÿäêó, ðîçìiùåíèì â ðÿäêàõ ç íîìåðàìè 2, 3, 6

òà
ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè 1, 4, 7.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Ïðèêëàä 1.

Íåõàé äàíî äåòåðìiíàíò, â ÿêîìó âèáåðåìî äåÿêi 3 ðÿäêè òà 3 ñòîâïöi,

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5 6 7
2 4 −1 0 0 0 6
3 6 9 −1 0 0 5
4 8 4 0 −1 0 4
5 9 4 9 1 −1 3
6 0 4 4 4 −2 2
7 6 5 4 3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Äåòåðìiíàíò

M =

∣∣∣∣∣∣
2 0 6
3 −1 5
6 4 2

∣∣∣∣∣∣
¹ ìiíîðîì 3-ãî ïîðÿäêó, ðîçìiùåíèì â ðÿäêàõ ç íîìåðàìè 2, 3, 6 òà
ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè 1, 4, 7.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Ïðèêëàä 1.

Äåòåðìiíàíò

M ′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 5 6
8 4 −1 0
9 4 1 −1
6 5 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣

¹, òàê çâàíèì, äîïîâíþþ÷èì ìiíîðîì äî ìiíîðó M .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Ïðèêëàä 1.

Äåòåðìiíàíò

M ′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 5 6
8 4 −1 0
9 4 1 −1
6 5 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
¹, òàê çâàíèì,

äîïîâíþþ÷èì ìiíîðîì äî ìiíîðó M .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Ïðèêëàä 1.

Äåòåðìiíàíò

M ′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 5 6
8 4 −1 0
9 4 1 −1
6 5 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
¹, òàê çâàíèì, äîïîâíþþ÷èì ìiíîðîì äî ìiíîðó M .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Îçíà÷åííÿ 2

Íåõàé M � ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó äåòåðìiíàíòà ∆,

ðîçìiùåíèé â ðÿäêàõ
ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j1, j2, . . . , jk. Ìi-
íîð M ′ öüîãî äåòåðìiíàíòà, îòðèìàíèé âíàñëiäîê çàêðåñëåííÿ ðÿäêiâ
ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöiâ ç íîìåðàìè j1, j2, . . . , jk, íàçè-
âà¹òüñÿ äîïîâíþþ÷èì ìiíîðîì äî ìiíîðó M .

Î÷åâèäíî, ìiíîð M ¹ äîïîâíþþ÷èì äî ìiíîðó M ′.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Îçíà÷åííÿ 2

Íåõàé M � ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó äåòåðìiíàíòà ∆, ðîçìiùåíèé â ðÿäêàõ
ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik

òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j1, j2, . . . , jk. Ìi-
íîð M ′ öüîãî äåòåðìiíàíòà, îòðèìàíèé âíàñëiäîê çàêðåñëåííÿ ðÿäêiâ
ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöiâ ç íîìåðàìè j1, j2, . . . , jk, íàçè-
âà¹òüñÿ äîïîâíþþ÷èì ìiíîðîì äî ìiíîðó M .

Î÷åâèäíî, ìiíîð M ¹ äîïîâíþþ÷èì äî ìiíîðó M ′.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Îçíà÷åííÿ 2

Íåõàé M � ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó äåòåðìiíàíòà ∆, ðîçìiùåíèé â ðÿäêàõ
ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j1, j2, . . . , jk.

Ìi-
íîð M ′ öüîãî äåòåðìiíàíòà, îòðèìàíèé âíàñëiäîê çàêðåñëåííÿ ðÿäêiâ
ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöiâ ç íîìåðàìè j1, j2, . . . , jk, íàçè-
âà¹òüñÿ äîïîâíþþ÷èì ìiíîðîì äî ìiíîðó M .

Î÷åâèäíî, ìiíîð M ¹ äîïîâíþþ÷èì äî ìiíîðó M ′.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Îçíà÷åííÿ 2

Íåõàé M � ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó äåòåðìiíàíòà ∆, ðîçìiùåíèé â ðÿäêàõ
ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j1, j2, . . . , jk. Ìi-
íîð M ′ öüîãî äåòåðìiíàíòà,

îòðèìàíèé âíàñëiäîê çàêðåñëåííÿ ðÿäêiâ
ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöiâ ç íîìåðàìè j1, j2, . . . , jk, íàçè-
âà¹òüñÿ äîïîâíþþ÷èì ìiíîðîì äî ìiíîðó M .

Î÷åâèäíî, ìiíîð M ¹ äîïîâíþþ÷èì äî ìiíîðó M ′.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Îçíà÷åííÿ 2

Íåõàé M � ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó äåòåðìiíàíòà ∆, ðîçìiùåíèé â ðÿäêàõ
ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j1, j2, . . . , jk. Ìi-
íîð M ′ öüîãî äåòåðìiíàíòà, îòðèìàíèé âíàñëiäîê çàêðåñëåííÿ ðÿäêiâ
ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöiâ ç íîìåðàìè j1, j2, . . . , jk,

íàçè-
âà¹òüñÿ äîïîâíþþ÷èì ìiíîðîì äî ìiíîðó M .

Î÷åâèäíî, ìiíîð M ¹ äîïîâíþþ÷èì äî ìiíîðó M ′.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Îçíà÷åííÿ 2

Íåõàé M � ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó äåòåðìiíàíòà ∆, ðîçìiùåíèé â ðÿäêàõ
ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j1, j2, . . . , jk. Ìi-
íîð M ′ öüîãî äåòåðìiíàíòà, îòðèìàíèé âíàñëiäîê çàêðåñëåííÿ ðÿäêiâ
ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöiâ ç íîìåðàìè j1, j2, . . . , jk, íàçè-
âà¹òüñÿ äîïîâíþþ÷èì ìiíîðîì äî ìiíîðó M .

Î÷åâèäíî, ìiíîð M ¹ äîïîâíþþ÷èì äî ìiíîðó M ′.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Îçíà÷åííÿ 2

Íåõàé M � ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó äåòåðìiíàíòà ∆, ðîçìiùåíèé â ðÿäêàõ
ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j1, j2, . . . , jk. Ìi-
íîð M ′ öüîãî äåòåðìiíàíòà, îòðèìàíèé âíàñëiäîê çàêðåñëåííÿ ðÿäêiâ
ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöiâ ç íîìåðàìè j1, j2, . . . , jk, íàçè-
âà¹òüñÿ äîïîâíþþ÷èì ìiíîðîì äî ìiíîðó M .

Î÷åâèäíî, ìiíîð M ¹ äîïîâíþþ÷èì äî ìiíîðó M ′.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



ßêùî ìiíîð M äåòåðìiíàíòà (1) çíàõîäèòüñÿ íà ïåðåòèíi ðÿäêiâ òà
ñòîâïöiâ âiäïîâiäíî ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà j1, j2, . . . , jk, òî äî
êiíöÿ öüîãî ïàðàãðàôà,

÷åðåç sM áóäåìî ïîçíà÷àòè ñóìó íîìåðiâ âñiõ
ðÿäêiâ òà ñòîâïöiâ, â ÿêèõ çíàõîäèòüñÿ ìiíîð M , òîáòî

sM = i1 + · · ·+ ik + j1 + · · ·+ jk.

Îçíà÷åííÿ 3

ÍåõàéM � ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó äåòåðìiíàíòà ∆, àM ′ � äîïîâíþþ÷èé
äî íüîãî ìiíîð. ×èñëî (−1)sMM ′ íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíå-
ííÿì äî ìiíîðó M .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



ßêùî ìiíîð M äåòåðìiíàíòà (1) çíàõîäèòüñÿ íà ïåðåòèíi ðÿäêiâ òà
ñòîâïöiâ âiäïîâiäíî ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà j1, j2, . . . , jk, òî äî
êiíöÿ öüîãî ïàðàãðàôà, ÷åðåç sM áóäåìî ïîçíà÷àòè ñóìó íîìåðiâ âñiõ
ðÿäêiâ òà ñòîâïöiâ, â ÿêèõ çíàõîäèòüñÿ ìiíîð M ,

òîáòî

sM = i1 + · · ·+ ik + j1 + · · ·+ jk.

Îçíà÷åííÿ 3

ÍåõàéM � ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó äåòåðìiíàíòà ∆, àM ′ � äîïîâíþþ÷èé
äî íüîãî ìiíîð. ×èñëî (−1)sMM ′ íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíå-
ííÿì äî ìiíîðó M .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



ßêùî ìiíîð M äåòåðìiíàíòà (1) çíàõîäèòüñÿ íà ïåðåòèíi ðÿäêiâ òà
ñòîâïöiâ âiäïîâiäíî ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà j1, j2, . . . , jk, òî äî
êiíöÿ öüîãî ïàðàãðàôà, ÷åðåç sM áóäåìî ïîçíà÷àòè ñóìó íîìåðiâ âñiõ
ðÿäêiâ òà ñòîâïöiâ, â ÿêèõ çíàõîäèòüñÿ ìiíîð M , òîáòî

sM = i1 + · · ·+ ik + j1 + · · ·+ jk.

Îçíà÷åííÿ 3

ÍåõàéM � ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó äåòåðìiíàíòà ∆, àM ′ � äîïîâíþþ÷èé
äî íüîãî ìiíîð. ×èñëî (−1)sMM ′ íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíå-
ííÿì äî ìiíîðó M .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



ßêùî ìiíîð M äåòåðìiíàíòà (1) çíàõîäèòüñÿ íà ïåðåòèíi ðÿäêiâ òà
ñòîâïöiâ âiäïîâiäíî ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà j1, j2, . . . , jk, òî äî
êiíöÿ öüîãî ïàðàãðàôà, ÷åðåç sM áóäåìî ïîçíà÷àòè ñóìó íîìåðiâ âñiõ
ðÿäêiâ òà ñòîâïöiâ, â ÿêèõ çíàõîäèòüñÿ ìiíîð M , òîáòî

sM = i1 + · · ·+ ik + j1 + · · ·+ jk.

Îçíà÷åííÿ 3

ÍåõàéM � ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó äåòåðìiíàíòà ∆,

àM ′ � äîïîâíþþ÷èé
äî íüîãî ìiíîð. ×èñëî (−1)sMM ′ íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíå-
ííÿì äî ìiíîðó M .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



ßêùî ìiíîð M äåòåðìiíàíòà (1) çíàõîäèòüñÿ íà ïåðåòèíi ðÿäêiâ òà
ñòîâïöiâ âiäïîâiäíî ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà j1, j2, . . . , jk, òî äî
êiíöÿ öüîãî ïàðàãðàôà, ÷åðåç sM áóäåìî ïîçíà÷àòè ñóìó íîìåðiâ âñiõ
ðÿäêiâ òà ñòîâïöiâ, â ÿêèõ çíàõîäèòüñÿ ìiíîð M , òîáòî

sM = i1 + · · ·+ ik + j1 + · · ·+ jk.

Îçíà÷åííÿ 3

ÍåõàéM � ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó äåòåðìiíàíòà ∆, àM ′ � äîïîâíþþ÷èé
äî íüîãî ìiíîð.

×èñëî (−1)sMM ′ íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíå-
ííÿì äî ìiíîðó M .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



ßêùî ìiíîð M äåòåðìiíàíòà (1) çíàõîäèòüñÿ íà ïåðåòèíi ðÿäêiâ òà
ñòîâïöiâ âiäïîâiäíî ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà j1, j2, . . . , jk, òî äî
êiíöÿ öüîãî ïàðàãðàôà, ÷åðåç sM áóäåìî ïîçíà÷àòè ñóìó íîìåðiâ âñiõ
ðÿäêiâ òà ñòîâïöiâ, â ÿêèõ çíàõîäèòüñÿ ìiíîð M , òîáòî

sM = i1 + · · ·+ ik + j1 + · · ·+ jk.

Îçíà÷åííÿ 3

ÍåõàéM � ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó äåòåðìiíàíòà ∆, àM ′ � äîïîâíþþ÷èé
äî íüîãî ìiíîð. ×èñëî (−1)sMM ′ íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíå-
ííÿì äî ìiíîðó M .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Òåîðåìà 1

Äîáóòîê äîâiëüíîãî ìiíîðó M k-ãî ïîðÿäêó

íà éîãî àëãåáðà¨÷íå äî-

ïîâíåííÿ â äåòåðìiíàíòi ∆ ¹ àëãåáðà¨÷íîþ ñóìîþ, äîäàíêè ÿêî¨, ùî

îäåðæóþòüñÿ â ðåçóëüòàòi ìíîæåííÿ ÷ëåíiâ ìiíîðó M íà âçÿòi iç çíà-

êîì (−1)sM ÷ëåíè äîïîâíþþ÷îãî ìiíîðó M ′, ¹ ÷ëåíàìè äåòåðìiíàíòà

∆ i ç òèìè æ çíàêàìè ç ÿêèìè öi ÷ëåíè âõîäÿòü ó äåòåðìiíàíò ∆.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Òåîðåìà 1

Äîáóòîê äîâiëüíîãî ìiíîðó M k-ãî ïîðÿäêó íà éîãî àëãåáðà¨÷íå äî-

ïîâíåííÿ â äåòåðìiíàíòi ∆

¹ àëãåáðà¨÷íîþ ñóìîþ, äîäàíêè ÿêî¨, ùî

îäåðæóþòüñÿ â ðåçóëüòàòi ìíîæåííÿ ÷ëåíiâ ìiíîðó M íà âçÿòi iç çíà-

êîì (−1)sM ÷ëåíè äîïîâíþþ÷îãî ìiíîðó M ′, ¹ ÷ëåíàìè äåòåðìiíàíòà

∆ i ç òèìè æ çíàêàìè ç ÿêèìè öi ÷ëåíè âõîäÿòü ó äåòåðìiíàíò ∆.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Òåîðåìà 1

Äîáóòîê äîâiëüíîãî ìiíîðó M k-ãî ïîðÿäêó íà éîãî àëãåáðà¨÷íå äî-

ïîâíåííÿ â äåòåðìiíàíòi ∆ ¹ àëãåáðà¨÷íîþ ñóìîþ,

äîäàíêè ÿêî¨, ùî

îäåðæóþòüñÿ â ðåçóëüòàòi ìíîæåííÿ ÷ëåíiâ ìiíîðó M íà âçÿòi iç çíà-

êîì (−1)sM ÷ëåíè äîïîâíþþ÷îãî ìiíîðó M ′, ¹ ÷ëåíàìè äåòåðìiíàíòà

∆ i ç òèìè æ çíàêàìè ç ÿêèìè öi ÷ëåíè âõîäÿòü ó äåòåðìiíàíò ∆.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Òåîðåìà 1

Äîáóòîê äîâiëüíîãî ìiíîðó M k-ãî ïîðÿäêó íà éîãî àëãåáðà¨÷íå äî-

ïîâíåííÿ â äåòåðìiíàíòi ∆ ¹ àëãåáðà¨÷íîþ ñóìîþ, äîäàíêè ÿêî¨, ùî

îäåðæóþòüñÿ â ðåçóëüòàòi ìíîæåííÿ ÷ëåíiâ ìiíîðó M íà âçÿòi iç çíà-

êîì (−1)sM ÷ëåíè äîïîâíþþ÷îãî ìiíîðó M ′,

¹ ÷ëåíàìè äåòåðìiíàíòà

∆ i ç òèìè æ çíàêàìè ç ÿêèìè öi ÷ëåíè âõîäÿòü ó äåòåðìiíàíò ∆.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Òåîðåìà 1

Äîáóòîê äîâiëüíîãî ìiíîðó M k-ãî ïîðÿäêó íà éîãî àëãåáðà¨÷íå äî-

ïîâíåííÿ â äåòåðìiíàíòi ∆ ¹ àëãåáðà¨÷íîþ ñóìîþ, äîäàíêè ÿêî¨, ùî

îäåðæóþòüñÿ â ðåçóëüòàòi ìíîæåííÿ ÷ëåíiâ ìiíîðó M íà âçÿòi iç çíà-

êîì (−1)sM ÷ëåíè äîïîâíþþ÷îãî ìiíîðó M ′, ¹ ÷ëåíàìè äåòåðìiíàíòà

∆

i ç òèìè æ çíàêàìè ç ÿêèìè öi ÷ëåíè âõîäÿòü ó äåòåðìiíàíò ∆.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Òåîðåìà 1

Äîáóòîê äîâiëüíîãî ìiíîðó M k-ãî ïîðÿäêó íà éîãî àëãåáðà¨÷íå äî-

ïîâíåííÿ â äåòåðìiíàíòi ∆ ¹ àëãåáðà¨÷íîþ ñóìîþ, äîäàíêè ÿêî¨, ùî

îäåðæóþòüñÿ â ðåçóëüòàòi ìíîæåííÿ ÷ëåíiâ ìiíîðó M íà âçÿòi iç çíà-

êîì (−1)sM ÷ëåíè äîïîâíþþ÷îãî ìiíîðó M ′, ¹ ÷ëåíàìè äåòåðìiíàíòà

∆ i ç òèìè æ çíàêàìè ç ÿêèìè öi ÷ëåíè âõîäÿòü ó äåòåðìiíàíò ∆.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ.

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òåîðåìó ó âèïàäêó, êîëè ìiíîð M çíàõîäèòüñÿ ó
ïåðøèõ k ðÿäêàõ òà ïåðøèõ k ñòîâïöÿõ äåòåðìiíàíòà (1).

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k a1 k+1 . . . a1n
...

. . .
...

...
. . .

...
ak1 . . . akk ak k+1 . . . akn

ak+1 1 . . . ak+1 k ak+1 k+1 . . . ak+1n

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 . . . ank ank+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Òîäi

sM = 1 + . . .+ k + 1 + . . .+ k = 2(1 + . . .+ k),

îòæå,
(−1)sM = (−1)2(1+...+k) = 1.

Òîìó àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî ìiíîðó M ¹ äîïîâíþþ÷èé ìi-
íîð M ′.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ.

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òåîðåìó ó âèïàäêó, êîëè ìiíîð M çíàõîäèòüñÿ ó
ïåðøèõ k ðÿäêàõ òà ïåðøèõ k ñòîâïöÿõ äåòåðìiíàíòà (1).

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k a1 k+1 . . . a1n
...

. . .
...

...
. . .

...
ak1 . . . akk ak k+1 . . . akn

ak+1 1 . . . ak+1 k ak+1 k+1 . . . ak+1n

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 . . . ank ank+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Òîäi
sM = 1 + . . .+ k + 1 + . . .+ k = 2(1 + . . .+ k),

îòæå,
(−1)sM = (−1)2(1+...+k) = 1.

Òîìó àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî ìiíîðó M ¹ äîïîâíþþ÷èé ìi-
íîð M ′.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ.

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òåîðåìó ó âèïàäêó, êîëè ìiíîð M çíàõîäèòüñÿ ó
ïåðøèõ k ðÿäêàõ òà ïåðøèõ k ñòîâïöÿõ äåòåðìiíàíòà (1).

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k a1 k+1 . . . a1n
...

. . .
...

...
. . .

...
ak1 . . . akk ak k+1 . . . akn

ak+1 1 . . . ak+1 k ak+1 k+1 . . . ak+1n

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 . . . ank ank+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Òîäi
sM = 1 + . . .+ k + 1 + . . .+ k = 2(1 + . . .+ k),

îòæå,
(−1)sM = (−1)2(1+...+k) = 1.

Òîìó àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî ìiíîðó M ¹ äîïîâíþþ÷èé ìi-
íîð M ′.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ.

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òåîðåìó ó âèïàäêó, êîëè ìiíîð M çíàõîäèòüñÿ ó
ïåðøèõ k ðÿäêàõ òà ïåðøèõ k ñòîâïöÿõ äåòåðìiíàíòà (1).

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k a1 k+1 . . . a1n
...

. . .
...

...
. . .

...
ak1 . . . akk ak k+1 . . . akn

ak+1 1 . . . ak+1 k ak+1 k+1 . . . ak+1n

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 . . . ank ank+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Òîäi

sM = 1 + . . .+ k + 1 + . . .+ k = 2(1 + . . .+ k),

îòæå,
(−1)sM = (−1)2(1+...+k) = 1.

Òîìó àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî ìiíîðó M ¹ äîïîâíþþ÷èé ìi-
íîð M ′.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ.

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òåîðåìó ó âèïàäêó, êîëè ìiíîð M çíàõîäèòüñÿ ó
ïåðøèõ k ðÿäêàõ òà ïåðøèõ k ñòîâïöÿõ äåòåðìiíàíòà (1).

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k a1 k+1 . . . a1n
...

. . .
...

...
. . .

...
ak1 . . . akk ak k+1 . . . akn

ak+1 1 . . . ak+1 k ak+1 k+1 . . . ak+1n

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 . . . ank ank+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Òîäi

sM = 1 + . . .+ k + 1 + . . .+ k = 2(1 + . . .+ k),

îòæå,
(−1)sM = (−1)2(1+...+k) = 1.

Òîìó àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî ìiíîðó M ¹ äîïîâíþþ÷èé ìi-
íîð M ′.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ.

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òåîðåìó ó âèïàäêó, êîëè ìiíîð M çíàõîäèòüñÿ ó
ïåðøèõ k ðÿäêàõ òà ïåðøèõ k ñòîâïöÿõ äåòåðìiíàíòà (1).

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k a1 k+1 . . . a1n
...

. . .
...

...
. . .

...
ak1 . . . akk ak k+1 . . . akn

ak+1 1 . . . ak+1 k ak+1 k+1 . . . ak+1n

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 . . . ank ank+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Òîäi

sM = 1 + . . .+ k + 1 + . . .+ k = 2(1 + . . .+ k),

îòæå,
(−1)sM = (−1)2(1+...+k) = 1.

Òîìó àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî ìiíîðó M ¹ äîïîâíþþ÷èé ìi-
íîð M ′.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Òåïåð, íåõàé
a1q1a2q2 · · · akqk (3)

� äîâiëüíèé ÷ëåí ìiíîðó M .

Éîãî çíàê â M äîðiâíþ¹ (−1)r, äå r �
êiëüêiñòü iíâåðñié ó ïiäñòàíîâöi(

1 2 . . . k
q1 q2 . . . qk

)
.

Äîâiëüíèé ÷ëåí
ak+1,qk+1

ak+2,qk+2
· · · anqn (4)

ìiíîðó M ′ ìà¹ â öüîìó ìiíîði çíàê (−1)r
′
, äå r′ � êiëüêiñòü iíâåðñié

ó ïiäñòàíîâöi (
k + 1 k + 2 . . . n
qk+1 qk+2 . . . qn

)
.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Òåïåð, íåõàé
a1q1a2q2 · · · akqk (3)

� äîâiëüíèé ÷ëåí ìiíîðó M . Éîãî çíàê â M äîðiâíþ¹ (−1)r, äå r �
êiëüêiñòü iíâåðñié ó ïiäñòàíîâöi(

1 2 . . . k
q1 q2 . . . qk

)
.

Äîâiëüíèé ÷ëåí
ak+1,qk+1

ak+2,qk+2
· · · anqn (4)

ìiíîðó M ′ ìà¹ â öüîìó ìiíîði çíàê (−1)r
′
, äå r′ � êiëüêiñòü iíâåðñié

ó ïiäñòàíîâöi (
k + 1 k + 2 . . . n
qk+1 qk+2 . . . qn

)
.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Òåïåð, íåõàé
a1q1a2q2 · · · akqk (3)

� äîâiëüíèé ÷ëåí ìiíîðó M . Éîãî çíàê â M äîðiâíþ¹ (−1)r, äå r �
êiëüêiñòü iíâåðñié ó ïiäñòàíîâöi(

1 2 . . . k
q1 q2 . . . qk

)
.

Äîâiëüíèé ÷ëåí
ak+1,qk+1

ak+2,qk+2
· · · anqn (4)

ìiíîðó M ′

ìà¹ â öüîìó ìiíîði çíàê (−1)r
′
, äå r′ � êiëüêiñòü iíâåðñié

ó ïiäñòàíîâöi (
k + 1 k + 2 . . . n
qk+1 qk+2 . . . qn

)
.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Òåïåð, íåõàé
a1q1a2q2 · · · akqk (3)

� äîâiëüíèé ÷ëåí ìiíîðó M . Éîãî çíàê â M äîðiâíþ¹ (−1)r, äå r �
êiëüêiñòü iíâåðñié ó ïiäñòàíîâöi(

1 2 . . . k
q1 q2 . . . qk

)
.

Äîâiëüíèé ÷ëåí
ak+1,qk+1

ak+2,qk+2
· · · anqn (4)

ìiíîðó M ′ ìà¹ â öüîìó ìiíîði çíàê (−1)r
′
, äå r′ � êiëüêiñòü iíâåðñié

ó ïiäñòàíîâöi (
k + 1 k + 2 . . . n
qk+1 qk+2 . . . qn

)
.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Ïåðåìíîæèâøè ÷ëåíè (3) i (4) âiäïîâiäíî ìiíîðiâ M i M ′, ìè îäåð-
æèìî äîáóòîê

a1q1 · · · akqkak+1,qk+1
· · · anqn (5)

n åëåìåíòiâ äåòåðìiíàíòà ∆,

ÿêi ðîçìiùåíi â ðiçíèõ ðÿäêàõ òà ðiçíèõ
ñòîâïöÿõ öüîãî äåòåðìiíàíòà, à îòæå, äîáóòîê (5) ¹ éîãî ÷ëåíîì. Çíàê
÷ëåíà (5) â äîáóòêó MM ′ äîðiâíþ¹ (−1)r · (−1)r

′
= (−1)r+r′ . Òàêèé

çíàê ìà¹ òàêîæ ÷ëåí (5) â äåòåðìiíàíòi (1), îñêiëüêè ïiäñòàíîâêà(
1 2 . . . k k + 1 . . . n
q1 q2 . . . qk qk+1 . . . qn

)
,

ÿêà âiäïîâiäà¹ öüîìó ÷ëåíó, ìà¹ r + r′ iíâåðñié. Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ
î÷åâèäíå, òàê ÿê qi ≤ k < k + 1 ≤ qj äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ {1, . . . , k} òà
j ∈ {k + 1, . . . , n}. Òàêèì ÷èíîì òåîðåìà ó âêàçàíîìó âèùå âèïàäêó
äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Ïåðåìíîæèâøè ÷ëåíè (3) i (4) âiäïîâiäíî ìiíîðiâ M i M ′, ìè îäåð-
æèìî äîáóòîê

a1q1 · · · akqkak+1,qk+1
· · · anqn (5)

n åëåìåíòiâ äåòåðìiíàíòà ∆, ÿêi ðîçìiùåíi â ðiçíèõ ðÿäêàõ òà ðiçíèõ
ñòîâïöÿõ öüîãî äåòåðìiíàíòà, à îòæå, äîáóòîê (5) ¹ éîãî ÷ëåíîì.

Çíàê
÷ëåíà (5) â äîáóòêó MM ′ äîðiâíþ¹ (−1)r · (−1)r

′
= (−1)r+r′ . Òàêèé

çíàê ìà¹ òàêîæ ÷ëåí (5) â äåòåðìiíàíòi (1), îñêiëüêè ïiäñòàíîâêà(
1 2 . . . k k + 1 . . . n
q1 q2 . . . qk qk+1 . . . qn

)
,

ÿêà âiäïîâiäà¹ öüîìó ÷ëåíó, ìà¹ r + r′ iíâåðñié. Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ
î÷åâèäíå, òàê ÿê qi ≤ k < k + 1 ≤ qj äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ {1, . . . , k} òà
j ∈ {k + 1, . . . , n}. Òàêèì ÷èíîì òåîðåìà ó âêàçàíîìó âèùå âèïàäêó
äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Ïåðåìíîæèâøè ÷ëåíè (3) i (4) âiäïîâiäíî ìiíîðiâ M i M ′, ìè îäåð-
æèìî äîáóòîê

a1q1 · · · akqkak+1,qk+1
· · · anqn (5)

n åëåìåíòiâ äåòåðìiíàíòà ∆, ÿêi ðîçìiùåíi â ðiçíèõ ðÿäêàõ òà ðiçíèõ
ñòîâïöÿõ öüîãî äåòåðìiíàíòà, à îòæå, äîáóòîê (5) ¹ éîãî ÷ëåíîì. Çíàê
÷ëåíà (5) â äîáóòêó MM ′ äîðiâíþ¹ (−1)r · (−1)r

′
= (−1)r+r′ .

Òàêèé
çíàê ìà¹ òàêîæ ÷ëåí (5) â äåòåðìiíàíòi (1), îñêiëüêè ïiäñòàíîâêà(

1 2 . . . k k + 1 . . . n
q1 q2 . . . qk qk+1 . . . qn

)
,

ÿêà âiäïîâiäà¹ öüîìó ÷ëåíó, ìà¹ r + r′ iíâåðñié. Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ
î÷åâèäíå, òàê ÿê qi ≤ k < k + 1 ≤ qj äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ {1, . . . , k} òà
j ∈ {k + 1, . . . , n}. Òàêèì ÷èíîì òåîðåìà ó âêàçàíîìó âèùå âèïàäêó
äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Ïåðåìíîæèâøè ÷ëåíè (3) i (4) âiäïîâiäíî ìiíîðiâ M i M ′, ìè îäåð-
æèìî äîáóòîê

a1q1 · · · akqkak+1,qk+1
· · · anqn (5)

n åëåìåíòiâ äåòåðìiíàíòà ∆, ÿêi ðîçìiùåíi â ðiçíèõ ðÿäêàõ òà ðiçíèõ
ñòîâïöÿõ öüîãî äåòåðìiíàíòà, à îòæå, äîáóòîê (5) ¹ éîãî ÷ëåíîì. Çíàê
÷ëåíà (5) â äîáóòêó MM ′ äîðiâíþ¹ (−1)r · (−1)r

′
= (−1)r+r′ . Òàêèé

çíàê ìà¹ òàêîæ ÷ëåí (5) â äåòåðìiíàíòi (1),

îñêiëüêè ïiäñòàíîâêà(
1 2 . . . k k + 1 . . . n
q1 q2 . . . qk qk+1 . . . qn

)
,

ÿêà âiäïîâiäà¹ öüîìó ÷ëåíó, ìà¹ r + r′ iíâåðñié. Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ
î÷åâèäíå, òàê ÿê qi ≤ k < k + 1 ≤ qj äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ {1, . . . , k} òà
j ∈ {k + 1, . . . , n}. Òàêèì ÷èíîì òåîðåìà ó âêàçàíîìó âèùå âèïàäêó
äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Ïåðåìíîæèâøè ÷ëåíè (3) i (4) âiäïîâiäíî ìiíîðiâ M i M ′, ìè îäåð-
æèìî äîáóòîê

a1q1 · · · akqkak+1,qk+1
· · · anqn (5)

n åëåìåíòiâ äåòåðìiíàíòà ∆, ÿêi ðîçìiùåíi â ðiçíèõ ðÿäêàõ òà ðiçíèõ
ñòîâïöÿõ öüîãî äåòåðìiíàíòà, à îòæå, äîáóòîê (5) ¹ éîãî ÷ëåíîì. Çíàê
÷ëåíà (5) â äîáóòêó MM ′ äîðiâíþ¹ (−1)r · (−1)r

′
= (−1)r+r′ . Òàêèé

çíàê ìà¹ òàêîæ ÷ëåí (5) â äåòåðìiíàíòi (1), îñêiëüêè ïiäñòàíîâêà(
1 2 . . . k k + 1 . . . n
q1 q2 . . . qk qk+1 . . . qn

)
,

ÿêà âiäïîâiäà¹ öüîìó ÷ëåíó, ìà¹ r + r′ iíâåðñié.

Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ
î÷åâèäíå, òàê ÿê qi ≤ k < k + 1 ≤ qj äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ {1, . . . , k} òà
j ∈ {k + 1, . . . , n}. Òàêèì ÷èíîì òåîðåìà ó âêàçàíîìó âèùå âèïàäêó
äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Ïåðåìíîæèâøè ÷ëåíè (3) i (4) âiäïîâiäíî ìiíîðiâ M i M ′, ìè îäåð-
æèìî äîáóòîê

a1q1 · · · akqkak+1,qk+1
· · · anqn (5)

n åëåìåíòiâ äåòåðìiíàíòà ∆, ÿêi ðîçìiùåíi â ðiçíèõ ðÿäêàõ òà ðiçíèõ
ñòîâïöÿõ öüîãî äåòåðìiíàíòà, à îòæå, äîáóòîê (5) ¹ éîãî ÷ëåíîì. Çíàê
÷ëåíà (5) â äîáóòêó MM ′ äîðiâíþ¹ (−1)r · (−1)r

′
= (−1)r+r′ . Òàêèé

çíàê ìà¹ òàêîæ ÷ëåí (5) â äåòåðìiíàíòi (1), îñêiëüêè ïiäñòàíîâêà(
1 2 . . . k k + 1 . . . n
q1 q2 . . . qk qk+1 . . . qn

)
,

ÿêà âiäïîâiäà¹ öüîìó ÷ëåíó, ìà¹ r + r′ iíâåðñié. Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ
î÷åâèäíå, òàê ÿê qi ≤ k < k + 1 ≤ qj äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ {1, . . . , k} òà
j ∈ {k + 1, . . . , n}. Òàêèì ÷èíîì òåîðåìà ó âêàçàíîìó âèùå âèïàäêó
äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîâiëüíèé ìiíîðM k-ãî ïîðÿäêó, ðîçìiùåíèé â ðÿä-
êàõ ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j1, j2, . . .
. . . , jk, ïðè÷îìó

i1 < i2 < . . . < ik, j1 < j2 < . . . < jk.

Íåõàé M ′ � äîïîâíþþ÷èé ìiíîð äî ìiíîðó M .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîâiëüíèé ìiíîðM k-ãî ïîðÿäêó, ðîçìiùåíèé â ðÿä-
êàõ ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j1, j2, . . .
. . . , jk, ïðè÷îìó

i1 < i2 < . . . < ik, j1 < j2 < . . . < jk.

Íåõàé M ′ � äîïîâíþþ÷èé ìiíîð äî ìiíîðó M .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Ïåðåñòàâëÿþ÷è ðÿäêè òà ñòîâïöi äåòåðìiíàíòà (1),

ïîáóäó¹ìî íîâèé
äåòåðìiíàíò Λ, â ÿêîãî â ïåðøèõ k ðÿäêàõ òà ïåðøèõ k ñòîâïöÿõ çíà-
õîäèòüñÿ ìiíîð M , à äîïîâíþþ÷èì äî íüîãî ¹ ìiíîð M ′. Äëÿ öüî-
ãî, íàïðèêëàä, çðîáèìî íàñòóïíå: ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè i1-èé ðÿäîê ç
(i1−1)-èì, äàëi, (i1−1)-èé ðÿäîê ç (i1−2)-èì i ò. ä., ïîêè i1-é ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà (1) íå ñòàíå ïåðøèì ðÿäêîì; äëÿ öüîãî íàì ïîòðiáíî
ïåðåñòàâèòè ðÿäêè i1 − 1 ðàçiâ; àíàëîãi÷íî ïåðåñòàâëÿ¹ìî i2-èé ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà (1) äîòè, ïîêè âií íå ñòàíå äðóãèì ðÿäêîì; äëÿ öüîãî
ïîòðiáíî i2− 2 ðàçiâ ïåðåñòàâëÿòè ðÿäêè; öåé ïðîöåñ ïðîäîâæó¹ìî äî
òèõ ïið, ïîêè ik-èé ðÿäîê äåòåðìiíàíòà (1) íå ñòàíå k-èì; âñüîãî äëÿ
öüîãî íåîáõiäíî âèêîíàòè

(i1− 1)+ (i2− 2)+ · · ·+(ik −k) = (i1+ i2+ · · ·+ ik)− (1+2+ · · ·+k)

òðàíñïîçèöié ðÿäêiâ; àíàëîãi÷íèé ïðîöåñ çàñòîñó¹ìî äî ñòîâïöiâ äå-
òåðìiíàíòà, îòðèìàíîãî ïiñëÿ ïåðåñòàíîâêè ðÿäêiâ; äëÿ öüîãî ïîòðiáíî
âèêîíàòè

(j1 + j2 + · · ·+ jk)− (1 + 2 + · · ·+ k)

òðàíñïîçèöié ñòîâïöiâ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Ïåðåñòàâëÿþ÷è ðÿäêè òà ñòîâïöi äåòåðìiíàíòà (1), ïîáóäó¹ìî íîâèé
äåòåðìiíàíò Λ,

â ÿêîãî â ïåðøèõ k ðÿäêàõ òà ïåðøèõ k ñòîâïöÿõ çíà-
õîäèòüñÿ ìiíîð M , à äîïîâíþþ÷èì äî íüîãî ¹ ìiíîð M ′. Äëÿ öüî-
ãî, íàïðèêëàä, çðîáèìî íàñòóïíå: ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè i1-èé ðÿäîê ç
(i1−1)-èì, äàëi, (i1−1)-èé ðÿäîê ç (i1−2)-èì i ò. ä., ïîêè i1-é ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà (1) íå ñòàíå ïåðøèì ðÿäêîì; äëÿ öüîãî íàì ïîòðiáíî
ïåðåñòàâèòè ðÿäêè i1 − 1 ðàçiâ; àíàëîãi÷íî ïåðåñòàâëÿ¹ìî i2-èé ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà (1) äîòè, ïîêè âií íå ñòàíå äðóãèì ðÿäêîì; äëÿ öüîãî
ïîòðiáíî i2− 2 ðàçiâ ïåðåñòàâëÿòè ðÿäêè; öåé ïðîöåñ ïðîäîâæó¹ìî äî
òèõ ïið, ïîêè ik-èé ðÿäîê äåòåðìiíàíòà (1) íå ñòàíå k-èì; âñüîãî äëÿ
öüîãî íåîáõiäíî âèêîíàòè

(i1− 1)+ (i2− 2)+ · · ·+(ik −k) = (i1+ i2+ · · ·+ ik)− (1+2+ · · ·+k)

òðàíñïîçèöié ðÿäêiâ; àíàëîãi÷íèé ïðîöåñ çàñòîñó¹ìî äî ñòîâïöiâ äå-
òåðìiíàíòà, îòðèìàíîãî ïiñëÿ ïåðåñòàíîâêè ðÿäêiâ; äëÿ öüîãî ïîòðiáíî
âèêîíàòè

(j1 + j2 + · · ·+ jk)− (1 + 2 + · · ·+ k)

òðàíñïîçèöié ñòîâïöiâ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Ïåðåñòàâëÿþ÷è ðÿäêè òà ñòîâïöi äåòåðìiíàíòà (1), ïîáóäó¹ìî íîâèé
äåòåðìiíàíò Λ, â ÿêîãî â ïåðøèõ k ðÿäêàõ

òà ïåðøèõ k ñòîâïöÿõ çíà-
õîäèòüñÿ ìiíîð M , à äîïîâíþþ÷èì äî íüîãî ¹ ìiíîð M ′. Äëÿ öüî-
ãî, íàïðèêëàä, çðîáèìî íàñòóïíå: ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè i1-èé ðÿäîê ç
(i1−1)-èì, äàëi, (i1−1)-èé ðÿäîê ç (i1−2)-èì i ò. ä., ïîêè i1-é ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà (1) íå ñòàíå ïåðøèì ðÿäêîì; äëÿ öüîãî íàì ïîòðiáíî
ïåðåñòàâèòè ðÿäêè i1 − 1 ðàçiâ; àíàëîãi÷íî ïåðåñòàâëÿ¹ìî i2-èé ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà (1) äîòè, ïîêè âií íå ñòàíå äðóãèì ðÿäêîì; äëÿ öüîãî
ïîòðiáíî i2− 2 ðàçiâ ïåðåñòàâëÿòè ðÿäêè; öåé ïðîöåñ ïðîäîâæó¹ìî äî
òèõ ïið, ïîêè ik-èé ðÿäîê äåòåðìiíàíòà (1) íå ñòàíå k-èì; âñüîãî äëÿ
öüîãî íåîáõiäíî âèêîíàòè

(i1− 1)+ (i2− 2)+ · · ·+(ik −k) = (i1+ i2+ · · ·+ ik)− (1+2+ · · ·+k)

òðàíñïîçèöié ðÿäêiâ; àíàëîãi÷íèé ïðîöåñ çàñòîñó¹ìî äî ñòîâïöiâ äå-
òåðìiíàíòà, îòðèìàíîãî ïiñëÿ ïåðåñòàíîâêè ðÿäêiâ; äëÿ öüîãî ïîòðiáíî
âèêîíàòè

(j1 + j2 + · · ·+ jk)− (1 + 2 + · · ·+ k)

òðàíñïîçèöié ñòîâïöiâ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Ïåðåñòàâëÿþ÷è ðÿäêè òà ñòîâïöi äåòåðìiíàíòà (1), ïîáóäó¹ìî íîâèé
äåòåðìiíàíò Λ, â ÿêîãî â ïåðøèõ k ðÿäêàõ òà ïåðøèõ k ñòîâïöÿõ çíà-
õîäèòüñÿ ìiíîð M ,

à äîïîâíþþ÷èì äî íüîãî ¹ ìiíîð M ′. Äëÿ öüî-
ãî, íàïðèêëàä, çðîáèìî íàñòóïíå: ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè i1-èé ðÿäîê ç
(i1−1)-èì, äàëi, (i1−1)-èé ðÿäîê ç (i1−2)-èì i ò. ä., ïîêè i1-é ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà (1) íå ñòàíå ïåðøèì ðÿäêîì; äëÿ öüîãî íàì ïîòðiáíî
ïåðåñòàâèòè ðÿäêè i1 − 1 ðàçiâ; àíàëîãi÷íî ïåðåñòàâëÿ¹ìî i2-èé ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà (1) äîòè, ïîêè âií íå ñòàíå äðóãèì ðÿäêîì; äëÿ öüîãî
ïîòðiáíî i2− 2 ðàçiâ ïåðåñòàâëÿòè ðÿäêè; öåé ïðîöåñ ïðîäîâæó¹ìî äî
òèõ ïið, ïîêè ik-èé ðÿäîê äåòåðìiíàíòà (1) íå ñòàíå k-èì; âñüîãî äëÿ
öüîãî íåîáõiäíî âèêîíàòè

(i1− 1)+ (i2− 2)+ · · ·+(ik −k) = (i1+ i2+ · · ·+ ik)− (1+2+ · · ·+k)

òðàíñïîçèöié ðÿäêiâ; àíàëîãi÷íèé ïðîöåñ çàñòîñó¹ìî äî ñòîâïöiâ äå-
òåðìiíàíòà, îòðèìàíîãî ïiñëÿ ïåðåñòàíîâêè ðÿäêiâ; äëÿ öüîãî ïîòðiáíî
âèêîíàòè

(j1 + j2 + · · ·+ jk)− (1 + 2 + · · ·+ k)

òðàíñïîçèöié ñòîâïöiâ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ
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ãî, íàïðèêëàä, çðîáèìî íàñòóïíå: ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè i1-èé ðÿäîê ç
(i1−1)-èì, äàëi, (i1−1)-èé ðÿäîê ç (i1−2)-èì i ò. ä., ïîêè i1-é ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà (1) íå ñòàíå ïåðøèì ðÿäêîì; äëÿ öüîãî íàì ïîòðiáíî
ïåðåñòàâèòè ðÿäêè i1 − 1 ðàçiâ; àíàëîãi÷íî ïåðåñòàâëÿ¹ìî i2-èé ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà (1) äîòè, ïîêè âií íå ñòàíå äðóãèì ðÿäêîì; äëÿ öüîãî
ïîòðiáíî i2− 2 ðàçiâ ïåðåñòàâëÿòè ðÿäêè; öåé ïðîöåñ ïðîäîâæó¹ìî äî
òèõ ïið, ïîêè ik-èé ðÿäîê äåòåðìiíàíòà (1) íå ñòàíå k-èì;

âñüîãî äëÿ
öüîãî íåîáõiäíî âèêîíàòè

(i1− 1)+ (i2− 2)+ · · ·+(ik −k) = (i1+ i2+ · · ·+ ik)− (1+2+ · · ·+k)

òðàíñïîçèöié ðÿäêiâ; àíàëîãi÷íèé ïðîöåñ çàñòîñó¹ìî äî ñòîâïöiâ äå-
òåðìiíàíòà, îòðèìàíîãî ïiñëÿ ïåðåñòàíîâêè ðÿäêiâ; äëÿ öüîãî ïîòðiáíî
âèêîíàòè

(j1 + j2 + · · ·+ jk)− (1 + 2 + · · ·+ k)

òðàíñïîçèöié ñòîâïöiâ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Ïåðåñòàâëÿþ÷è ðÿäêè òà ñòîâïöi äåòåðìiíàíòà (1), ïîáóäó¹ìî íîâèé
äåòåðìiíàíò Λ, â ÿêîãî â ïåðøèõ k ðÿäêàõ òà ïåðøèõ k ñòîâïöÿõ çíà-
õîäèòüñÿ ìiíîð M , à äîïîâíþþ÷èì äî íüîãî ¹ ìiíîð M ′. Äëÿ öüî-
ãî, íàïðèêëàä, çðîáèìî íàñòóïíå: ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè i1-èé ðÿäîê ç
(i1−1)-èì, äàëi, (i1−1)-èé ðÿäîê ç (i1−2)-èì i ò. ä., ïîêè i1-é ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà (1) íå ñòàíå ïåðøèì ðÿäêîì; äëÿ öüîãî íàì ïîòðiáíî
ïåðåñòàâèòè ðÿäêè i1 − 1 ðàçiâ; àíàëîãi÷íî ïåðåñòàâëÿ¹ìî i2-èé ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà (1) äîòè, ïîêè âií íå ñòàíå äðóãèì ðÿäêîì; äëÿ öüîãî
ïîòðiáíî i2− 2 ðàçiâ ïåðåñòàâëÿòè ðÿäêè; öåé ïðîöåñ ïðîäîâæó¹ìî äî
òèõ ïið, ïîêè ik-èé ðÿäîê äåòåðìiíàíòà (1) íå ñòàíå k-èì; âñüîãî äëÿ
öüîãî íåîáõiäíî âèêîíàòè

(i1− 1)+ (i2− 2)+ · · ·+(ik −k) =

(i1+ i2+ · · ·+ ik)− (1+2+ · · ·+k)

òðàíñïîçèöié ðÿäêiâ; àíàëîãi÷íèé ïðîöåñ çàñòîñó¹ìî äî ñòîâïöiâ äå-
òåðìiíàíòà, îòðèìàíîãî ïiñëÿ ïåðåñòàíîâêè ðÿäêiâ; äëÿ öüîãî ïîòðiáíî
âèêîíàòè

(j1 + j2 + · · ·+ jk)− (1 + 2 + · · ·+ k)

òðàíñïîçèöié ñòîâïöiâ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ
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äåòåðìiíàíò Λ, â ÿêîãî â ïåðøèõ k ðÿäêàõ òà ïåðøèõ k ñòîâïöÿõ çíà-
õîäèòüñÿ ìiíîð M , à äîïîâíþþ÷èì äî íüîãî ¹ ìiíîð M ′. Äëÿ öüî-
ãî, íàïðèêëàä, çðîáèìî íàñòóïíå: ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè i1-èé ðÿäîê ç
(i1−1)-èì, äàëi, (i1−1)-èé ðÿäîê ç (i1−2)-èì i ò. ä., ïîêè i1-é ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà (1) íå ñòàíå ïåðøèì ðÿäêîì; äëÿ öüîãî íàì ïîòðiáíî
ïåðåñòàâèòè ðÿäêè i1 − 1 ðàçiâ; àíàëîãi÷íî ïåðåñòàâëÿ¹ìî i2-èé ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà (1) äîòè, ïîêè âií íå ñòàíå äðóãèì ðÿäêîì; äëÿ öüîãî
ïîòðiáíî i2− 2 ðàçiâ ïåðåñòàâëÿòè ðÿäêè; öåé ïðîöåñ ïðîäîâæó¹ìî äî
òèõ ïið, ïîêè ik-èé ðÿäîê äåòåðìiíàíòà (1) íå ñòàíå k-èì; âñüîãî äëÿ
öüîãî íåîáõiäíî âèêîíàòè

(i1− 1)+ (i2− 2)+ · · ·+(ik −k) = (i1+ i2+ · · ·+ ik)− (1+2+ · · ·+k)

òðàíñïîçèöié ðÿäêiâ;

àíàëîãi÷íèé ïðîöåñ çàñòîñó¹ìî äî ñòîâïöiâ äå-
òåðìiíàíòà, îòðèìàíîãî ïiñëÿ ïåðåñòàíîâêè ðÿäêiâ; äëÿ öüîãî ïîòðiáíî
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äåòåðìiíàíò Λ, â ÿêîãî â ïåðøèõ k ðÿäêàõ òà ïåðøèõ k ñòîâïöÿõ çíà-
õîäèòüñÿ ìiíîð M , à äîïîâíþþ÷èì äî íüîãî ¹ ìiíîð M ′. Äëÿ öüî-
ãî, íàïðèêëàä, çðîáèìî íàñòóïíå: ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè i1-èé ðÿäîê ç
(i1−1)-èì, äàëi, (i1−1)-èé ðÿäîê ç (i1−2)-èì i ò. ä., ïîêè i1-é ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà (1) íå ñòàíå ïåðøèì ðÿäêîì; äëÿ öüîãî íàì ïîòðiáíî
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òèõ ïið, ïîêè ik-èé ðÿäîê äåòåðìiíàíòà (1) íå ñòàíå k-èì; âñüîãî äëÿ
öüîãî íåîáõiäíî âèêîíàòè

(i1− 1)+ (i2− 2)+ · · ·+(ik −k) = (i1+ i2+ · · ·+ ik)− (1+2+ · · ·+k)
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Äîâåäåííÿ
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õîäèòüñÿ ìiíîð M , à äîïîâíþþ÷èì äî íüîãî ¹ ìiíîð M ′. Äëÿ öüî-
ãî, íàïðèêëàä, çðîáèìî íàñòóïíå: ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè i1-èé ðÿäîê ç
(i1−1)-èì, äàëi, (i1−1)-èé ðÿäîê ç (i1−2)-èì i ò. ä., ïîêè i1-é ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà (1) íå ñòàíå ïåðøèì ðÿäêîì; äëÿ öüîãî íàì ïîòðiáíî
ïåðåñòàâèòè ðÿäêè i1 − 1 ðàçiâ; àíàëîãi÷íî ïåðåñòàâëÿ¹ìî i2-èé ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà (1) äîòè, ïîêè âií íå ñòàíå äðóãèì ðÿäêîì; äëÿ öüîãî
ïîòðiáíî i2− 2 ðàçiâ ïåðåñòàâëÿòè ðÿäêè; öåé ïðîöåñ ïðîäîâæó¹ìî äî
òèõ ïið, ïîêè ik-èé ðÿäîê äåòåðìiíàíòà (1) íå ñòàíå k-èì; âñüîãî äëÿ
öüîãî íåîáõiäíî âèêîíàòè

(i1− 1)+ (i2− 2)+ · · ·+(ik −k) = (i1+ i2+ · · ·+ ik)− (1+2+ · · ·+k)

òðàíñïîçèöié ðÿäêiâ; àíàëîãi÷íèé ïðîöåñ çàñòîñó¹ìî äî ñòîâïöiâ äå-
òåðìiíàíòà, îòðèìàíîãî ïiñëÿ ïåðåñòàíîâêè ðÿäêiâ; äëÿ öüîãî ïîòðiáíî
âèêîíàòè

(j1 + j2 + · · ·+ jk)− (1 + 2 + · · ·+ k)

òðàíñïîçèöié ñòîâïöiâ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Äëÿ ìiíîðó äåòåðìiíàíòà Λ,

ùî çíàõîäèòü â ïåðøèõ k ðÿäêàõ òà ïåð-
øèõ k ñòîâïöÿõ, òîáòî ìiíîðó M , ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè íàøó òå-
îðåìó. Òàêèì ÷èíîì âñi äîäàíêè, âðàõîâóþ÷è çíàêè, äîáóòêó MM ′

âõîäÿòü â äåòåðìiíàíò Λ. Iç òåîðåìè, ïðî çìiíó ìiñöÿìè ðÿäêiâ àáî
ñòîâïöiâ äåòåðìiíàíòà ñëiäó¹, ùî

Λ = (−1)(i1+i2+···+ik)−(1+2+···+k)+(j1+j2+···+jk)−(1+2+···+k)∆ =

= (−1)sM−2·(1+2+···+k)∆ =

= (−1)sM∆.

Çâiäñè

∆ =
Λ

(−1)sM
= (−1)sMΛ.

Ç âèùå ñêàçàíîãî ñëiäó¹, ùî âñi äîäàíêè äîáóòêó ìiíîðó M äåòåðìi-
íàíòà ∆ íà éîãî àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ (−1)sMM ′ âõîäÿòü â äåòåð-
ìiíàíò ∆. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Äëÿ ìiíîðó äåòåðìiíàíòà Λ, ùî çíàõîäèòü â ïåðøèõ k ðÿäêàõ òà ïåð-
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= (−1)sM∆.
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íàíòà ∆ íà éîãî àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ (−1)sMM ′ âõîäÿòü â äåòåð-
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Äîâåäåííÿ
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= (−1)sM∆.

Çâiäñè
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Äîâåäåííÿ
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Λ = (−1)(i1+i2+···+ik)−(1+2+···+k)+(j1+j2+···+jk)−(1+2+···+k)∆ =

= (−1)sM−2·(1+2+···+k)∆ =

= (−1)sM∆.
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∆ =
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(−1)sM
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ìiíàíò ∆. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Äîâåäåííÿ
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âõîäÿòü â äåòåðìiíàíò Λ. Iç òåîðåìè, ïðî çìiíó ìiñöÿìè ðÿäêiâ àáî
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ìiíàíò ∆. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ
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ñòîâïöiâ äåòåðìiíàíòà ñëiäó¹, ùî

Λ = (−1)(i1+i2+···+ik)−(1+2+···+k)+(j1+j2+···+jk)−(1+2+···+k)∆ =

= (−1)sM−2·(1+2+···+k)∆ =
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∆ =
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(−1)sM
= (−1)sMΛ.
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íàíòà ∆ íà éîãî àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ (−1)sMM ′ âõîäÿòü â äåòåð-
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Òåîðåìà 2 (Ëàïëàñ)
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äîâiëüíî âèáðàíi k ðÿäêiâ (àáî k
ñòîâïöiâ), 1 ≤ k ≤ n− 1. Òîäi öåé äåòåðìiíàíò äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ
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Äîâåäåííÿ

Iç îçíà÷åííÿ äåòåðìiíàíòà òà òåîðåìè 1 âèïëèâà¹,

ùî âñi äîáóòêè ìi-
íîðiâ k-ãî ïîðÿäêó íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ ¹ ñóìàìè k!(n − k)!
÷ëåíiâ äåòåðìiíàíòà ∆, âçÿòèõ ç òèìè æ çíàêàìè, ç ÿêèìè âîíè âõî-
äÿòü â öåé äåòåðìiíàíò. Ç iíøîãî áîêó ÷èñëî âñiõ ìiíîðiâ k-ãî ïîðÿäêó,
ùî çíàõîäÿòüñÿ ó ôiêñîâàíèõ k ðÿäêàõ, äîðiâíþ¹ ÷èñëó âñiõ êîìáiíàöié
ç n ïî k, òîáòî

n!

k!(n− k)!
.

Îòæå, âêàçàíà ó äàíié òåîðåìi ñóìà ¹ ñóìîþ

n!

k!(n− k)!
· k!(n− k)! = n!

÷ëåíiâ äåòåðìiíàíòà ∆, ïðè÷îìó çíàêè öèõ ÷ëåíiâ ó öié ñóìi òà äåòåð-
ìiíàíòi ∆ ñïiâïàäàþòü.Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ëèøå
ïîêàçàòè, ùî ó âêàçàíó â òåîðåìi ñóìó íå âõîäèòü äâi÷i æîäåí ÷ëåí
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íîðiâ k-ãî ïîðÿäêó íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ ¹ ñóìàìè k!(n − k)!
÷ëåíiâ äåòåðìiíàíòà ∆, âçÿòèõ ç òèìè æ çíàêàìè, ç ÿêèìè âîíè âõî-
äÿòü â öåé äåòåðìiíàíò.

Ç iíøîãî áîêó ÷èñëî âñiõ ìiíîðiâ k-ãî ïîðÿäêó,
ùî çíàõîäÿòüñÿ ó ôiêñîâàíèõ k ðÿäêàõ, äîðiâíþ¹ ÷èñëó âñiõ êîìáiíàöié
ç n ïî k, òîáòî

n!

k!(n− k)!
.

Îòæå, âêàçàíà ó äàíié òåîðåìi ñóìà ¹ ñóìîþ

n!

k!(n− k)!
· k!(n− k)! = n!

÷ëåíiâ äåòåðìiíàíòà ∆, ïðè÷îìó çíàêè öèõ ÷ëåíiâ ó öié ñóìi òà äåòåð-
ìiíàíòi ∆ ñïiâïàäàþòü.Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ëèøå
ïîêàçàòè, ùî ó âêàçàíó â òåîðåìi ñóìó íå âõîäèòü äâi÷i æîäåí ÷ëåí
äåòåðìiíàíòà ∆.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Iç îçíà÷åííÿ äåòåðìiíàíòà òà òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî âñi äîáóòêè ìi-
íîðiâ k-ãî ïîðÿäêó íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ ¹ ñóìàìè k!(n − k)!
÷ëåíiâ äåòåðìiíàíòà ∆, âçÿòèõ ç òèìè æ çíàêàìè, ç ÿêèìè âîíè âõî-
äÿòü â öåé äåòåðìiíàíò. Ç iíøîãî áîêó ÷èñëî âñiõ ìiíîðiâ k-ãî ïîðÿäêó,

ùî çíàõîäÿòüñÿ ó ôiêñîâàíèõ k ðÿäêàõ, äîðiâíþ¹ ÷èñëó âñiõ êîìáiíàöié
ç n ïî k, òîáòî

n!

k!(n− k)!
.

Îòæå, âêàçàíà ó äàíié òåîðåìi ñóìà ¹ ñóìîþ

n!

k!(n− k)!
· k!(n− k)! = n!

÷ëåíiâ äåòåðìiíàíòà ∆, ïðè÷îìó çíàêè öèõ ÷ëåíiâ ó öié ñóìi òà äåòåð-
ìiíàíòi ∆ ñïiâïàäàþòü.Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ëèøå
ïîêàçàòè, ùî ó âêàçàíó â òåîðåìi ñóìó íå âõîäèòü äâi÷i æîäåí ÷ëåí
äåòåðìiíàíòà ∆.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Iç îçíà÷åííÿ äåòåðìiíàíòà òà òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî âñi äîáóòêè ìi-
íîðiâ k-ãî ïîðÿäêó íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ ¹ ñóìàìè k!(n − k)!
÷ëåíiâ äåòåðìiíàíòà ∆, âçÿòèõ ç òèìè æ çíàêàìè, ç ÿêèìè âîíè âõî-
äÿòü â öåé äåòåðìiíàíò. Ç iíøîãî áîêó ÷èñëî âñiõ ìiíîðiâ k-ãî ïîðÿäêó,
ùî çíàõîäÿòüñÿ ó ôiêñîâàíèõ k ðÿäêàõ,

äîðiâíþ¹ ÷èñëó âñiõ êîìáiíàöié
ç n ïî k, òîáòî

n!

k!(n− k)!
.

Îòæå, âêàçàíà ó äàíié òåîðåìi ñóìà ¹ ñóìîþ

n!

k!(n− k)!
· k!(n− k)! = n!

÷ëåíiâ äåòåðìiíàíòà ∆, ïðè÷îìó çíàêè öèõ ÷ëåíiâ ó öié ñóìi òà äåòåð-
ìiíàíòi ∆ ñïiâïàäàþòü.Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ëèøå
ïîêàçàòè, ùî ó âêàçàíó â òåîðåìi ñóìó íå âõîäèòü äâi÷i æîäåí ÷ëåí
äåòåðìiíàíòà ∆.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Iç îçíà÷åííÿ äåòåðìiíàíòà òà òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî âñi äîáóòêè ìi-
íîðiâ k-ãî ïîðÿäêó íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ ¹ ñóìàìè k!(n − k)!
÷ëåíiâ äåòåðìiíàíòà ∆, âçÿòèõ ç òèìè æ çíàêàìè, ç ÿêèìè âîíè âõî-
äÿòü â öåé äåòåðìiíàíò. Ç iíøîãî áîêó ÷èñëî âñiõ ìiíîðiâ k-ãî ïîðÿäêó,
ùî çíàõîäÿòüñÿ ó ôiêñîâàíèõ k ðÿäêàõ, äîðiâíþ¹ ÷èñëó âñiõ êîìáiíàöié
ç n ïî k,

òîáòî
n!

k!(n− k)!
.

Îòæå, âêàçàíà ó äàíié òåîðåìi ñóìà ¹ ñóìîþ

n!

k!(n− k)!
· k!(n− k)! = n!

÷ëåíiâ äåòåðìiíàíòà ∆, ïðè÷îìó çíàêè öèõ ÷ëåíiâ ó öié ñóìi òà äåòåð-
ìiíàíòi ∆ ñïiâïàäàþòü.Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ëèøå
ïîêàçàòè, ùî ó âêàçàíó â òåîðåìi ñóìó íå âõîäèòü äâi÷i æîäåí ÷ëåí
äåòåðìiíàíòà ∆.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Iç îçíà÷åííÿ äåòåðìiíàíòà òà òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî âñi äîáóòêè ìi-
íîðiâ k-ãî ïîðÿäêó íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ ¹ ñóìàìè k!(n − k)!
÷ëåíiâ äåòåðìiíàíòà ∆, âçÿòèõ ç òèìè æ çíàêàìè, ç ÿêèìè âîíè âõî-
äÿòü â öåé äåòåðìiíàíò. Ç iíøîãî áîêó ÷èñëî âñiõ ìiíîðiâ k-ãî ïîðÿäêó,
ùî çíàõîäÿòüñÿ ó ôiêñîâàíèõ k ðÿäêàõ, äîðiâíþ¹ ÷èñëó âñiõ êîìáiíàöié
ç n ïî k, òîáòî

n!

k!(n− k)!
.

Îòæå, âêàçàíà ó äàíié òåîðåìi ñóìà ¹ ñóìîþ

n!

k!(n− k)!
· k!(n− k)! = n!

÷ëåíiâ äåòåðìiíàíòà ∆, ïðè÷îìó çíàêè öèõ ÷ëåíiâ ó öié ñóìi òà äåòåð-
ìiíàíòi ∆ ñïiâïàäàþòü.Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ëèøå
ïîêàçàòè, ùî ó âêàçàíó â òåîðåìi ñóìó íå âõîäèòü äâi÷i æîäåí ÷ëåí
äåòåðìiíàíòà ∆.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Iç îçíà÷åííÿ äåòåðìiíàíòà òà òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî âñi äîáóòêè ìi-
íîðiâ k-ãî ïîðÿäêó íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ ¹ ñóìàìè k!(n − k)!
÷ëåíiâ äåòåðìiíàíòà ∆, âçÿòèõ ç òèìè æ çíàêàìè, ç ÿêèìè âîíè âõî-
äÿòü â öåé äåòåðìiíàíò. Ç iíøîãî áîêó ÷èñëî âñiõ ìiíîðiâ k-ãî ïîðÿäêó,
ùî çíàõîäÿòüñÿ ó ôiêñîâàíèõ k ðÿäêàõ, äîðiâíþ¹ ÷èñëó âñiõ êîìáiíàöié
ç n ïî k, òîáòî

n!

k!(n− k)!
.

Îòæå, âêàçàíà ó äàíié òåîðåìi ñóìà

¹ ñóìîþ

n!

k!(n− k)!
· k!(n− k)! = n!

÷ëåíiâ äåòåðìiíàíòà ∆, ïðè÷îìó çíàêè öèõ ÷ëåíiâ ó öié ñóìi òà äåòåð-
ìiíàíòi ∆ ñïiâïàäàþòü.Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ëèøå
ïîêàçàòè, ùî ó âêàçàíó â òåîðåìi ñóìó íå âõîäèòü äâi÷i æîäåí ÷ëåí
äåòåðìiíàíòà ∆.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Iç îçíà÷åííÿ äåòåðìiíàíòà òà òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî âñi äîáóòêè ìi-
íîðiâ k-ãî ïîðÿäêó íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ ¹ ñóìàìè k!(n − k)!
÷ëåíiâ äåòåðìiíàíòà ∆, âçÿòèõ ç òèìè æ çíàêàìè, ç ÿêèìè âîíè âõî-
äÿòü â öåé äåòåðìiíàíò. Ç iíøîãî áîêó ÷èñëî âñiõ ìiíîðiâ k-ãî ïîðÿäêó,
ùî çíàõîäÿòüñÿ ó ôiêñîâàíèõ k ðÿäêàõ, äîðiâíþ¹ ÷èñëó âñiõ êîìáiíàöié
ç n ïî k, òîáòî

n!

k!(n− k)!
.

Îòæå, âêàçàíà ó äàíié òåîðåìi ñóìà ¹ ñóìîþ

n!

k!(n− k)!
· k!(n− k)! = n!

÷ëåíiâ äåòåðìiíàíòà ∆, ïðè÷îìó çíàêè öèõ ÷ëåíiâ ó öié ñóìi òà äåòåð-
ìiíàíòi ∆ ñïiâïàäàþòü.Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ëèøå
ïîêàçàòè, ùî ó âêàçàíó â òåîðåìi ñóìó íå âõîäèòü äâi÷i æîäåí ÷ëåí
äåòåðìiíàíòà ∆.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Iç îçíà÷åííÿ äåòåðìiíàíòà òà òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî âñi äîáóòêè ìi-
íîðiâ k-ãî ïîðÿäêó íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ ¹ ñóìàìè k!(n − k)!
÷ëåíiâ äåòåðìiíàíòà ∆, âçÿòèõ ç òèìè æ çíàêàìè, ç ÿêèìè âîíè âõî-
äÿòü â öåé äåòåðìiíàíò. Ç iíøîãî áîêó ÷èñëî âñiõ ìiíîðiâ k-ãî ïîðÿäêó,
ùî çíàõîäÿòüñÿ ó ôiêñîâàíèõ k ðÿäêàõ, äîðiâíþ¹ ÷èñëó âñiõ êîìáiíàöié
ç n ïî k, òîáòî

n!

k!(n− k)!
.

Îòæå, âêàçàíà ó äàíié òåîðåìi ñóìà ¹ ñóìîþ

n!

k!(n− k)!
· k!(n− k)! = n!

÷ëåíiâ äåòåðìiíàíòà ∆, ïðè÷îìó çíàêè öèõ ÷ëåíiâ ó öié ñóìi òà äåòåð-
ìiíàíòi ∆ ñïiâïàäàþòü.

Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ëèøå
ïîêàçàòè, ùî ó âêàçàíó â òåîðåìi ñóìó íå âõîäèòü äâi÷i æîäåí ÷ëåí
äåòåðìiíàíòà ∆.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Iç îçíà÷åííÿ äåòåðìiíàíòà òà òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî âñi äîáóòêè ìi-
íîðiâ k-ãî ïîðÿäêó íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ ¹ ñóìàìè k!(n − k)!
÷ëåíiâ äåòåðìiíàíòà ∆, âçÿòèõ ç òèìè æ çíàêàìè, ç ÿêèìè âîíè âõî-
äÿòü â öåé äåòåðìiíàíò. Ç iíøîãî áîêó ÷èñëî âñiõ ìiíîðiâ k-ãî ïîðÿäêó,
ùî çíàõîäÿòüñÿ ó ôiêñîâàíèõ k ðÿäêàõ, äîðiâíþ¹ ÷èñëó âñiõ êîìáiíàöié
ç n ïî k, òîáòî

n!

k!(n− k)!
.

Îòæå, âêàçàíà ó äàíié òåîðåìi ñóìà ¹ ñóìîþ

n!

k!(n− k)!
· k!(n− k)! = n!

÷ëåíiâ äåòåðìiíàíòà ∆, ïðè÷îìó çíàêè öèõ ÷ëåíiâ ó öié ñóìi òà äåòåð-
ìiíàíòi ∆ ñïiâïàäàþòü.Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ëèøå
ïîêàçàòè, ùî ó âêàçàíó â òåîðåìi ñóìó íå âõîäèòü äâi÷i æîäåí ÷ëåí
äåòåðìiíàíòà ∆.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé i1, i2, . . . , ik � íîìåðà, âèáðàíèõ k ðÿäêiâ,

a1q1a2q2 · · · anqn (6)

� äîâiëüíèé ÷ëåí äåòåðìiíàíòà ∆.

Ðîçãëÿíåìî äîáóòîê òèõ åëåìåíòiâ
öüîãî ÷ëåíó, ÿêi íàëåæàòü ðÿäêàì ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik

ai1qi1ai2qi2 · · · aikqik .

Î÷åâèäíî, öåé äîáóòîê ¹ ÷ëåíîì ìiíîðó M , ùî çíàõîäèòüñÿ íà ïå-
ðåòèíi ðÿäêiâ ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöiâ ç íîìåðàìè qi1 ,
qi2 , . . . , qik i íå ¹ ÷ëåíîì æîäíîãî iíøîãî ìiíîðó k-ãî ïîðÿäêó, ùî
çíàõîäèòüñÿ â öèõ æå ðÿäêàõ òà iíøèõ ñòîâïöÿõ. Îòæå, ìiíîð M , ÿêèé
çíàõîäèòüñÿ â ðÿäêàõ ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik âèçíà÷à¹òüñÿ ÷ëåíîì
(6) îäíîçíà÷íî. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî äîáóòîê iíøèõ åëåìåíòiâ ÷ëåíà
(6), ÿêi íå íàëåæàòü âèùå âêàçàíèì ðÿäêàì, ¹ ÷ëåíîì äîïîâíþþ÷îãî
ìiíîðó M ′ äî ìiíîðó M . Òàêèì ÷èíîì äîâiëüíèé ÷ëåí (6) äåòåðìi-
íàíòà ∆ âõîäèòü ó öiëêîì, ïðè÷îìó îäíîçíà÷íî, âèçíà÷åíèé äîáóòîê
M ·M ′ ìiíîðó k-ãî ïîðÿäêó, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ó âêàçàíèõ âèùå ðÿäêàõ
íà éîãî äîïîâíþþ÷èé ìiíîð. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé i1, i2, . . . , ik � íîìåðà, âèáðàíèõ k ðÿäêiâ,

a1q1a2q2 · · · anqn (6)

� äîâiëüíèé ÷ëåí äåòåðìiíàíòà ∆. Ðîçãëÿíåìî äîáóòîê òèõ åëåìåíòiâ
öüîãî ÷ëåíó, ÿêi íàëåæàòü ðÿäêàì ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik

ai1qi1ai2qi2 · · · aikqik .

Î÷åâèäíî, öåé äîáóòîê ¹ ÷ëåíîì ìiíîðó M , ùî çíàõîäèòüñÿ íà ïå-
ðåòèíi ðÿäêiâ ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöiâ ç íîìåðàìè qi1 ,
qi2 , . . . , qik i íå ¹ ÷ëåíîì æîäíîãî iíøîãî ìiíîðó k-ãî ïîðÿäêó, ùî
çíàõîäèòüñÿ â öèõ æå ðÿäêàõ òà iíøèõ ñòîâïöÿõ. Îòæå, ìiíîð M , ÿêèé
çíàõîäèòüñÿ â ðÿäêàõ ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik âèçíà÷à¹òüñÿ ÷ëåíîì
(6) îäíîçíà÷íî. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî äîáóòîê iíøèõ åëåìåíòiâ ÷ëåíà
(6), ÿêi íå íàëåæàòü âèùå âêàçàíèì ðÿäêàì, ¹ ÷ëåíîì äîïîâíþþ÷îãî
ìiíîðó M ′ äî ìiíîðó M . Òàêèì ÷èíîì äîâiëüíèé ÷ëåí (6) äåòåðìi-
íàíòà ∆ âõîäèòü ó öiëêîì, ïðè÷îìó îäíîçíà÷íî, âèçíà÷åíèé äîáóòîê
M ·M ′ ìiíîðó k-ãî ïîðÿäêó, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ó âêàçàíèõ âèùå ðÿäêàõ
íà éîãî äîïîâíþþ÷èé ìiíîð. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.
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çíàõîäèòüñÿ â öèõ æå ðÿäêàõ òà iíøèõ ñòîâïöÿõ. Îòæå, ìiíîð M , ÿêèé
çíàõîäèòüñÿ â ðÿäêàõ ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik âèçíà÷à¹òüñÿ ÷ëåíîì
(6) îäíîçíà÷íî. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî äîáóòîê iíøèõ åëåìåíòiâ ÷ëåíà
(6),

ÿêi íå íàëåæàòü âèùå âêàçàíèì ðÿäêàì, ¹ ÷ëåíîì äîïîâíþþ÷îãî
ìiíîðó M ′ äî ìiíîðó M . Òàêèì ÷èíîì äîâiëüíèé ÷ëåí (6) äåòåðìi-
íàíòà ∆ âõîäèòü ó öiëêîì, ïðè÷îìó îäíîçíà÷íî, âèçíà÷åíèé äîáóòîê
M ·M ′ ìiíîðó k-ãî ïîðÿäêó, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ó âêàçàíèõ âèùå ðÿäêàõ
íà éîãî äîïîâíþþ÷èé ìiíîð. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé i1, i2, . . . , ik � íîìåðà, âèáðàíèõ k ðÿäêiâ,

a1q1a2q2 · · · anqn (6)

� äîâiëüíèé ÷ëåí äåòåðìiíàíòà ∆. Ðîçãëÿíåìî äîáóòîê òèõ åëåìåíòiâ
öüîãî ÷ëåíó, ÿêi íàëåæàòü ðÿäêàì ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik

ai1qi1ai2qi2 · · · aikqik .

Î÷åâèäíî, öåé äîáóòîê ¹ ÷ëåíîì ìiíîðó M , ùî çíàõîäèòüñÿ íà ïå-
ðåòèíi ðÿäêiâ ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöiâ ç íîìåðàìè qi1 ,
qi2 , . . . , qik i íå ¹ ÷ëåíîì æîäíîãî iíøîãî ìiíîðó k-ãî ïîðÿäêó, ùî
çíàõîäèòüñÿ â öèõ æå ðÿäêàõ òà iíøèõ ñòîâïöÿõ. Îòæå, ìiíîð M , ÿêèé
çíàõîäèòüñÿ â ðÿäêàõ ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik âèçíà÷à¹òüñÿ ÷ëåíîì
(6) îäíîçíà÷íî. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî äîáóòîê iíøèõ åëåìåíòiâ ÷ëåíà
(6), ÿêi íå íàëåæàòü âèùå âêàçàíèì ðÿäêàì,

¹ ÷ëåíîì äîïîâíþþ÷îãî
ìiíîðó M ′ äî ìiíîðó M . Òàêèì ÷èíîì äîâiëüíèé ÷ëåí (6) äåòåðìi-
íàíòà ∆ âõîäèòü ó öiëêîì, ïðè÷îìó îäíîçíà÷íî, âèçíà÷åíèé äîáóòîê
M ·M ′ ìiíîðó k-ãî ïîðÿäêó, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ó âêàçàíèõ âèùå ðÿäêàõ
íà éîãî äîïîâíþþ÷èé ìiíîð. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé i1, i2, . . . , ik � íîìåðà, âèáðàíèõ k ðÿäêiâ,

a1q1a2q2 · · · anqn (6)

� äîâiëüíèé ÷ëåí äåòåðìiíàíòà ∆. Ðîçãëÿíåìî äîáóòîê òèõ åëåìåíòiâ
öüîãî ÷ëåíó, ÿêi íàëåæàòü ðÿäêàì ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik

ai1qi1ai2qi2 · · · aikqik .

Î÷åâèäíî, öåé äîáóòîê ¹ ÷ëåíîì ìiíîðó M , ùî çíàõîäèòüñÿ íà ïå-
ðåòèíi ðÿäêiâ ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöiâ ç íîìåðàìè qi1 ,
qi2 , . . . , qik i íå ¹ ÷ëåíîì æîäíîãî iíøîãî ìiíîðó k-ãî ïîðÿäêó, ùî
çíàõîäèòüñÿ â öèõ æå ðÿäêàõ òà iíøèõ ñòîâïöÿõ. Îòæå, ìiíîð M , ÿêèé
çíàõîäèòüñÿ â ðÿäêàõ ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik âèçíà÷à¹òüñÿ ÷ëåíîì
(6) îäíîçíà÷íî. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî äîáóòîê iíøèõ åëåìåíòiâ ÷ëåíà
(6), ÿêi íå íàëåæàòü âèùå âêàçàíèì ðÿäêàì, ¹ ÷ëåíîì äîïîâíþþ÷îãî
ìiíîðó M ′ äî ìiíîðó M .

Òàêèì ÷èíîì äîâiëüíèé ÷ëåí (6) äåòåðìi-
íàíòà ∆ âõîäèòü ó öiëêîì, ïðè÷îìó îäíîçíà÷íî, âèçíà÷åíèé äîáóòîê
M ·M ′ ìiíîðó k-ãî ïîðÿäêó, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ó âêàçàíèõ âèùå ðÿäêàõ
íà éîãî äîïîâíþþ÷èé ìiíîð. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé i1, i2, . . . , ik � íîìåðà, âèáðàíèõ k ðÿäêiâ,

a1q1a2q2 · · · anqn (6)

� äîâiëüíèé ÷ëåí äåòåðìiíàíòà ∆. Ðîçãëÿíåìî äîáóòîê òèõ åëåìåíòiâ
öüîãî ÷ëåíó, ÿêi íàëåæàòü ðÿäêàì ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik

ai1qi1ai2qi2 · · · aikqik .

Î÷åâèäíî, öåé äîáóòîê ¹ ÷ëåíîì ìiíîðó M , ùî çíàõîäèòüñÿ íà ïå-
ðåòèíi ðÿäêiâ ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöiâ ç íîìåðàìè qi1 ,
qi2 , . . . , qik i íå ¹ ÷ëåíîì æîäíîãî iíøîãî ìiíîðó k-ãî ïîðÿäêó, ùî
çíàõîäèòüñÿ â öèõ æå ðÿäêàõ òà iíøèõ ñòîâïöÿõ. Îòæå, ìiíîð M , ÿêèé
çíàõîäèòüñÿ â ðÿäêàõ ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik âèçíà÷à¹òüñÿ ÷ëåíîì
(6) îäíîçíà÷íî. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî äîáóòîê iíøèõ åëåìåíòiâ ÷ëåíà
(6), ÿêi íå íàëåæàòü âèùå âêàçàíèì ðÿäêàì, ¹ ÷ëåíîì äîïîâíþþ÷îãî
ìiíîðó M ′ äî ìiíîðó M . Òàêèì ÷èíîì äîâiëüíèé ÷ëåí (6) äåòåðìi-
íàíòà ∆ âõîäèòü ó öiëêîì, ïðè÷îìó îäíîçíà÷íî, âèçíà÷åíèé äîáóòîê
M ·M ′ ìiíîðó k-ãî ïîðÿäêó,

ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ó âêàçàíèõ âèùå ðÿäêàõ
íà éîãî äîïîâíþþ÷èé ìiíîð. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé i1, i2, . . . , ik � íîìåðà, âèáðàíèõ k ðÿäêiâ,

a1q1a2q2 · · · anqn (6)

� äîâiëüíèé ÷ëåí äåòåðìiíàíòà ∆. Ðîçãëÿíåìî äîáóòîê òèõ åëåìåíòiâ
öüîãî ÷ëåíó, ÿêi íàëåæàòü ðÿäêàì ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik

ai1qi1ai2qi2 · · · aikqik .

Î÷åâèäíî, öåé äîáóòîê ¹ ÷ëåíîì ìiíîðó M , ùî çíàõîäèòüñÿ íà ïå-
ðåòèíi ðÿäêiâ ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöiâ ç íîìåðàìè qi1 ,
qi2 , . . . , qik i íå ¹ ÷ëåíîì æîäíîãî iíøîãî ìiíîðó k-ãî ïîðÿäêó, ùî
çíàõîäèòüñÿ â öèõ æå ðÿäêàõ òà iíøèõ ñòîâïöÿõ. Îòæå, ìiíîð M , ÿêèé
çíàõîäèòüñÿ â ðÿäêàõ ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik âèçíà÷à¹òüñÿ ÷ëåíîì
(6) îäíîçíà÷íî. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî äîáóòîê iíøèõ åëåìåíòiâ ÷ëåíà
(6), ÿêi íå íàëåæàòü âèùå âêàçàíèì ðÿäêàì, ¹ ÷ëåíîì äîïîâíþþ÷îãî
ìiíîðó M ′ äî ìiíîðó M . Òàêèì ÷èíîì äîâiëüíèé ÷ëåí (6) äåòåðìi-
íàíòà ∆ âõîäèòü ó öiëêîì, ïðè÷îìó îäíîçíà÷íî, âèçíà÷åíèé äîáóòîê
M ·M ′ ìiíîðó k-ãî ïîðÿäêó, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ó âêàçàíèõ âèùå ðÿäêàõ
íà éîãî äîïîâíþþ÷èé ìiíîð.

Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Äîâåäåííÿ

Íåõàé i1, i2, . . . , ik � íîìåðà, âèáðàíèõ k ðÿäêiâ,

a1q1a2q2 · · · anqn (6)

� äîâiëüíèé ÷ëåí äåòåðìiíàíòà ∆. Ðîçãëÿíåìî äîáóòîê òèõ åëåìåíòiâ
öüîãî ÷ëåíó, ÿêi íàëåæàòü ðÿäêàì ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik

ai1qi1ai2qi2 · · · aikqik .

Î÷åâèäíî, öåé äîáóòîê ¹ ÷ëåíîì ìiíîðó M , ùî çíàõîäèòüñÿ íà ïå-
ðåòèíi ðÿäêiâ ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöiâ ç íîìåðàìè qi1 ,
qi2 , . . . , qik i íå ¹ ÷ëåíîì æîäíîãî iíøîãî ìiíîðó k-ãî ïîðÿäêó, ùî
çíàõîäèòüñÿ â öèõ æå ðÿäêàõ òà iíøèõ ñòîâïöÿõ. Îòæå, ìiíîð M , ÿêèé
çíàõîäèòüñÿ â ðÿäêàõ ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik âèçíà÷à¹òüñÿ ÷ëåíîì
(6) îäíîçíà÷íî. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî äîáóòîê iíøèõ åëåìåíòiâ ÷ëåíà
(6), ÿêi íå íàëåæàòü âèùå âêàçàíèì ðÿäêàì, ¹ ÷ëåíîì äîïîâíþþ÷îãî
ìiíîðó M ′ äî ìiíîðó M . Òàêèì ÷èíîì äîâiëüíèé ÷ëåí (6) äåòåðìi-
íàíòà ∆ âõîäèòü ó öiëêîì, ïðè÷îìó îäíîçíà÷íî, âèçíà÷åíèé äîáóòîê
M ·M ′ ìiíîðó k-ãî ïîðÿäêó, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ó âêàçàíèõ âèùå ðÿäêàõ
íà éîãî äîïîâíþþ÷èé ìiíîð. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Öiëêîì çðîçóìiëî, ùî ìiíîðàìè ïåðøîãî ïîðÿäêó äåòåðìiíàíòà ¹ ñàìi
åëåìåíòè öüîãî äåòåðìiíàíòà.

Â ñåíñi öüîãî çàóâàæåííÿ ìà¹ ìiñöå íà-
ñòóïíèé íàñëiäîê iç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè.

Íàñëiäîê 1

Äåòåðìiíàíò äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ âñiõ åëåìåíòiâ äîâiëüíîãî éîãî

ðÿäêà (ñòîâïöÿ) íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Öiëêîì çðîçóìiëî, ùî ìiíîðàìè ïåðøîãî ïîðÿäêó äåòåðìiíàíòà ¹ ñàìi
åëåìåíòè öüîãî äåòåðìiíàíòà. Â ñåíñi öüîãî çàóâàæåííÿ ìà¹ ìiñöå íà-
ñòóïíèé íàñëiäîê

iç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè.

Íàñëiäîê 1

Äåòåðìiíàíò äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ âñiõ åëåìåíòiâ äîâiëüíîãî éîãî

ðÿäêà (ñòîâïöÿ) íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Öiëêîì çðîçóìiëî, ùî ìiíîðàìè ïåðøîãî ïîðÿäêó äåòåðìiíàíòà ¹ ñàìi
åëåìåíòè öüîãî äåòåðìiíàíòà. Â ñåíñi öüîãî çàóâàæåííÿ ìà¹ ìiñöå íà-
ñòóïíèé íàñëiäîê iç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè.

Íàñëiäîê 1

Äåòåðìiíàíò äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ âñiõ åëåìåíòiâ äîâiëüíîãî éîãî

ðÿäêà (ñòîâïöÿ) íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Öiëêîì çðîçóìiëî, ùî ìiíîðàìè ïåðøîãî ïîðÿäêó äåòåðìiíàíòà ¹ ñàìi
åëåìåíòè öüîãî äåòåðìiíàíòà. Â ñåíñi öüîãî çàóâàæåííÿ ìà¹ ìiñöå íà-
ñòóïíèé íàñëiäîê iç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè.

Íàñëiäîê 1

Äåòåðìiíàíò äîðiâíþ¹

ñóìi äîáóòêiâ âñiõ åëåìåíòiâ äîâiëüíîãî éîãî

ðÿäêà (ñòîâïöÿ) íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Öiëêîì çðîçóìiëî, ùî ìiíîðàìè ïåðøîãî ïîðÿäêó äåòåðìiíàíòà ¹ ñàìi
åëåìåíòè öüîãî äåòåðìiíàíòà. Â ñåíñi öüîãî çàóâàæåííÿ ìà¹ ìiñöå íà-
ñòóïíèé íàñëiäîê iç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè.

Íàñëiäîê 1

Äåòåðìiíàíò äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ âñiõ åëåìåíòiâ äîâiëüíîãî éîãî

ðÿäêà

(ñòîâïöÿ) íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Öiëêîì çðîçóìiëî, ùî ìiíîðàìè ïåðøîãî ïîðÿäêó äåòåðìiíàíòà ¹ ñàìi
åëåìåíòè öüîãî äåòåðìiíàíòà. Â ñåíñi öüîãî çàóâàæåííÿ ìà¹ ìiñöå íà-
ñòóïíèé íàñëiäîê iç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè.

Íàñëiäîê 1

Äåòåðìiíàíò äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ âñiõ åëåìåíòiâ äîâiëüíîãî éîãî

ðÿäêà (ñòîâïöÿ)

íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Öiëêîì çðîçóìiëî, ùî ìiíîðàìè ïåðøîãî ïîðÿäêó äåòåðìiíàíòà ¹ ñàìi
åëåìåíòè öüîãî äåòåðìiíàíòà. Â ñåíñi öüîãî çàóâàæåííÿ ìà¹ ìiñöå íà-
ñòóïíèé íàñëiäîê iç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè.

Íàñëiäîê 1

Äåòåðìiíàíò äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ âñiõ åëåìåíòiâ äîâiëüíîãî éîãî

ðÿäêà (ñòîâïöÿ) íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Òîáòî, ÿêùî

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
� äåÿêèé äåòåðìiíàíò n-ãî ïîðÿäêó,

äå n ∈ N, à Aij � àëãåáðà¨÷íå
äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà aij ó öüîìó äåòåðìiíàíòi, i, j ∈ {1, 2, . . . , n},
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−1 2 3
0 −3 5
3 −1 −1

∣∣∣∣∣∣+

+7 · (−1)3+3 ·

∣∣∣∣∣∣
−1 2 3
2 1 4
3 −1 −1

∣∣∣∣∣∣+ 0 · (−1)4+1 ·

∣∣∣∣∣∣ ∗

∣∣∣∣∣∣ .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Ïðèêëàä 2.

Îá÷èñëèòè äåòåðìiíàíò ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 0 3
2 1 −2 4
0 −3 7 5
3 −1 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçêëàäåìî äàíèé äåòåðìiíàíò çà òðåòiì ñòîâïöåì.
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Ïðèêëàä 3.

Êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ Ëàïëàñà, îá÷èñëèòè äåòåðìiíàíò

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 4 3 5
3 4 0 5 0
3 4 5 2 1
1 5 2 4 3
4 6 0 7 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàôiêñó¹ìî äðóãèé i ï'ÿòèé ðÿäêè äåòåðìiíàíòà ∆. Ðîç-
ãëÿíåìî ìiíîðè

M1 =

∣∣∣∣ 3 4
4 6

∣∣∣∣ , M2 =

∣∣∣∣ 3 5
4 7

∣∣∣∣ , M3 =

∣∣∣∣ 4 5
6 7

∣∣∣∣ ,
ÿêi ðîçìiùåíi â öèõ ðÿäêàõ. Âñi iíøi ìiíîðè äðóãîãî ïîðÿäêó â öèõ
ðÿäêàõ äîðiâíþþòü íóëþ, îñêiëüêè ìiñòÿòü íóëüîâèé ñòîâïåöü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ
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Ïðèêëàä 3.

Îá÷èñëèìî àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ äî ìiíîðiâ M1, M2, M3:

(−1)sM1M ′
1 = (−1)2+5+1+2

∣∣∣∣∣∣
4 3 5
5 2 1
2 4 3

∣∣∣∣∣∣ = 49,

(−1)sM2M ′
2 = (−1)2+5+1+4

∣∣∣∣∣∣
1 4 5
4 5 1
5 2 3

∣∣∣∣∣∣ = −100,

(−1)sM3M ′
3 = (−1)2+5+2+4

∣∣∣∣∣∣
2 4 5
3 5 1
1 2 3

∣∣∣∣∣∣ = 1.

Òîäi

∆ = M1 · (−1)sM1M ′
1 +M2 · (−1)sM2M ′

2 +M3 · (−1)sM3M ′
3 =

= 2 · 49 + 1 · (−100) + (−2) · 1 = −4.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ
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∣∣∣∣∣∣ = 1.

Òîäi

∆ = M1 · (−1)sM1M ′
1 +M2 · (−1)sM2M ′

2 +M3 · (−1)sM3M ′
3

=

= 2 · 49 + 1 · (−100) + (−2) · 1 = −4.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ



Ïðèêëàä 3.

Îá÷èñëèìî àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ äî ìiíîðiâ M1, M2, M3:

(−1)sM1M ′
1 = (−1)2+5+1+2

∣∣∣∣∣∣
4 3 5
5 2 1
2 4 3

∣∣∣∣∣∣ = 49,

(−1)sM2M ′
2 = (−1)2+5+1+4

∣∣∣∣∣∣
1 4 5
4 5 1
5 2 3

∣∣∣∣∣∣ = −100,

(−1)sM3M ′
3 = (−1)2+5+2+4

∣∣∣∣∣∣
2 4 5
3 5 1
1 2 3

∣∣∣∣∣∣ = 1.

Òîäi

∆ = M1 · (−1)sM1M ′
1 +M2 · (−1)sM2M ′

2 +M3 · (−1)sM3M ′
3 =

= 2 · 49 + 1 · (−100) + (−2) · 1 = −4.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ìiíîðè. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ


