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Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé äåòåðìiíàíò ∆ ïîðÿäêó n ç åëåìåíòàìè iç ìíî-
æèíè äiéñíèõ ÷èñåë R

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1j . . . a1n
a21 . . . a2j . . . a2n
...

. . .
...

. . .
...

an1 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

(1)

Ðîçêëàäåìî öåé äåòåðìiíàíò çà åëåìåíòàìè j-ãî ñòîâïöÿ

∆ = a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ anjAnj , (2)

äå Aij � àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà aij , i = 1, 2, . . . , n.

Íåõàé b1, b2, . . . , bn � äîâiëüíi ÷èñëà iç ìíîæèíè R i

∆′ = b1A1j + b2A2j + · · ·+ bnAnj . (3)
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Iç òåîðåìè Ëàïëàñà âèïëèâà¹,

ùî ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (3) ¹ ðîçêëà-
äîì çà åëåìåíòàìè j-ãî ñòîâïöÿ äåòåðìiíàíòà, îäåðæàíîãî iç äåòåð-
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Ëåìà 1

Ñóìà äîáóòêiâ âñiõ åëåìåíòiâ äåÿêîãî ñòîâïöÿ äåòåðìiíàíòà íà àëãå-

áðà¨÷íi äîïîâíåííÿ âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ iíøîãî ñòîâïöÿ äîðiâíþ¹ íó-

ëþ.

Ëåìà 2

Ñóìà äîáóòêiâ âñiõ åëåìåíòiâ äåÿêîãî ðÿäêà äåòåðìiíàíòà íà àëãåáðà-

¨÷íi äîïîâíåííÿ âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ iíøîãî ðÿäêà äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ j i k iç {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâ-
íîñòi

a1kA1j + a2kA2j + · · ·+ ankAnj = 0, (5)

ak1Aj1 + ak2Aj2 + · · ·+ aknAjn = 0. (6)
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áðà¨÷íi äîïîâíåííÿ âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ iíøîãî ñòîâïöÿ äîðiâíþ¹ íó-

ëþ.

Ëåìà 2

Ñóìà äîáóòêiâ âñiõ åëåìåíòiâ äåÿêîãî ðÿäêà äåòåðìiíàíòà íà àëãåáðà-

¨÷íi äîïîâíåííÿ âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ iíøîãî ðÿäêà äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ j i k iç {1, 2, . . . , n} ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâ-
íîñòi

a1kA1j + a2kA2j + · · ·+ ankAnj = 0, (5)

ak1Aj1 + ak2Aj2 + · · ·+ aknAjn = 0. (6)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî òiëüêè ëåìó 1,

îñêiëüêè ëåìà 2 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Íå-
õàé çàäàíî äåòåðìiíàíò ∆ âèãëÿäó (1) i íåõàé j i k � äîâiëüíi ðiçíi
íàòóðàëüíi ÷èñëà iç {1, 2, . . . , n}.
ßêùî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (3) çàìiñòü b1, b2, . . . , bn âiäïîâiäíî
ïîêëàñòè a1k, a2k, . . . , ank, òî ìàòèìåìî âêàçàíó â óìîâi ëåìè ñó-
ìó äîáóòêiâ âñiõ åëåìåíòiâ k-ãî ñòîâïöÿ íà àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ
âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ j-ãî ñòîâïöÿ. Ç iíøîãî áîêó öÿ ñóìà äîðiâíþ¹
äåòåðìiíàíòó ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k . . . a1k . . . a1n
a21 . . . a2k . . . a2k . . . a2n
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

an1 . . . ank . . . ank . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
↑

j-é ñòîâïåöü
↑

k-é ñòîâïåöü

â ÿêîãî ñòîâïöi ç ðiçíèìè íîìåðàìè j òà k îäíàêîâi. À, îòæå, ðiâíîìó
íóëåâi, ùî äîâîäèòü ëåìó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî òiëüêè ëåìó 1, îñêiëüêè ëåìà 2 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Íå-
õàé çàäàíî äåòåðìiíàíò ∆ âèãëÿäó (1) i íåõàé j i k � äîâiëüíi ðiçíi
íàòóðàëüíi ÷èñëà iç {1, 2, . . . , n}.
ßêùî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (3) çàìiñòü b1, b2, . . . , bn âiäïîâiäíî
ïîêëàñòè a1k, a2k, . . . , ank, òî ìàòèìåìî âêàçàíó â óìîâi ëåìè ñó-
ìó äîáóòêiâ âñiõ åëåìåíòiâ k-ãî ñòîâïöÿ íà àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ
âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ j-ãî ñòîâïöÿ. Ç iíøîãî áîêó öÿ ñóìà äîðiâíþ¹
äåòåðìiíàíòó ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k . . . a1k . . . a1n
a21 . . . a2k . . . a2k . . . a2n
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
↑

j-é ñòîâïåöü
↑

k-é ñòîâïåöü

â ÿêîãî ñòîâïöi ç ðiçíèìè íîìåðàìè j òà k îäíàêîâi. À, îòæå, ðiâíîìó
íóëåâi, ùî äîâîäèòü ëåìó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî òiëüêè ëåìó 1, îñêiëüêè ëåìà 2 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Íå-
õàé çàäàíî äåòåðìiíàíò ∆ âèãëÿäó (1)

i íåõàé j i k � äîâiëüíi ðiçíi
íàòóðàëüíi ÷èñëà iç {1, 2, . . . , n}.
ßêùî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (3) çàìiñòü b1, b2, . . . , bn âiäïîâiäíî
ïîêëàñòè a1k, a2k, . . . , ank, òî ìàòèìåìî âêàçàíó â óìîâi ëåìè ñó-
ìó äîáóòêiâ âñiõ åëåìåíòiâ k-ãî ñòîâïöÿ íà àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ
âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ j-ãî ñòîâïöÿ. Ç iíøîãî áîêó öÿ ñóìà äîðiâíþ¹
äåòåðìiíàíòó ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k . . . a1k . . . a1n
a21 . . . a2k . . . a2k . . . a2n
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
↑

j-é ñòîâïåöü
↑

k-é ñòîâïåöü

â ÿêîãî ñòîâïöi ç ðiçíèìè íîìåðàìè j òà k îäíàêîâi. À, îòæå, ðiâíîìó
íóëåâi, ùî äîâîäèòü ëåìó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî òiëüêè ëåìó 1, îñêiëüêè ëåìà 2 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Íå-
õàé çàäàíî äåòåðìiíàíò ∆ âèãëÿäó (1) i íåõàé j i k � äîâiëüíi ðiçíi
íàòóðàëüíi ÷èñëà iç {1, 2, . . . , n}.

ßêùî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (3) çàìiñòü b1, b2, . . . , bn âiäïîâiäíî
ïîêëàñòè a1k, a2k, . . . , ank, òî ìàòèìåìî âêàçàíó â óìîâi ëåìè ñó-
ìó äîáóòêiâ âñiõ åëåìåíòiâ k-ãî ñòîâïöÿ íà àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ
âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ j-ãî ñòîâïöÿ. Ç iíøîãî áîêó öÿ ñóìà äîðiâíþ¹
äåòåðìiíàíòó ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k . . . a1k . . . a1n
a21 . . . a2k . . . a2k . . . a2n
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
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j-é ñòîâïåöü
↑

k-é ñòîâïåöü

â ÿêîãî ñòîâïöi ç ðiçíèìè íîìåðàìè j òà k îäíàêîâi. À, îòæå, ðiâíîìó
íóëåâi, ùî äîâîäèòü ëåìó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî òiëüêè ëåìó 1, îñêiëüêè ëåìà 2 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Íå-
õàé çàäàíî äåòåðìiíàíò ∆ âèãëÿäó (1) i íåõàé j i k � äîâiëüíi ðiçíi
íàòóðàëüíi ÷èñëà iç {1, 2, . . . , n}.
ßêùî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (3) çàìiñòü b1, b2, . . . , bn

âiäïîâiäíî
ïîêëàñòè a1k, a2k, . . . , ank, òî ìàòèìåìî âêàçàíó â óìîâi ëåìè ñó-
ìó äîáóòêiâ âñiõ åëåìåíòiâ k-ãî ñòîâïöÿ íà àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ
âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ j-ãî ñòîâïöÿ. Ç iíøîãî áîêó öÿ ñóìà äîðiâíþ¹
äåòåðìiíàíòó ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k . . . a1k . . . a1n
a21 . . . a2k . . . a2k . . . a2n
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
↑

j-é ñòîâïåöü
↑

k-é ñòîâïåöü

â ÿêîãî ñòîâïöi ç ðiçíèìè íîìåðàìè j òà k îäíàêîâi. À, îòæå, ðiâíîìó
íóëåâi, ùî äîâîäèòü ëåìó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî òiëüêè ëåìó 1, îñêiëüêè ëåìà 2 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Íå-
õàé çàäàíî äåòåðìiíàíò ∆ âèãëÿäó (1) i íåõàé j i k � äîâiëüíi ðiçíi
íàòóðàëüíi ÷èñëà iç {1, 2, . . . , n}.
ßêùî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (3) çàìiñòü b1, b2, . . . , bn âiäïîâiäíî
ïîêëàñòè a1k, a2k, . . . , ank,

òî ìàòèìåìî âêàçàíó â óìîâi ëåìè ñó-
ìó äîáóòêiâ âñiõ åëåìåíòiâ k-ãî ñòîâïöÿ íà àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ
âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ j-ãî ñòîâïöÿ. Ç iíøîãî áîêó öÿ ñóìà äîðiâíþ¹
äåòåðìiíàíòó ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k . . . a1k . . . a1n
a21 . . . a2k . . . a2k . . . a2n
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j-é ñòîâïåöü
↑

k-é ñòîâïåöü

â ÿêîãî ñòîâïöi ç ðiçíèìè íîìåðàìè j òà k îäíàêîâi. À, îòæå, ðiâíîìó
íóëåâi, ùî äîâîäèòü ëåìó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî òiëüêè ëåìó 1, îñêiëüêè ëåìà 2 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Íå-
õàé çàäàíî äåòåðìiíàíò ∆ âèãëÿäó (1) i íåõàé j i k � äîâiëüíi ðiçíi
íàòóðàëüíi ÷èñëà iç {1, 2, . . . , n}.
ßêùî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (3) çàìiñòü b1, b2, . . . , bn âiäïîâiäíî
ïîêëàñòè a1k, a2k, . . . , ank, òî ìàòèìåìî âêàçàíó â óìîâi ëåìè ñó-
ìó äîáóòêiâ âñiõ åëåìåíòiâ k-ãî ñòîâïöÿ

íà àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ
âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ j-ãî ñòîâïöÿ. Ç iíøîãî áîêó öÿ ñóìà äîðiâíþ¹
äåòåðìiíàíòó ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k . . . a1k . . . a1n
a21 . . . a2k . . . a2k . . . a2n
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j-é ñòîâïåöü
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k-é ñòîâïåöü

â ÿêîãî ñòîâïöi ç ðiçíèìè íîìåðàìè j òà k îäíàêîâi. À, îòæå, ðiâíîìó
íóëåâi, ùî äîâîäèòü ëåìó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî òiëüêè ëåìó 1, îñêiëüêè ëåìà 2 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Íå-
õàé çàäàíî äåòåðìiíàíò ∆ âèãëÿäó (1) i íåõàé j i k � äîâiëüíi ðiçíi
íàòóðàëüíi ÷èñëà iç {1, 2, . . . , n}.
ßêùî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (3) çàìiñòü b1, b2, . . . , bn âiäïîâiäíî
ïîêëàñòè a1k, a2k, . . . , ank, òî ìàòèìåìî âêàçàíó â óìîâi ëåìè ñó-
ìó äîáóòêiâ âñiõ åëåìåíòiâ k-ãî ñòîâïöÿ íà àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ
âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ j-ãî ñòîâïöÿ.

Ç iíøîãî áîêó öÿ ñóìà äîðiâíþ¹
äåòåðìiíàíòó ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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íóëåâi, ùî äîâîäèòü ëåìó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî òiëüêè ëåìó 1, îñêiëüêè ëåìà 2 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Íå-
õàé çàäàíî äåòåðìiíàíò ∆ âèãëÿäó (1) i íåõàé j i k � äîâiëüíi ðiçíi
íàòóðàëüíi ÷èñëà iç {1, 2, . . . , n}.
ßêùî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (3) çàìiñòü b1, b2, . . . , bn âiäïîâiäíî
ïîêëàñòè a1k, a2k, . . . , ank, òî ìàòèìåìî âêàçàíó â óìîâi ëåìè ñó-
ìó äîáóòêiâ âñiõ åëåìåíòiâ k-ãî ñòîâïöÿ íà àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ
âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ j-ãî ñòîâïöÿ. Ç iíøîãî áîêó öÿ ñóìà äîðiâíþ¹
äåòåðìiíàíòó ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî òiëüêè ëåìó 1, îñêiëüêè ëåìà 2 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Íå-
õàé çàäàíî äåòåðìiíàíò ∆ âèãëÿäó (1) i íåõàé j i k � äîâiëüíi ðiçíi
íàòóðàëüíi ÷èñëà iç {1, 2, . . . , n}.
ßêùî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (3) çàìiñòü b1, b2, . . . , bn âiäïîâiäíî
ïîêëàñòè a1k, a2k, . . . , ank, òî ìàòèìåìî âêàçàíó â óìîâi ëåìè ñó-
ìó äîáóòêiâ âñiõ åëåìåíòiâ k-ãî ñòîâïöÿ íà àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ
âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ j-ãî ñòîâïöÿ. Ç iíøîãî áîêó öÿ ñóìà äîðiâíþ¹
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Äîâåäåííÿ.

Äîâåäåìî òiëüêè ëåìó 1, îñêiëüêè ëåìà 2 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Íå-
õàé çàäàíî äåòåðìiíàíò ∆ âèãëÿäó (1) i íåõàé j i k � äîâiëüíi ðiçíi
íàòóðàëüíi ÷èñëà iç {1, 2, . . . , n}.
ßêùî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (3) çàìiñòü b1, b2, . . . , bn âiäïîâiäíî
ïîêëàñòè a1k, a2k, . . . , ank, òî ìàòèìåìî âêàçàíó â óìîâi ëåìè ñó-
ìó äîáóòêiâ âñiõ åëåìåíòiâ k-ãî ñòîâïöÿ íà àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ
âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ j-ãî ñòîâïöÿ. Ç iíøîãî áîêó öÿ ñóìà äîðiâíþ¹
äåòåðìiíàíòó ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k . . . a1k . . . a1n
a21 . . . a2k . . . a2k . . . a2n
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

an1 . . . ank . . . ank . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
↑

j-é ñòîâïåöü
↑

k-é ñòîâïåöü

â ÿêîãî ñòîâïöi ç ðiçíèìè íîìåðàìè j òà k îäíàêîâi. À, îòæå, ðiâíîìó
íóëåâi, ùî äîâîäèòü ëåìó.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç êîåôiöi¹íòàìè ç ìíî-
æèíè R, â ÿêié ÷èñëî ðiâíÿíü n äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ, òîáòî ñè-
ñòåìó âèãëÿäó 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn.

(7)

Äåòåðìiíàíò ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1j . . . a1n
a21 . . . a2j . . . a2n
...

. . .
...

. . .
...

an1 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (8)

áóäåìî íàçèâàòè äåòåðìiíàíòîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç êîåôiöi¹íòàìè ç ìíî-
æèíè R, â ÿêié ÷èñëî ðiâíÿíü n äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ, òîáòî ñè-
ñòåìó âèãëÿäó 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn.

(7)

Äåòåðìiíàíò ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1j . . . a1n
a21 . . . a2j . . . a2n
...

. . .
...

. . .
...

an1 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (8)

áóäåìî íàçèâàòè äåòåðìiíàíòîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç êîåôiöi¹íòàìè ç ìíî-
æèíè R, â ÿêié ÷èñëî ðiâíÿíü n äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ, òîáòî ñè-
ñòåìó âèãëÿäó 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn.

(7)

Äåòåðìiíàíò ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1j . . . a1n
a21 . . . a2j . . . a2n
...

. . .
...

. . .
...

an1 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (8)

áóäåìî íàçèâàòè äåòåðìiíàíòîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äàëi, äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}, ðîçãëÿíåìî äåòåðìiíàíò ïîðÿäêó
n âèãëÿäó

∆j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . b1 . . . a1n
a21 . . . b2 . . . a2n
...

. . .
...

. . .
...

an1 . . . bn . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

↑
j-é ñòîâïåöü

(9)

ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ iç äåòåðìiíàíòà ∆ øëÿõîì çàìiíè éîãî j-ãî ñòîâïöÿ
ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè (7).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äàëi, äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}, ðîçãëÿíåìî äåòåðìiíàíò ïîðÿäêó
n âèãëÿäó

∆j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . b1 . . . a1n
a21 . . . b2 . . . a2n
...

. . .
...

. . .
...

an1 . . . bn . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
↑

j-é ñòîâïåöü

(9)

ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ iç äåòåðìiíàíòà ∆ øëÿõîì çàìiíè éîãî j-ãî ñòîâïöÿ
ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè (7).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äàëi, äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}, ðîçãëÿíåìî äåòåðìiíàíò ïîðÿäêó
n âèãëÿäó

∆j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . b1 . . . a1n
a21 . . . b2 . . . a2n
...

. . .
...

. . .
...

an1 . . . bn . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
↑

j-é ñòîâïåöü

(9)

ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ iç äåòåðìiíàíòà ∆ øëÿõîì çàìiíè éîãî j-ãî ñòîâïöÿ
ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè (7).

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Òåîðåìà 1 (Êðàìåð)

ßêùî äåòåðìiíàíò ∆ ñèñòåìè n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ

âiä-

ìiííèé âiä íóëÿ, òîäi öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ âèçíà÷åíîþ. Ïðè-

÷îìó, ÿêùî ∆j � äåòåðìiíàíò, îäåðæàíèé iç ∆ øëÿõîì çàìiíè j-ãî
ñòîâïöÿ (j = 1, 2, . . . , n) ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òî

ñèñòåìà ÷èñåë

γ1 =
∆1

∆
, γ2 =

∆2

∆
, . . . , γn =

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Òåîðåìà 1 (Êðàìåð)

ßêùî äåòåðìiíàíò ∆ ñèñòåìè n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ âiä-

ìiííèé âiä íóëÿ,

òîäi öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ âèçíà÷åíîþ. Ïðè-

÷îìó, ÿêùî ∆j � äåòåðìiíàíò, îäåðæàíèé iç ∆ øëÿõîì çàìiíè j-ãî
ñòîâïöÿ (j = 1, 2, . . . , n) ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òî

ñèñòåìà ÷èñåë

γ1 =
∆1

∆
, γ2 =

∆2

∆
, . . . , γn =

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Òåîðåìà 1 (Êðàìåð)

ßêùî äåòåðìiíàíò ∆ ñèñòåìè n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ âiä-

ìiííèé âiä íóëÿ, òîäi öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ âèçíà÷åíîþ.

Ïðè-

÷îìó, ÿêùî ∆j � äåòåðìiíàíò, îäåðæàíèé iç ∆ øëÿõîì çàìiíè j-ãî
ñòîâïöÿ (j = 1, 2, . . . , n) ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òî

ñèñòåìà ÷èñåë

γ1 =
∆1

∆
, γ2 =

∆2

∆
, . . . , γn =

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Òåîðåìà 1 (Êðàìåð)

ßêùî äåòåðìiíàíò ∆ ñèñòåìè n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ âiä-

ìiííèé âiä íóëÿ, òîäi öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ âèçíà÷åíîþ. Ïðè-

÷îìó, ÿêùî ∆j � äåòåðìiíàíò,

îäåðæàíèé iç ∆ øëÿõîì çàìiíè j-ãî
ñòîâïöÿ (j = 1, 2, . . . , n) ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òî

ñèñòåìà ÷èñåë

γ1 =
∆1

∆
, γ2 =

∆2

∆
, . . . , γn =

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Òåîðåìà 1 (Êðàìåð)

ßêùî äåòåðìiíàíò ∆ ñèñòåìè n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ âiä-

ìiííèé âiä íóëÿ, òîäi öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ âèçíà÷åíîþ. Ïðè-

÷îìó, ÿêùî ∆j � äåòåðìiíàíò, îäåðæàíèé iç ∆

øëÿõîì çàìiíè j-ãî
ñòîâïöÿ (j = 1, 2, . . . , n) ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òî

ñèñòåìà ÷èñåë

γ1 =
∆1

∆
, γ2 =

∆2

∆
, . . . , γn =

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Òåîðåìà 1 (Êðàìåð)

ßêùî äåòåðìiíàíò ∆ ñèñòåìè n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ âiä-

ìiííèé âiä íóëÿ, òîäi öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ âèçíà÷åíîþ. Ïðè-

÷îìó, ÿêùî ∆j � äåòåðìiíàíò, îäåðæàíèé iç ∆ øëÿõîì çàìiíè j-ãî
ñòîâïöÿ (j = 1, 2, . . . , n)

ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òî

ñèñòåìà ÷èñåë

γ1 =
∆1

∆
, γ2 =

∆2

∆
, . . . , γn =

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Òåîðåìà 1 (Êðàìåð)

ßêùî äåòåðìiíàíò ∆ ñèñòåìè n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ âiä-

ìiííèé âiä íóëÿ, òîäi öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ âèçíà÷åíîþ. Ïðè-

÷îìó, ÿêùî ∆j � äåòåðìiíàíò, îäåðæàíèé iç ∆ øëÿõîì çàìiíè j-ãî
ñòîâïöÿ (j = 1, 2, . . . , n) ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü,

òî

ñèñòåìà ÷èñåë

γ1 =
∆1

∆
, γ2 =

∆2

∆
, . . . , γn =

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Òåîðåìà 1 (Êðàìåð)

ßêùî äåòåðìiíàíò ∆ ñèñòåìè n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ âiä-

ìiííèé âiä íóëÿ, òîäi öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ âèçíà÷åíîþ. Ïðè-

÷îìó, ÿêùî ∆j � äåòåðìiíàíò, îäåðæàíèé iç ∆ øëÿõîì çàìiíè j-ãî
ñòîâïöÿ (j = 1, 2, . . . , n) ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òî

ñèñòåìà ÷èñåë

γ1 =
∆1

∆
, γ2 =

∆2

∆
, . . . , γn =

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Òåîðåìà 1 (Êðàìåð)

ßêùî äåòåðìiíàíò ∆ ñèñòåìè n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ âiä-

ìiííèé âiä íóëÿ, òîäi öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ âèçíà÷åíîþ. Ïðè-

÷îìó, ÿêùî ∆j � äåòåðìiíàíò, îäåðæàíèé iç ∆ øëÿõîì çàìiíè j-ãî
ñòîâïöÿ (j = 1, 2, . . . , n) ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òî

ñèñòåìà ÷èñåë

γ1 =
∆1

∆
, γ2 =

∆2

∆
, . . . , γn =

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ñèñòåìó n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn.

(10)

Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, äåòåðìiíàíò ∆
ÿêî¨ íå äîðiâíþ¹ íóëþ, ¹ ñóìiñíîþ i γ1, γ2, . . . , γn � äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê
öi¹¨ ñèñòåìè. Òîäi ¹ ïðàâèëüíèìè íàñòóïíi ðiâíîñòi:

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1nγn = b1,

a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2nγn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . .
an1γ1 + an2γ2 + · · ·+ annγn = bn.

(11)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ñèñòåìó n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn.

(10)

Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî,

ùî öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, äåòåðìiíàíò ∆
ÿêî¨ íå äîðiâíþ¹ íóëþ, ¹ ñóìiñíîþ i γ1, γ2, . . . , γn � äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê
öi¹¨ ñèñòåìè. Òîäi ¹ ïðàâèëüíèìè íàñòóïíi ðiâíîñòi:

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1nγn = b1,

a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2nγn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . .
an1γ1 + an2γ2 + · · ·+ annγn = bn.

(11)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ñèñòåìó n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn.

(10)

Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü,

äåòåðìiíàíò ∆
ÿêî¨ íå äîðiâíþ¹ íóëþ, ¹ ñóìiñíîþ i γ1, γ2, . . . , γn � äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê
öi¹¨ ñèñòåìè. Òîäi ¹ ïðàâèëüíèìè íàñòóïíi ðiâíîñòi:

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1nγn = b1,

a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2nγn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . .
an1γ1 + an2γ2 + · · ·+ annγn = bn.

(11)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà
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Äîâåäåííÿ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Aij

àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà aij ó äåòåð-
ìiíàíòi ∆ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (10) (i, j = 1, 2, . . . , n). Íåõàé,
íàäàëi, j � öå äåÿêå iç ÷èñåë 1, 2, . . . , n. Ïîìíîæèìî ïåðøó iç ðiâ-
íîñòåé (11) íà A1j , äðóãó � íà A2j i ò. ä., n-âó ðiâíiñòü � íà Anj .
Îäåðæèìî ñèñòåìó ðiâíîñòåé

a11γ1A1j + a12γ2A1j + · · ·+ a1nγnA1j = b1A1j ,

a21γ1A2j + a22γ2A2j + · · ·+ a2nγnA2j = b2A2j ,
. . . . . . . . . . . . . . . .

an1γ1Anj + an2γ2Anj + · · ·+ annγnAnj = bnAnj .

Äîäàìî îêðåìî ëiâi i ïðàâi ÷àñòèíè, îòðèìàíèõ ó ðåçóëüòàòi öèõ îïå-
ðàöié ðiâíîñòåé. Çãðóïóâàâøè ó ëiâié ÷àñòèíi äîäàíêè ç îäíàêîâèìè
âiäïîâiäíî ìíîæíèêàìè γ1, γ2, . . . , γn, îäåðæèìî íàñòóïíó ðiâíiñòü

(a11A1j + a21A2j + · · ·+ an1Anj)γ1 + . . .+

+ . . .+ (a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ anjAnj)γj + . . .+

+ . . .+ (a1nA1j + a2nA2j + · · ·+ annAnj)γn =

= b1A1j + b2A2j + · · ·+ bnAnj .

(12)
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Äîâåäåííÿ.
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ó äåòåð-
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. . . . . . . . . . . . . . . .

an1γ1Anj + an2γ2Anj + · · ·+ annγnAnj = bnAnj .

Äîäàìî îêðåìî ëiâi i ïðàâi ÷àñòèíè, îòðèìàíèõ ó ðåçóëüòàòi öèõ îïå-
ðàöié ðiâíîñòåé. Çãðóïóâàâøè ó ëiâié ÷àñòèíi äîäàíêè ç îäíàêîâèìè
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ìiíàíòi ∆ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (10) (i, j = 1, 2, . . . , n).

Íåõàé,
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+ . . .+ (a1nA1j + a2nA2j + · · ·+ annAnj)γn =

= b1A1j + b2A2j + · · ·+ bnAnj .

(12)

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.
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Äîâåäåííÿ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Aij àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà aij ó äåòåð-
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Äîâåäåííÿ.
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òà ëåìè 1 ñëiäó¹, ùî êîåôiöi¹íò ïðè γj ó ðiâíîñòi
(12) äîðiâíþ¹ ∆, à âñi iíøi êîåôiöi¹íòè ïðè γi (i ̸= j) äîðiâíþþòü
íóëþ. Ó ïðàâié æ ÷àñòèíi öi¹¨ ðiâíîñòi ñòî¨òü çíà÷åííÿ äåòåðìiíàíòà
∆j , îòðèìàíîãî iç äåòåðìiíàíòà ∆ øëÿõîì çàìiíè j-ãî ñòîâïöÿ ñòîâ-
ïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7). Îòæå, ðiâíiñòü (12)
ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

∆γj = ∆j .

Îñêiëüêè ∆ ̸= 0, òî

γj =
∆j

∆
, (13)

äå, íàãàäà¹ìî, j ¹ áóäü-ÿêèì ÷èñëîì iç ìíîæèíè {1, 2, . . . , n}. Òàêèì
÷èíîì íàìè äîâåäåíî, ùî ÿêùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7) ¹ ñóìi-
ñíîþ, òî âîíà ¹ âèçíà÷åíîþ.
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∆γj = ∆j .

Îñêiëüêè ∆ ̸= 0, òî

γj =
∆j

∆
, (13)
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Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè

çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òåîðåìè, ¹ ñóìiñíîþ.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ÷èñåë

∆1

∆
,

∆2

∆
, . . . ,

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7). Äëÿ öüîãî ïåðåêî-
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çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ ∆1
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∆ , . . . ∆n

∆ ,
ìè îäåðæèìî òîòîæíiñòü:

ai1
∆1
∆ + · · ·+ ain

∆n
∆ = 1

∆ (ai1∆1 + · · ·+ ain∆n) =

= 1
∆(ai1(b1A11 +· · ·+ bnAn1) +· · ·+ ain(b1A1n + · · ·+ bnAnn))=

= 1
∆(b1(ai1A11 +· · ·+ ainA1n) +· · ·+ bn(ai1An1 +· · ·+ ainAnn))=

= 1
∆(b1 · 0 + · · ·+ bi−1 · 0 + bi∆+ bi+1 · 0 + · · ·+ bn · 0) = bi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü ïîêàçàòè,

ùî äîâiëüíà ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òåîðåìè, ¹ ñóìiñíîþ.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ÷èñåë

∆1

∆
,

∆2

∆
, . . . ,

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7). Äëÿ öüîãî ïåðåêî-
íà¹ìîñÿ, ùî ïiäñòàâèâøè ó áóäü-ÿêå i-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (7)
çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ ∆1

∆ , ∆2

∆ , . . . ∆n

∆ ,
ìè îäåðæèìî òîòîæíiñòü:

ai1
∆1
∆ + · · ·+ ain

∆n
∆ = 1

∆ (ai1∆1 + · · ·+ ain∆n) =

= 1
∆(ai1(b1A11 +· · ·+ bnAn1) +· · ·+ ain(b1A1n + · · ·+ bnAnn))=

= 1
∆(b1(ai1A11 +· · ·+ ainA1n) +· · ·+ bn(ai1An1 +· · ·+ ainAnn))=

= 1
∆(b1 · 0 + · · ·+ bi−1 · 0 + bi∆+ bi+1 · 0 + · · ·+ bn · 0) = bi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü,

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òåîðåìè, ¹ ñóìiñíîþ.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ÷èñåë

∆1

∆
,

∆2

∆
, . . . ,

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7). Äëÿ öüîãî ïåðåêî-
íà¹ìîñÿ, ùî ïiäñòàâèâøè ó áóäü-ÿêå i-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (7)
çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ ∆1

∆ , ∆2

∆ , . . . ∆n

∆ ,
ìè îäåðæèìî òîòîæíiñòü:

ai1
∆1
∆ + · · ·+ ain

∆n
∆ = 1

∆ (ai1∆1 + · · ·+ ain∆n) =

= 1
∆(ai1(b1A11 +· · ·+ bnAn1) +· · ·+ ain(b1A1n + · · ·+ bnAnn))=

= 1
∆(b1(ai1A11 +· · ·+ ainA1n) +· · ·+ bn(ai1An1 +· · ·+ ainAnn))=

= 1
∆(b1 · 0 + · · ·+ bi−1 · 0 + bi∆+ bi+1 · 0 + · · ·+ bn · 0) = bi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òåîðåìè,

¹ ñóìiñíîþ.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ÷èñåë

∆1

∆
,

∆2

∆
, . . . ,

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7). Äëÿ öüîãî ïåðåêî-
íà¹ìîñÿ, ùî ïiäñòàâèâøè ó áóäü-ÿêå i-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (7)
çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ ∆1

∆ , ∆2

∆ , . . . ∆n

∆ ,
ìè îäåðæèìî òîòîæíiñòü:

ai1
∆1
∆ + · · ·+ ain

∆n
∆ = 1

∆ (ai1∆1 + · · ·+ ain∆n) =

= 1
∆(ai1(b1A11 +· · ·+ bnAn1) +· · ·+ ain(b1A1n + · · ·+ bnAnn))=

= 1
∆(b1(ai1A11 +· · ·+ ainA1n) +· · ·+ bn(ai1An1 +· · ·+ ainAnn))=

= 1
∆(b1 · 0 + · · ·+ bi−1 · 0 + bi∆+ bi+1 · 0 + · · ·+ bn · 0) = bi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òåîðåìè, ¹ ñóìiñíîþ.

Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ÷èñåë

∆1

∆
,

∆2

∆
, . . . ,

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7). Äëÿ öüîãî ïåðåêî-
íà¹ìîñÿ, ùî ïiäñòàâèâøè ó áóäü-ÿêå i-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (7)
çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ ∆1

∆ , ∆2

∆ , . . . ∆n

∆ ,
ìè îäåðæèìî òîòîæíiñòü:

ai1
∆1
∆ + · · ·+ ain

∆n
∆ = 1

∆ (ai1∆1 + · · ·+ ain∆n) =

= 1
∆(ai1(b1A11 +· · ·+ bnAn1) +· · ·+ ain(b1A1n + · · ·+ bnAnn))=

= 1
∆(b1(ai1A11 +· · ·+ ainA1n) +· · ·+ bn(ai1An1 +· · ·+ ainAnn))=

= 1
∆(b1 · 0 + · · ·+ bi−1 · 0 + bi∆+ bi+1 · 0 + · · ·+ bn · 0) = bi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òåîðåìè, ¹ ñóìiñíîþ.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ÷èñåë

∆1

∆
,

∆2

∆
, . . . ,

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7). Äëÿ öüîãî ïåðåêî-
íà¹ìîñÿ, ùî ïiäñòàâèâøè ó áóäü-ÿêå i-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (7)
çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ ∆1

∆ , ∆2

∆ , . . . ∆n

∆ ,
ìè îäåðæèìî òîòîæíiñòü:

ai1
∆1
∆ + · · ·+ ain

∆n
∆ = 1

∆ (ai1∆1 + · · ·+ ain∆n) =

= 1
∆(ai1(b1A11 +· · ·+ bnAn1) +· · ·+ ain(b1A1n + · · ·+ bnAnn))=

= 1
∆(b1(ai1A11 +· · ·+ ainA1n) +· · ·+ bn(ai1An1 +· · ·+ ainAnn))=

= 1
∆(b1 · 0 + · · ·+ bi−1 · 0 + bi∆+ bi+1 · 0 + · · ·+ bn · 0) = bi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òåîðåìè, ¹ ñóìiñíîþ.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ÷èñåë

∆1

∆
,

∆2

∆
, . . . ,

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7).

Äëÿ öüîãî ïåðåêî-
íà¹ìîñÿ, ùî ïiäñòàâèâøè ó áóäü-ÿêå i-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (7)
çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ ∆1

∆ , ∆2

∆ , . . . ∆n

∆ ,
ìè îäåðæèìî òîòîæíiñòü:

ai1
∆1
∆ + · · ·+ ain

∆n
∆ = 1

∆ (ai1∆1 + · · ·+ ain∆n) =

= 1
∆(ai1(b1A11 +· · ·+ bnAn1) +· · ·+ ain(b1A1n + · · ·+ bnAnn))=

= 1
∆(b1(ai1A11 +· · ·+ ainA1n) +· · ·+ bn(ai1An1 +· · ·+ ainAnn))=

= 1
∆(b1 · 0 + · · ·+ bi−1 · 0 + bi∆+ bi+1 · 0 + · · ·+ bn · 0) = bi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òåîðåìè, ¹ ñóìiñíîþ.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ÷èñåë

∆1

∆
,

∆2

∆
, . . . ,

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7). Äëÿ öüîãî ïåðåêî-
íà¹ìîñÿ,

ùî ïiäñòàâèâøè ó áóäü-ÿêå i-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (7)
çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ ∆1

∆ , ∆2

∆ , . . . ∆n

∆ ,
ìè îäåðæèìî òîòîæíiñòü:

ai1
∆1
∆ + · · ·+ ain

∆n
∆ = 1

∆ (ai1∆1 + · · ·+ ain∆n) =

= 1
∆(ai1(b1A11 +· · ·+ bnAn1) +· · ·+ ain(b1A1n + · · ·+ bnAnn))=

= 1
∆(b1(ai1A11 +· · ·+ ainA1n) +· · ·+ bn(ai1An1 +· · ·+ ainAnn))=

= 1
∆(b1 · 0 + · · ·+ bi−1 · 0 + bi∆+ bi+1 · 0 + · · ·+ bn · 0) = bi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òåîðåìè, ¹ ñóìiñíîþ.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ÷èñåë

∆1

∆
,

∆2

∆
, . . . ,

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7). Äëÿ öüîãî ïåðåêî-
íà¹ìîñÿ, ùî ïiäñòàâèâøè ó áóäü-ÿêå

i-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (7)
çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ ∆1

∆ , ∆2

∆ , . . . ∆n

∆ ,
ìè îäåðæèìî òîòîæíiñòü:

ai1
∆1
∆ + · · ·+ ain

∆n
∆ = 1

∆ (ai1∆1 + · · ·+ ain∆n) =

= 1
∆(ai1(b1A11 +· · ·+ bnAn1) +· · ·+ ain(b1A1n + · · ·+ bnAnn))=

= 1
∆(b1(ai1A11 +· · ·+ ainA1n) +· · ·+ bn(ai1An1 +· · ·+ ainAnn))=

= 1
∆(b1 · 0 + · · ·+ bi−1 · 0 + bi∆+ bi+1 · 0 + · · ·+ bn · 0) = bi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òåîðåìè, ¹ ñóìiñíîþ.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ÷èñåë

∆1

∆
,

∆2

∆
, . . . ,

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7). Äëÿ öüîãî ïåðåêî-
íà¹ìîñÿ, ùî ïiäñòàâèâøè ó áóäü-ÿêå i-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (7)

çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ ∆1

∆ , ∆2

∆ , . . . ∆n

∆ ,
ìè îäåðæèìî òîòîæíiñòü:

ai1
∆1
∆ + · · ·+ ain

∆n
∆ = 1

∆ (ai1∆1 + · · ·+ ain∆n) =

= 1
∆(ai1(b1A11 +· · ·+ bnAn1) +· · ·+ ain(b1A1n + · · ·+ bnAnn))=

= 1
∆(b1(ai1A11 +· · ·+ ainA1n) +· · ·+ bn(ai1An1 +· · ·+ ainAnn))=

= 1
∆(b1 · 0 + · · ·+ bi−1 · 0 + bi∆+ bi+1 · 0 + · · ·+ bn · 0) = bi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òåîðåìè, ¹ ñóìiñíîþ.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ÷èñåë

∆1

∆
,

∆2

∆
, . . . ,

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7). Äëÿ öüîãî ïåðåêî-
íà¹ìîñÿ, ùî ïiäñòàâèâøè ó áóäü-ÿêå i-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (7)
çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn

âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ ∆1

∆ , ∆2

∆ , . . . ∆n

∆ ,
ìè îäåðæèìî òîòîæíiñòü:

ai1
∆1
∆ + · · ·+ ain

∆n
∆ = 1

∆ (ai1∆1 + · · ·+ ain∆n) =

= 1
∆(ai1(b1A11 +· · ·+ bnAn1) +· · ·+ ain(b1A1n + · · ·+ bnAnn))=

= 1
∆(b1(ai1A11 +· · ·+ ainA1n) +· · ·+ bn(ai1An1 +· · ·+ ainAnn))=

= 1
∆(b1 · 0 + · · ·+ bi−1 · 0 + bi∆+ bi+1 · 0 + · · ·+ bn · 0) = bi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òåîðåìè, ¹ ñóìiñíîþ.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ÷èñåë

∆1

∆
,

∆2

∆
, . . . ,

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7). Äëÿ öüîãî ïåðåêî-
íà¹ìîñÿ, ùî ïiäñòàâèâøè ó áóäü-ÿêå i-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (7)
çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ ∆1

∆ , ∆2

∆ , . . . ∆n

∆ ,

ìè îäåðæèìî òîòîæíiñòü:

ai1
∆1
∆ + · · ·+ ain

∆n
∆ = 1

∆ (ai1∆1 + · · ·+ ain∆n) =

= 1
∆(ai1(b1A11 +· · ·+ bnAn1) +· · ·+ ain(b1A1n + · · ·+ bnAnn))=

= 1
∆(b1(ai1A11 +· · ·+ ainA1n) +· · ·+ bn(ai1An1 +· · ·+ ainAnn))=

= 1
∆(b1 · 0 + · · ·+ bi−1 · 0 + bi∆+ bi+1 · 0 + · · ·+ bn · 0) = bi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òåîðåìè, ¹ ñóìiñíîþ.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ÷èñåë

∆1

∆
,

∆2

∆
, . . . ,

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7). Äëÿ öüîãî ïåðåêî-
íà¹ìîñÿ, ùî ïiäñòàâèâøè ó áóäü-ÿêå i-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (7)
çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ ∆1

∆ , ∆2

∆ , . . . ∆n

∆ ,
ìè îäåðæèìî òîòîæíiñòü:

ai1
∆1
∆ + · · ·+ ain

∆n
∆ = 1

∆ (ai1∆1 + · · ·+ ain∆n) =

= 1
∆(ai1(b1A11 +· · ·+ bnAn1) +· · ·+ ain(b1A1n + · · ·+ bnAnn))=

= 1
∆(b1(ai1A11 +· · ·+ ainA1n) +· · ·+ bn(ai1An1 +· · ·+ ainAnn))=

= 1
∆(b1 · 0 + · · ·+ bi−1 · 0 + bi∆+ bi+1 · 0 + · · ·+ bn · 0) = bi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òåîðåìè, ¹ ñóìiñíîþ.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ÷èñåë

∆1

∆
,

∆2

∆
, . . . ,

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7). Äëÿ öüîãî ïåðåêî-
íà¹ìîñÿ, ùî ïiäñòàâèâøè ó áóäü-ÿêå i-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (7)
çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ ∆1

∆ , ∆2

∆ , . . . ∆n

∆ ,
ìè îäåðæèìî òîòîæíiñòü:

ai1
∆1
∆ + · · ·+ ain

∆n
∆ =

1
∆ (ai1∆1 + · · ·+ ain∆n) =

= 1
∆(ai1(b1A11 +· · ·+ bnAn1) +· · ·+ ain(b1A1n + · · ·+ bnAnn))=

= 1
∆(b1(ai1A11 +· · ·+ ainA1n) +· · ·+ bn(ai1An1 +· · ·+ ainAnn))=

= 1
∆(b1 · 0 + · · ·+ bi−1 · 0 + bi∆+ bi+1 · 0 + · · ·+ bn · 0) = bi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òåîðåìè, ¹ ñóìiñíîþ.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ÷èñåë

∆1

∆
,

∆2

∆
, . . . ,

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7). Äëÿ öüîãî ïåðåêî-
íà¹ìîñÿ, ùî ïiäñòàâèâøè ó áóäü-ÿêå i-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (7)
çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ ∆1

∆ , ∆2

∆ , . . . ∆n

∆ ,
ìè îäåðæèìî òîòîæíiñòü:

ai1
∆1
∆ + · · ·+ ain

∆n
∆ = 1

∆ (ai1∆1 + · · ·+ ain∆n)

=

= 1
∆(ai1(b1A11 +· · ·+ bnAn1) +· · ·+ ain(b1A1n + · · ·+ bnAnn))=

= 1
∆(b1(ai1A11 +· · ·+ ainA1n) +· · ·+ bn(ai1An1 +· · ·+ ainAnn))=

= 1
∆(b1 · 0 + · · ·+ bi−1 · 0 + bi∆+ bi+1 · 0 + · · ·+ bn · 0) = bi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òåîðåìè, ¹ ñóìiñíîþ.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ÷èñåë

∆1

∆
,

∆2

∆
, . . . ,

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7). Äëÿ öüîãî ïåðåêî-
íà¹ìîñÿ, ùî ïiäñòàâèâøè ó áóäü-ÿêå i-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (7)
çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ ∆1

∆ , ∆2

∆ , . . . ∆n

∆ ,
ìè îäåðæèìî òîòîæíiñòü:

ai1
∆1
∆ + · · ·+ ain

∆n
∆ = 1

∆ (ai1∆1 + · · ·+ ain∆n) =

= 1
∆(ai1(b1A11 +· · ·+ bnAn1) +· · ·+ ain(b1A1n + · · ·+ bnAnn))

=

= 1
∆(b1(ai1A11 +· · ·+ ainA1n) +· · ·+ bn(ai1An1 +· · ·+ ainAnn))=

= 1
∆(b1 · 0 + · · ·+ bi−1 · 0 + bi∆+ bi+1 · 0 + · · ·+ bn · 0) = bi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òåîðåìè, ¹ ñóìiñíîþ.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ÷èñåë

∆1

∆
,

∆2

∆
, . . . ,

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7). Äëÿ öüîãî ïåðåêî-
íà¹ìîñÿ, ùî ïiäñòàâèâøè ó áóäü-ÿêå i-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (7)
çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ ∆1

∆ , ∆2

∆ , . . . ∆n

∆ ,
ìè îäåðæèìî òîòîæíiñòü:

ai1
∆1
∆ + · · ·+ ain

∆n
∆ = 1

∆ (ai1∆1 + · · ·+ ain∆n) =

= 1
∆(ai1(b1A11 +· · ·+ bnAn1) +· · ·+ ain(b1A1n + · · ·+ bnAnn))=

= 1
∆(b1(ai1A11 +· · ·+ ainA1n) +· · ·+ bn(ai1An1 +· · ·+ ainAnn))

=

= 1
∆(b1 · 0 + · · ·+ bi−1 · 0 + bi∆+ bi+1 · 0 + · · ·+ bn · 0) = bi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òåîðåìè, ¹ ñóìiñíîþ.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ÷èñåë

∆1

∆
,

∆2

∆
, . . . ,

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7). Äëÿ öüîãî ïåðåêî-
íà¹ìîñÿ, ùî ïiäñòàâèâøè ó áóäü-ÿêå i-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (7)
çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ ∆1

∆ , ∆2

∆ , . . . ∆n

∆ ,
ìè îäåðæèìî òîòîæíiñòü:

ai1
∆1
∆ + · · ·+ ain

∆n
∆ = 1

∆ (ai1∆1 + · · ·+ ain∆n) =

= 1
∆(ai1(b1A11 +· · ·+ bnAn1) +· · ·+ ain(b1A1n + · · ·+ bnAnn))=

= 1
∆(b1(ai1A11 +· · ·+ ainA1n) +· · ·+ bn(ai1An1 +· · ·+ ainAnn))=

= 1
∆(b1 · 0 + · · ·+ bi−1 · 0 + bi∆+ bi+1 · 0 + · · ·+ bn · 0) =

bi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òåîðåìè, ¹ ñóìiñíîþ.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ÷èñåë

∆1

∆
,

∆2

∆
, . . . ,

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7). Äëÿ öüîãî ïåðåêî-
íà¹ìîñÿ, ùî ïiäñòàâèâøè ó áóäü-ÿêå i-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (7)
çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ ∆1

∆ , ∆2

∆ , . . . ∆n

∆ ,
ìè îäåðæèìî òîòîæíiñòü:

ai1
∆1
∆ + · · ·+ ain

∆n
∆ = 1

∆ (ai1∆1 + · · ·+ ain∆n) =

= 1
∆(ai1(b1A11 +· · ·+ bnAn1) +· · ·+ ain(b1A1n + · · ·+ bnAnn))=

= 1
∆(b1(ai1A11 +· · ·+ ainA1n) +· · ·+ bn(ai1An1 +· · ·+ ainAnn))=

= 1
∆(b1 · 0 + · · ·+ bi−1 · 0 + bi∆+ bi+1 · 0 + · · ·+ bn · 0) = bi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òåîðåìè, ¹ ñóìiñíîþ.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ÷èñåë

∆1

∆
,

∆2

∆
, . . . ,

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7). Äëÿ öüîãî ïåðåêî-
íà¹ìîñÿ, ùî ïiäñòàâèâøè ó áóäü-ÿêå i-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (7)
çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn âiäïîâiäíî çíà÷åííÿ ∆1

∆ , ∆2

∆ , . . . ∆n

∆ ,
ìè îäåðæèìî òîòîæíiñòü:

ai1
∆1
∆ + · · ·+ ain

∆n
∆ = 1

∆ (ai1∆1 + · · ·+ ain∆n) =

= 1
∆(ai1(b1A11 +· · ·+ bnAn1) +· · ·+ ain(b1A1n + · · ·+ bnAnn))=

= 1
∆(b1(ai1A11 +· · ·+ ainA1n) +· · ·+ bn(ai1An1 +· · ·+ ainAnn))=

= 1
∆(b1 · 0 + · · ·+ bi−1 · 0 + bi∆+ bi+1 · 0 + · · ·+ bn · 0) = bi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà



ßêùî äåòåðìiíàíò ñèñòåìè n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè

âiäìií-
íèé âiä íóëÿ, òî âiäøóêàííÿ ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü çà äîïî-
ìîãîþ ôîðìóë (13) íàçèâàþòü ðîçâ'ÿçàííÿì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
çà ïðàâèëîì Êðàìåðà.
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ßêùî ñèñòåìà n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè ¹ íåñóìiñíîþ àáî

íåâèçíà÷åíîþ, òîäi äåòåðìiíàíò öi¹¨ ñèñòåìè äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òâåðäæåííÿ öüîãî íàñëiäêó ìà¹ ìiñöå, îñêiëüêè âîíî ¹ îáåðíåíèì i
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ðiâíþ¹ íóëþ i õî÷à á îäèí iç äåòåðìiíàíòiâ, îäåðæàíèõ iç ∆ øëÿõîì

çàìiíè éîãî j-ãî ñòîâïöÿ ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè, íå äîðiâ-

íþ¹ íóëþ, òîäi öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ íåñóìiñíîþ.
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Ïðèêëàä 1.

Ðîçâ'ÿçàòè íàñòóïíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çà ïðàâèëîì Êðàìåðà:
2x1 − 3x2 + 4x3 + x4 =−2,
x1 + 2x2 + 5x3 − x4 = 7,
6x1 + 2x2 − x3 + x4 = 11,
x1 − x2 − x3 + x4 =−2.
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∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 4 1
1 2 5 −1
6 2 −1 1
1 −1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −47.

Îñêiëüêè âií âiäìiííèé âiä íóëÿ, òî çà òåîðåìîþ Êðàìåðà äàíà â óìîâi
ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ âèçíà÷åíîþ i ìè ìîæåìî îá÷èñëèòè ¨¨ ðîçâ'ÿçîê çà
ïðàâèëîì Êðàìåðà.
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Ïðèêëàä 1.

Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî íàñòóïíi äåòåðìiíàíòè:

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 −3 4 1
7 2 5 −1
11 2 −1 1
−2 −1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −94, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −2 4 1
1 7 5 −1
6 11 −1 1
1 −2 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −47,

∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 −2 1
1 2 7 −1
6 2 11 1
1 −1 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, ∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 4 −2
1 2 5 7
6 2 −1 11
1 −1 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 141.

Òàêèì ÷èíîì,

x1 =
−94

−47
= 2, x2 =

−47

−47
= 1, x3 =

0

−47
= 0, x4 =

141

−47
= −3,

òîáòî ñèñòåìà ÷èñåë 2, 1, 0, −3 ¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðàâèëî Êðàìåðà
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