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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ И КЛАССИФИКАЦИЯ ИЗОБРАЖЕНИИ В ПОРОГОВОМ БАЗИСЕ

Разработка приемлемых методов обработки и ре-' 
шения задачи Z [1] для дискретных двумерных 
изображений является актуальной и практически 
важной задачей. Как известно [2—4], выбор ба­
зиса представления изображений — весьма важ- 
кьп этап при их обработке и формировании приз­
наков для задачи Z. В данной работе предложен 
метод представления двумерных дискретных изоб­
ражений в пороговом базисе (пороговое представ­
ление), допускающий эффективное кодирование 
фрагментов изображений, и решается задача клас­
сификации в этом базисе. Описаны инварианты 
порогового представления дискретных двумерных 
изображений, размеров 2r х  2s, относительно пре­
образований, порожденных симметрической груп­
пой S n (п =  г +  s) и абелевой группой типа 
(2) х ... х (2) — п раз. Построены функциона­
лы и,* — «сходства», р* — «различия» /з-фрагмен- 
тов изображений, и с учетом их свойств принимает­
ся решение о принадлежности предъявленного 
изображения S к одному из классов эталонов 
Кг, .... Ki.

1. НЕКОТОРЫ Е ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ  
РЕЗУЛ ЬТА ТЫ

Пусть Z3 =  (О, 1} и Z\  — п -я декартова степень 
множества Z2. Определим на Z" отношение толе­
рантности т:

(Cij., **• * ^п) ^ (Pi> » Рп) Рг)'
Максимальное подмножество Л7 с : Zl, элементы 
которого попарно толерантны, называется клас­
сом толерантности. Множество, состоящее из всех 
классов толерантности относительно т, обозначим 
Мт. Составим всевозможные матрицы, строками 
которых будут n -мерные булевы векторы, являю­
щиеся элементами класса толерантности N  £ М т, 
т. е. N  ->  N-, — матрица, нумерация строк в ко­
торой определяется элементом £ симметрической 
группы S m, т — | N  | — мощность класса N.  Пусть

5(A/) =  U %  /И =  S (АО
165га N£M%

и Й„ — множество всех /г-мерных вещественных 
векторов w таких, что для всех различных Х г, 
Х 2 6 Z'lX1-'wT ф Х ^ -w7, Т,  • — соответственно сим­
волы транспонирования матриц и матричного ум­
ножения. В [5] показано, что если N  =  (а^) £ М,  
N* =  (asj), s =  2”“ 1 — i +  1, asj =  a ijt — булево от­
рицание а и  CJ N | == 2п~ 1), то для любого w 6
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можно указать такую матрицу L W£M , котор 
удовлетворяет условию

( и
U

w (1.

где с„ =  (сг, ... ,С(), Сг> С 2>  ... >С (. ВВ1

дем обозначение £ „ =  у  где матриц
«ея,,

удовлетворяет (1.1).
Предматрицей толерантности V  называется мат 

рица, строками которой являются первые по по 
рядку д строк матрицы толерантности I  £ М,  к 
пишем / /  =  Ь (д) или V  <\Ь. Множество всех 
предматриц матрицы толерантности Ь £ М обоз­
начим (Ь) и (Еп) =  У  {V).

Еп
Определим действия элементов Ь =  ф 1, , р„) £

и 5 П на множество A^=^Z\ и на п +  1- 
мерный действительный вектор w =  (со1( ... , со„; со0)
так:

ЪА =  {(pj ф а1У ... , $п ф ап) | (аг, ... , ап) 6 А}, 

Аа =  {(сс0(1), ,a oul)) l(a 1, ... , ап) £ А}, 

bw =  ((— l)Plcolt . . . , ( — 1)Чоп; coo),

=  (Ю(т(і>, ... , w0(n); co.j),

где ■ сумма по шос! 2, соо =  со0 — ^  <аг, /(Ь) =
КПЪ)

=  {г |рг =  1}. Всюду в дальнейшем примем, что 
если А £  Z%, то (Л) — матрица, строками которой 
являются элементы А и (ЬЛ) =  Ь (А), (Лст) =  (Л)°, 
Если й,'г =  {(сог, . . . , <о„) 6 Оп | 0 >  о)1 >  . . . >  <ап], 

— матрица, удовлетворяющая условию (1.1), и 
Еп — и  {Ь^}, то в [5] показано, что

п
Е п =,{(ёЦ а \ 1 е Е : ,  ё е г 1  а б 5 п},

а это влечет

(£п> = {(§1 )° ^ е (Е ’п), й е г п2, а е 8 п}. 
Рассмотрим множество матриц толерантности 

'/-1 0̂  Оя—1
L 1== (  ОД L г > і L n

Oj/ \Ln—і 0^—і
,/—iгде 0г — нулевой столбец длины 2 . Определим

над предматрицами толерантности (I* 0 ... 0),
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(1 ‘ и н  О ... 0) операцию □  так:
( Щ Ш  0 ... 0)\ о...())□ (ь ;ы о ...о )=  \ кч‘;

Здесь нулевой столбец 0 в предматрице толера­
нтности (£* (<7;) 0 ... 0) имеет длину дг.

Пусть /4 £  2г и а £ Л .  Максимальное подмно­
жество р { а Л } £ а Л , которое удовлетворяет усло­
вию

(Р {аЛ})° =  (! ./) ,... 0,) □  { П ф ']+Г Ы ^ О ) ) ,  (1.2)
п—и-тГ)

будем называть р-множеством Л относительно а’ 
с индексом /' и параметром ст £ 5„, если ..'

Элемент а ^ 5 п в (1.2) может опреде' 
ляться неоднозначно. Чтобы устранить неодно­
значность выбора а £ 5 П) введем в рассмотрение 
функцию вг : Л -> (0, 1, 2, ...}, определенную так: 
—а =  («!, ... , а„) 6 Л, 5г (а) =  а г, в; (Л) =  У  5г (а) и

а€-4
множества 1 а £  {1, 2, ... , п }, удовлетворяющего 
условию:

V 1’ 6 /а ег =  (0 , ... , 0, 1, 0, ... , 0) £ аЛ,
<«■>

У *6{1 ,2 , . . . , / г } \ / а ег- $ а Л .
Элемент ст всюду в дальнейшем будем выбирать 
следующим образом:

| У г‘> / € /а (аЛ) >  5; (аЛ) =ф- ((аЛ)°) >  в, ((аЛ)°),
I У  г\ / € /а (аЛ) =  Я; (аЛ) и I <  / =»■ ст (£') <  ст (/),
1V I, / 6 ( 1 ,2 ........ п } \ / а  I <  /=> о (0 <  СТ (/)

(1.3)
и назовем его подходящим параметром р-мно- 
жества р{аЛ}.

Теорема 1. Пусть Л £  22 и а 6 Л. Тогда в (£„) 
найдутся такие элементы Ь, М, что

1) £  =  (р{аЛ})°, если | р {аЛ} | ^  2п~ 1;

2) (р (аЛ})° О ^  | , когда | р {аЛ} | >  2П_1.

Доказательство. Рассмотрим случай |р{аЛ  
^ 2 "  . Покажем, что существует вектор и =
... , и п)£0,'п, удовлетворяющий условию

уХ<Ер{аЛ}, у ^ € 2 ? \ /7 { а Л )  Х -ит > К . и г. (1.4)

Согласно (1.2) и теореме 5 [6] вектор =  (соц..- 
. . . ,  соп).

/—1
а) СО! =  ---  1 , ©2 =  — 1, ..., СО; =  ^  СО; — 1;

( = 1
б) компоненты 5 =  1 ,2 , . . . , / , /  — такое на­

именьшее целое положительное ЧИСЛО, ЧТО <7г =т^0 
и ^ +! =  ... =  =  0, последовательно находим
из равенств

а ^ 5 К ,  . . . ,  со/+/  =  (щ,  ... , а>/+_1)г,
1.1—С г *где а^Г — д8-я строка матрицы Ь/+5;
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в) С0/-Н-И =  ... =  ю„ =  а ^  (СЙ!,..., со/+/ — 1, удов­
летворяет условию (1.4), но \У$Й^.

Положим и} =  оог, 1 = 1 ,  2, ... , /, и =  со/+* — 
— 2_ \  & =  1, 2, ... , п — /. Тогда и =  (их, ... , ип) £ 
££1’п и удовлетворяет (1.4). Значит, если д =  
=  |р { а Л } |— мощность р-множества и Ьи удов­
летворяет условию (1.1), то (р (аЛ})° =  Ьи (<?) £
£ ( Е ’п)-

В случае | р {аЛ} | >  2п~1 вектор и построим 
аналогично и положим N  =  Ьи £(Е'п). Тогда в си­
лу (1.4) и по лемме 3 [5] имеем (р (аЛ})° <1 (А1' □  
□  А'*), что и требовалось доказать.

2. ПОРОГОВОЕ ПРЕДСТАВЛЕН И Е  
ДВУМ ЕРНЫ Х БИН АРНЫ Х И ЗОБРАЖ ЕН ИЙ

Пусть рецепторное поле, размеров 2Л х  2 \  содер­
жит нормализованное [4] бинарное изображение 
А ’ и п — г в. По некоторому взаимно однознач­
ному закону ф каждому рецептору сопоставим 
«-мерный булевый вектор («!, ... , а„) 6 и Л обо­
значим множество всех тех булевых векторов, 
которые соответствуют рецепторам, занятым изоб­
ражением А',  т. е. ер (Л') =  Л £  2г. Пусть а £ Л и  
р {аЛ} — р-множество Л относительно а. Рассмот­
рим отображение Ра •' Л -*• (Ра {Л}) 6 (-^п)» которое 
задается так:

у Ь £ Л  Ра : Ь ->  Ь, если (аЬ)ст 6 р {а°Аа},

у  Ь € Л Ра : Ь —»- а, если (аЬ)с $  р {а°Л°},

и номер строки Ь в матрице (Ра{Л}) совпадает с 
номером строки (аЬ)° матрицы (р {а°Л°})= (р{аЛ})°, 
когда (аЬ)с 6 Р {а°Л0}, а в противном случае ра­
вен 1. Здесь (Е п) — и  (Ь □  Ь*).

1*£Еп
Определение. Точки а1; . . . , й ( бЛ назовем точ­

ками разложений бинарного изображения А' в 
пороговом базисе, если (

у ; е { 1 , 2 , . . . , о  р : ; '{ л } ^ и р а ; { л } .  (2.1)
/=1
№

Если точки a1, . . . , a t ^ A  такие, что удовлетво­
ряют (2.1) и

А =  { ] Р ^ { А } ,  (2.2)
£=1

то будем говорить, что эти точки образуют полную 
систему точек разложений двумерного бинарно­
го изображения А' .  Множество Л однозначно пред­
ставляется в виде (2.2) относительно полной сис­
темы точек разложений ах, ..., а(, так как стх, ... 
..., ст,— соответствующие подходящие параметры 
р-множеств р {а;Л}, £ =  1, 2, ..., /. В силу пост­
роения отображения Ра для множества Р” {Л}
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по теореме 5 [б] можно построить такой п +  1- 
мерный целочисленный вектор \¥ =  (&>!,
©о), что

b = ( P 1, . . . P n) 6 / 5aa M } ^ W ( b ) > 0 , (2.3)

где w (Ь) =  0)^ !  +  ... +  ©пр„ — со0. Алгоритм, ре­
ализующий отображение {А} W (согласно тео­
реме 5 [6]) обозначим Р. Примем

\ } P Ï t {A}>
i= 1

F 0 : A  (Wj........wt), (2.4)

ГДе Р : Р а‘ {Л}->™;.
Определение. Пороговым представлением дву­

мерного бинарного изображения Л ' относи­
тельно точек разложений ах, ..., а.6  Л назовем 
отображение (2.4).

Пороговое представление называется точным от­
носительно а1; ..., а, £ Л, если эти точки образуют 
полную систему точек разложений изображе­
ния А ’.

Теорема 2. Нормализованные двумерные би­
нарные изображения А\  и Лг идентичны тогда и 
только тогда, когда существуют такие точки раз­
ложений аъ аг 6 А г П Л2 в пороговом базисе, 
что совпадают их точные пороговые представ­
ления.

Доказательство. Необходимость. Если нормали­
зованные двумерные изображения А\ и Л 2 иден­
тичны, то А г =  Л2, а это непосредственно влечет

У а ^ П Л ,  {Л,} =  р 1\ {Л2}. (2.5)

Следовательно, если а^ ... , а ^ А х такие, что

А г =  и  к ;  {л,}, то л 2 =  и К ; '{ л 2}.
г=1 £=1

В силу теоремы 5 [6] и (2.5) алгоритм F каждо­
му множеству РЛ\{А}} ( / =  1,2) однозначно ста­
вит в соответствие один и тот же вектор W 
Отсюда

f  о  Ра0;::" /  {лг} =  f  о  p ; i:;:a°; м 2} =  (Wl, . . . ,  Wt),
(2.6)

и тем самым необходимость доказана.
Достаточность. Из того, что (w,, ... , w t) — точ­

ное пороговое представление двумерных бинар­
ных изображений А', А'2, следует, что равенство 
(2.6) влечет

V» € {1, 2, . . . ,  /} F о  Ра‘ {Лг} =  F О р 1\ {Л2} = w i=>. 

f M i }  =  {a Ç Z" | W; (a) >  0},

[Ра,- {Л2} =  {a 6 ^ 2 1 Wj (a) 0},

=► р"; {л 1} =  р :; {л „} =* и  р :; {л  1} =  и  р :;(л 2к
1 = 1  1 = 1

=> Лх =  Л2.

Значит, Л| и Л^— идентичные бинарные изоб­
ражения.

Теорема доказана.
Пусть Р : Ра {А} V/ и Р й : Р° (Л) -► (а«')'7.
Определение. Каноническим пороговым предста­

влением двумерного бинарного изображения А! 
относительно точек разложений а ! , . . . ,  а. 6 Л назо­
вем отображение Р ь О Р а^...а/, определенное так:

Рк о Ра .̂-а/: л Р& : у  р°‘ {Л} ((а^)0*,...

... , ( а ^ ) ° 0 .

Каноническое пороговое представление бинарно­
го изображения называется точным относитель­
но а1; ..., а .. если эти точки образуют по. н ю 
систему точек разложений А'.

с т - 1

Преобразование уу, -*■ аг (г*,* ) осуществляет од­
нозначный переход от канонического порогового 
представления к пороговому представлению дву­
мерных изображений. Это влечет следующий ре­
зультат.

Теорема 3. Нормализованные двумерные бинар­
ные изображения Л. и Л2 идентичны тогда и толь­
ко тогда, когда существуют такие точки разложе­
ний аь ..., а . £ Л 5 " А 2 в пороговом базисе, что 
совпадают их точные канонические пороговые пред­
ставления.

Пусть ^-множество р {а;Л} множества Л имеет 
индекс /г, т. е.

(р {агЛ})а‘ =  (Lu %  ... О/,.) п  (rH(L' f[ ~ r (q r) 0  ... 0)).
С n—üt+r)

Нетрудно заметить, что 

F : р {а-‘Ла‘} ->■ wj =  «в/*, , «*>" ... , *>'*; cû‘a),

pft : Pa  ̂{Л} -»- W; = Wl Иг _ 1К\
* ■ ’ » * ■ • * * ) .

Каждому однозначно сопоставим п — /г- +  1- 
мерный вектор так:

1) если и Ф  0, то I* =  ©‘*+л_ 1 — со«, г =  1,2,...
. . . ,  п — / { +  1,

2) если /г =  0, то положим у; =  (— 1, — 1,... 
. . . , — 1) — п + \  -мерный вектор.

Вектор у; назовем информационным вектором 
р{агЛ} и Я(уг) обозначим его размерность.

Пусть А', А'2 — двумерные бинарные изображе­
ния, размеров 2Г х 2 5( п = г - г  я), р {аЛх}, р {аЛ2}— 
р-множества соответствующих множеств А х, Л2 
относительно точки а с индексами Д, /2 и V, =
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■« (к1, , +1), у2 =  ... , 1£_ />+1)— соответст- соответствующие им информационные векторы ■
вующие им и н ф о р м а ц и о н н ы е  в е к т о р ы .  Будем го- ,у  у ^
в о р и т ь ,  ЧТО и н ф о р м а ц и о н н ы й  в е к т о р  Уг р - м н о ж е с т -  [X* (У ц  Уз) =  — ---------- ' - - Г - 1 ’ —----------- г  .

в а  р { & А г} п р е д ш е с т в у е т  и н ф о р м а ц и о н н о м у  в е к -  М1 (у 1 > у г / т  V ( у !,

т о р у  У р - м н о ж е с т в а  р  { а Л 2} ( у ,  <  у 2), е с л и  Т о г д а  | П Я 2 1 =  | Я ,  и  Я 2 | ц *  ( у х, у 2) .

> 1у г) ^  Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д л я  о п р е д е л е н н о с т и  п о л о ж и м
2) ^т+(  <  о», /  =  1 , 2 , , Я (у 2), г д е  т =  I  (V,)—  % ̂  >  я  ( у 2), X ( у ;) =  п —  / ,  +  1 и  /п  =  X ( у . ) -

—  Л ( у 2) . — М у а)- п о с т р о е н и я  р - м н о ж е с т в  Я (  ( 1 = 1 , 2 )
Т е о р е м а  4 . П у с т ь  п о д х о д я щ и е  п а р а м е т р ы  а х, сгг с л е д у е т

р - м н о ж е с т в  Н 1 =  р  { а Л 1}, Я 2 =  р  { а Л 2} р а в н ы  и ,  ,
у ^  у 2 —  с о о т в е т с т в у ю щ и е  и м  и н ф о р м а ц и о н н ы е  в е к -  ( « 1/  =  иЛ / □  (^ Л  (<7о/ и  ••• 0 )  □  •••
т о р ы , т о г д а  У( 4  у ,  =>■ Я ,  д  Я 2. .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о  о п р е д е л е н и ю  р - м н о ж е с т в  Я г: . . . □ ( / , *  ( ^  ) 0 . . .  0 ) □  ( □  ( / ,*  (</!) 0  0 )),/\-frn т — /,-|-г г
(2 .8)

( Я 2)а* =  ( Ь / Л  . . .  0 / , )  □  (Ц О у , . . .  О,-) □  . . .
(Я,)0< =  ... 0/(.) □  ( П о( Ц +г (<?‘) 0^_0)), (2.7)

П-С/£+Г)

1 =  1,2. Число строк пред матрицы толерант- ... □  (Ь* 10/^  ... 0;. ,) □  ( □  (Ь*. +г (<$ 0 ... 0)). 
ности Ь* +<(д‘) и /-я координата и' информацион- г=0 ^ 9 )
ного вектора уг р-множества Я г связаны равенст- Пусть [(А,-0^... 0;-)]— множество, элементами
вом г̂  =  у‘ + 1 .  Значит, которэго являются строки матрицы (1^0;- ... 07-).

Тогда из того, что о* ,, ^  а2, или д' >  о? н 
<  V, ^  ^  <  С* ^  ^  => (/,*+т+г 1, имеем т+/ ' т+ ‘ *

(7 к+г) 0 -  ° ) <  (<??) 0 -  °)- | * ( ^ )  ( ^  ^  1 ) - Є(гф (V* +  1)| =  | Щ +(

; деЛ =иМ Уі)“ Я(У2>- 0тсю да’ с учетом (2' 7)’ ( ^ ° - ° ) ] \ ^ ; 1+. +л ^ ) 0 . . . 0 ) ] | г
1 2 1 л п ЛИ̂ °(^;1+в,_, (С-<) 0 -  0) < (Ь;г_г 0( ... 04), ! г  (0^ } (0^  +  !) _  г  (0?) (02 +  !), =

і — 1 , 2 , . . . , т ,  заключаем, что ^  є Я 2.   іі7А* (пі ГТПХіУ/* (л2\П (Тлі
На множестве действительных чисел Я зада- ~ ! Д  /,+т+*^т+*' ••• л

[1, * > 0 ,  *¥=0, 1 г (° і,-к )К + /Н - ! ) “  £ (УЖ  +  1)1 =

=  I Ч + т+> 0 -  0)1А Ч Ч *  ( ф  0 ... 0)] |, (2.10)

дим функции £ :  /? 2 2, так: Отсюда
. . ( 1, *  ; >  0 , , [ 1, -V ^  0 ,£ (х) =  / ^  к (х) =

\0, * <  0, 10, х =  0,

и на паре информационных векторов (у,, у,) со- .
ответствующиГ р-множеств Я1 =  р{аЛ1}, Я2 =  где Д -  симметрическая разность множеств. Из
=  р {аЛ2} определим функционалы ц, у: пусть (2-8) следует С  2 1 , в — 1,2, ... , /п 1. Зна-
л (у ,) ^ Я ( у 2) и ^1 =  ^ ,^ )  — Я(у2), тогда чит> {0> 1> 2 , . . . ,  т — 1}

№ 0 -  о)] с  [(^;1+л + .  -  ° л + ^
и (У!, У,) =  ^  | £  ( о ^ )  (и^+ , +  1) —  5  (Ир(у2+ 1)1+ И

| [ ( ^ +50у1+5---0/1+5) 1 А ^ ; 1+5^ ) 0 - - - ° ) ] |  =
т

+  £  (2"—̂ ^  _  ^ _ <+1 — I), =  г 7'14-5- 1 -  (у! +  1). (2.11)

На основании (2.8) — (2.11) и а1 =  а.2 заклю-
V (у1> V*) =  Ь{п — % (у,) +  1) 2п~Ші> +  чаем, что

т
^  « | Н Л Н 21 =  У  (2п~ и ',')- { — о‘ .. — 1) +

+  V  (шш {іїт + і , о*} +  1) +  | ]  ( ^ _ г+1 +  1), _ ^

+  2  I г  (^ + ,)  +  1) ~  8 И )  (о? + !) 1= К уі,у2).
=̂1

где | с | — модуль действительного числа с,

V  ( ) =  0 , (2-12)
' Предматрицы толерантности (Ь* (<7Г) 0 ... 0), (Ь*

Теорема 5. Пусть подходящие параметры а х> а 2 (?в)0...0) удовлетворяют условию 
р-множеств Я 1 = р{аЛ 1}, Я 2= р{аЛ 2} равны, у1г_ у*— т Ф  Щ  {дг) 0 ... 0)] П К ^  Ы  0 ••• °)3 =  0 .
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откуда в силу (2.8), (2.9) и аг =  ег2 имеем
т

I я. П Я, I = I [(V /, -  °/,)11 + V. I ич.-г̂ -и

(<&+,) о ... 0)] I +  ^  I Щ Лт+{+1 ( д ^ )  0... 0)] П
<=1

п [ ( 4 + , - ,  (дЬ 0 о ... 0)] | =  А (/,) 2 Л- ‘ +
ш Л(У2)

+  ^  +  1) + ^ ]  (тщ { г4 +,,^ 2} + 1 ) = = ^ ^ ) .
t=1 /=1

(2.13)
Из равенств (2.12) и (2.13) непосредственно сле­
дует

|Я ХП Я 2|Н1[\Н2\ =  \Н 1ЦН,\

IН, п я 21
X \Н1АН2\ +  \ Н 1()Н.2

т?Г Ш ?,Т -  " . и « . | х

1 =  | #1 I) I (** (у1. V*).

Итак, теорема доказана.
Определим функционал на паре (у1; у2) ин­

формационных векторов р-множеств Нх, Н2 так:

Р* (VI, у2) И (VI. у3)
Ц(у1;У2) +  v(Vl , У2)

Нетрудно заметить, что если — подходящие 
параметры соответствующих р-множеств Я 1( Я 2, 
е =  о2о - ',  то

I» (У1, у2) =  | н ^ т  |, ^ (Ух, У2) =  | н х п т  |

н 1) на любой паре информационных векторов 
^уа, у2) соответствующих р-множеств Н1У Я 2

М>* (у1, У2), р* (V!, У ^его, 1],
2) р* (Ух, у2) +  р* (у15 у2) =  1, 3) если в г =  
=  0 2 и |л* (уь у2) =  1, то Н х =  Я 2, 4) если <тх =  
— 0Г2 и р* (V!, у2) =  0, то Нх п Я 2 = 0 .

Исходя из свойств (2)—(4) функционал р* ес­
тественно назвать мерой «сходства», а р* — мерой 
«различия» р-множеств (р-фрагментов ср-1  (Я г)).

С использованием свойств функционала р* мож­
но предложить следующий алгоритм классифика­
ции двумерных бинарных изображений.

Шаг 1. Пусть А \   Лг-различные нормализо­
ванные двумерные эталонные бинарные изображе­
ния и Л ; =  ф (Л,). В силу теоремы 3 можно ука­
зать такие точки разложений ..., а8, что инфор­
мационные векторы \ \  р-множеств Н\ — р (аг Л г} 
удовлетворяют условию р* (у ,̂ V/) ф  0, когда 
г Ф  /. Число точек разложений 5 является пара­
метром решающего правила, и в основном я выби­
рается так, чтобы максимизировать некоторый 
функционал качества классификации на заданной 
экзаменационной выборке, минимизировать чис­
ло операций, необходимое для принятия решения, и 
объем памяти отведенных для представления эта­

лонов. После определения аь ..., а8 переходим 
к шагу 2.

Шаг 2. Нормализуем предъявленное двумерное 
бинарное изображение В'  и найдем информацион­
ные векторы щ р -множеств р{а1В}, В =  ср(В'), 
/ =  1, 2, ... , в. Вычисли?' Рп  =  ц*(у{, Ч;), г =  1,
2, ... , 5; / = 1 , 2 , , г. Определим подмножества
*̂1> > ^6 — $ — {1,2, ... так:

•Л- =  { / б Л ^ я  =  г ш п ^ ^ б У } } ,  г =  1 ,2 ,... , я.
Положим =  1, если /£ У г, и Т7*. =  0, когда 
/$У *. Найдем

Л  =  £  Г]„ / = 1 . 2  г.

Если Т7 =  шах {Р ̂  | / 6 У} — единственный элемент
множества {^Л /бУ } и Р — Р1о, то предъявленное
изображение отнесем к А . . Если же Р —-не еди-

10

нственный элемент этого множества, то опреде­
лим У* =  {/ (z J \ F j  =  F} и вычислим

П - Ъ Г»П>' /« '•( = 1
Ищем Р* =  m m {F * \ j£ J * } .  Если /^  =  Л  — еди-

1 / о
нственный минимальный элемент этого множест­
ва, то В ' отнесем к Л'. , а в противном случае 
решения не примем. Процесс закончен.

Следует отметить, что представление р-фрагмен- 
тов двумерных бинарных изображений в простран­
стве информационных векторов является весьма 
эффективным с точки зрения сжатия информации. 
Действительно, если Я  — р-фрагмент двумерного 
бинарного изображения Л ' рецепторного поля 
2Г X 2' (п =  г — 5) относительно точки а 6 2? и 
i — такое наименьшее неотрицательное число, что 
для Я  =  р {аЛ} имеем

(Я) =  (1,0, ... 0У) □  (Л о(Ь;+г (дТ) 0 _ ^ ) ) ,
~  п—и+г)

то из 2/_1 >  д0 ^  дх ... д( и из построения ин­
формационного вектора \ н  непосредственно сле­
дует, что коэффициент сжатия р-фрагмента Я ' 
в битах удовлетворяет неравенствам:

1) если а 6 Л, то у.н >  2п/(/ (/ +  1) +  2 [л — (/ +
+  0]).

2) если а £ Л ,  то ~*н =  2я_1/(« +  !)•

3. И Н ВАРИАНТЫ  ДВУМ ЕРНЫ Х БИН АРНЫ Х  
ИЗОБРАЖ ЕН ИЙ ОТНОСИТЕЛЬНО ГРУППОВЫХ 
И ЛОГИЧЕСКИХ П РЕО БРАЗО ВА Н И Й

В задачах обработки и классификации двумерных 
дискретных изображений важное значение имеет 
нахождение инвариантов относительно допусти­
мых преобразований. Ниже рассмотрим следующие
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допустимые преобразования двумерных бинарных 
изображений.

I. Пусть А ' — исходное двумерное бинарное 
изображение рецепторного поля, размеров 2Г х
•: 2 "(а =  г -г э), и Л =  ф (А '). Через (о) обоз­

начим изображение ф-1 (Лст), где сг£5п.
II. Ли (Ь) =  ф-1 (ЬЛ), где
III. Пусть Л ш =  (а | а б 7 г \Л }  и Лш =  ф_1(Лш).
IV. Пусть б [Л' (а)] — значение изображения Л' 

5 рецепторе, которому по закону ф ставится в 
соответствие булевый вектор

а =  ( а , , ... , а п)б2г,  / (а) =  а,
н

б [л;(, (а)] =  / (а) 0  б [Л '(Т (а) 0  / (а), ...

... , (у — 1) (а) 0  у (а), у (а), (/ +  1) (а) ф  у (а),

. . . ,  п (а) ©/(а))],

где черта над символом означает булево отри­
цание, 0  — сумма по тос! 2 и а £ 2?. Определим

А {у =  {а 6 | б [Л?у (а)] =  1} и Л''■ =  ф“ 1 (Л{у).

Пусть — точное пороговое представ­
ление двумерного бинарного изображения Л ' от­
носительно точек а1; . . . ,  а, и || шД =  | со' | -Н®‘2 14--.• 
... —| оУ |, гд еж ;-=  (со;,. . . ,  ш‘п; со*,). Под нормой || А' || 
порогового представления Л' понимаем || А' || =
=  1К 11 +  -  +  1К Н -

Теорема 6. Норма || Л || порогового представле- 
ния двумерного бинарного изображения А ' яв­
ляется инвариантной величиной относительно пре­
образований, порожденных симметрической группой 
5 П и абелевой группой 1^.

Доказательство. Пусть (и^, ..., и',) — точное по­
роговое представление двумерного бинарного изоб­
ражения А ' относительно точек разложений а1? ... 
..., а( 6 А,  т. е.

г
А = \ ] Р п { А } .  (3.1)

г =  1

В силу (3.1)

У а(Е З„ Ла =  и  [(/>"' {Л})0], (3.2)
£=1

У Ь 6 2 3П ЬЛ =  У  ЬЯа- {А}, (3.3)
г=1

где [(Ра,- {̂ 4})СТ] — множество, элементами которо­

го ЯВЛЯЮТСЯ строки матрицы (Ра- {Л})°. Применив 
к правым частям (3.2) и (3.3) отображение Р, 
получим

Р : и [ ( Р аа;{Л})а] -> (№? , . . . ^ ? ) ,  (3.4)
1 =  1

К И Б Е Р Н Е Т И К А . 1990. № 5

F : U b P aa; { A } ^ ( b Wl, . . . , b w t). (3.5}
г=1

Отсюда с учетом || wt || =  || w" || =  || bw || имеем

м ' | |  =  м ; и 1 1  =  м „ ( ь ) | | .

Итак, теорема доказана.
Замечание. Соотношения (3.4), (3.5) задают точ­

ные пороговые представления изображений Л{(а), 
А'}1 (Ь) относительно соответствующих точек раз­
ложений а^ , ... , а°; bax, ... , Ьаг.

_ Пусть b =  (ß 1, . . . ,  ß j  e Z l  b =  ( ( -  ф  , ( - 1 ) 4
Zn2 =  {b I b 6 2 2 }, w =  (co1 ;. . . ,  con; co0) — n +  1-мер­
ный вещественный вектор и w(b) = ( — 1 )̂ *C0 j “I"...
... +  (—  l ) ß,!w n —  Wo- 

Определение. Оптимальным пороговым пред­
ставлением p-множества р { а Л } (Л е 2 г )  называ­
ется отображение

Р*:р{аЛ}->™ * =  « ....... (o’), (3.6)

где вектор w‘ удовлетворяет условиям:
1) со’ — целое число, i =  0, 1, . . . ,  п;

П
2) V  | со? | -> min при условии max | со? | ->■ min,

£ 0  °<с̂ п
| со* | — модуль со?;

3) b 6 р (аЛ} w* (Ь) >  0.
.Множество образует абелеву группу отно­

сительно покомпонентного умножения векторов.
На Zl  зададим характер [7] %а(аб Z 2) так:

Ха (Ь) =  (— 1)(а’Ъ>, b e z l

где (а, Ь) — скалярное произведение векторов а, b £ 
6 Z\. Определим характеристическую функцию f a 
p-множества Н  =  р {аЛ} следующим образом:

Ь 6 Я ^ / Й( Ь ) =  1 и Ь в Я о / д (Ь) =  - 1 .

Характеристическим вектором ия  =  (ult ... , и п; и0) 
р -множества И называется п +  1-мерный вектор, 
координаты и, которого вычисляются по формуле

=  / и  (Ь) %е . Ф)>  ̂ =  1, . . .  , П,
ьег«

где е0 =  (0, ... , 0) и ег=  (0, . . . ,  0, 1, 0, ... , 0), В
[8] показано, что если Н  — p-множество, п +  1-
мерный вектор w =  (colt ... , со„; со0) удовлетворяют 
условию

(ия> w) =  Ц  I w (b) I (3.7)
■>€*»

И

Y b e Z 2 w (b) Ф  0, (3.8)

то b ^ ö w  b)>  0.
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Алгоритм, реализующий отображение F' : Я -> 
—>-w*, основывается на следующем.

Вычислим характеристический вектор \1Н р-мно- 
жества Я и с помощью инвариантных операций 
[8] преобразуем его в такой вектор и + = ( ц + ,  ... 
... ,и+;ы+),  компоненты которого неотрицательны 
и расположены в порядке убывания:

u + ^ u f ^ i  ... !> и+.

В [91 показано, что если векторы u^, и+  =  (а)^, ... 
... , со+; ю+) с положительными компонентами удов­
летворяют (3.7) и (3.8), то

и+ >  и+ =»■ <в+ >  со+. (3.9)< ) I —  / '

На основании (3.7) — (3.9) вектор w+ можно по­
строить так, что инвариантные операции, преоб­
разующие вектор в ид , преобразуют этот век­
тор в w*.

Определение. Нормой (I Я ’ || оптимального поро­
гового представления р-фрагмента Н ‘ называется
j ®Г1-г ••■ + К  1 +  1 41 -

Теорема 7. Норма |] Н ’ || оптимального порого­
вого представления р-фрагмента Н'  двумерного 
бинарного изображения А '  является инвариантной 
величиной относительно допустимых преобразова­
ний I—IV, т. е.

11Щ (о) II = II я п (b) ii = у / / ; „  II = II я;(. II = I! Н' ц,
(3.10)

° 6 ^ п, b^Z^,  У 6 {1, 2, ... , п}.

Доказательство. Пусть Я, == ф (Н[ (ст)), Я и =
=  ф (Я ;! (Ь)), я ш =  ф (я ;и), я ' у =  ф (я;(.), w* =
=  (u)[, ...со*;®*) — оптимальное пороговое пред­
ставление р-фрагмента Н' и

1) w* =  (co;(1), . . . ,ш ; (п);со*), o esn,
2) w*; = ( ( -  DPi©;,..., ( -  1)РХ ; ®о*)> ь = ф1г... 

... ,Р„)€Й;
3) w;n =  (— с о * , , — со*; — со*);
4) w ]v — (© !, со0, co^j, ... , со;.).
В i8] доказано, что w*, w,*;, w*u , w*v — опти­

мальные целочисленные векторы структуры ха­
рактеристических функций / х, /2 / 3, / 4 соответст­
вующих множеств Ни Ни,  Я ш , Я iy. Отсюда не­
посредственно следует (3.10).

Теорема доказана.

Метод порогового представления двумерных би­
нарных изображений позволяет решать следующие 
задачи:

—относительно заданной точки разложения а 
изображения А '  можно выделить р-фрагмент Я ', 
который является признаком при классификации 
изображений и эффективно кодируется (в смысле 
сжатия) своим информационным вектором;

— используя свойства функционалов р * —«схо­
дства», р* — «различия» р-фрагментов, можно по­
строить (в зависимости от характера решаемой 
задачи) различные алгоритмы классификации дву­
мерных бинарных изображений;

— относительно определенных групповых и ло­
гических преобразований рецепторного поля мож­
но описать инварианты бинарных изображений и 
их р-фрагментов.

Полученные в работе результаты могут быть 
обобщены на многоуровневых двумерных дискрет­
ных изображениях. Для этого достаточно значе­
ние (целое число) интенсивности изображения 
в каждом рецепторе разложить по степеням 2 и из 
коэффициентов разложения образовать упорядо­
ченную последовательность бинарных изображе­
ний — «срезы».

Авторы выражают искреннюю благодарность 
Ю. И. Журавлеву за постоянное внимание к ра­
боте.
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