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Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòî-

ðîì â L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìíîæèíà A ¹ çàìêíåíîþ âiäíîñíî äié íàä
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Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P

i A � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà
L. Ïðèïóñòèìî, ùî A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Òîäi äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ a, b iç A òà áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà γ ïîëÿ P ñïðàâäæóþòüñÿ
âêëþ÷åííÿ

a+ b ∈ A, γa ∈ A. (1)

Òîìó ïiäìíîæèíà A ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé òåïåð A � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì
P . Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ a, b iç A òà áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà γ ïîëÿ P
ñïðàâäæóþòüñÿ âêëþ÷åííÿ (1). Îòæå, îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ åëåìåíòiâ iç A,
ðîçãëÿäóâàíèõ, ÿê âåêòîðè iç L, òà ìíîæåííÿ åëåìåíòà ïîëÿ P íà åëåìåíò iç
A çàäàþòü äiþ äîäàâàííÿ åëåìåíòiâ íà ìíîæèíi A òà äiþ ìíîæåííÿ åëåìåí-
òà ïîëÿ P íà åëåìåíò iç A. Îñêiëüêè L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P ,
òî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b, c iç L, çîêðåìà iç A, òà äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ
α, β ïîëÿ P ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi:

(a+ b) + c = a+ (b+ c), a+ b = b+ a, α(βa) = (αβ)a,
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1a = a, α(a+ b) = αa+ αb, (α+ β)a = αa+ βa.
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âêëþ÷åííÿ

a+ b ∈ A, γa ∈ A. (1)

Òîìó ïiäìíîæèíà A ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé òåïåð A � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì
P . Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ a, b iç A òà áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà γ ïîëÿ P
ñïðàâäæóþòüñÿ âêëþ÷åííÿ (1). Îòæå, îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ åëåìåíòiâ iç A,
ðîçãëÿäóâàíèõ, ÿê âåêòîðè iç L, òà ìíîæåííÿ åëåìåíòà ïîëÿ P íà åëåìåíò iç
A çàäàþòü äiþ äîäàâàííÿ åëåìåíòiâ íà ìíîæèíi A òà äiþ ìíîæåííÿ åëåìåí-
òà ïîëÿ P íà åëåìåíò iç A. Îñêiëüêè L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P ,
òî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b, c iç L, çîêðåìà iç A, òà äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ
α, β ïîëÿ P ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi:

(a+ b) + c = a+ (b+ c), a+ b = b+ a, α(βa) = (αβ)a,

1a = a, α(a+ b) = αa+ αb,

(α+ β)a = αa+ βa.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i A � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà
L. Ïðèïóñòèìî, ùî A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Òîäi äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ a, b iç A òà áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà γ ïîëÿ P ñïðàâäæóþòüñÿ
âêëþ÷åííÿ

a+ b ∈ A, γa ∈ A. (1)

Òîìó ïiäìíîæèíà A ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.
Íåõàé òåïåð A � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì
P . Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ a, b iç A òà áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà γ ïîëÿ P
ñïðàâäæóþòüñÿ âêëþ÷åííÿ (1). Îòæå, îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ åëåìåíòiâ iç A,
ðîçãëÿäóâàíèõ, ÿê âåêòîðè iç L, òà ìíîæåííÿ åëåìåíòà ïîëÿ P íà åëåìåíò iç
A çàäàþòü äiþ äîäàâàííÿ åëåìåíòiâ íà ìíîæèíi A òà äiþ ìíîæåííÿ åëåìåí-
òà ïîëÿ P íà åëåìåíò iç A. Îñêiëüêè L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P ,
òî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b, c iç L, çîêðåìà iç A, òà äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ
α, β ïîëÿ P ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi:

(a+ b) + c = a+ (b+ c), a+ b = b+ a, α(βa) = (αβ)a,

1a = a, α(a+ b) = αa+ αb, (α+ β)a = αa+ βa.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A.

Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹,

áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅.

Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a

∈ A, − a = (−1)a ∈ A,
íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A,

− a = (−1)a ∈ A,
íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a

∈ A,
íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L

íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A

i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A,

òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò.

Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A

iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A.

Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó

ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P

âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P

¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A

i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P

âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A �

ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ,

òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A

i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P

âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu

i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv

íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A.

Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv

íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A.

Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè,

íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A

i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P

âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv

íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A.

Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v =

1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v

∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A,

αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu =

αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v

∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A.

Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè.

Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A

¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé åëåìåíò a iç A. Òàêèé iñíó¹, áî A ̸= ∅. Òîäi
0̄ = 0a ∈ A, − a = (−1)a ∈ A,

íàãàäà¹ìî ÷åðåç òå, ùî A � çàìêíåíà ìíîæèíà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L. Öå
îçíà÷à¹, ùî íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàëåæèòü A i âií ¹
íóëüîâèì åëåìåíòîì â A, òîáòî ìíîæèíà A ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò. Òàê
ñàìî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a iç A iñíó¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò â A. Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Òåîðåìà 2 (äðóãà îçíàêà ïiäïðîñòîðó)

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì

L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv íàëåæèòü A.

Äîâåäåííÿ.

ßêùî A � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P , òî äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîðè αu i βv
íàëåæèòü A. Òîìó ñóìà αu + βv íàëåæèòü A. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ áóäü-
ÿêèõ âåêòîðiâ u òà v iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç P âåêòîð αu+ βv
íàëåæèòü A. Òîäi u+v = 1u+1v ∈ A, αu = αu+0v ∈ A. Îòæå, ìíîæèíà A
� çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó
A ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Ïðèêëàäè ïiäïðîñòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

1 {0̄}

i L ¹ ïiäïðîñòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L (öå òàê çâàíi òðèâiàëüíi
ïiäïðîñòîðè).

2 Íåõàé a1, a2, . . . , as � ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì P . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

⟨a1, a2, . . . , as⟩ = {α1a1 + α2a2 + · · ·+ αsas | α1, α2, . . . , αs ∈ P}

� ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ñèñòåìè a1, a2, . . . , as. Òîäi ìíî-
æèíà ⟨a1, a2, . . . , as⟩ ¹ ïiäïðîñòîðîì â L. Öåé ïiäïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, àáî ïiäïðîñòîðîì,
ïîðîäæåíèì ñèñòåìîþ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as.

3 Ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ
íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì â Pn.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

1 Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Ïîêàçà-
òè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â L ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ äåÿêî¨ ñèñòåìè
âåêòîðiâ ïðîñòîðó L.

2 Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â Pn ¹ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Ïðèêëàäè ïiäïðîñòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

1 {0̄} i L

¹ ïiäïðîñòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L (öå òàê çâàíi òðèâiàëüíi
ïiäïðîñòîðè).

2 Íåõàé a1, a2, . . . , as � ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì P . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

⟨a1, a2, . . . , as⟩ = {α1a1 + α2a2 + · · ·+ αsas | α1, α2, . . . , αs ∈ P}

� ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ñèñòåìè a1, a2, . . . , as. Òîäi ìíî-
æèíà ⟨a1, a2, . . . , as⟩ ¹ ïiäïðîñòîðîì â L. Öåé ïiäïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, àáî ïiäïðîñòîðîì,
ïîðîäæåíèì ñèñòåìîþ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as.

3 Ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ
íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì â Pn.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

1 Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Ïîêàçà-
òè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â L ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ äåÿêî¨ ñèñòåìè
âåêòîðiâ ïðîñòîðó L.

2 Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â Pn ¹ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Ïðèêëàäè ïiäïðîñòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

1 {0̄} i L ¹ ïiäïðîñòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L

(öå òàê çâàíi òðèâiàëüíi
ïiäïðîñòîðè).

2 Íåõàé a1, a2, . . . , as � ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì P . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

⟨a1, a2, . . . , as⟩ = {α1a1 + α2a2 + · · ·+ αsas | α1, α2, . . . , αs ∈ P}

� ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ñèñòåìè a1, a2, . . . , as. Òîäi ìíî-
æèíà ⟨a1, a2, . . . , as⟩ ¹ ïiäïðîñòîðîì â L. Öåé ïiäïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, àáî ïiäïðîñòîðîì,
ïîðîäæåíèì ñèñòåìîþ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as.

3 Ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ
íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì â Pn.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

1 Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Ïîêàçà-
òè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â L ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ äåÿêî¨ ñèñòåìè
âåêòîðiâ ïðîñòîðó L.

2 Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â Pn ¹ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Ïðèêëàäè ïiäïðîñòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

1 {0̄} i L ¹ ïiäïðîñòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L (öå òàê çâàíi òðèâiàëüíi
ïiäïðîñòîðè).

2 Íåõàé a1, a2, . . . , as � ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì P . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

⟨a1, a2, . . . , as⟩ = {α1a1 + α2a2 + · · ·+ αsas | α1, α2, . . . , αs ∈ P}

� ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ñèñòåìè a1, a2, . . . , as. Òîäi ìíî-
æèíà ⟨a1, a2, . . . , as⟩ ¹ ïiäïðîñòîðîì â L. Öåé ïiäïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, àáî ïiäïðîñòîðîì,
ïîðîäæåíèì ñèñòåìîþ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as.

3 Ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ
íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì â Pn.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

1 Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Ïîêàçà-
òè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â L ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ äåÿêî¨ ñèñòåìè
âåêòîðiâ ïðîñòîðó L.

2 Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â Pn ¹ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Ïðèêëàäè ïiäïðîñòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

1 {0̄} i L ¹ ïiäïðîñòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L (öå òàê çâàíi òðèâiàëüíi
ïiäïðîñòîðè).

2 Íåõàé a1, a2, . . . , as

� ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì P . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

⟨a1, a2, . . . , as⟩ = {α1a1 + α2a2 + · · ·+ αsas | α1, α2, . . . , αs ∈ P}

� ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ñèñòåìè a1, a2, . . . , as. Òîäi ìíî-
æèíà ⟨a1, a2, . . . , as⟩ ¹ ïiäïðîñòîðîì â L. Öåé ïiäïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, àáî ïiäïðîñòîðîì,
ïîðîäæåíèì ñèñòåìîþ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as.

3 Ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ
íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì â Pn.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

1 Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Ïîêàçà-
òè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â L ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ äåÿêî¨ ñèñòåìè
âåêòîðiâ ïðîñòîðó L.

2 Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â Pn ¹ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Ïðèêëàäè ïiäïðîñòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

1 {0̄} i L ¹ ïiäïðîñòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L (öå òàê çâàíi òðèâiàëüíi
ïiäïðîñòîðè).

2 Íåõàé a1, a2, . . . , as � ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì P .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

⟨a1, a2, . . . , as⟩ = {α1a1 + α2a2 + · · ·+ αsas | α1, α2, . . . , αs ∈ P}

� ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ñèñòåìè a1, a2, . . . , as. Òîäi ìíî-
æèíà ⟨a1, a2, . . . , as⟩ ¹ ïiäïðîñòîðîì â L. Öåé ïiäïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, àáî ïiäïðîñòîðîì,
ïîðîäæåíèì ñèñòåìîþ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as.

3 Ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ
íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì â Pn.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

1 Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Ïîêàçà-
òè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â L ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ äåÿêî¨ ñèñòåìè
âåêòîðiâ ïðîñòîðó L.

2 Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â Pn ¹ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Ïðèêëàäè ïiäïðîñòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

1 {0̄} i L ¹ ïiäïðîñòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L (öå òàê çâàíi òðèâiàëüíi
ïiäïðîñòîðè).

2 Íåõàé a1, a2, . . . , as � ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì P . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

⟨a1, a2, . . . , as⟩

= {α1a1 + α2a2 + · · ·+ αsas | α1, α2, . . . , αs ∈ P}

� ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ñèñòåìè a1, a2, . . . , as. Òîäi ìíî-
æèíà ⟨a1, a2, . . . , as⟩ ¹ ïiäïðîñòîðîì â L. Öåé ïiäïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, àáî ïiäïðîñòîðîì,
ïîðîäæåíèì ñèñòåìîþ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as.

3 Ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ
íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì â Pn.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

1 Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Ïîêàçà-
òè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â L ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ äåÿêî¨ ñèñòåìè
âåêòîðiâ ïðîñòîðó L.

2 Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â Pn ¹ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Ïðèêëàäè ïiäïðîñòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

1 {0̄} i L ¹ ïiäïðîñòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L (öå òàê çâàíi òðèâiàëüíi
ïiäïðîñòîðè).

2 Íåõàé a1, a2, . . . , as � ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì P . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

⟨a1, a2, . . . , as⟩ = {α1a1 + α2a2 + · · ·+ αsas | α1, α2, . . . , αs ∈ P}

� ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ñèñòåìè a1, a2, . . . , as. Òîäi ìíî-
æèíà ⟨a1, a2, . . . , as⟩ ¹ ïiäïðîñòîðîì â L. Öåé ïiäïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, àáî ïiäïðîñòîðîì,
ïîðîäæåíèì ñèñòåìîþ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as.

3 Ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ
íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì â Pn.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

1 Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Ïîêàçà-
òè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â L ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ äåÿêî¨ ñèñòåìè
âåêòîðiâ ïðîñòîðó L.

2 Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â Pn ¹ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Ïðèêëàäè ïiäïðîñòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

1 {0̄} i L ¹ ïiäïðîñòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L (öå òàê çâàíi òðèâiàëüíi
ïiäïðîñòîðè).

2 Íåõàé a1, a2, . . . , as � ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì P . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

⟨a1, a2, . . . , as⟩ = {α1a1 + α2a2 + · · ·+ αsas | α1, α2, . . . , αs ∈ P}

� ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ñèñòåìè a1, a2, . . . , as.

Òîäi ìíî-
æèíà ⟨a1, a2, . . . , as⟩ ¹ ïiäïðîñòîðîì â L. Öåé ïiäïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, àáî ïiäïðîñòîðîì,
ïîðîäæåíèì ñèñòåìîþ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as.

3 Ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ
íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì â Pn.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

1 Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Ïîêàçà-
òè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â L ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ äåÿêî¨ ñèñòåìè
âåêòîðiâ ïðîñòîðó L.

2 Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â Pn ¹ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Ïðèêëàäè ïiäïðîñòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

1 {0̄} i L ¹ ïiäïðîñòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L (öå òàê çâàíi òðèâiàëüíi
ïiäïðîñòîðè).

2 Íåõàé a1, a2, . . . , as � ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì P . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

⟨a1, a2, . . . , as⟩ = {α1a1 + α2a2 + · · ·+ αsas | α1, α2, . . . , αs ∈ P}

� ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ñèñòåìè a1, a2, . . . , as. Òîäi ìíî-
æèíà ⟨a1, a2, . . . , as⟩ ¹ ïiäïðîñòîðîì â L.

Öåé ïiäïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, àáî ïiäïðîñòîðîì,
ïîðîäæåíèì ñèñòåìîþ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as.

3 Ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ
íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì â Pn.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

1 Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Ïîêàçà-
òè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â L ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ äåÿêî¨ ñèñòåìè
âåêòîðiâ ïðîñòîðó L.

2 Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â Pn ¹ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Ïðèêëàäè ïiäïðîñòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

1 {0̄} i L ¹ ïiäïðîñòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L (öå òàê çâàíi òðèâiàëüíi
ïiäïðîñòîðè).

2 Íåõàé a1, a2, . . . , as � ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì P . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

⟨a1, a2, . . . , as⟩ = {α1a1 + α2a2 + · · ·+ αsas | α1, α2, . . . , αs ∈ P}

� ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ñèñòåìè a1, a2, . . . , as. Òîäi ìíî-
æèíà ⟨a1, a2, . . . , as⟩ ¹ ïiäïðîñòîðîì â L. Öåé ïiäïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as,

àáî ïiäïðîñòîðîì,
ïîðîäæåíèì ñèñòåìîþ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as.

3 Ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ
íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì â Pn.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

1 Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Ïîêàçà-
òè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â L ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ äåÿêî¨ ñèñòåìè
âåêòîðiâ ïðîñòîðó L.

2 Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â Pn ¹ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Ïðèêëàäè ïiäïðîñòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

1 {0̄} i L ¹ ïiäïðîñòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L (öå òàê çâàíi òðèâiàëüíi
ïiäïðîñòîðè).

2 Íåõàé a1, a2, . . . , as � ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì P . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

⟨a1, a2, . . . , as⟩ = {α1a1 + α2a2 + · · ·+ αsas | α1, α2, . . . , αs ∈ P}

� ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ñèñòåìè a1, a2, . . . , as. Òîäi ìíî-
æèíà ⟨a1, a2, . . . , as⟩ ¹ ïiäïðîñòîðîì â L. Öåé ïiäïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, àáî ïiäïðîñòîðîì,
ïîðîäæåíèì ñèñòåìîþ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as.

3 Ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ
íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì â Pn.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

1 Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Ïîêàçà-
òè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â L ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ äåÿêî¨ ñèñòåìè
âåêòîðiâ ïðîñòîðó L.

2 Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â Pn ¹ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Ïðèêëàäè ïiäïðîñòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

1 {0̄} i L ¹ ïiäïðîñòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L (öå òàê çâàíi òðèâiàëüíi
ïiäïðîñòîðè).

2 Íåõàé a1, a2, . . . , as � ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì P . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

⟨a1, a2, . . . , as⟩ = {α1a1 + α2a2 + · · ·+ αsas | α1, α2, . . . , αs ∈ P}

� ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ñèñòåìè a1, a2, . . . , as. Òîäi ìíî-
æèíà ⟨a1, a2, . . . , as⟩ ¹ ïiäïðîñòîðîì â L. Öåé ïiäïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, àáî ïiäïðîñòîðîì,
ïîðîäæåíèì ñèñòåìîþ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as.

3 Ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ
íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì â Pn.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

1 Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Ïîêàçà-
òè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â L ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ äåÿêî¨ ñèñòåìè
âåêòîðiâ ïðîñòîðó L.

2 Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â Pn ¹ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Ïðèêëàäè ïiäïðîñòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

1 {0̄} i L ¹ ïiäïðîñòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L (öå òàê çâàíi òðèâiàëüíi
ïiäïðîñòîðè).

2 Íåõàé a1, a2, . . . , as � ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì P . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

⟨a1, a2, . . . , as⟩ = {α1a1 + α2a2 + · · ·+ αsas | α1, α2, . . . , αs ∈ P}

� ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ñèñòåìè a1, a2, . . . , as. Òîäi ìíî-
æèíà ⟨a1, a2, . . . , as⟩ ¹ ïiäïðîñòîðîì â L. Öåé ïiäïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, àáî ïiäïðîñòîðîì,
ïîðîäæåíèì ñèñòåìîþ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as.

3 Ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ
íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì â Pn.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

1 Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P .

Ïîêàçà-
òè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â L ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ äåÿêî¨ ñèñòåìè
âåêòîðiâ ïðîñòîðó L.

2 Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â Pn ¹ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Ïðèêëàäè ïiäïðîñòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

1 {0̄} i L ¹ ïiäïðîñòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L (öå òàê çâàíi òðèâiàëüíi
ïiäïðîñòîðè).

2 Íåõàé a1, a2, . . . , as � ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì P . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

⟨a1, a2, . . . , as⟩ = {α1a1 + α2a2 + · · ·+ αsas | α1, α2, . . . , αs ∈ P}

� ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ñèñòåìè a1, a2, . . . , as. Òîäi ìíî-
æèíà ⟨a1, a2, . . . , as⟩ ¹ ïiäïðîñòîðîì â L. Öåé ïiäïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, àáî ïiäïðîñòîðîì,
ïîðîäæåíèì ñèñòåìîþ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as.

3 Ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ
íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì â Pn.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

1 Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Ïîêàçà-
òè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â L ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ äåÿêî¨ ñèñòåìè
âåêòîðiâ ïðîñòîðó L.

2 Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â Pn ¹ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Ïðèêëàäè ïiäïðîñòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

1 {0̄} i L ¹ ïiäïðîñòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L (öå òàê çâàíi òðèâiàëüíi
ïiäïðîñòîðè).

2 Íåõàé a1, a2, . . . , as � ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-
ëåì P . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

⟨a1, a2, . . . , as⟩ = {α1a1 + α2a2 + · · ·+ αsas | α1, α2, . . . , αs ∈ P}

� ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ñèñòåìè a1, a2, . . . , as. Òîäi ìíî-
æèíà ⟨a1, a2, . . . , as⟩ ¹ ïiäïðîñòîðîì â L. Öåé ïiäïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, àáî ïiäïðîñòîðîì,
ïîðîäæåíèì ñèñòåìîþ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as.

3 Ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ
íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì â Pn.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

1 Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Ïîêàçà-
òè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â L ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ äåÿêî¨ ñèñòåìè
âåêòîðiâ ïðîñòîðó L.

2 Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â Pn ¹ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè íàä ïîëåì P .

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Îçíà÷åííÿ 2

Íåõàé A, B � íåïîðîæíi ïiäìíîæèíè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P .

×åðåç A+B ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ âåêòîðiâ âèãëÿäó a+ b, äå a ïðîáiãà¹
âñþ ìíîæèíó A, à b ïðîáiãà¹ ìíîæèíó B:

A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B} .
Ìíîæèíà A+B íàçèâà¹òüñÿ ñóìîþ ìíîæèí A i B.

Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíà âñiõ ñïiëüíèõ äëÿ A i B âåêòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ ïå-
ðåòèíîì ìíîæèí A òà B i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç A ∩B.

Ïðèêëàäè ñóì òà ïåðåòèíiâ ïiäìíîæèí ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

Íåõàé
A = {(α, β, 0) | α, β ∈ R} , B =

{
(0, α′, β′) | α′, β′ ∈ R

}
� ïiäìíîæèíè äiéñíîãî òðèâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó R3. Òîäi

A+B = R3, A+A = A, A+R3 = R3,

A ∩R3 = A, A ∩A = A, A ∩B = {(0, γ, 0) | γ ∈ R} .
Ïåðøà ðiâíiñòü ñëiäó¹ iç âçà¹ìíèõ âêëþ÷åíü, îäíå ç ÿêèõ, à ñàìå A+B ⊂ R3,
¹ î÷åâèäíèì, à äðóãå A + B ⊃ R3 âèïëèâà¹ iç òîãî, ùî áóäü-ÿêèé âåêòîð
(α, β, γ) iç R3 ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ñóìè âåêòîðiâ

(α, β, 0) + (0, 0, γ) ∈ A+B.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Îçíà÷åííÿ 2
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äå a ïðîáiãà¹
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Òåîðåìà 3

Ñóìà i ïåðåòèí áóäü-ÿêèõ ïiäïðîñòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹ ïiäïðîñòîðàìè

â L.

ßêùî A i B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèìè ïiäïðîñòîðàìè â L, òî

dimP (A+B) = dimPA+ dimPB − dimP (A ∩B).

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , a A i B � ïiäïðîñòîðè â L. Ðîç-
ãëÿíåìî áóäü-ÿêi äâà âåêòîðè u, v iç A+B. Çà îçíà÷åííÿì ñóìè ïiäìíîæèí
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó çíàéäóòüñÿ òàêi âåêòîðè a1, a2 ∈ A i b1, b2 ∈ B, ùî
u = a1 + b1, v = a2 + b2. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ γ, δ ∈ P ñïðàâäæó-
þòüñÿ ðiâíîñòi

γu+ δv = γ(a1 + b1) + δ(a2 + b2) =

= γa1 + γb1 + δa2 + δb2 = (γa1 + δa2) + (γb1 + δb2).

Îñêiëüêè A, B � ïiäïðîñòîðè â L, òî çà äðóãîþ îçíàêîþ ïiäïðîñòîðó

γa1 + δa2 ∈ A, γb1 + δb2 ∈ B.

Öå îçíà÷à¹, ùî γu+ δv ∈ A+B. Çíîâó æ òàêè çà äðóãîþ îçíàêîþ ïiäïðî-
ñòîðó A+B ¹ ïiäïðîñòîðîì â L.
Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî A ∩B ¹ ïiäïðîñòîðîì â L.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .
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Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â L

i dimPA = m, dimPB = n.
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íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü
ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ïåðåòèí
A∩B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÿê A, òàê i B, òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Íåõàé dimP (A ∩ B) = k i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ
A ∩ B. ßêùî A ∩ B = {0̄}, òî k = 0 i íå iñíó¹ áàçèñó A ∩ B (àëå öå íå
âïëèâà¹ íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ).
ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A. Òàê ñàìî, ÿêùî
k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck äî
áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A+B. Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A+B. Òîäi u = a+ b
äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .
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äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â L i dimPA = m, dimPB = n.
Âçàãàëi êàæó÷è, ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò,

ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü
ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ïåðåòèí
A∩B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÿê A, òàê i B, òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Íåõàé dimP (A ∩ B) = k i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ
A ∩ B. ßêùî A ∩ B = {0̄}, òî k = 0 i íå iñíó¹ áàçèñó A ∩ B (àëå öå íå
âïëèâà¹ íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ).
ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A. Òàê ñàìî, ÿêùî
k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck äî
áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A+B. Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A+B. Òîäi u = a+ b
äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â L i dimPA = m, dimPB = n.
Âçàãàëi êàæó÷è, ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì,

ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü
ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ïåðåòèí
A∩B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÿê A, òàê i B, òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Íåõàé dimP (A ∩ B) = k i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ
A ∩ B. ßêùî A ∩ B = {0̄}, òî k = 0 i íå iñíó¹ áàçèñó A ∩ B (àëå öå íå
âïëèâà¹ íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ).
ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A. Òàê ñàìî, ÿêùî
k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck äî
áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A+B. Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A+B. Òîäi u = a+ b
äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â L i dimPA = m, dimPB = n.
Âçàãàëi êàæó÷è, ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü
ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.

Îñêiëüêè ïåðåòèí
A∩B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÿê A, òàê i B, òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Íåõàé dimP (A ∩ B) = k i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ
A ∩ B. ßêùî A ∩ B = {0̄}, òî k = 0 i íå iñíó¹ áàçèñó A ∩ B (àëå öå íå
âïëèâà¹ íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ).
ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A. Òàê ñàìî, ÿêùî
k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck äî
áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A+B. Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A+B. Òîäi u = a+ b
äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â L i dimPA = m, dimPB = n.
Âçàãàëi êàæó÷è, ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü
ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ïåðåòèí
A∩B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÿê A,

òàê i B, òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Íåõàé dimP (A ∩ B) = k i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ
A ∩ B. ßêùî A ∩ B = {0̄}, òî k = 0 i íå iñíó¹ áàçèñó A ∩ B (àëå öå íå
âïëèâà¹ íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ).
ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A. Òàê ñàìî, ÿêùî
k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck äî
áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A+B. Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A+B. Òîäi u = a+ b
äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â L i dimPA = m, dimPB = n.
Âçàãàëi êàæó÷è, ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü
ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ïåðåòèí
A∩B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÿê A, òàê i B,

òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Íåõàé dimP (A ∩ B) = k i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ
A ∩ B. ßêùî A ∩ B = {0̄}, òî k = 0 i íå iñíó¹ áàçèñó A ∩ B (àëå öå íå
âïëèâà¹ íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ).
ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A. Òàê ñàìî, ÿêùî
k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck äî
áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A+B. Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A+B. Òîäi u = a+ b
äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â L i dimPA = m, dimPB = n.
Âçàãàëi êàæó÷è, ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü
ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ïåðåòèí
A∩B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÿê A, òàê i B, òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P .

Íåõàé dimP (A ∩ B) = k i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ
A ∩ B. ßêùî A ∩ B = {0̄}, òî k = 0 i íå iñíó¹ áàçèñó A ∩ B (àëå öå íå
âïëèâà¹ íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ).
ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A. Òàê ñàìî, ÿêùî
k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck äî
áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A+B. Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A+B. Òîäi u = a+ b
äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â L i dimPA = m, dimPB = n.
Âçàãàëi êàæó÷è, ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü
ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ïåðåòèí
A∩B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÿê A, òàê i B, òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Íåõàé dimP (A ∩ B) = k

i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ
A ∩ B. ßêùî A ∩ B = {0̄}, òî k = 0 i íå iñíó¹ áàçèñó A ∩ B (àëå öå íå
âïëèâà¹ íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ).
ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A. Òàê ñàìî, ÿêùî
k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck äî
áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A+B. Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A+B. Òîäi u = a+ b
äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â L i dimPA = m, dimPB = n.
Âçàãàëi êàæó÷è, ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü
ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ïåðåòèí
A∩B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÿê A, òàê i B, òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Íåõàé dimP (A ∩ B) = k i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ
A ∩ B.

ßêùî A ∩ B = {0̄}, òî k = 0 i íå iñíó¹ áàçèñó A ∩ B (àëå öå íå
âïëèâà¹ íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ).
ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A. Òàê ñàìî, ÿêùî
k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck äî
áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A+B. Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A+B. Òîäi u = a+ b
äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â L i dimPA = m, dimPB = n.
Âçàãàëi êàæó÷è, ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü
ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ïåðåòèí
A∩B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÿê A, òàê i B, òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Íåõàé dimP (A ∩ B) = k i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ
A ∩ B. ßêùî A ∩ B = {0̄},

òî k = 0 i íå iñíó¹ áàçèñó A ∩ B (àëå öå íå
âïëèâà¹ íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ).
ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A. Òàê ñàìî, ÿêùî
k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck äî
áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A+B. Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A+B. Òîäi u = a+ b
äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â L i dimPA = m, dimPB = n.
Âçàãàëi êàæó÷è, ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü
ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ïåðåòèí
A∩B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÿê A, òàê i B, òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Íåõàé dimP (A ∩ B) = k i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ
A ∩ B. ßêùî A ∩ B = {0̄}, òî k = 0

i íå iñíó¹ áàçèñó A ∩ B (àëå öå íå
âïëèâà¹ íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ).
ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A. Òàê ñàìî, ÿêùî
k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck äî
áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A+B. Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A+B. Òîäi u = a+ b
äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â L i dimPA = m, dimPB = n.
Âçàãàëi êàæó÷è, ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü
ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ïåðåòèí
A∩B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÿê A, òàê i B, òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Íåõàé dimP (A ∩ B) = k i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ
A ∩ B. ßêùî A ∩ B = {0̄}, òî k = 0 i íå iñíó¹ áàçèñó A ∩ B

(àëå öå íå
âïëèâà¹ íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ).
ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A. Òàê ñàìî, ÿêùî
k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck äî
áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A+B. Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A+B. Òîäi u = a+ b
äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â L i dimPA = m, dimPB = n.
Âçàãàëi êàæó÷è, ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü
ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ïåðåòèí
A∩B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÿê A, òàê i B, òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Íåõàé dimP (A ∩ B) = k i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ
A ∩ B. ßêùî A ∩ B = {0̄}, òî k = 0 i íå iñíó¹ áàçèñó A ∩ B (àëå öå íå
âïëèâà¹ íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ).

ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A. Òàê ñàìî, ÿêùî
k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck äî
áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A+B. Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A+B. Òîäi u = a+ b
äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â L i dimPA = m, dimPB = n.
Âçàãàëi êàæó÷è, ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü
ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ïåðåòèí
A∩B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÿê A, òàê i B, òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Íåõàé dimP (A ∩ B) = k i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ
A ∩ B. ßêùî A ∩ B = {0̄}, òî k = 0 i íå iñíó¹ áàçèñó A ∩ B (àëå öå íå
âïëèâà¹ íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ).
ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
ck

äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A. Òàê ñàìî, ÿêùî
k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck äî
áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A+B. Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A+B. Òîäi u = a+ b
äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â L i dimPA = m, dimPB = n.
Âçàãàëi êàæó÷è, ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü
ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ïåðåòèí
A∩B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÿê A, òàê i B, òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Íåõàé dimP (A ∩ B) = k i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ
A ∩ B. ßêùî A ∩ B = {0̄}, òî k = 0 i íå iñíó¹ áàçèñó A ∩ B (àëå öå íå
âïëèâà¹ íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ).
ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A.

Òàê ñàìî, ÿêùî
k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck äî
áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A+B. Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A+B. Òîäi u = a+ b
äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â L i dimPA = m, dimPB = n.
Âçàãàëi êàæó÷è, ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü
ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ïåðåòèí
A∩B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÿê A, òàê i B, òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Íåõàé dimP (A ∩ B) = k i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ
A ∩ B. ßêùî A ∩ B = {0̄}, òî k = 0 i íå iñíó¹ áàçèñó A ∩ B (àëå öå íå
âïëèâà¹ íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ).
ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A. Òàê ñàìî, ÿêùî
k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck

äî
áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A+B. Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A+B. Òîäi u = a+ b
äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â L i dimPA = m, dimPB = n.
Âçàãàëi êàæó÷è, ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü
ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ïåðåòèí
A∩B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÿê A, òàê i B, òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Íåõàé dimP (A ∩ B) = k i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ
A ∩ B. ßêùî A ∩ B = {0̄}, òî k = 0 i íå iñíó¹ áàçèñó A ∩ B (àëå öå íå
âïëèâà¹ íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ).
ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A. Òàê ñàìî, ÿêùî
k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck äî
áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.

Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A+B. Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A+B. Òîäi u = a+ b
äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â L i dimPA = m, dimPB = n.
Âçàãàëi êàæó÷è, ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü
ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ïåðåòèí
A∩B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÿê A, òàê i B, òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Íåõàé dimP (A ∩ B) = k i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ
A ∩ B. ßêùî A ∩ B = {0̄}, òî k = 0 i íå iñíó¹ áàçèñó A ∩ B (àëå öå íå
âïëèâà¹ íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ).
ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A. Òàê ñàìî, ÿêùî
k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck äî
áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A+B. Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A+B. Òîäi u = a+ b
äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â L i dimPA = m, dimPB = n.
Âçàãàëi êàæó÷è, ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü
ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ïåðåòèí
A∩B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÿê A, òàê i B, òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Íåõàé dimP (A ∩ B) = k i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ
A ∩ B. ßêùî A ∩ B = {0̄}, òî k = 0 i íå iñíó¹ áàçèñó A ∩ B (àëå öå íå
âïëèâà¹ íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ).
ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A. Òàê ñàìî, ÿêùî
k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck äî
áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A+B.

Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A+B. Òîäi u = a+ b
äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â L i dimPA = m, dimPB = n.
Âçàãàëi êàæó÷è, ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü
ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ïåðåòèí
A∩B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÿê A, òàê i B, òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Íåõàé dimP (A ∩ B) = k i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ
A ∩ B. ßêùî A ∩ B = {0̄}, òî k = 0 i íå iñíó¹ áàçèñó A ∩ B (àëå öå íå
âïëèâà¹ íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ).
ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A. Òàê ñàìî, ÿêùî
k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck äî
áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A+B. Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A+B.

Òîäi u = a+ b
äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â L i dimPA = m, dimPB = n.
Âçàãàëi êàæó÷è, ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü
ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ïåðåòèí
A∩B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÿê A, òàê i B, òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Íåõàé dimP (A ∩ B) = k i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ
A ∩ B. ßêùî A ∩ B = {0̄}, òî k = 0 i íå iñíó¹ áàçèñó A ∩ B (àëå öå íå
âïëèâà¹ íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ).
ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A. Òàê ñàìî, ÿêùî
k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck äî
áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A+B. Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A+B. Òîäi u = a+ b

äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â L i dimPA = m, dimPB = n.
Âçàãàëi êàæó÷è, ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü
ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ïåðåòèí
A∩B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÿê A, òàê i B, òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Íåõàé dimP (A ∩ B) = k i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ
A ∩ B. ßêùî A ∩ B = {0̄}, òî k = 0 i íå iñíó¹ áàçèñó A ∩ B (àëå öå íå
âïëèâà¹ íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ).
ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A. Òàê ñàìî, ÿêùî
k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck äî
áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A+B. Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A+B. Òîäi u = a+ b
äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B.

Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Íåõàé A, B � ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â L i dimPA = m, dimPB = n.
Âçàãàëi êàæó÷è, ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið ñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü
ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ïåðåòèí
A∩B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÿê A, òàê i B, òî A∩B ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P . Íåõàé dimP (A ∩ B) = k i c1, c2, . . . , ck � áàçèñ
A ∩ B. ßêùî A ∩ B = {0̄}, òî k = 0 i íå iñíó¹ áàçèñó A ∩ B (àëå öå íå
âïëèâà¹ íà ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ).
ßêùî k < m, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,
ck äî áàçèñó c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k ïiäïðîñòîðó A. Òàê ñàìî, ÿêùî
k < n, òî äîïîâíèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck äî
áàçèñó c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ïiäïðîñòîðó B.
Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , am−k, b1, . . . , bn−k (2)

� áàçèñ ñóìè A+B. Íåõàé u � áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A+B. Òîäi u = a+ b
äëÿ äåÿêèõ âåêòîðiâ a ∈ A, b ∈ B. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè a i b âiäïîâiäíî çà
áàçèñàìè ïiäïðîñòîðiâ A i B:

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

a = γ1c1 + γ2c2 + · · ·+ γkck + α1a1 + · · ·+ αm−kam−k,

b = γ′
1c1 + γ′

2c2 + · · ·+ γ′
kck + β1b1 + · · ·+ βn−kbn−k,

äå γ1, . . . , γk, γ
′
1, . . . γ

′
k, α1, . . . , αm−k, β1, . . . , βn−k ∈ P . Òîäi

a+ b = (γ1 + γ′
1)c1 + (γ2 + γ2)c2 + · · ·+ (γk + γ′

k)ck+

+ α1a1 + · · ·+ αm−kam−k + β1b1 + · · ·+ βn−kbn−k.

Îòæå, áóäü-ÿêèé âåêòîð ñóìè A+B ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòî-
ðiâ (2). Òåïåð äîâåäåìî âiä ïðîòèëåæíîãî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ (2) ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü åëåìåíòè γ1, . . . , γk, α1, . . . , αm−k,
β1, . . . , βn−k ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ, ùî

γ1c1 + · · ·+ γkck + α1a1 + · · ·+ αm−kam−k + β1b1 + · · ·+ βn−kbn−k = 0̄.

Çâiäñè

γ1c1 + · · ·+ γkck + α1a1 + · · ·+ αm−kam−k =

= −β1b1 − · · · − βn−kbn−k. (3)

Â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3) çíàõîäèòüñÿ âåêòîð iç A, à â ïðàâié � âåêòîð iç
B. Îñêiëüêè öå îäèí i òîé æå âåêòîð, òî âií íàëåæèòü ïåðåòèíó A ∩B.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

a = γ1c1 + γ2c2 + · · ·+ γkck + α1a1 + · · ·+ αm−kam−k,

b = γ′
1c1 + γ′

2c2 + · · ·+ γ′
kck + β1b1 + · · ·+ βn−kbn−k,

äå γ1, . . . , γk, γ
′
1, . . . γ

′
k, α1, . . . , αm−k, β1, . . . , βn−k ∈ P . Òîäi

a+ b = (γ1 + γ′
1)c1 + (γ2 + γ2)c2 + · · ·+ (γk + γ′

k)ck+

+ α1a1 + · · ·+ αm−kam−k + β1b1 + · · ·+ βn−kbn−k.

Îòæå, áóäü-ÿêèé âåêòîð ñóìè A+B ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòî-
ðiâ (2). Òåïåð äîâåäåìî âiä ïðîòèëåæíîãî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ (2) ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü åëåìåíòè γ1, . . . , γk, α1, . . . , αm−k,
β1, . . . , βn−k ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ, ùî

γ1c1 + · · ·+ γkck + α1a1 + · · ·+ αm−kam−k + β1b1 + · · ·+ βn−kbn−k = 0̄.

Çâiäñè

γ1c1 + · · ·+ γkck + α1a1 + · · ·+ αm−kam−k =

= −β1b1 − · · · − βn−kbn−k. (3)

Â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3) çíàõîäèòüñÿ âåêòîð iç A, à â ïðàâié � âåêòîð iç
B. Îñêiëüêè öå îäèí i òîé æå âåêòîð, òî âií íàëåæèòü ïåðåòèíó A ∩B.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

a = γ1c1 + γ2c2 + · · ·+ γkck + α1a1 + · · ·+ αm−kam−k,

b = γ′
1c1 + γ′

2c2 + · · ·+ γ′
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′
1, . . . γ

′
k, α1, . . . , αm−k, β1, . . . , βn−k ∈ P . Òîäi

a+ b = (γ1 + γ′
1)c1 + (γ2 + γ2)c2 + · · ·+ (γk + γ′

k)ck+

+ α1a1 + · · ·+ αm−kam−k + β1b1 + · · ·+ βn−kbn−k.

Îòæå, áóäü-ÿêèé âåêòîð ñóìè A+B ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòî-
ðiâ (2). Òåïåð äîâåäåìî âiä ïðîòèëåæíîãî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ (2) ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü åëåìåíòè γ1, . . . , γk, α1, . . . , αm−k,
β1, . . . , βn−k ïîëÿ P , íå âñi ðiâíi íóëþ, ùî

γ1c1 + · · ·+ γkck + α1a1 + · · ·+ αm−kam−k + β1b1 + · · ·+ βn−kbn−k = 0̄.

Çâiäñè

γ1c1 + · · ·+ γkck + α1a1 + · · ·+ αm−kam−k =

= −β1b1 − · · · − βn−kbn−k. (3)

Â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3) çíàõîäèòüñÿ âåêòîð iç A, à â ïðàâié � âåêòîð iç
B. Îñêiëüêè öå îäèí i òîé æå âåêòîð, òî âií íàëåæèòü ïåðåòèíó A ∩B.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Òîìó çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ′
1, . . . , γ

′
k ïîëÿ P

òàêi, ùî

−β1b1 − · · · − βn−kbn−k = γ′
1c1 + · · ·+ γ′

kck.

Çâiäñè
γ′
1c1 + · · ·+ γ′

kck + β1b1 + · · ·+ βn−kbn−k = 0̄,

ùî ìîæëèâî, ëèøå ó âèïàäêó

γ′
1 = 0, . . . , γ′

k = 0, β1 = 0, , . . . , βm−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Òîäi
iç ðiâíîñòi (3) îäåðæèìî, ùî

γ1c1 + · · ·+ γkck + α1a1 + · · ·+ αm−kam−k = 0̄,

ùî òàêîæ ìîæëèâî, ëèøå ó âèïàäêó

γ1 = 0, . . . , γk = 0, α1 = 0, , . . . , αn−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , an−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Öå
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ γ1, . . . , γk, α1, . . . ,
αm−k, β1, . . . , βn−k íå äîðiâíþ¹ íóëþ.
Òîìó

dimP (A+B) = k + (m− k) + (n− k) =

= m+ n− k = dimPA+ dimPB − dimP (A ∩B).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Òîìó çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ′
1, . . . , γ

′
k ïîëÿ P òàêi, ùî

−β1b1 − · · · − βn−kbn−k = γ′
1c1 + · · ·+ γ′

kck.

Çâiäñè
γ′
1c1 + · · ·+ γ′

kck + β1b1 + · · ·+ βn−kbn−k = 0̄,

ùî ìîæëèâî, ëèøå ó âèïàäêó

γ′
1 = 0, . . . , γ′

k = 0, β1 = 0, , . . . , βm−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Òîäi
iç ðiâíîñòi (3) îäåðæèìî, ùî

γ1c1 + · · ·+ γkck + α1a1 + · · ·+ αm−kam−k = 0̄,

ùî òàêîæ ìîæëèâî, ëèøå ó âèïàäêó

γ1 = 0, . . . , γk = 0, α1 = 0, , . . . , αn−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , an−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Öå
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ γ1, . . . , γk, α1, . . . ,
αm−k, β1, . . . , βn−k íå äîðiâíþ¹ íóëþ.
Òîìó

dimP (A+B) = k + (m− k) + (n− k) =

= m+ n− k = dimPA+ dimPB − dimP (A ∩B).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Òîìó çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ′
1, . . . , γ

′
k ïîëÿ P òàêi, ùî

−β1b1 − · · · − βn−kbn−k = γ′
1c1 + · · ·+ γ′

kck.

Çâiäñè
γ′
1c1 + · · ·+ γ′

kck + β1b1 + · · ·+ βn−kbn−k = 0̄,

ùî ìîæëèâî, ëèøå ó âèïàäêó

γ′
1 = 0, . . . , γ′

k = 0, β1 = 0, , . . . , βm−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Òîäi
iç ðiâíîñòi (3) îäåðæèìî, ùî

γ1c1 + · · ·+ γkck + α1a1 + · · ·+ αm−kam−k = 0̄,

ùî òàêîæ ìîæëèâî, ëèøå ó âèïàäêó

γ1 = 0, . . . , γk = 0, α1 = 0, , . . . , αn−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , an−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Öå
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ γ1, . . . , γk, α1, . . . ,
αm−k, β1, . . . , βn−k íå äîðiâíþ¹ íóëþ.
Òîìó

dimP (A+B) = k + (m− k) + (n− k) =

= m+ n− k = dimPA+ dimPB − dimP (A ∩B).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Òîìó çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ′
1, . . . , γ

′
k ïîëÿ P òàêi, ùî

−β1b1 − · · · − βn−kbn−k = γ′
1c1 + · · ·+ γ′

kck.

Çâiäñè
γ′
1c1 + · · ·+ γ′

kck + β1b1 + · · ·+ βn−kbn−k = 0̄,

ùî ìîæëèâî, ëèøå ó âèïàäêó

γ′
1 = 0, . . . , γ′

k = 0, β1 = 0, , . . . , βm−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Òîäi
iç ðiâíîñòi (3) îäåðæèìî, ùî

γ1c1 + · · ·+ γkck + α1a1 + · · ·+ αm−kam−k = 0̄,

ùî òàêîæ ìîæëèâî, ëèøå ó âèïàäêó

γ1 = 0, . . . , γk = 0, α1 = 0, , . . . , αn−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , an−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Öå
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ γ1, . . . , γk, α1, . . . ,
αm−k, β1, . . . , βn−k íå äîðiâíþ¹ íóëþ.
Òîìó

dimP (A+B) = k + (m− k) + (n− k) =

= m+ n− k = dimPA+ dimPB − dimP (A ∩B).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Òîìó çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ′
1, . . . , γ

′
k ïîëÿ P òàêi, ùî

−β1b1 − · · · − βn−kbn−k = γ′
1c1 + · · ·+ γ′

kck.

Çâiäñè
γ′
1c1 + · · ·+ γ′

kck + β1b1 + · · ·+ βn−kbn−k = 0̄,

ùî ìîæëèâî, ëèøå ó âèïàäêó

γ′
1 = 0, . . . , γ′

k = 0, β1 = 0, , . . . , βm−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Òîäi
iç ðiâíîñòi (3) îäåðæèìî, ùî

γ1c1 + · · ·+ γkck + α1a1 + · · ·+ αm−kam−k = 0̄,

ùî òàêîæ ìîæëèâî, ëèøå ó âèïàäêó

γ1 = 0, . . . , γk = 0, α1 = 0, , . . . , αn−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , an−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Öå
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ γ1, . . . , γk, α1, . . . ,
αm−k, β1, . . . , βn−k íå äîðiâíþ¹ íóëþ.
Òîìó

dimP (A+B) = k + (m− k) + (n− k) =

= m+ n− k = dimPA+ dimPB − dimP (A ∩B).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Òîìó çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ′
1, . . . , γ

′
k ïîëÿ P òàêi, ùî

−β1b1 − · · · − βn−kbn−k = γ′
1c1 + · · ·+ γ′

kck.

Çâiäñè
γ′
1c1 + · · ·+ γ′

kck + β1b1 + · · ·+ βn−kbn−k = 0̄,

ùî ìîæëèâî, ëèøå ó âèïàäêó

γ′
1 = 0, . . . , γ′

k = 0, β1 = 0, , . . . , βm−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Òîäi
iç ðiâíîñòi (3) îäåðæèìî, ùî

γ1c1 + · · ·+ γkck + α1a1 + · · ·+ αm−kam−k = 0̄,

ùî òàêîæ ìîæëèâî, ëèøå ó âèïàäêó

γ1 = 0, . . . , γk = 0, α1 = 0, , . . . , αn−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , an−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Öå
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ γ1, . . . , γk, α1, . . . ,
αm−k, β1, . . . , βn−k íå äîðiâíþ¹ íóëþ.
Òîìó

dimP (A+B) = k + (m− k) + (n− k) =

= m+ n− k = dimPA+ dimPB − dimP (A ∩B).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Òîìó çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ′
1, . . . , γ

′
k ïîëÿ P òàêi, ùî

−β1b1 − · · · − βn−kbn−k = γ′
1c1 + · · ·+ γ′

kck.

Çâiäñè
γ′
1c1 + · · ·+ γ′

kck + β1b1 + · · ·+ βn−kbn−k = 0̄,

ùî ìîæëèâî, ëèøå ó âèïàäêó

γ′
1 = 0, . . . , γ′

k = 0, β1 = 0, , . . . , βm−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Òîäi
iç ðiâíîñòi (3) îäåðæèìî, ùî

γ1c1 + · · ·+ γkck + α1a1 + · · ·+ αm−kam−k = 0̄,

ùî òàêîæ ìîæëèâî, ëèøå ó âèïàäêó

γ1 = 0, . . . , γk = 0, α1 = 0, , . . . , αn−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , an−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Öå
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ γ1, . . . , γk, α1, . . . ,
αm−k, β1, . . . , βn−k íå äîðiâíþ¹ íóëþ.
Òîìó

dimP (A+B) = k + (m− k) + (n− k) =

= m+ n− k = dimPA+ dimPB − dimP (A ∩B).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Òîìó çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ′
1, . . . , γ

′
k ïîëÿ P òàêi, ùî

−β1b1 − · · · − βn−kbn−k = γ′
1c1 + · · ·+ γ′

kck.

Çâiäñè
γ′
1c1 + · · ·+ γ′

kck + β1b1 + · · ·+ βn−kbn−k = 0̄,

ùî ìîæëèâî, ëèøå ó âèïàäêó

γ′
1 = 0, . . . , γ′

k = 0, β1 = 0, , . . . , βm−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Òîäi
iç ðiâíîñòi (3) îäåðæèìî, ùî

γ1c1 + · · ·+ γkck + α1a1 + · · ·+ αm−kam−k = 0̄,

ùî òàêîæ ìîæëèâî, ëèøå ó âèïàäêó

γ1 = 0, . . . , γk = 0, α1 = 0, , . . . , αn−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , an−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Öå
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ γ1, . . . , γk, α1, . . . ,
αm−k, β1, . . . , βn−k íå äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òîìó
dimP (A+B) = k + (m− k) + (n− k) =

= m+ n− k = dimPA+ dimPB − dimP (A ∩B).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Òîìó çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ′
1, . . . , γ

′
k ïîëÿ P òàêi, ùî

−β1b1 − · · · − βn−kbn−k = γ′
1c1 + · · ·+ γ′

kck.

Çâiäñè
γ′
1c1 + · · ·+ γ′

kck + β1b1 + · · ·+ βn−kbn−k = 0̄,

ùî ìîæëèâî, ëèøå ó âèïàäêó

γ′
1 = 0, . . . , γ′

k = 0, β1 = 0, , . . . , βm−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Òîäi
iç ðiâíîñòi (3) îäåðæèìî, ùî

γ1c1 + · · ·+ γkck + α1a1 + · · ·+ αm−kam−k = 0̄,

ùî òàêîæ ìîæëèâî, ëèøå ó âèïàäêó

γ1 = 0, . . . , γk = 0, α1 = 0, , . . . , αn−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , an−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Öå
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ γ1, . . . , γk, α1, . . . ,
αm−k, β1, . . . , βn−k íå äîðiâíþ¹ íóëþ.
Òîìó

dimP (A+B) =

k + (m− k) + (n− k) =

= m+ n− k = dimPA+ dimPB − dimP (A ∩B).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Òîìó çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ′
1, . . . , γ

′
k ïîëÿ P òàêi, ùî

−β1b1 − · · · − βn−kbn−k = γ′
1c1 + · · ·+ γ′

kck.

Çâiäñè
γ′
1c1 + · · ·+ γ′

kck + β1b1 + · · ·+ βn−kbn−k = 0̄,

ùî ìîæëèâî, ëèøå ó âèïàäêó

γ′
1 = 0, . . . , γ′

k = 0, β1 = 0, , . . . , βm−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Òîäi
iç ðiâíîñòi (3) îäåðæèìî, ùî

γ1c1 + · · ·+ γkck + α1a1 + · · ·+ αm−kam−k = 0̄,

ùî òàêîæ ìîæëèâî, ëèøå ó âèïàäêó

γ1 = 0, . . . , γk = 0, α1 = 0, , . . . , αn−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , an−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Öå
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ γ1, . . . , γk, α1, . . . ,
αm−k, β1, . . . , βn−k íå äîðiâíþ¹ íóëþ.
Òîìó

dimP (A+B) = k + (m− k) + (n− k)

=

= m+ n− k = dimPA+ dimPB − dimP (A ∩B).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó . . .



Äîâåäåííÿ.

Òîìó çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè γ′
1, . . . , γ

′
k ïîëÿ P òàêi, ùî

−β1b1 − · · · − βn−kbn−k = γ′
1c1 + · · ·+ γ′

kck.

Çâiäñè
γ′
1c1 + · · ·+ γ′

kck + β1b1 + · · ·+ βn−kbn−k = 0̄,

ùî ìîæëèâî, ëèøå ó âèïàäêó

γ′
1 = 0, . . . , γ′

k = 0, β1 = 0, , . . . , βm−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, b1, . . . , bn−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Òîäi
iç ðiâíîñòi (3) îäåðæèìî, ùî

γ1c1 + · · ·+ γkck + α1a1 + · · ·+ αm−kam−k = 0̄,

ùî òàêîæ ìîæëèâî, ëèøå ó âèïàäêó

γ1 = 0, . . . , γk = 0, α1 = 0, , . . . , αn−k = 0,

áî ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, a1, . . . , an−k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Öå
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ γ1, . . . , γk, α1, . . . ,
αm−k, β1, . . . , βn−k íå äîðiâíþ¹ íóëþ.
Òîìó

dimP (A+B) = k + (m− k) + (n− k) =

= m+ n− k

= dimPA+ dimPB − dimP (A ∩B).

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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