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Îçíà÷åííÿ 1

Ñóìà A+B ïiäïðîñòîðiâ A i B

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P íàçèâà¹-
òüñÿ ïðÿìîþ ñóìîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî âåêòîðà c ∈ A+B iñíó¹ òiëüêè îäèí
âåêòîð a ∈ A i òiëüêè îäèí âåêòîð b ∈ B òàêi, ùî c = a+ b.

ßêùî ñóìà A + B ïiäïðîñòîðiâ ¹ ïðÿìîþ, òî ¨¨ ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì
A⊕B.

Ïðèêëàä ïðÿìî¨ ñóìè ïiäïðîñòîðiâ.

Íåõàé

A = {(α, 0) | α ∈ R} ⊂ R2, B = {(0, β) | β ∈ R} ⊂ R2.

Òîäi
A+B = {(α, β) | α, β ∈ R} = R2.

Ñóìà A+B ¹ ïðÿìîþ, òîìó ùî áóäü-ÿêèé âåêòîð c = (α, β) ∈ A+B òiëüêè
îäíèì ñïîñîáîì ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A i B, à ñàìå

(α, β) = (α, 0) + (0, β).

Äiéñíî, ÿêùî äëÿ äåÿêèõ (γ, 0) ∈ A, (0, δ) ∈ B ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(α, β) = (γ, 0) + (0, δ), òî (α, β) = (γ, δ), ùî îçíà÷à¹ α = γ, β = δ.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé C = {(γ, γ) | γ ∈ R} ⊂ R2. Äîâåñòè, ùî ñóìà A + C ¹ ïðÿìîþ i
A⊕ C = R2.
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Òîäi
A+B = {(α, β) | α, β ∈ R} = R2.

Ñóìà A+B ¹ ïðÿìîþ, òîìó ùî áóäü-ÿêèé âåêòîð c = (α, β) ∈ A+B òiëüêè
îäíèì ñïîñîáîì ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A i B, à ñàìå

(α, β) = (α, 0) + (0, β).

Äiéñíî, ÿêùî äëÿ äåÿêèõ (γ, 0) ∈ A, (0, δ) ∈ B ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(α, β) = (γ, 0) + (0, δ), òî (α, β) = (γ, δ), ùî îçíà÷à¹ α = γ, β = δ.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé C = {(γ, γ) | γ ∈ R} ⊂ R2. Äîâåñòè, ùî ñóìà A + C ¹ ïðÿìîþ

i
A⊕ C = R2.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðÿìi ñóìè ïiäïðîñòîðiâ



Îçíà÷åííÿ 1

Ñóìà A+B ïiäïðîñòîðiâ A i B ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P íàçèâà¹-
òüñÿ ïðÿìîþ ñóìîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî âåêòîðà c ∈ A+B iñíó¹ òiëüêè îäèí
âåêòîð a ∈ A i òiëüêè îäèí âåêòîð b ∈ B òàêi, ùî c = a+ b.

ßêùî ñóìà A + B ïiäïðîñòîðiâ ¹ ïðÿìîþ, òî ¨¨ ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì
A⊕B.

Ïðèêëàä ïðÿìî¨ ñóìè ïiäïðîñòîðiâ.

Íåõàé

A = {(α, 0) | α ∈ R} ⊂ R2, B = {(0, β) | β ∈ R} ⊂ R2.

Òîäi
A+B = {(α, β) | α, β ∈ R} = R2.

Ñóìà A+B ¹ ïðÿìîþ, òîìó ùî áóäü-ÿêèé âåêòîð c = (α, β) ∈ A+B òiëüêè
îäíèì ñïîñîáîì ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A i B, à ñàìå

(α, β) = (α, 0) + (0, β).

Äiéñíî, ÿêùî äëÿ äåÿêèõ (γ, 0) ∈ A, (0, δ) ∈ B ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(α, β) = (γ, 0) + (0, δ), òî (α, β) = (γ, δ), ùî îçíà÷à¹ α = γ, β = δ.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Íåõàé C = {(γ, γ) | γ ∈ R} ⊂ R2. Äîâåñòè, ùî ñóìà A + C ¹ ïðÿìîþ i
A⊕ C = R2.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðÿìi ñóìè ïiäïðîñòîðiâ



Òåîðåìà 1

Ñóìà A+B ïiäïðîñòîðiâ A i B

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïðÿìîþ

ñóìîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òiëüêè îäèí âåêòîð a iç A i òiëüêè îäèí

âåêòîð b iç B òàêi, ùî a+ b = 0̄.

Äîâåäåííÿ.

Çàçíà÷èìî, ùî îñêiëüêè ñóìà ïiäïðîñòîðiâ A i B ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹
ïiäïðîñòîðîì, òî 0̄ ∈ A + B. Òîìó íåîáõiäíiñòü òåîðåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç
îçíà÷åííÿ ïðÿìî¨ ñóìè. ×åðåç òå, ùî áóäü-ÿêèé âåêòîð, çîêðåìà íóëüîâèé,
iç ñóìè A + B îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A
òà B. Òîìó 0̄ = 0̄ + 0̄ � ¹äèíå òàêå ïðåäñòàâëåííÿ.
Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé 0̄ = 0̄ + 0̄ � ¹äèíå ïðåäñòàâëåííÿ íóëüîâîãî
âåêòîðà 0̄ ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A òà B. Ïðèïóñòèìî, ùî ñóìà A+B íå
¹ ïðÿìîþ. Òîáòî äåÿêèé åëåìåíò u ∈ A+B äâîìà ñïîñîáàìè ïðåäñòàâëåíèé
ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A i B:

u = a+ b, u = a′ + b′,

äå a, a′ ∈ A; b, b′ ∈ B i àáî a ̸= a′, àáî b ̸= b′. Òîäi a + b = a′ + b′ i, ÿê
íàñëiäîê,

0̄ = (a′ − a) + (b′ − b).

Öå âiäìiííå âiä 0̄ = 0̄+ 0̄ ïðåäñòàâëåííÿ íóëüîâîãî âåêòîðà 0̄ ó âèãëÿäi ñóìè
åëåìåíòiâ iç A òà B, áî àáî a′ − a ̸= 0, àáî b′ − b ̸= 0. Îòæå, ïðèïóùåííÿ,
ùî ñóìà A+B íå ¹ ïðÿìîþ ¹ íåïðàâèëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðÿìi ñóìè ïiäïðîñòîðiâ



Òåîðåìà 1

Ñóìà A+B ïiäïðîñòîðiâ A i B ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P

¹ ïðÿìîþ

ñóìîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òiëüêè îäèí âåêòîð a iç A i òiëüêè îäèí

âåêòîð b iç B òàêi, ùî a+ b = 0̄.

Äîâåäåííÿ.

Çàçíà÷èìî, ùî îñêiëüêè ñóìà ïiäïðîñòîðiâ A i B ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹
ïiäïðîñòîðîì, òî 0̄ ∈ A + B. Òîìó íåîáõiäíiñòü òåîðåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç
îçíà÷åííÿ ïðÿìî¨ ñóìè. ×åðåç òå, ùî áóäü-ÿêèé âåêòîð, çîêðåìà íóëüîâèé,
iç ñóìè A + B îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A
òà B. Òîìó 0̄ = 0̄ + 0̄ � ¹äèíå òàêå ïðåäñòàâëåííÿ.
Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé 0̄ = 0̄ + 0̄ � ¹äèíå ïðåäñòàâëåííÿ íóëüîâîãî
âåêòîðà 0̄ ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A òà B. Ïðèïóñòèìî, ùî ñóìà A+B íå
¹ ïðÿìîþ. Òîáòî äåÿêèé åëåìåíò u ∈ A+B äâîìà ñïîñîáàìè ïðåäñòàâëåíèé
ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A i B:

u = a+ b, u = a′ + b′,

äå a, a′ ∈ A; b, b′ ∈ B i àáî a ̸= a′, àáî b ̸= b′. Òîäi a + b = a′ + b′ i, ÿê
íàñëiäîê,

0̄ = (a′ − a) + (b′ − b).

Öå âiäìiííå âiä 0̄ = 0̄+ 0̄ ïðåäñòàâëåííÿ íóëüîâîãî âåêòîðà 0̄ ó âèãëÿäi ñóìè
åëåìåíòiâ iç A òà B, áî àáî a′ − a ̸= 0, àáî b′ − b ̸= 0. Îòæå, ïðèïóùåííÿ,
ùî ñóìà A+B íå ¹ ïðÿìîþ ¹ íåïðàâèëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðÿìi ñóìè ïiäïðîñòîðiâ



Òåîðåìà 1

Ñóìà A+B ïiäïðîñòîðiâ A i B ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïðÿìîþ

ñóìîþ

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òiëüêè îäèí âåêòîð a iç A i òiëüêè îäèí

âåêòîð b iç B òàêi, ùî a+ b = 0̄.

Äîâåäåííÿ.

Çàçíà÷èìî, ùî îñêiëüêè ñóìà ïiäïðîñòîðiâ A i B ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹
ïiäïðîñòîðîì, òî 0̄ ∈ A + B. Òîìó íåîáõiäíiñòü òåîðåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç
îçíà÷åííÿ ïðÿìî¨ ñóìè. ×åðåç òå, ùî áóäü-ÿêèé âåêòîð, çîêðåìà íóëüîâèé,
iç ñóìè A + B îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A
òà B. Òîìó 0̄ = 0̄ + 0̄ � ¹äèíå òàêå ïðåäñòàâëåííÿ.
Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé 0̄ = 0̄ + 0̄ � ¹äèíå ïðåäñòàâëåííÿ íóëüîâîãî
âåêòîðà 0̄ ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A òà B. Ïðèïóñòèìî, ùî ñóìà A+B íå
¹ ïðÿìîþ. Òîáòî äåÿêèé åëåìåíò u ∈ A+B äâîìà ñïîñîáàìè ïðåäñòàâëåíèé
ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A i B:

u = a+ b, u = a′ + b′,

äå a, a′ ∈ A; b, b′ ∈ B i àáî a ̸= a′, àáî b ̸= b′. Òîäi a + b = a′ + b′ i, ÿê
íàñëiäîê,

0̄ = (a′ − a) + (b′ − b).

Öå âiäìiííå âiä 0̄ = 0̄+ 0̄ ïðåäñòàâëåííÿ íóëüîâîãî âåêòîðà 0̄ ó âèãëÿäi ñóìè
åëåìåíòiâ iç A òà B, áî àáî a′ − a ̸= 0, àáî b′ − b ̸= 0. Îòæå, ïðèïóùåííÿ,
ùî ñóìà A+B íå ¹ ïðÿìîþ ¹ íåïðàâèëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðÿìi ñóìè ïiäïðîñòîðiâ



Òåîðåìà 1

Ñóìà A+B ïiäïðîñòîðiâ A i B ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïðÿìîþ

ñóìîþ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè iñíó¹ òiëüêè îäèí âåêòîð a iç A i òiëüêè îäèí

âåêòîð b iç B òàêi, ùî a+ b = 0̄.

Äîâåäåííÿ.

Çàçíà÷èìî, ùî îñêiëüêè ñóìà ïiäïðîñòîðiâ A i B ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹
ïiäïðîñòîðîì, òî 0̄ ∈ A + B. Òîìó íåîáõiäíiñòü òåîðåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç
îçíà÷åííÿ ïðÿìî¨ ñóìè. ×åðåç òå, ùî áóäü-ÿêèé âåêòîð, çîêðåìà íóëüîâèé,
iç ñóìè A + B îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A
òà B. Òîìó 0̄ = 0̄ + 0̄ � ¹äèíå òàêå ïðåäñòàâëåííÿ.
Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé 0̄ = 0̄ + 0̄ � ¹äèíå ïðåäñòàâëåííÿ íóëüîâîãî
âåêòîðà 0̄ ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A òà B. Ïðèïóñòèìî, ùî ñóìà A+B íå
¹ ïðÿìîþ. Òîáòî äåÿêèé åëåìåíò u ∈ A+B äâîìà ñïîñîáàìè ïðåäñòàâëåíèé
ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A i B:

u = a+ b, u = a′ + b′,

äå a, a′ ∈ A; b, b′ ∈ B i àáî a ̸= a′, àáî b ̸= b′. Òîäi a + b = a′ + b′ i, ÿê
íàñëiäîê,

0̄ = (a′ − a) + (b′ − b).

Öå âiäìiííå âiä 0̄ = 0̄+ 0̄ ïðåäñòàâëåííÿ íóëüîâîãî âåêòîðà 0̄ ó âèãëÿäi ñóìè
åëåìåíòiâ iç A òà B, áî àáî a′ − a ̸= 0, àáî b′ − b ̸= 0. Îòæå, ïðèïóùåííÿ,
ùî ñóìà A+B íå ¹ ïðÿìîþ ¹ íåïðàâèëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðÿìi ñóìè ïiäïðîñòîðiâ



Òåîðåìà 1

Ñóìà A+B ïiäïðîñòîðiâ A i B ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïðÿìîþ

ñóìîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òiëüêè îäèí âåêòîð a iç A

i òiëüêè îäèí

âåêòîð b iç B òàêi, ùî a+ b = 0̄.

Äîâåäåííÿ.

Çàçíà÷èìî, ùî îñêiëüêè ñóìà ïiäïðîñòîðiâ A i B ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹
ïiäïðîñòîðîì, òî 0̄ ∈ A + B. Òîìó íåîáõiäíiñòü òåîðåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç
îçíà÷åííÿ ïðÿìî¨ ñóìè. ×åðåç òå, ùî áóäü-ÿêèé âåêòîð, çîêðåìà íóëüîâèé,
iç ñóìè A + B îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A
òà B. Òîìó 0̄ = 0̄ + 0̄ � ¹äèíå òàêå ïðåäñòàâëåííÿ.
Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé 0̄ = 0̄ + 0̄ � ¹äèíå ïðåäñòàâëåííÿ íóëüîâîãî
âåêòîðà 0̄ ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A òà B. Ïðèïóñòèìî, ùî ñóìà A+B íå
¹ ïðÿìîþ. Òîáòî äåÿêèé åëåìåíò u ∈ A+B äâîìà ñïîñîáàìè ïðåäñòàâëåíèé
ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A i B:

u = a+ b, u = a′ + b′,

äå a, a′ ∈ A; b, b′ ∈ B i àáî a ̸= a′, àáî b ̸= b′. Òîäi a + b = a′ + b′ i, ÿê
íàñëiäîê,

0̄ = (a′ − a) + (b′ − b).

Öå âiäìiííå âiä 0̄ = 0̄+ 0̄ ïðåäñòàâëåííÿ íóëüîâîãî âåêòîðà 0̄ ó âèãëÿäi ñóìè
åëåìåíòiâ iç A òà B, áî àáî a′ − a ̸= 0, àáî b′ − b ̸= 0. Îòæå, ïðèïóùåííÿ,
ùî ñóìà A+B íå ¹ ïðÿìîþ ¹ íåïðàâèëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðÿìi ñóìè ïiäïðîñòîðiâ



Òåîðåìà 1

Ñóìà A+B ïiäïðîñòîðiâ A i B ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïðÿìîþ

ñóìîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òiëüêè îäèí âåêòîð a iç A i òiëüêè îäèí

âåêòîð b iç B

òàêi, ùî a+ b = 0̄.

Äîâåäåííÿ.

Çàçíà÷èìî, ùî îñêiëüêè ñóìà ïiäïðîñòîðiâ A i B ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹
ïiäïðîñòîðîì, òî 0̄ ∈ A + B. Òîìó íåîáõiäíiñòü òåîðåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç
îçíà÷åííÿ ïðÿìî¨ ñóìè. ×åðåç òå, ùî áóäü-ÿêèé âåêòîð, çîêðåìà íóëüîâèé,
iç ñóìè A + B îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A
òà B. Òîìó 0̄ = 0̄ + 0̄ � ¹äèíå òàêå ïðåäñòàâëåííÿ.
Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé 0̄ = 0̄ + 0̄ � ¹äèíå ïðåäñòàâëåííÿ íóëüîâîãî
âåêòîðà 0̄ ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A òà B. Ïðèïóñòèìî, ùî ñóìà A+B íå
¹ ïðÿìîþ. Òîáòî äåÿêèé åëåìåíò u ∈ A+B äâîìà ñïîñîáàìè ïðåäñòàâëåíèé
ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A i B:

u = a+ b, u = a′ + b′,

äå a, a′ ∈ A; b, b′ ∈ B i àáî a ̸= a′, àáî b ̸= b′. Òîäi a + b = a′ + b′ i, ÿê
íàñëiäîê,

0̄ = (a′ − a) + (b′ − b).

Öå âiäìiííå âiä 0̄ = 0̄+ 0̄ ïðåäñòàâëåííÿ íóëüîâîãî âåêòîðà 0̄ ó âèãëÿäi ñóìè
åëåìåíòiâ iç A òà B, áî àáî a′ − a ̸= 0, àáî b′ − b ̸= 0. Îòæå, ïðèïóùåííÿ,
ùî ñóìà A+B íå ¹ ïðÿìîþ ¹ íåïðàâèëüíèì.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðÿìi ñóìè ïiäïðîñòîðiâ



Òåîðåìà 1

Ñóìà A+B ïiäïðîñòîðiâ A i B ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïðÿìîþ

ñóìîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òiëüêè îäèí âåêòîð a iç A i òiëüêè îäèí

âåêòîð b iç B òàêi, ùî a+ b = 0̄.

Äîâåäåííÿ.

Çàçíà÷èìî, ùî îñêiëüêè ñóìà ïiäïðîñòîðiâ A i B ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹
ïiäïðîñòîðîì, òî 0̄ ∈ A + B. Òîìó íåîáõiäíiñòü òåîðåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç
îçíà÷åííÿ ïðÿìî¨ ñóìè. ×åðåç òå, ùî áóäü-ÿêèé âåêòîð, çîêðåìà íóëüîâèé,
iç ñóìè A + B îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A
òà B. Òîìó 0̄ = 0̄ + 0̄ � ¹äèíå òàêå ïðåäñòàâëåííÿ.
Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé 0̄ = 0̄ + 0̄ � ¹äèíå ïðåäñòàâëåííÿ íóëüîâîãî
âåêòîðà 0̄ ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A òà B. Ïðèïóñòèìî, ùî ñóìà A+B íå
¹ ïðÿìîþ. Òîáòî äåÿêèé åëåìåíò u ∈ A+B äâîìà ñïîñîáàìè ïðåäñòàâëåíèé
ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A i B:

u = a+ b, u = a′ + b′,

äå a, a′ ∈ A; b, b′ ∈ B i àáî a ̸= a′, àáî b ̸= b′. Òîäi a + b = a′ + b′ i, ÿê
íàñëiäîê,

0̄ = (a′ − a) + (b′ − b).

Öå âiäìiííå âiä 0̄ = 0̄+ 0̄ ïðåäñòàâëåííÿ íóëüîâîãî âåêòîðà 0̄ ó âèãëÿäi ñóìè
åëåìåíòiâ iç A òà B, áî àáî a′ − a ̸= 0, àáî b′ − b ̸= 0. Îòæå, ïðèïóùåííÿ,
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òî 0̄ ∈ A + B. Òîìó íåîáõiäíiñòü òåîðåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç
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òà B. Òîìó 0̄ = 0̄ + 0̄ � ¹äèíå òàêå ïðåäñòàâëåííÿ.
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äå a, a′ ∈ A; b, b′ ∈ B i àáî a ̸= a′, àáî b ̸= b′. Òîäi a + b = a′ + b′ i, ÿê
íàñëiäîê,
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ÿê íàñëiäîê, a − a′ = b′ − b. Îñêiëüêè A � ïiäïðîñòið â L, òî a − a′ ∈ A.
Àíàëîãi÷íî b − b′ ∈ B. Òîìó a′ − a = b − b′ ∈ A ∩ B = {0̄}. Òàêèì ÷èíîì,
a′ − a = b − b′ = 0̄. Öå îçíà÷à¹ a = a′ i b = b′. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü
äîâîäèòü òåîðåìó.
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ñóìîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïåðåòèí A ∩ B öèõ ïiäïðîñòîðiâ ¹ íóëüîâèì

ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ.

Íåõàé ñóìà A+B ïiäïðîñòîðiâ A i B ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L

¹ ïðÿìîþ ñóìîþ.
Ïðèïóñòèìî, ùî A∩B ̸= {0̄}. Öå îçíà÷à¹, ùî ïåðåòèí A∩B ìiñòèòü âåêòîð
c, âiäìiííèé âiä íóëüîâîãî (c ̸= 0̄). Âåêòîð c íàëåæèòü ñóìi A+B. Ïðè÷îìó
éîãî ìîæíà äâîìà ñïîñîáàìè ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A i B:

c = c+ 0̄ = 0̄ + c,

îñêiëüêè 0̄, c ∈ A i 0̄, c ∈ B. Öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî A+B ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ.
Íåõàé òåïåð A ∩ B = {0̄}. Ïðèïóñòèìî, ùî ñóìà A+ B ïiäïðîñòîðiâ A i B
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íå ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ. Òîáòî äåÿêèé åëåìåíò u ∈ A+B
äâîìà ñïîñîáàìè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ iç A i B:

u = a+ b, u = a′ + b′,

äå a, a′ ∈ A; b, b′ ∈ B i àáî a ̸= a′, àáî b ̸= b′. Òîäi a + b = a′ + b′ i,
ÿê íàñëiäîê, a − a′ = b′ − b. Îñêiëüêè A � ïiäïðîñòið â L, òî a − a′ ∈ A.
Àíàëîãi÷íî b − b′ ∈ B. Òîìó a′ − a = b − b′ ∈ A ∩ B = {0̄}. Òàêèì ÷èíîì,
a′ − a = b − b′ = 0̄. Öå îçíà÷à¹ a = a′ i b = b′. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü
äîâîäèòü òåîðåìó.
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u = a+ b, u = a′ + b′,

äå a, a′ ∈ A; b, b′ ∈ B i àáî a ̸= a′, àáî b ̸= b′. Òîäi a + b = a′ + b′ i,
ÿê íàñëiäîê, a − a′ = b′ − b. Îñêiëüêè A � ïiäïðîñòið â L, òî a − a′ ∈ A.
Àíàëîãi÷íî b − b′ ∈ B. Òîìó a′ − a = b − b′ ∈ A ∩ B = {0̄}. Òàêèì ÷èíîì,
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Òåîðåìà 2

Ñóìà A+B ïiäïðîñòîðiâ A i B ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ¹ ïðÿìîþ
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Äîâåäåííÿ.
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Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.
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ñòîðó L íàä ïîëåì P . Äîâåñòè, ùî iñíó¹ ïiäïðîñòið B â L, òàêèé, ùî
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ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R i ìàòðèöÿ A öi¹¨ ñèñòåìè âiäìiííà âiä íóëüîâî¨.
Äîâåñòè, ùî ïðîñòið Rn ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñè-
ñòåìè ðiâíÿíü i ëiíiéíî¨ îáîëîíêè, íàòÿãíóòî¨ íà ðÿäêè ìàòðèöi A.
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2 Äîâåñòè, ùî ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ñâî¨õ ïiäïðîñòîðiâ A i B òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi äâi óìîâè:

1) A+B = L; 2) A ∩B = {0̄}.

3 Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó L íàä ïîëåì P . Äîâåñòè, ùî iñíó¹ ïiäïðîñòið B â L, òàêèé, ùî
L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ A i B.

4 Íåõàé äàíî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R i ìàòðèöÿ A öi¹¨ ñèñòåìè âiäìiííà âiä íóëüîâî¨.
Äîâåñòè, ùî ïðîñòið Rn ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñè-
ñòåìè ðiâíÿíü i ëiíiéíî¨ îáîëîíêè,

íàòÿãíóòî¨ íà ðÿäêè ìàòðèöi A.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðÿìi ñóìè ïiäïðîñòîðiâ
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1 Íåõàé A, B ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä
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Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðÿìi ñóìè ïiäïðîñòîðiâ



Îçíà÷åííÿ 2

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P

¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ñâî¨õ
íåíóëüîâèõ ïiäïðîñòîðiâ A1, A2, . . . , As, ÿêùî äëÿ êîæíîãî âåêòîðà a ∈ A
iñíó¹ ðiâíî ïî îäíîìó âåêòîðó a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, . . . , as ∈ As òàêèõ, ùî
a = a1 + a2 + · · ·+ as. Ó öüîìó âèïàäêó ïèñàòèìåìî, ùî

A = A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕As.

Ëåêòîð � äîö. Øàïî÷êà Iãîð Ïðÿìi ñóìè ïiäïðîñòîðiâ
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