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з урахуванням комплексу факторів. Проведені експе-
рименти свідчать, що найкращі результати за прийнят-
ний час отримані у випадку використання розробленої 
штрафної функції, що пояснюється її спрямованістю 
на моделювання нечітких величин.

Перспективним напрямом майбутніх досліджень  
є вдосконалення способів формування нових індивідів 
в композиційному методі спрямованої оптимізації та 
експериментальна верифікація ефективності його ро-
боти у порівнянні з іншими еволюційними методами 
обчислень при розв’язанні задачі формування запасів 
товарів, які втрачають природні властивості, з ураху-
ванням комплексу факторів.
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Композиционный метод решения задачи формирования 
запасов товаров, подверженных естественной убыли

В статье предложен композиционный метод направленной 
оптимизации, адаптированный для решения задачи формиро-
вания запасов товаров, подверженных естественной убыли,  
с учетом комплекса факторов. Исследован алгоритм его реа
лизации, в основе которого находится полное пространство 
поиска возможных решений. Рассмотрены аспекты программной 
реализации метода. Выполнена экспериментальная верифика-
ция. Приведены результаты сравнительного анализа.

Ключевые слова: оптимизация, моделирование, запасы, 
естественная убыль, брак, инфляция, ограничения, штрафные 
функции.
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Прогнозування кількісних 
характеристик офіційно 
зареєстрованих ВІЛ-інфікованих 
осіб в регіоні

Розглядається задача прогнозування кількісних характеристик офіційно зареєстрованих 
ВІЛ-інфікованих осіб в регіоні як задача прогнозування на основі динамічного ряду. Проаналізо-
вано особливості розв’язання задачі деякими методами прогнозування, а також за допомогою 
синтезованої прогнозної схеми на основі базових моделей. Обчислено зазначені прогнозні значення 
на період з 2015 по 2019 років.

Ключові слова: модель прогнозування, часовий ряд, кількісні характеристики офіційно зареєст
рованих ВІЛ-інфікованих осіб.

Гече Ф. Е.,  
Мулеса О. Ю.,  
Миронюк І. С., 
Вашкеба М. М.

1. В ступ

Аналіз проблем, які вирішуються спеціалістами 
різних науково-прикладних галузей у ході здійснення 

ними своєї професійної діяльності свідчать про доціль-
ність застосування спеціального математичного апарату 
для розв’язування цілого ряду прикладних задач. Од
нією з таких задач є задача прогнозування кількісних  
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характеристик офіційно зареєстрованих ВІЛ-інфіко-
ваних осіб в регіоні. Актуальність дослідження даної 
задачі підтверджується тим, що державні соціальні та 
медичні програми по своїй суті є програмами органі-
зації надання різноманітних послуг (медичних, соціаль-
них, психологічних і т.  д.) цільовим групам населення, 
направлених на розв’язання основної мети та завдань 
даної програми  [1]. Не є виключенням і державні та 
національні програми України, направлені на протидію 
епідемії ВІЛ-інфекції/СНІДу, де питому вагу серед за-
ходів реалізації програми складають напрямки надання 
послуг (профілактичних, діагностичних та лікувальних) 
представникам груп підвищеного ризику інфікування 
ВІЛ та людям, що живуть з ВІЛ (ЛЖВ) [2]. Зважаючи 
на те, що дані програми розробляються та затверджу-
ються як на національному, так і регіональному рівні 
на досить тривалий період (п’ять років), при плануванні 
заходів надання послуг ключовим є наявність інформа-
ції щодо очікуваної кількості споживачів даних послуг 
на період реалізації програми. Адже, заходи програми 
мають чіткі числові індикатори їх виконання, зокре-
ма показники охоплення представників цільових груп 
населення окремими послугами та активностями  [3].

2. �А наліз літературних даних 
та постановка проблеми

Якщо у випадку планування заходів профілактики 
інфікування ВІЛ серед представників груп підвищеного 
ризику інфікування застосовуються оціночні дані чи-
сельності представників цих груп населення  [4,  5], то 
у випадку планування лікувально-діагностичних заходів 
для ВІЛ-інфікованих та хворих на СНІД осіб необ-
хідна наявність прогнозованих даних щодо офіційно 
зареєстрованих споживачів даних медичних послуг як 
на національному, так і регіональному рівні. На наці-
ональному рівні розрахунки прогнозованої оціночної 
чисельності ЛЖВ проводяться з застосуванням програми 
Spectrum/EPP  4.47  [6]. Проте на регіональному рівні 
застосування даного програмного продукту є обмеженим. 
Тому, впровадження методик прогнозування кількісних 
характеристик ЛЖВ на регіональному рівні на період 
дії програм є дієвим інструментом розробки ефек-
тивних заходів протидії епідемії ВІЛ-інфекції/СНІДу  
в  регіонах країни.

Математично, задачу прогнозування кількісних ха-
рактеристик офіційно зареєстрованих ВІЛ-інфікованих 
осіб в регіоні можна представити як задачу прогнозу-
вання на основі часового ряду  [7]. Для розв’язування 
задач такого роду існує декілька класів методів.

Відомі моделі і методи прогнозування базуються на 
використанні інтегральної інформації про передісторію 
прогнозованих процесів  [8,  9].

Умовно всі методи прогнозування можна розділити 
на інтуїтивні та формалізовані. До інтуїтивних методів 
відносять методи експертних оцінок  [10], метод істо-
ричних аналогій, нечіткі методи прогнозування  [11]. 
Широко використовуються генетичні методи та мето-
ди нейроматематики  [11,  12]. Формалізовані методи, 
в свою чергу, поділяються на статистичні  (регресійні 
моделі, авторегресійні моделі, моделі експоненційного 
згладжування і т.  п.)  [13] та структурні  (нейромережні 
моделі, моделі на основі ланцюгів Маркова, моделі на 
основі класифікаційно-регресійних дерев)  [8,  14].

Таким чином, при розв’язуванні конкретної приклад-
ної задачі важливим питанням є підбір ефективного 
методу прогнозування, за допомогою якого можна було 
б отримати найбільш точні результати.

3. О б’єкт, ціль та задачі дослідження

Об’єктом дослідження є задача прогнозування кіль-
кісних характеристик офіційно зареєстрованих ВІЛ-ін-
фікованих осіб в регіоні.

Метою дослідження є побудова математичних моде-
лей та розробка методів прогнозування для розв’язання 
поставленої задачі.

Для досягнення поставленої мети необхідно розв’я-
зати такі задачі:

—	 побудувати математичну модель задачі визначення 
кількісних характеристик офіційно зареєстрованих 
ВІЛ-інфікованих осіб в регіоні;
—	 виконати аналіз методів розв’язування сформу-
льованої задачі;
—	 на основі проведеного аналізу визначити прогно-
зовані значення кількісних характеристик цільової 
групи осіб.

4. �М оделі і методи прогнозування 
кількісних характеристик офіційно 
зареєстрованих ВІЛ-інфікованих осіб 
в регіоні на основі динамічного ряду

Задачу прогнозування кількісних характеристик 
цільової групи осіб математично можна розглядати 
як задачу прогнозування динамічних рядів, в основі 
якої є така постановка: на основі елементів часового 
ряду y 1( ), y 2( ), …, y t( ), …, y n( )  необхідно визначити 
значення y n +( )1 , …, y n T+( ),  де T  — крок прогнозу.

При прогнозуванні часового ряду, як правило, потріб-
но визначити модель прогнозування — функціональну 
залежність, яка з точністю до випадкової складової εt  
запишеться так:

y t F y t y t t( ) , ,... .= −( ) −( )( )+1 2 ε

Розглянемо деякі методи прогнозування динаміч-
них рядів, які можуть бути використані для аналізу 
та розв’язання досліджуваної авторами статті задачі.

Метод Вінтерса застосовують для врахування сезон-
них складових при прогнозуванні часових рядів. Метод 
являє собою трипараметричну модель експоненційного 
згладжування. Система рівнянь, яка описує метод Він-
терса виглядає наступним чином:
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Перше рівняння у системі (1) виключає сезонність 

з vt .  Після видалення сезонності алгоритм працює  
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з «чистими» даними, в яких немає сезонних коливань. 
З’являються вони у самому кінці прогнозу, коли «чи-
стий» прогноз множиться на сезонний коефіцієнт.

Регресійна модель прогнозування. У цій моделі є прогно-
зована змінна y   (залежна змінна) і система незалежних 
змінних — x x xn1 2, ,...,   (факторні ознаки). Модель мно-
жинної регресії в загальному випадку описується виразом:

y f x x xn= +( , ,..., ) ,1 2 ε

де ε  — компонент похибки.
У більш простому випадку, лінійна регресійна мо-

дель має вигляд:

y a a x a x a xn n= + + + + +0 1 1 2 2 ... ,ε

де коефіцієнти a a a an0 1 2, , ,...,  знаходяться методом най-
менших квадратів.

Прогнозування методом авторегресії. У даній моделі 
для прогнозування часового ряду з глибиною прогнозу t  
і кроком передісторії k  використовується формула:

v a v a v a vn n n k n k+ − − += + + +t
t t t

1 2 1 1
( ) ( ) ( )... ,

де vi  — і-ий член часового ряду, vn+t  — прогнозоване 
значення часового ряду у момент часу t n= + t .

У цій моделі припускається, що значення vt  у будь-
який момент часу залежить від v v vt t t k− − − − − +t t t, ,..., .1 1

Очевидно, що при побудові такої прогнозуючої моделі 
кількість її параметрів дорівнює кроку передісторії k .

Для визначення параметрів a a ak1 2
( ) ( ) ( ), ,...,t t t  моделі зна

ходяться значення:

v a v a v a vt t t k t k= + + +− − − − − +1 2 1 1
( ) ( ) ( )... ,t
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шляхом розв’язування системи рівнянь:
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Прогнозування методом найменших квадратів. Часовий 
ряд, який відображає динаміку розвитку деякого показника 
за часом, можна представити у вигляді двох додатків:

v wt t t= + δ ,

де wt  — детермінована компонента (тренд), а δt  — ви-
падкова компонента.

Тренд, як правило, апроксимується поліноміальною 
або експоненційною функціями, аргументом яких є час t .  
Поліноміальна функція у загальному випадку є такою:
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Експоненційна функція у загальному випадку має 
вигляд:
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Параметри моделі знаходяться з умови мінімізації 
функціоналу:
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Прогнозування методом найменших квадратів з ва-
гами. При прогнозуванні методом найменших квадратів 
всі точки часового ряду вважаються рівноцінними, як 
джерела інформації про динаміку розвитку процесу за 
часом. Такий підхід не завжди є доцільним, оскільки 
останні точки часового ряду у більшій степені визначають 
майбутнє процесу, ніж віддалені у минуле. Враховуючи 
цей факт метод найменших квадратів можна модифі-
кувати наступним чином: кожній точці часового ряду 
ставиться у відповідність певна вага, яка зменшується 
за мірою віддалення у ретроспективу.

Нехай pt  — вага точки vt  часового ряду v v vn1 2, ,..., , 
яка задовольняє наступні умови: p p pt t t> <−0 1,  і pn = 1.

В якості вагових коефіцієнтів pt  в основному ви-
бирають експоненційних або показникових функцій:

—	 експоненційний ваговий коефіцієнт:  p EXP n tt = − −( ( )),α 
p EXP n tt = − −( ( )),α  де α > 0  параметр вагової функції;

—	 показниковий ваговий коефіцієнт: pt
n t= −α ,  де 

α ∈( )0 1, .
Очевидно, що при збільшенні t  вага pt  зростає 

і pn = 1.
В основі методу найменших квадратів з вагами є на

вчання відносно параметру α , що призведе до мінімізації 

функціоналу L p v wt
i

n

t t= −
=
∑

1

2( ) .

Прогнозуючі моделі Брауна. Прогнозне значення ча-
сового ряду v v vn1 2, ,...,  у момент часу n + t  (t  — крок 
прогнозу) може бути отримано за допомогою розкладу 
тренда wn+t  у ряд Тейлора:

w a a
a a

mn
m m

+
−= + + + +

−t t t t1 2
3 2 1

2 1!
...

( )!
, 	 (2)

де a w a w a w w kn n m n
m

n
k

1 2
1 1= = = −−, ,...,( ) ( ) ( ),  — похідна функції 

тренду у момент часу t n= .  Для знаходження коефіцієн
тів a a am1 2, ,...,  у формулі (2) використовуються парамет
ри s st t

k( ) ( ),..., ,1  які визначаються так:

s v s s vt t t
( ) ( ) ( )( ) ; ,1

1
1

1
1

11= + − =−α α

s s s s vt t t
( ) ( ) ( ) ( )( ) ; ,2 1

1
2

1
2

11= + − =−α α

.............................................

s s s s vt
k

t
k

t
k k( ) ( ) ( ) ( )( ) ; .= + − =−
−α α1

1 1 11
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Лінійна модель Брауна. Для лінійної прогнозуючої 
моделі w a an+ = +t t1 2  параметри a a1 2,  знаходяться за 
наступними формулами:

a s sn n1
1 22= −( ) ( ),  a s sn n2

1 2

1
=

−
−

α
α

( ),( ) ( )

де α ∈( )0 1, .
Квадратична модель Брауна. Квадратична модель 

Брауна реалізується формулою:

w a a
a

n+ = + +t t t1 2
3 2

2
,

в якій параметри a a a1 2 3, ,  визначаються так:

a s s sn n n1
1 2 33= − +( ) ,( ) ( ) ( )

a s s sn n n2

2

2
1 2 3

2 1
6 5 10 8 4 3=

−
− − − + − 

α
α

α α α
( )

( ) ( ) ( ) ,( ) ( ) ( )

a s s sn n n3

2

2
1 2 3

1
2=

−
− +

α
α

( ).( ) ( ) ( )

Прогнозуюча схема на основі базових моделей про-
гнозу. У цій схемі прогнозне значення vn+t  часового 
ряду v v vn1 2, ,...,  у момент часу n + t  знаходиться за 
наступною моделлю:

v k v k v k vn n n q n+ + + += + + +t ξ t ξ t ξ tξ β ξ β ξ β( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )( ) ( ) (
1

1
2

2 qq) ( ),ξ

де vn
i
+

( ) ( )t ξ  — прогнозне значення часового ряду за i-ою 
базовою моделлю з кроком передісторії ξ , ki βζ( )  — ва-
говий коефіцієнт i-ої базової моделі, який визначається 
в результаті навчання відносно параметра βξ  згідно [15].

5. �П орівняльний аналіз результатів 
прогнозування кількісних 
характеристик офіційно зареєстрованих 
ВІЛ-інфікованих осіб в регіоні деякими 
методами прогнозування на основі 
динамічних рядів

Для досягнення поставленої мети в дослідженні 
було розглянуто такі основні кількісні характеристики 
офіційно зареєстрованих ВІЛ-інфікованих осіб в  ре-
гіоні як:

—	 нові випадки ВІЛ-інфекції в заданому році;
—	 нові випадки СНІДу в заданому році;
—	 кількість ВІЛ-інфікованих осіб на кінець року;
—	 кількість хворих на СНІД на кінець року.
Значення цих показників в період з 1987 року по 

2014  рік в Закарпатській області наведені в табл.  1.
Прогнозування здійснювалося такими методами: 

методом авторегресії, методом найменших квадратів 
з  вагами, методами Брауна (лінійна та квадратична 
модель), методом Вінтерса та синтезованою прогнозую
чою схемою на базі вказаних моделей.

Таблиця 1

Значення основних кількісних характеристик офіційно зареєстрованих 
ВІЛ-інфікованих осіб в регіоні [16]

Рік
Нові 

випадки 
ВІЛ-інфекції

Нові 
випадки 
СНІДу

Кількість 
ВІЛ-інфікованих 
на кінець року

Кількість хво-
рих на СНІД 

на кінець року

1987–1995 6 1 6 1

1996 10 1 8 2

1997 27 2 35 2

1998 21 2 51 2

1999 20 4 63 4

2000 17 1 77 4

2001 26 3 94 4

2002 12 6 91 4

2003 10 4 77 7

2004 14 22 73 16

2005 36 9 100 23

2006 22 6 109 18

2007 43 3 136 16

2008 42 5 154 17

2009 50 5 185 16

2010 62 3 221 16

2011 63 10 251 22

2012 82 32 288 40

2013 81 35 322 57

2014 83 38 370 87

Для оцінки якості роботи прогнозуючих моделей (ба-
зових та синтезованою прогнозуючою схемою) вико-
ристано середню квадратичну похибку  (D) та середню 
відносну похибку (m) для різних кроків прогнозуван-
ня  (t), які відповідно обчислюються за формулами:

D =
−( )

=
∑ v v

n

t t
t

n



2

1 ,  m =
−

=
∑

1

1n

v v

v
t t

tt

n


.

Результати наведені в табл. 2, 3.

Таблиця 2

Значення похибок прогнозування  
для показника «Нові випадки ВІЛ-інфекції»

Рік Похибка

Метод 
авто-
регре-

сії

Метод 
най-

менших 
ква-

дратів 
з вагами

Лі-
нійна 

модель 
Брауна

Ква-
дра-
тична 
модель 
Брауна

Метод 
Вінтер-

са

Синте-
зована 
схема

2015
D (t = 1) 4,4999 1,8897 6,3795 7,0198 10,5449 0,9607*

m (t = 1) 0,0292 0,0129 0,0531 0,0606 0,0757 0,008*

2017
D (t = 3) 4,8383 2,1248 2,3963 10,9233 17,5994 1,2348*

m (t = 3) 0,0321 0,0130 0,0138 0,0818 0,1174 0,0074*

2019
D (t = 5) 5,6682 1,5863 2,496 9,5228 12,5175 0,9617*

m (t = 5) 0,0341 0,0089 0,0138 0,0625 0,0764 0,0064*

Примітка: D — cередня квадратична похибка; m — cередня 
відносна похибка; t — крок прогнозування; * — мінімальне значення 
похибки для заданого кроку
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Таблиця 3

Значення похибок прогнозування  
для показника «Кількість ВІЛ-інфікованих на кінець року»

Рік Похибка
Метод 
авторе-
гресії

Метод 
най-

менших 
ква-

дратів 
з вага-

ми

Лі-
нійна 
мо-
дель 
Брау-

на

Ква-
дра-
тична 
модель 
Брауна

Метод 
Вінтер-

са

Синте-
зована 
схема

2015
D (t = 1) 3,7217 5,8654 2,0990 34,1946 72,1486 2,0878*

m (t = 1) 0,0092 0,0134 0,0044 0,0817 0,1350 0,0043*

2017
D (t = 3) 9,3124 7,0439 5,2190 55,8452 67,4809 3,4319*

m (t = 3) 0,0171 0,0137 0,0102 0,1014 0,1142 0,0051*

2019
D (t = 5) 12,4666 6,8865 1,9769 35,8431 54,4761 1,4689*

m (t = 5) 0,0180 0,0117 0,0032 0,0629 0,0814 0,0024*

Примітка: D — cередня квадратична похибка; m — cередня 
відносна похибка; t — крок прогнозування; * — мінімальне значення 
похибки для заданого кроку

Аналогічними є результати для показників «Нові 
випадки СНІДу» та «Кількість хворих на СНІД на 
кінець року».

Як видно з табл.  2,  3, найменші значення похибок 
прогнозування досягаються при застосуванні синтезо-
ваної прогнозуючої схеми  [15]. Застосувавши її для 
прогнозування кількісних характеристик цільової групи, 
в дослідженні було отримано такі результати (рис. 1–4).

 
Рис. 1. Нові випадки ВІЛ-інфекції:   — реальні дані;  

  — прогнозні дані

Рис. 2. Нові випадки СНІДу:   — реальні дані;  
  — прогнозні дані

 

Рис. 3. Кількість ВІЛ-інфікованих на кінець року:   — реальні дані;  
  — прогнозні дані

 

Рис. 4. Кількість хворих на СНІД на кінець року:   — реальні дані;  
  — прогнозні дані

 

Відповідні прогнозні значення наведені у табл. 4.

Таблиця 4

Прогнозні значення кількісних характеристик офіційно зареєстрованих 
ВІЛ-інфікованих осіб в регіоні

Рік
Нові 

випадки 
ВІЛ-інфекції

Нові 
випадки 
СНІДу

Кількість ВІЛ-ін-
фікованих на 
кінець року

Кількість хво-
рих на СНІД на 

кінець року

2015 84,9283 26,3268 417,5316 73,1632

2016 87,3657 31,7665 469,6764 64,5915

2017 89,3968 37,8206 524,9736 70,9085

2018 90,967 41,9948 584,2279 69,4463

2019 92,04 48,03993 648,6653 91,5415

Таким чином, за допомогою синтезованої схеми про-
гнозування часових рядів було визначено прогнозні 
значення основних кількісних характеристик цільової 
групи осіб з найменшою похибкою прогнозування від-
носно застосованих базових моделей.

6. В исновки

В роботі розв’язано задачу прогнозування кількісних 
характеристик офіційно зареєстрованих ВІЛ-інфікова-
них осіб в регіоні. В ході дослідження було:

1.	 Використано математичну модель прогнозуван-
ня  (синтезована схема прогнозування) кількісних ха-
рактеристик офіційно зареєстрованих ВІЛ-інфікованих 
осіб в регіоні для прогнозування часових рядів.
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2.	 Виконано порівняльний аналіз результатів роботи 
вказаних методів для прогнозування кількісних харак-
теристик цільової групи осіб. В ході аналізу визначено 
середню квадратичну та середню відносну похибки про-
гнозування для різних часових рядів та різних кроків 
прогнозування. Встановлено, що найменші значення 
похибок досягаються при застосуванні синтезованої 
схеми прогнозування на основі базових моделей.

3.	 Обчислено прогнозні значення кількісних харак-
теристик офіційно зареєстрованих ВІЛ-інфікованих осіб 
Закарпатської області з 2015 по 2019  роки включно. 
Прогнозування виконано прогнозуючою схемою на ос-
нові базових моделей.

Обчислені в ході дослідження кількісні характерис
тики цільової групи осіб можуть бути використані при 
плануванні заходів надання послуг ЛЖВ в процесі реа
лізації державних та національних програм України, 
направлених на протидію епідемії ВІЛ-інфекції/СНІДу.
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Прогнозирование количественных характеристик 
официально зарегистрированных ВИЧ-инфицированных 
лиц в регионе

Рассматривается задача прогнозирования количествен-
ных характеристик официально зарегистрированных ВИЧ-
инфицированных в регионе как задача прогнозирования на 
основе динамического ряда. Проанализированы особенности 
решения задачи некоторыми методами прогнозирования, а так-
же с помощью синтезированной прогнозной схемы на основе 
базовых моделей. Вычислено указанные прогнозные значения 
на период с 2015 по 2019 годов.

Ключевые слова: модель прогнозирования, временной ряд, 
количественные характеристики официально зарегистрирован-
ных ВИЧ-инфицированных лиц.
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