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ПРО МАТРИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ НАДНАПIВГРУП
КОМУТАТИВНОЇ НАПIВГРУПИ ТРЕТЬОГО ПОРЯДКУ БЕЗ

ДIЛЬНИКIВ НУЛЯ

Матричнi зображення скiнченних груп над полями вивченi достатньо добре; зокре-
ма, першим автором разом з Ю. А. Дроздом повнiстю описано всi скiнченнi ручнi
групи над довiльним фiксованим полем (тобто такi, для яких задача про опис їхнiх
зображень є ручною).

Матричнi зображення напiвгруп над полями вивченi не в такiй мiрi, як зображення
груп. Якщо говорити про опис зображень, серед старих результатiв є лише окремi
результати; найбiльш вiдомими є результати I. С. Понiзовського про напiвгрупи, що
мають скiнченне число нерозкладних зображень та результати про алгебри, якi можна
розглядати також i вiдносно напiвгруп, а саме < 𝑎, 𝑏 | 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 = 0 > (I. М. Гельфанд,
В. А. Пономарьов) i < 𝑎, 𝑏 | 𝑎2 = 𝑏2 = 0 > (перший автор i К. Рiнгель).

Протягом майже двадцяти рокiв перший автор i його науковi учнi (С М. Дяченко,
О. М. Тертична, О. В. Зубарук, Е. М. Костишин, i Я. В. Зацiха) детально вивчали
матричнi зображення для рiзних класiв напiвгруп (див. про це в анотацiї нашої статтi
в цьому журналi за 2020 рiк, том 36, №1, с. 7–15).

Ця стаття авторiв присвячена продовженню їхнiх дослiджень, пов’язаних з матри-
чними зображеннями наднапiвгруп скiнченних напiвгруп.

Ключовi слова: наднапiвгрупа, визначальнi спiввiдношення, матричнi зображення,
ручна i дика напiвгрупи, напiвгрупа скiнченного i нескiнченного типiв, канонiчна фор-
ма.

1. Вступ. Ця робота присвячена матричним зображенням напiвгруп спецi-
ального вигляду, якi будуються по заданiй напiвгрупi та її фiксованим системам
твiрних i визначальних спiввiдношень.

Напiвгрупи третього порядку вперше описав Т. Тамура в 1953 р. [1] (в термi-
нах таблиць Келi). Г. Е. Форсайт в 1955 р. [2] отримав аналогiчний результат за
допомогою комп’ютерної програми. Мiнiмальнi системи твiрних та вiдповiднi
визначальнi спiввiдношення для всiх напiвгруп третього порядку (з точнiстю
до iзоморфiзму i дуальностi) вказанi в роботi [3].

Зауважимо, що напiвгрупи другого порядку вкладаються в напiвгрупи тре-
тього порядку шляхом зовнiшнього приєднання нульового чи одиничного еле-
мента i тому не вимагають окремого розгляду.

Напiвгрупу, яка отримується iз деякої циклiчної напiвгрупи приєднанням
нульового чи одиничного елемента, назвемо майже циклiчною. Такi напiвгрупи,
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як i циклiчнi, не цiкавi з точки зору теорiї зображень (по сутi її матричне
зображення задається однiєю матрицею, канонiчнi форми яких добре вiдомi).
Згiдно роботи [4] комутативнi напiвгрупи третього порядку, що не є нi циклiч-
ними, нi майже циклiчними, вичерпуються такими чотирма напiвгрупами:

𝑎) (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 0, 𝑐2 = 0, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏 = 0;

𝑏) (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 0, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 0, 𝑐𝑏 = 0;

𝑐) (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 𝑏, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 0, 𝑐𝑏 = 0;

𝑑) (𝑐2, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏3 = 𝑏2, 𝑐3 = 𝑐, 𝑏2 = 𝑐2, 𝑏𝑐 = 𝑐, 𝑐𝑏 = 𝑐.

В круглих дужках вказано всi елементи напiвгрупи, в кутових дужках — мi-
нiмальну систему твiрних, а потiм — визначальнi спiввiдношення. Тривiальнi
визначальнi спiввiдношення для одиничного i нульового твiрних (якщо вони є)
не виписуються.

Згiдно [4, Теорема 1] напiвгрупи 𝑏)−𝑑) є напiвгрупами скiнченного зображу-
вального типу над довiльним полем 𝐾 (тобто мають, з точнiстю до еквiвалент-
ностi, скiнченне число нерозкладних зображень), а напiвгрупа 𝑎) — ручною
напiвгрупою нескiнченного зображувального типу. Нагадаємо, що напiвгрупа
називається ручною (дикою), якщо задача про опис її зображень є ручною (ди-
кою); див. загальнi означення в роботi [5].

Матричнi зображення наднапiвгруп напiвгруп 𝑏) i 𝑐) вивчалися авторами
вiдповiдно в [6] i [7], а випадок напiвгрупи 𝑎) добре вiдомий: див., зокрема, [8],
а щодо її найбiльш вiдомих наднапiвгруп — [9] i [10].

У цiй статтi розглядається напiвгрупа 𝑑), яку ми позначатимемо також через
𝑇 ; вона єдина iз чотирьох не має дiльникiв нуля.

Позначимо визначальнi спiввiдношення 𝑏3 = 𝑏2, 𝑐3 = 𝑐, 𝑏2 = 𝑐2, 𝑏𝑐 = 𝑐, 𝑐𝑏 = 𝑐.
вiдповiдно через (𝑏), (𝑐), (𝑏𝑐2), (𝑏𝑐), (𝑐𝑏) i введемо наступнi напiвгрупи:

𝑇 (𝑏) := 𝑇 ∖ (𝑏) := (𝑐2, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩ : 𝑐3 = 𝑐, 𝑏2 = 𝑐2, 𝑏𝑐 = 𝑐, 𝑐𝑏 = 𝑐;
𝑇 (𝑐) := 𝑇 ∖ (𝑐) := (𝑐2, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩ : 𝑏3 = 𝑏2, 𝑏2 = 𝑐2, 𝑏𝑐 = 𝑐, 𝑐𝑏 = 𝑐;
𝑇 (𝑏𝑐2) := 𝑇 ∖ (𝑏𝑐2) := (𝑐2, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩ : 𝑏3 = 𝑏2, 𝑐3 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑐, 𝑐𝑏 = 𝑐;
𝑇 (𝑏𝑐) := 𝑇 ∖ (𝑏𝑐) := (𝑐2, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩ : 𝑏3 = 𝑏2, 𝑐3 = 𝑐, 𝑏2 = 𝑐2, 𝑐𝑏 = 𝑐;
𝑇 (𝑐𝑏) := 𝑇 ∖ (𝑐𝑏) := (𝑐2, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩ : 𝑏3 = 𝑏2, 𝑐3 = 𝑐, 𝑏2 = 𝑐2, 𝑏𝑐 = 𝑐.
Кожна iз введених напiвгруп має фактор-напiвгрупу, iзоморфну напiвгрупi

𝑇 , тобто є її наднапiвгрупою.
Сформулюємо тепер основний результати цiєї статтi.
Всi матричнi зображення розглядаються над довiльним фiксованим полем

𝐾, характеристика якого позначається, як звичайно, через 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾.

Теорема 1. Напiвгрупа 𝑇 (𝑥) має скiнченний зображувальний тип для до-
вiльного поля 𝐾 i довiльного 𝑥 ∈ {(𝑏), (𝑐), (𝑏𝑐2), (𝑏𝑐), (𝑐𝑏)}.

2. Матричнi зображення напiвгрупи 𝑇 . Без обмеження загальностi зав-
жди вважаємо, що матриця зображення, яка вiдповiдає нульовому (вiдповiдно
одиничному) елементу напiвгрупи, якщо вiн є, — нульова (вiдповiдно одинич-
на). Матриця зображення напiвгрупи, що вiдповiдає елементу 𝑥 позначається
через 𝑋. 𝐸 позначає одиничну матрицю будь-якого розмiру 𝑛× 𝑛 (𝑛 ≥ 0).

У роботi [4] описано канонiчнi форми матричних зображень всiх напiвгруп
третього порядку. Сформулюємо вiдповiдну теорему для напiвгрупи 𝑇 = 𝑑).

Теорема 2. Канонiчна форма для матричних зображень напiвгрупи

Роздiл 1: Математика i статистика
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(𝑐2, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏3 = 𝑏2, 𝑐3 = 𝑐, 𝑏2 = 𝑐2, 𝑏𝑐 = 𝑐, 𝑐𝑏 = 𝑐
над полем 𝐾 така:

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0
0 0 0 𝐸 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0
0 −𝐸 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
для 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 ̸= 2;

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0 0
0 0 𝐸 0 0 0
0 0 0 0 𝐸 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 𝐸 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0 0
0 0 𝐸 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
для 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 = 2.

Те, що це канонiчна форма, в даному випадку означає (за означенням пер-
шого автора), що будь-яке зображення з точнiстю до еквiвалентностi (яка зада-
ється одночасною подiбнiстю матриць 𝐵 i 𝐶) має такий же вигляд при деяких
розмiрах одиничних i нульових клiтин; звiдси, зокрема, випливає, що з точнiстю
до еквiвалентностi число нерозкладних зображень скiнченне.

Зауважимо, що при описi матричних зображень напiвгруп мiнiмальнiсть
системи твiрних природна, а мiнiмальнiсть системи твiрних для фiксованої мi-
нiмальної системи твiрних не має особливого значення (часто “зайвi” спiввiдно-
шення навiть кориснi, коли вони мають простий вигляд). Але якщо говорити
про тематику взагалi, то, звичайно ж, бажано мати в заключному варiантi як
мiнiмальнi системи твiрних, так i мiнiмальнi системи визначальних спiввiдно-
шень. В зв’язку з цим детально проаналiзуємо доведення теореми 2 iз роботи [4],
яке приводимо майже дослiвно.

Спочатку перетвореннями подiбностi приведемо матрицю 𝐵 до нормальної
форми Жордана в такiй формi:

𝐵 =

⎛⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0
0 0 𝐸 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ .

Тодi, пiсля розбиття матрицi 𝐶 на блоки такого ж розмiру, як i блоки матрицi
𝐵, з рiвностей 𝐵𝐶 = 𝐶 i 𝐶𝐵 = 𝐶 випливає, що

𝐶 =

⎛⎜⎜⎝
𝐶1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ .

Використовуючи рiвнiсть 𝐵2 = 𝐶2, отримуємо 𝐶2
1 = 𝐸 i залишилося лише при-

вести (перетвореннями подiбностi) матрицю 𝐶1 до вигляду

𝐶1 =

(︂
𝐸 0
0 −𝐸

)︂
,
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якщо 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 ̸= 2, i до вигляду

𝐶1 =

⎛⎝𝐸 𝐸 0
0 𝐸 0
0 0 𝐸

⎞⎠ ,

якщо 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 = 2.
У кiнцi доведення в [4] зауважено, що рiвнiсть 𝐶3 = 𝐶 не використовувала-

ся (вона виконується автоматично) i вiдмiчено, що це випливає i без розгляду
зображень, а саме 𝑐3 = (𝑐2)𝑐 = 𝑏2𝑐 = 𝑏𝑐 = 𝑐. Iншими словами, визначальне
спiввiдношення 𝑐3 = 𝑐 є “зайвим”.

Проаналiзуємо це доведення.
Якщо пiсля приведення матрицi𝐵 використати лише одну iз рiвностей 𝐵𝐶 =

= 𝐶 i 𝐶𝐵 = 𝐵 — скажiмо, перше (iнший випадок розглядається аналогiчно),
то маємо

𝐶 =

⎛⎜⎜⎝
𝐶1 𝐶2 𝐶3 𝐶4

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ ,

а тодi iз 𝐵2 = 𝐶2 випливає, що 𝐶2
1 = 𝐸 i 𝐶𝑖 = 0 при 𝑖 = 2, 3, 4. Тобто прийшли до

того самого висновку, що i в основному доведеннi не лише без рiвностi 𝐶3 = 𝐶,
а й без рiвностi 𝐶𝐵 = 𝐶, а це означає, що i визначальне спiввiдношення 𝑐𝑏 = 𝑐
є “зайвим” (бо кожна скiнченна напiвгрупа має точне зображення).

Отже, iз приведених мiркувань маємо наступний висновок.

Наслiдок 1. Напiвгрупа 𝑇 = 𝑑) має такi зображення у виглядi твiрних i
визначальних спiввiдношень:

𝑇 = (𝑐2, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏3 = 𝑏2, 𝑏2 = 𝑐2, 𝑏𝑐 = 𝑐;
𝑇 = (𝑐2, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏3 = 𝑏2, 𝑏2 = 𝑐2, 𝑐𝑏 = 𝑐.

3. Доведення теореми 1. У доведеннях з матричними обчисленнями ми
будемо опускати деталi, рекомендуючи читачевi статтю [6].

Iз теореми 2 i наслiдку 1 випливає, що залишилося розглянути випадки 𝑇 (𝑏)

i 𝑇 (𝑏𝑐2).
Розглянемо спочатку випадок 𝑇 (𝑏). Враховуючи, що мiнiмальний полiном

елемента 𝑐 дорiвнює 𝑥(𝑥2 − 1), приведемо спочатку перетвореннями подiбностi
матрицю 𝐶 до вигляду

𝐶 =

(︂
𝐶1 0
0 0

)︂
,

де 𝐶2
1 = 𝐸. Тодi iз рiвностей 𝐵𝐶 = 𝐶 i 𝐶𝐵 = 𝐵 випливає, що

𝐵 =

(︂
𝐵1 0
0 𝐵2

)︂
,

де 𝐵1𝐶1 = 𝐶1 i 𝐶1𝐵1 = 𝐶1. Нарештi, врахувавши рiвнiсть 𝐵2 = 𝐶2, маємо, що
𝐵2

1 = 𝐸, 𝐵2
2 = 0. Отже, пара матриць (𝐵,𝐶) розкладається в пряму суму пар

матриць 𝑎) (𝐵1, 𝐶1), де 𝐵2
1 = 𝐸, 𝐶2

1 = 𝐸, 𝐵1𝐶1 = 𝐶1, 𝐶1𝐵1 = 𝐶1 i 𝑏) (𝐵2, 0), де
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𝐵2
2 = 0. У випадку 𝑎) (пiсля скорочення останньої рiвностi на 𝐶1) маємо, що

𝐵1 = 𝐸, 𝐶2
1 = 𝐸, а значить пара 𝐵1, 𝐶1 подiбна парi

𝐵′
1 =

(︂
𝐸 0
0 𝐸

)︂
, 𝐶 ′

1 =

(︂
𝐸 0
0 −𝐸

)︂
,

якщо 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 ̸= 2, i парi

𝐵′
1 =

⎛⎝𝐸 0 0
0 𝐸 0
0 0 𝐸

⎞⎠ , 𝐶 ′
1 =

⎛⎝𝐸 𝐸 0
0 𝐸 0
0 0 𝐸

⎞⎠ ,

якщо 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 = 2. Отже, в обох випадках маємо з точнiстю до подiбностi по двi
нерозкладнi пари, а саме у випадку 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 ̸= 2 𝑃1 = (1, 1) i 𝑃2 = (1,−1), а у

випадку 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 = 2 𝑃1 = (1, 1) i 𝑃2 =

(︂(︂
1 0
0 1

)︂
,

(︂
1 1
0 1

)︂)︂
.

У випадку 𝑏) також маємо двi нерозкладнi пари: 𝑃3 = (𝐽1, , 0) i 𝑃4 = (𝐽2, 0),
де 𝐽1 i 𝐽2 — клiтки Жордана з власним числом 0 вiдповiдно розмiрiв 1 × 1 i
2× 2).

Отже, якщо говорити про випадок 𝑇 (𝑏) в цiлому, то для пар (𝐵,𝐶) канонiчна
форма має такий вигляд:

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0
0 0 0 𝐸 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0
0 −𝐸 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
для 𝑐ℎ𝑎𝑟 ̸= 2 i

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0 0
0 0 𝐸 0 0 0
0 0 0 0 𝐸 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 𝐸 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0 0
0 0 𝐸 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
для 𝑐ℎ𝑎𝑟 = 2.

Розглянемо тепер випадок 𝑇 (𝑏𝑐2). Оскiльки 𝐵3 = 𝐵2, 𝐵𝐶 = 𝐶 i 𝐶𝐵 = 𝐶, то
пара (𝐵,𝐶) подiбна парi такого вигляду як в доведеннi теореми 2 пiсля першого
кроку доведення. Рiвностi 𝐵2 = 𝐶2 вже немає, але iз рiвностi 𝐶3 = 𝐶 маємо, що
матриця 𝐶1 (яка допускає подiбнi перетворення) задовольняє рiвнiсть 𝐶3

1 = 𝐶1,
а значить число нерозкладних пар матриць (𝐵,𝐶) скiнченне. Kанонiчна форма
для них має такий вигляд:

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0 0
0 0 𝐸 0 0 0
0 0 0 0 𝐸 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0 0
0 −𝐸 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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для 𝑐ℎ𝑎𝑟 ̸= 2 i

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐸 0 0 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0 0 0
0 0 𝐸 0 0 0 0
0 0 0 𝐸 0 0 0
0 0 0 0 0 𝐸 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐸 𝐸 0 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0 0 0
0 0 𝐸 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
для 𝑐ℎ𝑎𝑟 = 2.

Теорема 1 доведена.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi про-
довжується вивчення матричних зображень наднапiвгруп спецiального вигляду
комутативних напiвгруп третього порядку, а саме єдиної напiвгрупи без дiль-
никiв нуля, яка не є нi циклiчною, нi майже циклiчною. Дослiджується їхнiй
зображувальний тип над довiльним полем i канонiчна форма матричних зобра-
жень. Отриманi результати знайдуть застосування в першу чергу при вивченнi
матричних зображень наднапiвгруп некомутативних напiвгруп третього поряд-
ку.
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Matrix representations of finite groups over fields are studied sufficiently well; in parti-
cular, the first author together with Yu. A. Drozd fully described all finite tame groups over
an arbitrary fixed field (i.e. ones for which the problem of classifying their representations
is tame).

Matrix representations of semigroups over fields have not been studied to the same ex-
tent as representations of groups. If one talks about the classification of representations,
among the old results there are only separate results; the most famous are the results
of I. S. Ponizovsky on semigroups having a finite number of indecomposable representa-
tions and results on algebras which can also be considered relative to semigroups, namely
< 𝑎, 𝑏 | 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 = 0 > (I. M. Gelfand, V. A. Ponomaryov) and < 𝑎, 𝑏 | 𝑎2 = 𝑏2 = 0 > (first
author and C. Ringel).

For almost twenty years the first author and his scientific students (S. M. Dyachenko,
O. M. Tertychna, O. V. Zubaruk, E. M. Kostyshyn and Ya. V. Zatsikha) studied in detail
matrix representations for various classes of semigroups (see about this in the abstract of
our paper in this magazine for 2020, vol. 36, no. 1, p. 7–15).

This paper of the authors is devoted to the continuation of their research related to
matrix representations of oversemigroups of finite semigroups.

Keywords: oversemigroup, defining relations, matrix representations, tame and wild semi-
groups, semigroup of finite and infinite types, canonical form.
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