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ШВИДКIСТЬ ЗБIЖНОСТI У ПIДСИЛЕНОМУ ЗАКОНI
ВЕЛИКИХ ЧИСЕЛ ДЛЯ РЕКОРДIВ У 𝐹𝛼 СХЕМI

У статтi вивчається асимптотична поведiнка кiлькостi рекордiв у так званiй 𝐹𝛼-
схемi, яка узагальнює класичну постановку для незалежних однаково розподiлених
випадкових величин. Отриманий результат є новим навiть у класичнiй постановцi i
може трактуватися як оцiнка швидкостi збiжностi у теоремi Реньi.

Ключовi слова: незалежнi однаково розподiленi випадковi величини, 𝐹𝛼-схема, ре-
корди, кiлькiсть рекордiв, пiдсилений закон великих чисел, швидкiсть збiжностi.

1. Вступ. Розглянемо послiдовнiсть {𝑋𝑘, 𝑘 ≥ 1} незалежних однаково розпо-
дiлених випадкових величин, функцiя розподiлу яких є неперервною. Тодi подiї
типу {𝑋𝑖 = 𝑋𝑗} мають ймовiрнiсть 0, якщо 𝑖 ̸= 𝑗. Нехай 𝐿(1) = 1. Означимо
рекурентно випадковi величини

𝐿(𝑛) = inf{𝑘 > 𝐿(𝑛− 1) : 𝑋𝑘 > 𝑋𝐿(𝑛−1)}, 𝑛 ≥ 2, (1)

вважаючи, що inf ∅ := +∞. Члени послiдовностi 𝐿 = {𝐿(𝑛), 𝑛 ≥ 1} називаються
моментами рекордiв, побудованими з послiдовностi {𝑋𝑘, 𝑘 ≥ 1}. Ми також
розглядаємо послiдовнiсть випадкових величин 𝜇 = {𝜇(𝑛), 𝑛 ≥ 1}, означену
спiввiдношенням

𝜇(𝑛) = #{𝑘 : 𝐿(𝑘) ≤ 𝑛}, 𝑛 ≥ 1. (2)

Зрозумiло, що 𝜇(𝑛) — це кiлькiсть рекордiв, що трапились до моменту 𝑛
включно.

Граничнi властивостi послiдовностi {𝜇(𝑛)} для збiжностi розподiлiв вивченi
повною мiрою (див., наприклад, [8]), але збiжностi майже напевно придiлялось
набагато менше уваги. Так, Реньi [9] довiв, що

lim
𝑛→∞

𝜇(𝑛)

ln(𝑛)
= 1, майже напевно (3)

(сучасне доведення цього результату можна знайти, наприклад, в [5] на
стор. 307–308). Спроби узагальнити цей результат на залежнi випадковi величи-
ни {𝑋𝑛} є i досi невдалими. Iснує лише один випадок, вiдмiнний вiд класичного,
коли це вдається зробити.
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В роботi [10] вперше було розглянуто так звану 𝐹𝛼-схему, яка будується
за заданої функцiї розподiлу та послiдовностi додатних чисел {𝛼𝑘}. Зрозумiло,
що 𝐹𝛼𝑛(𝑥) є функцiєю розподiлу для кожного 𝑛 ≥ 1. Сукупнiсть незалежних
величин {𝑋𝑛} називається 𝐹𝛼-схемою, якщо функцiєю розподiлу випадкової
величини 𝑋𝑛 є 𝐹𝛼𝑛(𝑥). Якщо всi 𝛼𝑛 є рiвними мiж собою, то 𝐹𝛼-схема — це
сукупнiсть незалежних однаково розподiлених випадкових величин. Якщо ж
не всi 𝛼𝑛 є рiвними мiж собою, то 𝐹𝛼-схема — це узагальнення класичного
випадку.

При вивченнi 𝐹𝛼-схеми корисними є допомiжнi випадковi величини

𝐼𝑘 =

{︃
1, якщо 𝑋𝑘 є рекордом,

0, у iншому випадку.

У роботi [7] доведено, що {𝐼𝑘} є незалежними випадковими величинами
(див. також [1]) з такими ймовiрностями “успiху”

P(𝐼𝑘 = 1) =
𝛼𝑘
𝐴𝑘
,

де 𝐴1 = 𝛼1, 𝐴𝑘 = 𝛼1 + · · · + 𝛼𝑘, 𝑘 ≥ 2. Оскiльки 𝐼𝑘 — це випадкова величина
Бернуллi, то

E𝐼𝑘 =
𝛼𝑘
𝐴𝑘
, D𝐼𝑘 =

𝛼𝑘
𝐴𝑘

(︂
1− 𝛼𝑘

𝐴𝑘

)︂
. (4)

Звiдси випливає, що

E𝜇(𝑛) =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘
𝐴𝑘
, (5)

D𝜇(𝑛) =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘
𝐴𝑘

(︂
1− 𝛼𝑘

𝐴𝑘

)︂
. (6)

Для 𝐹𝛼-схеми пiдсилений закон великих чисел розглядався у багатьох ро-
ботах (огляд iснуючих результатiв наведено в [3]). Один з випадкiв 𝐹𝛼-схеми,
коли пiдсилений закон великих чисел можна довести, наведено в [4]:

𝛼𝑘 = 𝑘𝑠, 𝑠 > −1. (7)

Для цiєї 𝐹𝛼-схеми

lim
𝑛→∞

𝜇(𝑛)

ln(𝑛)
= 𝑠+ 1, майже напевно. (8)

Нижче ми наведемо покращення цього результату, яке за формою нагадує
пiдсилений закон великих чисел Марцинкевича–Зiгмунда для сум незалежних
однаково розподiлених випадкових величин (див., наприклад, [6]), яке вдається
встановити для 𝐹𝛼-схеми (7) з обмеженням 𝑠 ∈ N.

2. Основний результат. Спочатку ми наведемо загальний результат, а
пiсля нього наслiдок для класичного випадку.
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Теорема 1. Розглянемо 𝐹𝛼-схему (7) з 𝑠 ∈ N ∪ {0}. Тодi для довiльного
дiйсного 𝑟 > 1

2

lim
𝑛→∞

(ln(𝑛))1−𝑟
(︂
𝜇(𝑛)

ln(𝑛)
− 𝑠− 1

)︂
= 0, майже напевно. (9)

Зрозумiло, що (9) при 𝑟 < 1 дiйсно покращує (8).
Доведення. Для доведення теореми використаємо формула Фаульхабера,

вiдому ще з XVII сторiччя:

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘𝑠 =
𝑠∑︁

𝑘=0

𝑓𝑘𝑛
𝑠−𝑘+1, 𝑓𝑘 =

𝐶𝑘
𝑠+1𝐵𝑘

𝑠+ 1
, (10)

де 𝐶𝑘
𝑠+1 — бiномiальнi коефiцiєнти, а 𝐵𝑘 — числа Бернуллi. Зрозумiло, що

𝑓0 =
1

𝑠+ 1
. (11)

Позначимо суму у лiвiй частинi (10) через 𝐹𝑛. Оскiльки

𝑛𝑠

𝐹𝑛
− 1

𝑓0𝑛
=
𝑓0𝑛

𝑠+1 − 𝐹𝑛
𝑓0𝑛𝐹𝑛

=
𝑂(𝑛𝑠)

𝑓0𝑛𝐹𝑛
= 𝑂

(︂
1

𝑛2

)︂
,

то
𝑛𝑠

𝐹𝑛
=

1

𝑓0𝑛
+𝑂

(︂
1

𝑛2

)︂
. (12)

Тому
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘𝑠

𝐹𝑘
=

1

𝑓0
(ln(𝑛) + 𝛾 + 𝑜(1)) +𝑂(1),

на пiдставi формули Ойлера

𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝑘
= ln(𝑛) + 𝛾 + 𝑜(1),

де 𝛾 — константа Ойлера–Маскеронi. Використавши (5), отримуємо

E𝜇(𝑛) =
ln(𝑛)

𝑓0
+𝑂(1). (13)

Пiдставивши (12) в (4), отримуємо

E𝐼𝑘 =
𝑘𝑠

𝐹𝑘
=

1

𝑓0𝑘
+𝑂

(︂
1

𝑘2

)︂
,

D𝐼𝑘 ≤
𝑘𝑠

𝐹𝑘
=

1

𝑓0𝑘
+𝑂

(︂
1

𝑘2

)︂
.

Звiдси випливає, що
∞∑︁
𝑘=2

D𝐼𝑘
(ln(𝑘))2𝑟

<∞,
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оскiльки 𝑟 > 1
2
. На пiдставi пiдсиленого закону великих чисел Колмогорова для

неоднаково розподiлених незалежних випадкових величин це означає, що

lim
𝑛→∞

𝜇(𝑛)− E𝜇(𝑛)
(ln(𝑛))𝑟

= 0, майже напевно.

Якщо асимптотику (13) пiдставити в цю рiвнiсть та врахувати (11), то отри-
маємо (9).

З теореми 1 ми отримуємо покращення результату Реньi, який ранiше не
зустрiчався у лiтературi (його можна також назвати результатом про швидкiсть
збiжностi у пiдсиленому законi великих чисел Реньi (3)).

Наслiдок 1. Нехай 𝑠 = 0. Тодi для будь-якого 1
2
< 𝑟 < 1

lim
𝑛→∞

(ln(𝑛))1−𝑟
(︂
𝜇(𝑛)

ln(𝑛)
− 1

)︂
= 0, майже напевно. (14)

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В роботi [9] було
доведено ще один результат стосовно поведiнки майже напевно 𝑛-го рекорду, а
саме

lim
𝑛→∞

ln(𝐿(𝑛))

𝑛
= 1, майже напевно.

Тому можна сподiватись, що аналогiчний результат є справедливим також
i для 𝐹𝛼-схеми (7). З точки зору, викладенiй в монографiї [2], послiдовностi
{𝐿(𝑛)} та {𝜇(𝑛)} є дуальними об’єктами, якi є асимптотично квазiоберненими
один до iншого. Тому асимптотична поведiнка одного з них визначає асимпто-
тичну поведiнку iншого. Безпосереднє застосування пiдходу, викладеного в [2],
неможливо у випадку 𝐹𝛼-схеми, оскiльки нормування в (3) не є псевдорегуляр-
ною функцiєю. З iншого боку, шляхи подолання такого ускладнення намiчено
в [3].

Перспективним напрямком подальших дослiджень є розгляд бiльш загаль-
них 𝐹𝛼-схем. Зокрема, у теоремi 1, як видається, можна позбавитися обмежен-
ня 𝑠 ∈ N. Ще бiльш загальнi 𝐹𝛼-схеми потребують бiльш детального розгляду
асимптотики послiдовностi

𝑛∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘
𝐴𝑘
,

при 𝑛→ ∞. У класичному випадку ця задача зводиться до доведення формули
Ойлера. Отримання подiбного результату у загальному випадку не є простою
задачею.
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