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ПРО ДЕЯКI ВЛАСТИВОСТI ВIЛЬНИХ ЛIВИХ
𝑛-ТРИНIЛЬПОТЕНТНИХ ТРIОЇДIВ

Поняття трiоїда та триалгебри виникли в працi Ж.-Л. Лоде та M. О. Ронко, якi
побудували цi алгебри за допомогою операд, асоцiйованих з ланцюговими модулями
симплексiв та полiтопiв Сташеффа. Триалгебри, як вiдомо, є лiнiйними аналогами
трiоїдiв. Серед перших результатiв про трiоїди є побудова Ж.-Л. Лоде та M. O. Ронко
вiльного об’єкта рангу 1 у многовидi трiоїдiв. Трiоїди й напiвгрупи природно пов’язанi
мiж собою: якщо операцiї трiоїда збiгаються, то вiн перетворюється в напiвгрупу.
Останнiм часом кiлькiсть робiт з теорiї трiоїдiв та триалгебр стрiмко зростає, во-
дночас значна увага придiлена побудовi вiдносно вiльних об’єктiв. У цiй роботi про-
довжено вивчення вiльних лiвих 𝑛-тринiльпотентних трiоїдiв. Охарактеризовано всi
максимальнi пiдтрiоїди вiльних лiвих 𝑛-тринiльпотентних трiоїдiв (𝑛 > 1) та пока-
зано, що вiльний лiвий 𝑛-тринiльпотентий трiоїд мiстить пiдтрiоїд, який може бути
представлений у виглядi лiвої сполуки пiддiмоноїдiв. Також пiдраховано потужнiсть
напiвгрупи ендоморфiзмiв вiльного лiвого 𝑛-тринiльпотентного трiоїда в скiнченному
випадку. Отриманi результати можуть бути застосованi в теорiї триалгебр.

Ключовi слова: трiоїд, пiдтрiоїд, вiльний лiвий 𝑛-тринiльпотентний трiоїд, напiв-
група.

1. Вступ. Нагадаємо, що трiоїд — це непорожня множина 𝑇 , надiлена трьо-
ма бiнарними асоцiативними операцiями ⊣, ⊢ та ⊥, якi задовольняють наступнi
вiсiм аксiом:

(𝑥 ⊣ 𝑦) ⊣ 𝑧 = 𝑥 ⊣ (𝑦 ⊢ 𝑧), (𝑇1)

(𝑥 ⊢ 𝑦) ⊣ 𝑧 = 𝑥 ⊢ (𝑦 ⊣ 𝑧), (𝑇2)

(𝑥 ⊣ 𝑦) ⊢ 𝑧 = 𝑥 ⊢ (𝑦 ⊢ 𝑧), (𝑇3)

(𝑥 ⊣ 𝑦) ⊣ 𝑧 = 𝑥 ⊣ (𝑦 ⊥ 𝑧), (𝑇4)

(𝑥 ⊥ 𝑦) ⊣ 𝑧 = 𝑥 ⊥ (𝑦 ⊣ 𝑧), (𝑇5)

(𝑥 ⊣ 𝑦) ⊥ 𝑧 = 𝑥 ⊥ (𝑦 ⊢ 𝑧), (𝑇6)

(𝑥 ⊢ 𝑦) ⊥ 𝑧 = 𝑥 ⊢ (𝑦 ⊥ 𝑧), (𝑇7)

(𝑥 ⊥ 𝑦) ⊢ 𝑧 = 𝑥 ⊢ (𝑦 ⊢ 𝑧), (𝑇8)
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для всiх 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑇 . Цей клас унiверсальних алгебр було введено Ж.-Л. Ло-
де та M. О. Ронко [7] пiд час вивчення тернарних планарних дерев. Трiоїди
мають широке застосування в теорiї триалгебр [1–3, 5, 7]. Вони також мають
тiснi зв’язки з такими алгебраїчними структурами як дiмоноїди [4, 10, 11, 16],
дiалгебри [6, 8, 9], допельнапiвгрупи [14, 15] та 𝑛-кратнi напiвгрупи [19, 22]. Для
подальшої iнформацiї про трiоїди див., наприклад, оглядовi статтi [17, 18].

Теорiя многовидiв трiоїдiв була розвинута в [4, 13, 18, 20, 23–27]. У [20] бу-
ло побудовано вiльнi лiвi (правi) 𝑛-тринiльпотентнi трiоїди довiльного рангу,
а у [21] охарактеризовано найменшу лiву (праву) 𝑛-тринiльпотентну конгру-
енцiю на вiльному трiоїдi. У цiй статтi продовжено дослiдження, розпочатi
в [20,21]. Нашою метою є вивчення деяких властивостей вiльних лiвих (правих)
𝑛-тринiльпотентних трiоїдiв довiльного рангу. У роботi описано всi максималь-
нi пiдтрiоїди вiльного лiвого 𝑛-тринiльпотентного трiоїда (𝑛 > 1) та показано,
що вiльний лiвий 𝑛-тринiльпотентний трiоїд мiстить пiдтрiоїд, який може бути
представлений у виглядi лiвої сполуки пiддiмоноїдiв. Також пiдраховано потуж-
нiсть напiвгрупи ендоморфiзмiв вiльного лiвого 𝑛-тринiльпотентного трiоїда
в скiнченному випадку. Використовуючи принцип двоїстостi, можна одержа-
ти опис вiдповiдних властивостей вiльних правих 𝑛-тринiльпотентних трiоїдiв.
Отриманi результати можуть знайти деякi застосування в теорiї триалгебр.

2. Лiвi 𝑛-тринiльпотентнi трiоїди. Наведемо визначення вiльного лi-
вого 𝑛-тринiльпотентного трiоїда [20]. Як зазвичай, N позначає множину всiх
натуральних чисел. Через Ω позначимо сигнатуру трiоїда. Нехай 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 — iн-
дивiдуальнi змiннi. Через 𝑃 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) будемо позначати множину всiх термiв
алгебр сигнатури Ω, якi мають вигляд 𝑎1 ∘1 . . .∘𝑛−1 𝑎𝑛 з розстановкою дужок, де
∘1, . . . , ∘𝑛−1 ∈ Ω. Трiоїд (𝑇,⊣,⊢,⊥) називається лiвим тринiльпотентним, якщо
для деякого 𝑛 ∈ N, будь-якого 𝑎 ∈ 𝑇 та будь-якого 𝑝 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ∈ 𝑃 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)
виконуються наступнi тотожностi:

𝑝 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) * 𝑎 = 𝑝 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ,

𝑝 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ⊢ 𝑎 = 𝑎1 ⊢ . . . ⊢ 𝑎𝑛,
де * ∈ {⊣,⊥}. Найменше таке 𝑛 називається iндексом лiвої тринiльпотент-
ностi трiоїда (𝑇,⊣,⊢,⊥). Для 𝑘 ∈ N лiвий тринiльпотентний трiоїд з iндексом
лiвої тринiльпотентностi ≤ 𝑘 називається лiвим 𝑘-тринiльпотентим. Правi 𝑘-
тринiльпотентнi трiоїди визначаються двоїстим чином [20]. Зрозумiло, що опе-
рацiї будь-якого лiвого (правого) 1-тринiльпотентного трiоїда збiгаються та вiн
є напiвгрупою лiвих (правих) нулiв.

Клас всiх лiвих (правих) 𝑛-тринiльпотентних трiоїдiв утворює пiдмного-
вид многовиду трiоїдiв. Трiоїд, який є вiльним у многовидi лiвих (правих)
𝑛-тринiльпотентних трiоїдiв, називається вiльним лiвим (правим) 𝑛-тринiльпо-
тентним трiоїдом.

Нагадаємо конструкцiю вiльного лiвого 𝑛-тринiльпотентного трiоїда [20].
Нехай 𝑛, 𝑘 ∈ N та 𝐿 ⊆ {1, 2, . . . , 𝑛}. Будемо вважати 𝐿+𝑘 = {𝑚+𝑘 | 𝑚 ∈ 𝐿}.

Зрозумiло, що ∅+ 𝑘 = ∅. Для 𝐿 ̸= ∅ покладемо Lk ,n = {m ∈ L | k +m ≤ n} та
позначимо найменше число множини 𝐿 через 𝐿𝑚𝑖𝑛. Очевидно, Lk ,n = ∅, якщо
𝑘 +𝑚 > 𝑛 для всiх 𝑚 ∈ 𝐿.

Нехай 𝑋 — довiльна непорожня множина, F [X ] — вiльна напiвгрупа на X
та 𝑤 ∈ 𝐹 [𝑋]. Довжина слова 𝑤 позначається через 𝑙𝑤. Зафiксуємо 𝑛 ∈ N. Якщо
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𝑙𝑤 ≥ 𝑛, то
𝑛−→𝑤 позначає початкове пiдслово довжини n слова w, та якщо 𝑙𝑤 < 𝑛,

то
𝑛−→𝑤= 𝑤. Визначимо операцiї ⊣,⊢ та ⊥ на

𝑉𝑛 = {(𝑤,𝐿) | 𝑤 ∈ 𝐹 [𝑋], 𝑙𝑤 ≤ 𝑛, 𝐿 ⊆ {1, 2, . . . , 𝑙𝑤}, 𝐿 ̸= ∅}

за правилами:

(𝑤,𝐿) ⊣ (𝑢,𝑅) = (
𝑛−→𝑤𝑢,𝐿),

(𝑤,𝐿) ⊢ (𝑢,𝑅) =

⎧⎨⎩(
𝑛−→𝑤𝑢, {𝑛}), 𝑛 < 𝑙𝑤 +𝑅𝑚𝑖𝑛,

(
𝑛−→𝑤𝑢,𝑅𝑙𝑤,𝑛 + 𝑙𝑤) в iнших випадках,

(𝑤,𝐿) ⊥ (𝑢,𝑅) = (
𝑛−→𝑤𝑢,𝐿 ∪ (𝑅𝑙𝑤,𝑛 + 𝑙𝑤))

для всiх (𝑤,𝐿), (𝑢,𝑅) ∈ 𝑉𝑛. Алгебра (𝑉𝑛,⊣,⊢,⊥) позначається через 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋).

Теорема 1. ( [20, Теорема 3.1]) 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋) є вiльним лiвим 𝑛-тринiльпотен-
тним трiоїдом.

Наслiдок 1. ( [21, Твердження 2.5]) Вiльний лiвий 𝑛-тринiльпотентний
трiоїд 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋), породжений скiнченною множиною 𝑋 × {1}, є скiнченним.
Бiльш того, |𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋)| =

∑︀𝑛
𝑖=1(2

𝑖 − 1) · |𝑋|𝑖.
3. Деякi пiдтрiоїди вiльного лiвого 𝑛-тринiльпотентного трiоїда.

Опишемо спочатку всi максимальнi пiдтрiоїди трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋).
Пiдтрiоїд трiоїда 𝐺 є власним, якщо вiн не дорiвнює 𝐺. Пiдтрiоїд трiоїда 𝐺

є максимальним, якщо вiн є власним пiдтрiоїдом трiоїда 𝐺, який не мiститься
в будь-якому iншому власному пiдтрiоїдi трiоїда 𝐺.

Теорема 2. Нехай 𝐹 — пiдтрiоїд вiльного лiвого 𝑛-тринiльпотентного
трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋), 𝑛 > 1. Тодi 𝐹 є максимальним тодi й лише тодi, коли iснує
𝑥 ∈ 𝑋 такий, що 𝐹 = 𝑉𝑛 ∖ {(𝑥, {1})}.

Доведення. Зауважимо що, якщо 𝑛 = 1, то операцiї трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋) збiга-
ються та вiн є напiвгрупою лiвих нулiв. Тому припустимо, що 𝑛 > 1.

Нехай 𝑥 ∈ 𝑋 та (𝑤,𝐿), (𝑢,𝑅) ∈ 𝑉𝑛 ∖ {(𝑥, {1})}. Неважко пересвiдчитись, що
(𝑤,𝐿) * (𝑢,𝑅) ∈ 𝑉𝑛 ∖ {(𝑥, {1})} для будь-якої операцiї * ∈ {⊣,⊢,⊥}. Дiйсно,

оскiльки 𝑛 > 1, то довжина слова
𝑛−→𝑤𝑢 буде бiльше нiж 1, i отже,

𝑛−→𝑤�̸�= 𝑥. Це
означає, що 𝑉𝑛 ∖ {(𝑥, {1})} є пiдтрiоїдом трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋). Очевидно, що вiн є
максимальним.

Навпаки, нахай 𝐹 — максимальний пiдтрiоїд трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋). Оскiльки
𝑋 × {1} є найменшою породжуючою множиною трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋), то
{(𝑥, {1}) |𝑥 ∈ 𝑋} ̸⊆ 𝐹 , тобто iснує 𝑥 ∈ 𝑋 такий, що (𝑥, {1}) ̸∈ 𝐹 . Таким чином,
𝐹 ⊆ 𝑉𝑛 ∖{(𝑥, {1})}. Оскiльки 𝐹 є максимальним пiдтрiоїдом трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋), то
отримуємо, що 𝐹 = 𝑉𝑛 ∖ {(𝑥, {1})}.

Теорему доведено.
Нагадаємо, що дiмоноїд [6] — це непорожня множина, надiлена двома бiнар-

ними асоцiативними операцiями ⊣ та ⊢, якi задовольняють аксiоми (𝑇1)− (𝑇3).
Дiсполука або дiмоноїд iдемпотентiв [12] — це дiмоноїд, у якого обидвi операцiї
iдемпотентнi. У [12] було введено поняття дiсполуки пiддiмоноїдiв. Наведемо
його визначення.
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Якщо 𝜓 : 𝐷1 → 𝐷2 — гомоморфiзм дiмоноїдiв, то через ∆𝜓 позначатимемо
вiдповiдну конгруенцiю на дiмоноїдi 𝐷1.

Нехай 𝐷 – довiльний дiмоноїд, 𝐽 — деякий дiмоноїд iдемпотентiв. Якщо
iснує гомоморфiзм

𝛽 : 𝐷 → 𝐽 : 𝑥 ↦→ 𝑥𝛽,

то кожний клас конгруенцiї ∆𝛽 є пiддiмоноїдом дiмоноїду 𝐷, а сам дiмоноїд 𝐷
є об’єднанням таких дiмоноїдiв 𝐷𝜉, 𝜉 ∈ 𝐽, що

𝑥𝛽 = 𝜉 ⇔ 𝑥 ∈ 𝐷𝜉 = ∆𝑥
𝛽 = {𝑡 ∈ 𝐷 |(𝑥; 𝑡) ∈ ∆𝛽},

𝐷𝜉 ⊣ 𝐷𝜀 ⊆ 𝐷𝜉⊣ 𝜀, 𝐷𝜉 ⊢ 𝐷𝜀 ⊆ 𝐷𝜉 ⊢𝜀,

𝜉 ̸= 𝜀⇒ 𝐷𝜉 ∩𝐷𝜀 = ∅.
У цьому випадку кажуть, що𝐷 розкладається в дiсполуку пiддiмоноїдiв (або

𝐷 є дiсполукою 𝐽 пiддiмоноїдiв 𝐷𝜉, 𝜉 ∈ 𝐽). Якщо ж 𝐽 є напiвгрупою iдемпотен-
тiв (сполукою), то кажуть, що 𝐷 є сполукою 𝐽 пiддiмоноїдiв
𝐷𝜉, 𝜉 ∈ 𝐽 . Якщо ж 𝐽 є напiвгрупою лiвих (правих) нулiв, то кажуть, що 𝐷
є лiвою (правою) сполукою 𝐽 пiддiмоноїдiв 𝐷𝜉, 𝜉 ∈ 𝐽 .

Застосовуючи поняття дiсполуки пiддiмоноїдiв, охарактеризуємо один важ-
ливий пiдтрiоїд трiоїду 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋).

Теорема 3. Нехай 𝑛 > 1. Множина 𝑅𝑛 = {(𝑤,𝐿) ∈ 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋) | 𝑙𝑤 = 𝑛} є
пiдтрiоїдом трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋). Крiм того, операцiї ⊣ та ⊥ на 𝑅𝑛 збiгаються та
𝑅𝑛 є лiвою сполукою пiддiмоноїдiв, кожен iз яких утворюється з напiвгрупи
лiвих нулiв та напiвгрупи з нульовим множенням.

Доведення. У випадку 𝑛 = 1 операцiї трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋) збiгаються та
𝑅𝑛 = 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋) є напiвгрупою лiвих нулiв. Тому розглядаємо випадок 𝑛 > 1.

Нехай (𝑤,𝐿), (𝑢,𝑅) ∈ 𝑅𝑛. Тодi (𝑤,𝐿) * (𝑢,𝑅) ∈ 𝑅𝑛 для будь-якої операцiї

* ∈ {⊣,⊢,⊥}, оскiльки
𝑛−→𝑤𝑢= 𝑤. Звiдси випливає, що 𝑅𝑛 є пiдтрiоїдом трiоїда

𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋). Враховуючи, що 𝑙𝑤 = 𝑙𝑢 = 𝑛, маємо

(𝑤,𝐿) ⊣ (𝑢,𝑅) = (𝑤,𝐿) ⊥ (𝑢,𝑅) = (
𝑛−→𝑤𝑢,𝐿) = (𝑤,𝐿),

(𝑤,𝐿) ⊢ (𝑢,𝑅) = (
𝑛−→𝑤𝑢, {𝑛}) = (𝑤, {𝑛}).

Отже, операцiї ⊣ та ⊥ на 𝑅𝑛 збiгаються i 𝑅𝑛 є дiмоноїдом.
Покажемо, що 𝑅𝑛 є лiвою сполукою пiддiмоноїдiв. Для цього розглянемо

множину
𝐾 = {𝑤 ∈ 𝐹 [𝑋] | 𝑙𝑤 = 𝑛}.

Визначивши на множинi 𝐾 операцiю за правилом: 𝑤𝑢 = 𝑤 для всiх
𝑤, 𝑢 ∈ 𝐹 [𝑋], отримаємо напiвгрупу лiвих нулiв. Позначимо її через 𝐾𝑙. Ви-
значимо далi вiдображення

𝑓 : 𝑅𝑛 → 𝐾𝑙 : (𝑤,𝐿) ↦→ 𝑤.

Безпосередньо перевiряється, що 𝑓 є сюр’єктивним гомоморфiзмом. Зрозумi-
ло, що класами конгруенцiї ∆𝑓 є пiддiмоноїди

{(𝑤,𝐿)|𝐿 ⊆ {1, 2, . . . , 𝑛}, 𝐿 ̸= ∅}, 𝑤 ∈ 𝐾𝑙.
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Покладемо

𝐵𝑤 = {(𝑤,𝐿)|𝐿 ⊆ {1, 2, . . . , 𝑛}, 𝐿 ̸= ∅}, 𝑤 ∈ 𝐾𝑙.

Звiдси 𝑅𝑛 є лiвою сполукою 𝐾𝑙 пiддiмоноїдiв 𝐵𝑤, 𝑤 ∈ 𝐾𝑙. Очевидно, що
кожний дiмоноїд 𝐵𝑤, 𝑤 ∈ 𝐾𝑙, є iзоморфним дiмоноїду

({𝐿|𝐿 ⊆ {1, 2, . . . , 𝑛}, 𝐿 ̸= ∅},≺,≻)

з операцiями, визначеними за правилами:

𝐿 ≺ 𝑅 = 𝐿, 𝐿 ≻ 𝑅 = {𝑛}.

Теорему доведено.
У роботi [20] показано, що група автоморфiзмiв вiльного лiвого 𝑛-тринiльпо-

тентного трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋) є iзоморфною симетричнiй групi на множинi 𝑋. При-
родньо розглянути ендоморфiзми вiльного лiвого 𝑛-тринiльпотентного трiоїда
𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋). Через 𝐸𝑛𝑑(𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋)) позначимо напiвгрупу всiх ендоморфiзмiв трiоїда
𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋).

Твердження 1. Нехай 𝑋 — непорожня скiнченна множина. Тодi⃒⃒
𝐸𝑛𝑑(𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋))

⃒⃒
=
(︀ 𝑛∑︁
𝑖=1

(2𝑖 − 1) · |𝑋|𝑖
)︀|𝑋|

.

Доведення. Оскiльки 𝑋 ×{1} є найменшою породжуючою множиною трi-
оїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋), то кожне вiдображення 𝜙 : 𝑋 × {1} → 𝑉𝑛 iндукує ендоморфiзм
трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋). Навпаки, кожний ендоморфiзм трiоїда 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋) однозначно ви-
значається вiдображенням iз множини 𝑋 × {1} в трiоїд 𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋). Добре вiдомо,
що кiлькiсть всiх вiдображень iз множини з 𝑘 елементiв у множину з 𝑚 елемен-
тiв дорiвнює 𝑚𝑘. Отже, попереднi мiркування приводять нас до такої формули:⃒⃒

𝐸𝑛𝑑(𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋))
⃒⃒
= |𝑉𝑛||𝑋|.

Далi, застосовуючи наслiдок 1, дiйдемо висновку, що⃒⃒
𝐸𝑛𝑑(𝐹𝑇 𝑙𝑛(𝑋))

⃒⃒
=
(︀ 𝑛∑︁
𝑖=1

(2𝑖 − 1) · |𝑋|𝑖
)︀|𝑋|

.

Твердження доведено.

Зауваження 1. Для того, щоб охарактеризувати вiдповiднi властивос-
тi вiльного правого 𝑛-тринiльпотентного трiоїда, використвовуємо принцип
двоїстостi.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi про-
довжено вивчення вiльних лiвих 𝑛-тринiльпотентних трiоїдiв. Охарактеризова-
но всi максимальнi пiдтрiоїди вiльних лiвих 𝑛-тринiльпотентних трiоїдiв (𝑛 > 1)
та показано, що вiльний лiвий 𝑛-тринiльпотентний трiоїд мiстить пiдтрiоїд,
який може бути представлений у виглядi лiвої сполуки пiддiмоноїдiв. Також
пiдраховано потужнiсть напiвгрупи ендоморфiзмiв вiльного лiвого 𝑛-тринiльпо-
тентного трiоїда в скiнченному випадку. Отриманi результати можуть бути за-
стосованi в теорiї триалгебр.
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Kryklia Y. A. On some properties of free left 𝑛-trinilpotent trioids.

The concepts of a trioid and a trialalgebra appeared in the work of J.-L. Loday and
M. O. Ronco who constructed these algebras using operads associated with chain modules
of simplices and Stasheff polytopes. It is well-known that trialgebras are linear analogues
of trioids. Among the first results about trioids is the construction of J.-L. Loday and
M. O. Ronko of a free object of rank 1 in a trioid variety. Trioids and semigroups are natu-
rally related: if operations of a trioid coincide, it turns into a semigroup. Recently, the
number of works on the theory of trioids and trialgebras is growing rapidly, at the same
time, considerable attention is paid to the construction of relatively free objects. This
work continues the study of free left 𝑛-trinilpotent trioids. All maximal subtrioids of the
free left 𝑛-trinilpotent trioid (𝑛 > 1) are characterized, and it is shown that the free left
𝑛-trinilpotent trioid contains a subtrioid which can be represented as a left band of sub-
dimonoids. The cardinality of the endomorphism semigroup of the free left 𝑛-trinilpotent
trioid for the finite case is also calculated. The obtained results can be applied to trialgebra
theory.

Keywords: trioid, subtrioid, free left 𝑛-trinilpotent trioid, semigroup.
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