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Передмова

У збiрнику завдань наведенi умови завдань для самостiйної ро-
боти студентiв з ряду тем лiнiйної алгебри та аналiтичної геометрiї.

Посiбник складається з чотирнадцяти параграфiв. В перших трьох
параграфах завдання по тематицi лiнiйного простору над довiльним
полем та основними поняттями, пов’язаними з лiнiйним простором
такими як: базис, матриця переходу, пiдпростiр. В наступних трьох
параграфах завдання по лiнiйним вiдображенням, способам задання
лiнiйного вiдображення, поняття ядра та образа лiнiйного вiдобра-
ження, а також дiї над лiнiйними вiдображеннями. В сьомому па-
раграфi йде мова про лiнiйнi оператори, власнi вектори та власнi
значення лiнiйного оператора. А у дев’ятому та десятому парагра-
фах увага акцентується на ортогональних та симетричних операто-
рах евклiдового простору. Серед тем є такi, що пов’язанi з нормаль-
ними формами матриць,з квадратичними формами та їх канонiчним
видом. Останнi три параграфи стосуються понять кривих другого
порядку та поверхонь другого порядку, пропонуються рiзного типу
завдання, в тому числi завдань щодо зведення їх до канонiчного ви-
ду.

В межах кожного параграфу пропонуються по десять варiантiв
завдань для можливостi iндивiдуальної роботи студентiв.
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Тема 1. Лiнiйний простiр. Лiнiйна залежнiсть векторiв.
Базис. Координати вектора в базисi

ВАРIАНТ 1.
Довести, що система векторiв a1 = (−1, 1, 2,−3), a2 = (0,−2,−1, 2),
a3=(−1, 3, 0,−2), a4=(1,−2,−1, 3) є базисом векторного простору R4

над полем дiйсних чисел R. Знайти формули для координат вектора
x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 в цьому базисi. Якими є координати вектора
c = (−2,−1, 4,−5) ∈ R4 в базисi a1, a2, a3, a4?

ВАРIАНТ 2.
Довести, що система векторiв a1 = (2,−1,−2, 3), a2 = (−1, 2, 2,−2),
a3 = (0, 1,−1, 1), a4 = (2,−1, 1, 1) є базисом векторного простору R4

над полем дiйсних чисел R. Знайти формули для координат вектора
x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 в цьому базисi. Якими є координати вектора
c = (5,−2, 0, 4) ∈ R4 в базисi a1, a2, a3, a4?

ВАРIАНТ 3.
Довести, що система векторiв a1 = (−1,−1, 2, 2), a2 = (−2, 0, 1, 2),
a3=(−3, 3,−1, 0), a4=(2,−2, 1,−1) є базисом векторного простору R4

над полем дiйсних чисел R. Знайти формули для координат вектора
x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 в цьому базисi. Якими є координати вектора
c = (−2, 4,−2,−3) ∈ R4 в базисi a1, a2, a3, a4?

ВАРIАНТ 4.
Довести, що система векторiв a1 = (2, 1, 0,−1), a2 = (−2,−3, 0,−2),
a3= (−1,−1,−1, 2), a4= (−1, 0,−1, 3) є базисом векторного простору
R4 над полем дiйсних чисел R. Знайти формули для координат ве-
ктора x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 в цьому базисi. Якими є координати
вектора c = (4, 2, 2,−6) ∈ R4 в базисi a1, a2, a3, a4?

ВАРIАНТ 5.
Довести, що система векторiв a1 = (−2,−3,−1, 2), a2 = (−2,−1, 0, 1),
a3=(0, 0,−1,−1), a4=(−3,−3,−3, 1) є базисом векторного простору R4

над полем дiйсних чисел R. Знайти формули для координат вектора
x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 в цьому базисi. Якими є координати вектора
c = (−1,−1, 2, 2) ∈ R4 в базисi a1, a2, a3, a4?

ВАРIАНТ 6.
Довести, що система векторiв a1 = (0,−1,−1, 1), a2 = (3,−3,−2,−3),
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a3=(2,−2,−2, 1), a4=(2,−3,−2, 0) є базисом векторного простору R4

над полем дiйсних чисел R. Знайти формули для координат вектора
x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 в цьому базисi. Якими є координати вектора
c = (6,−9,−7, 2) ∈ R4 в базисi a1, a2, a3, a4?

ВАРIАНТ 7.
Довести, що система векторiв a1 = (−1, 1,−2, 2), a2 = (−1, 3,−3,−1),
a3= (−1, 0,−1, 2), a4= (−1, 2,−2,−3) є базисом векторного простору
R4 над полем дiйсних чисел R. Знайти формули для координат ве-
ктора x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 в цьому базисi. Якими є координати
вектора c = (−5, 8,−11, 4) ∈ R4 в базисi a1, a2, a3, a4?

ВАРIАНТ 8.
Довести, що система векторiв a1 = (0,−1,−1,−1), a2 = (1, 1, 0, 0),
a3 = (2, 1, 1,−2), a4 = (−2, 2, 1, 3) є базисом векторного простору R4

над полем дiйсних чисел R. Знайти формули для координат вектора
x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 в цьому базисi. Якими є координати вектора
c = (2,−1,−2,−1) ∈ R4 в базисi a1, a2, a3, a4?

ВАРIАНТ 9.
Довести, що система векторiв a1 = (0,−1, 1,−2), a2 = (0, 0, 2,−2),
a3 = (−2, 1, 1, 1), a4 = (−1, 2, 2, 1) є базисом векторного простору R4

над полем дiйсних чисел R. Знайти формули для координат вектора
x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 в цьому базисi. Якими є координати вектора
c = (−3, 1, 1, 1) ∈ R4 в базисi a1, a2, a3, a4?

ВАРIАНТ 10.
Довести, що система векторiв a1 = (−2,−1, 1, 1), a2 = (2,−1,−2,−3),
a3 = (3, 3,−2, 0), a4 = (0, 0,−1,−1) є базисом векторного простору R4

над полем дiйсних чисел R. Знайти формули для координат вектора
x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 в цьому базисi. Якими є координати вектора
c = (−6,−1, 2, 3) ∈ R4 в базисi a1, a2, a3, a4?
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Тема 2. Зв’язок координат вектора в рiзних базисах.
Матриця переходу вiд одного базиса до iншого.

Формули перетворення координат

ВАРIАНТ 1.
Довести, що системи векторiв a1 = (−2,−3,−1), a2 = (−3, 1, 1),
a3=(0,−2,−1) та b1=(−2, 4, 2), b2=(−4, 1, 1), b3=(−1,−7,−3) є базиса-
ми векторного простору R3. Знайти матрицю переходу та формули
перетворення координат при переходi вiд першого до другого базису.
Знайти безпосередньо координати вектора c = (5,−12,−6) в обох ба-
зисах i потiм перевiрити одержаний результат за допомогою формул
перетворення координат.

ВАРIАНТ 2.
Довести, що системи векторiв a1 = (1, 2,−1), a2 = (−1,−1, 1),
a3= (2, 1,−1) та b1= (−2, 0, 1), b2= (4, 3,−3), b3= (−4,−1, 2) є базиса-
ми векторного простору R3. Знайти матрицю переходу та формули
перетворення координат при переходi вiд першого до другого базису.
Знайти безпосередньо координати вектора c = (−10,−4, 6) в обох ба-
зисах i потiм перевiрити одержаний результат за допомогою формул
перетворення координат.

ВАРIАНТ 3.
Довести, що системи векторiв a1 = (2, 3, 1), a2 = (−1,−1,−1),
a3= (−2,−3,−2) та b1= (−2,−2,−1), b2= (−6,−8,−4), b3= (−1,−1, 0) є
базисами векторного простору R3. Знайти матрицю переходу та фор-
мули перетворення координат при переходi вiд першого до другого
базису. Знайти безпосередньо координати вектора c = (−7,−9,−5) в
обох базисах i потiм перевiрити одержаний результат за допомогою
формул перетворення координат.

ВАРIАНТ 4.
Довести, що системи векторiв a1 = (−1, 2,−1), a2 = (−1, 2, 0),
a3=(1,−1, 3) та b1=(−4, 6,−8), b2=(5,−9, 5), b3=(−3, 5,−4) є базиса-
ми векторного простору R3. Знайти матрицю переходу та формули
перетворення координат при переходi вiд першого до другого базису.
Знайти безпосередньо координати вектора c = (−2, 2,−7) в обох ба-
зисах i потiм перевiрити одержаний результат за допомогою формул
перетворення координат.
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ВАРIАНТ 5.
Довести, що системи векторiв a1 = (3,−2,−1), a2 = (−2, 2, 1),
a3= (−2,−3,−1) та b1= (−4,−1, 0), b2= (1, 3, 1), b3= (3, 3, 1) є базиса-
ми векторного простору R3. Знайти матрицю переходу та формули
перетворення координат при переходi вiд першого до другого базису.
Знайти безпосередньо координати вектора c = (0, 5, 2) в обох бази-
сах i потiм перевiрити одержаний результат за допомогою формул
перетворення координат.

ВАРIАНТ 6.
Довести, що системи векторiв a1 = (−1, 0, 2), a2 = (2, 2,−1),
a3 = (2, 3, 1) та b1 = (1, 1, 0), b2 = (−1,−1, 1), b3 = (1, 2, 2) є базиса-
ми векторного простору R3. Знайти матрицю переходу та формули
перетворення координат при переходi вiд першого до другого базису.
Знайти безпосередньо координати вектора c = (1, 2, 1) в обох бази-
сах i потiм перевiрити одержаний результат за допомогою формул
перетворення координат.

ВАРIАНТ 7.
Довести, що системи векторiв a1 = (1, 1,−1), a2 = (2, 1,−1),
a3=(−1,−2, 3) та b1=(−4,−3, 4), b2=(4, 4,−5), b3=(5, 5,−6) є базиса-
ми векторного простору R3. Знайти матрицю переходу та формули
перетворення координат при переходi вiд першого до другого базису.
Знайти безпосередньо координати вектора c = (−3,−2, 3) в обох ба-
зисах i потiм перевiрити одержаний результат за допомогою формул
перетворення координат.

ВАРIАНТ 8.
Довести, що системи векторiв a1 = (1,−3, 2), a2 = (3,−3,−1),
a3=(0,−1, 1) та b1=(3,−2,−2), b2=(−4, 8,−3), b3=(2, 2,−5) є базиса-
ми векторного простору R3. Знайти матрицю переходу та формули
перетворення координат при переходi вiд першого до другого базису.
Знайти безпосередньо координати вектора c = (−1,−8, 10) в обох ба-
зисах i потiм перевiрити одержаний результат за допомогою формул
перетворення координат.

ВАРIАНТ 9.
Довести, що системи векторiв a1 = (2, 3, 3), a2 = (2, 2, 1),
a3= (−1,−2,−3) та b1= (6, 6, 2), b2= (0,−2,−5), b3= (5, 6, 4) є базиса-
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ми векторного простору R3. Знайти матрицю переходу та формули
перетворення координат при переходi вiд першого до другого бази-
су. Знайти безпосередньо координати вектора c = (−1,−2,−3) в обох
базисах i потiм перевiрити одержаний результат за допомогою фор-
мул перетворення координат.

ВАРIАНТ 10.
Довести, що системи векторiв a1 = (−1,−2, 0), a2 = (−2,−3, 2),
a3 = (1, 3, 1) та b1 = (1, 1,−2), b2 = (1, 2,−1), b3 = (2, 4,−1) є базиса-
ми векторного простору R3. Знайти матрицю переходу та формули
перетворення координат при переходi вiд першого до другого бази-
су. Знайти безпосередньо координати вектора c = (4, 7,−4) в обох
базисах i потiм перевiрити одержаний результат за допомогою фор-
мул перетворення координат.
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Тема 3. Пiдпростори лiнiйного простору.
Дiї над пiдпросторами

ВАРIАНТ 1.
Знайти розмiрностi й базиси суми L1 +L2, а також перетину L1 ∩L2

лiнiйних пiдпросторiв L1 та L2 простору R5, де L1 — простiр роз-
в’язкiв системи рiвнянь





−2x1 − 2x2 − 2x3 + 2x4 + 6x5 = 0,
2x1 − 3x2 − x3 − 4x4 + 2x5 = 0,
x1 − 2x2 − 2x3 − x4 + 3x5 = 0,
−5x2 − 3x3 − 2x4 + 8x5 = 0

а L2 = 〈a1, a2〉 — лiнiйна оболонка, натягнута на систему векторiв
a1 = (1,−1, 0, 1, 1), a2 = (2, 0, 3, 1, 0).

ВАРIАНТ 2.
Знайти розмiрностi й базиси суми L1 +L2, а також перетину L1 ∩L2

лiнiйних пiдпросторiв L1 та L2 простору R5, де L1 — простiр роз-
в’язкiв системи рiвнянь





−x1 + 2x2 + x3 − 4x4 + x5 = 0,
−x1 + x2 + x3 − 3x4 = 0,
3x1 − 2x2 + 2x3 + 3x4 − 4x5 = 0,
−2x1 + 3x2 + 2x3 − 7x4 + x5 = 0

а L2 = 〈a1, a2〉 — лiнiйна оболонка, натягнута на систему векторiв
a1 = (−1, 0, 1,−1, 1), a2 = (2,−6, 0,−6, 4).

ВАРIАНТ 3.
Знайти розмiрностi й базиси суми L1 +L2, а також перетину L1 ∩L2

лiнiйних пiдпросторiв L1 та L2 простору R5, де L1 — простiр роз-
в’язкiв системи рiвнянь




−x1 + x2 − 3x3 − 2x4 − 3x5 = 0,
−x1 − 3x2 − x3 − 5x5 = 0,
x1 − 3x2 + 2x3 + x4 = 0,
−x1 − 5x2 − 2x3 − x4 − 8x5 = 0

а L2 = 〈a1, a2〉 — лiнiйна оболонка, натягнута на систему векторiв
a1 = (−1, 0, 1, 1,−1), a2 = (8, 2,−4, 2, 0).

ВАРIАНТ 4.
Знайти розмiрностi й базиси суми L1 +L2, а також перетину L1 ∩L2
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лiнiйних пiдпросторiв L1 та L2 простору R5, де L1 — простiр роз-
в’язкiв системи рiвнянь




2x1 − 2x2 − x3 + 5x4 + x5 = 0,
x1 − 2x2 − x3 + 4x4 + 2x5 = 0,
x1 + 3x2 + 2x3 − 4x4 − 6x5 = 0,
3x1 + x2 + x3 + x4 − 5x5 = 0

а L2 = 〈a1, a2〉 — лiнiйна оболонка, натягнута на систему векторiв
a1 = (−1, 0,−1,−1, 1), a2 = (−1,−2,−3,−2, 0).

ВАРIАНТ 5.
Знайти розмiрностi й базиси суми L1 +L2, а також перетину L1 ∩L2

лiнiйних пiдпросторiв L1 та L2 простору R5, де L1 — простiр роз-
в’язкiв системи рiвнянь




x1 − 2x2 + 3x3 − 6x4 + 5x5 = 0,
2x1 + x2 + 3x3 − 4x4 + 2x5 = 0,
3x1 + 3x2 + x3 − x4 − 2x5 = 0,
5x1 + 4x2 + 4x3 − 5x4 = 0

а L2 = 〈a1, a2〉 — лiнiйна оболонка, натягнута на систему векторiв
a1 = (−1,−1, 1, 1, 1), a2 = (−4, 4,−4, 0, 6).

ВАРIАНТ 6.
Знайти розмiрностi й базиси суми L1 +L2, а також перетину L1 ∩L2

лiнiйних пiдпросторiв L1 та L2 простору R5, де L1 — простiр роз-
в’язкiв системи рiвнянь




−2x1 + x2 + 2x3 − x4 − 3x5 = 0,
−x1 + x2 − x3 − 3x4 + x5 = 0,
−x1 − x2 + 3x3 + 3x4 − 5x5 = 0,
−4x1 + x2 + 4x3 − x4 − 7x5 = 0

а L2 = 〈a1, a2〉 — лiнiйна оболонка, натягнута на систему векторiв
a1 = (−1, 1,−1,−1, 0), a2 = (−2, 4,−4, 1,−1).

ВАРIАНТ 7.
Знайти розмiрностi й базиси суми L1 +L2, а також перетину L1 ∩L2

лiнiйних пiдпросторiв L1 та L2 простору R5, де L1 — простiр роз-
в’язкiв системи рiвнянь




−x1 + 2x2 + 3x3 + 2x5 = 0,
−x1 + 2x2 − 2x3 + 5x4 − 3x5 = 0,
3x1 − 3x2 + 3x3 − 9x4 + 6x5 = 0,
2x1 − x2 + 6x3 − 9x4 + 8x5 = 0
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а L2 = 〈a1, a2〉 — лiнiйна оболонка, натягнута на систему векторiв
a1 = (−1, 1, 1, 0, 1), a2 = (−2, 0,−4,−1, 1).

ВАРIАНТ 8.
Знайти розмiрностi й базиси суми L1 +L2, а також перетину L1 ∩L2

лiнiйних пiдпросторiв L1 та L2 простору R5, де L1 — простiр роз-
в’язкiв системи рiвнянь




3x1 − 2x2 − 3x3 − 2x4 + 5x5 = 0,
x1 + 2x2 + 2x3 − x4 − 4x5 = 0,
−x1 − x2 − x3 + x4 + 2x5 = 0,
x2 + x3 − 2x5 = 0

а L2 = 〈a1, a2〉 — лiнiйна оболонка, натягнута на систему векторiв
a1 = (−1,−1, 1, 0,−1), a2 = (−4, 2, 2,−2, 0).

ВАРIАНТ 9.
Знайти розмiрностi й базиси суми L1 +L2, а також перетину L1 ∩L2

лiнiйних пiдпросторiв L1 та L2 простору R5, де L1 — простiр роз-
в’язкiв системи рiвнянь




2x1 − 3x2 − x3 + x4 − 6x5 = 0,
x1 + x2 + 3x3 − 2x4 + 3x5 = 0,
−2x1 + 3x2 − 2x3 − x4 + 3x5 = 0,
x1 + x2 − 2x4 = 0

а L2 = 〈a1, a2〉 — лiнiйна оболонка, натягнута на систему векторiв
a1 = (1,−1, 0, 1,−1), a2 = (−2,−2,−2,−4, 4).

ВАРIАНТ 10.
Знайти розмiрностi й базиси суми L1 +L2, а також перетину L1 ∩L2

лiнiйних пiдпросторiв L1 та L2 простору R5, де L1 — простiр роз-
в’язкiв системи рiвнянь





3x1 − 3x2 + 3x3 − 6x4 + 3x5 = 0,
−x1 + 2x2 − x3 + 2x4 − 2x5 = 0,
−2x1 − x2 − x3 + 3x4 = 0,
x1 − 4x2 + 2x3 − 3x4 + 3x5 = 0

а L2 = 〈a1, a2〉 — лiнiйна оболонка, натягнута на систему векторiв
a1 = (−1, 1, 1, 1, 1), a2 = (−2,−2,−6,−2,−2).
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Тема 4. Лiнiйнi вiдображення лiнiйних просторiв.
Ядро та образ лiнiйного вiдображення

ВАРIАНТ 1.
Вiдображення ϕ : R3 → R3 кожен вектор x = (x1, x2, x3) ∈ R3 перево-
дитьувектор ϕ(x)=(−x1+x2−2x3,−2x1−2x2−2x3,−x1−2x2−x3)∈R3. До-
вести, що ϕ є лiнiйним оператором. Знайти формули для координат
образу вектора у канонiчному базисi e1, e2, e3 простору R3; образи
векторiв a = (1, 1, 1), e1, e2, e3 та матрицю оператора ϕ у цьому ж
базисi.

ВАРIАНТ 2.
Вiдображення ϕ : R3→R3 кожен вектор x = (x1, x2, x3) ∈ R3 перево-
дить у вектор ϕ(x)=(−x1−2x2−x3,−x1−2x2−2x3,−x1+x2)∈R3. Довести,
що ϕ є лiнiйним оператором. Знайти формули для координат образу
вектора у канонiчному базисi e1, e2, e3 простору R3; образи векто-
рiв a=(0, 1,−1), e1, e2, e3 та матрицю оператора ϕ у цьому ж базисi.

ВАРIАНТ 3.
Вiдображення ϕ : R3 → R3 кожен вектор x = (x1, x2, x3) ∈ R3 перево-
дить у вектор ϕ(x)=(x1 + x2 − x3,−x2 − 2x3, x1 + x2 − 2x3)∈R3. До-
вести, що ϕ є лiнiйним оператором. Знайти формули для координат
образу вектора у канонiчному базисi e1, e2, e3 простору R3; образи
векторiв a = (1,−1,−1), e1, e2, e3 та матрицю оператора ϕ у цьому
ж базисi.

ВАРIАНТ 4.
Вiдображення ϕ : R3 → R3 кожен вектор x = (x1, x2, x3) ∈ R3 перево-
дить у вектор ϕ(x) = (2x2 + 2x3, 2x1 − x2, 2x1 − 2x2 + x3) ∈ R3. До-
вести, що ϕ є лiнiйним оператором. Знайти формули для координат
образу вектора у канонiчному базисi e1, e2, e3 простору R3; образи
векторiв a = (−1,−1, 1), e1, e2, e3 та матрицю оператора ϕ у цьому
ж базисi.

ВАРIАНТ 5.
Вiдображення ϕ : R3→R3 кожен вектор x = (x1, x2, x3)∈R3 перево-
дить у вектор ϕ(x)=(−2x1 +x2,−x1 +x2−x3,−2x1 +x2−2x3) ∈ R3.
Довести, що ϕ є лiнiйним оператором. Знайти формули для коор-
динат образу вектора у канонiчному базисi e1, e2, e3 простору R3;
образи векторiв a = (0,−1,−1), e1, e2, e3 та матрицю оператора ϕ у
цьому ж базисi.
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ВАРIАНТ 6.
Вiдображення ϕ : R3→R3 кожен вектор x=(x1, x2, x3)∈R3 перево-
дить у вектор ϕ(x)=(−2x1+2x2−2x3, 2x1,−x1−2x2+x3)∈R3. Довести,
що ϕ є лiнiйним оператором. Знайти формули для координат образу
вектора у канонiчному базисi e1, e2, e3 простору R3; образи векторiв
a = (1, 1, 0), e1, e2, e3 та матрицю оператора ϕ у цьому ж базисi.

ВАРIАНТ 7.
Вiдображення ϕ : R3→R3 кожен вектор x=(x1, x2, x3)∈R3 перево-
дить у вектор ϕ(x)=(2x1+x2−x3, 2x1+2x2−2x3, x2−2x3)∈R3. Довести,
що ϕ є лiнiйним оператором. Знайти формули для координат образу
вектора у канонiчному базисi e1, e2, e3 простору R3; образи векторiв
a = (1, 0, 1), e1, e2, e3 та матрицю оператора ϕ у цьому ж базисi.

ВАРIАНТ 8.
Вiдображення ϕ : R3→R3 кожен вектор x=(x1, x2, x3) ∈ R3 перево-
дить у вектор ϕ(x)=(−x2,−x1−2x2+2x3,−2x1−2x2−2x3)∈R3. Довести,
що ϕ є лiнiйним оператором. Знайти формули для координат образу
вектора у канонiчному базисi e1, e2, e3 простору R3; образи векторiв
a = (−1, 0,−1), e1, e2, e3 та матрицю оператора ϕ у цьому ж базисi.

ВАРIАНТ 9.
Вiдображення ϕ : R3→R3 кожен вектор x = (x1,x2,x3) ∈R3 перево-
дить у вектор ϕ(x)=(−x1−2x2 +2x3,−2x1−x2−x3, x2−2x3) ∈ R3.
Довести, що ϕ є лiнiйним оператором. Знайти формули для коор-
динат образу вектора у канонiчному базисi e1, e2, e3 простору R3;
образи векторiв a=(1, 0, 1), e1, e2, e3 та матрицю оператора ϕ у цьому
ж базисi.

ВАРIАНТ 10.
Вiдображення ϕ : R3→R3 кожен вектор x = (x1,x2,x3)∈R3 перево-
дить у вектор ϕ(x)=(−2x1−x2−x3,−x1+2x2−x3,−x1+2x2+x3)∈R3.
Довести,щоϕє лiнiйним оператором. Знайти формули для координат
образу вектора у канонiчному базисi e1, e2, e3 простору R3; образи
векторiв a=(1, 0, 1),e1,e2,e3 та матрицю оператора ϕ у цьому ж бази-
сi.

Iндивiдуальна робота №5

ВАРIАНТ 1.
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Нехай A =




3 1 1 7
2 0 1 5
6 7 −2 7

−2 −5 3 2


 — матриця лiнiйного оператора

ϕ векторного простору R4 у базисi c1, c2, c3, c4. Знайти базиси i
розмiрностi пiдпросторiв Imϕ та Kerϕ. Переконатися у тому, що
dim Imϕ + dimKerϕ = dimR4.

ВАРIАНТ 2.

Нехай A =




1 0 8 −4
−5 2 10 −2

6 −2 3 −4
5 −1 10 −7


 — матриця лiнiйного операто-

ра ϕ векторного простору R4 у базисi c1, c2, c3, c4. Знайти базиси
i розмiрностi пiдпросторiв Imϕ та Kerϕ. Переконатися у тому, що
dim Imϕ + dimKerϕ = dimR4.

ВАРIАНТ 3.

Нехай A =




17 −13 1 −3
18 −14 1 −3
−18 3 −2 3
−2 3 1 0


 — матриця лiнiйного операто-

ра ϕ векторного простору R4 у базисi c1, c2, c3, c4. Знайти базиси
i розмiрностi пiдпросторiв Imϕ та Kerϕ. Переконатися у тому, що
dim Imϕ + dimKerϕ = dimR4.

ВАРIАНТ 4.

Нехай A =




1 4 8 4
−4 −1 −2 4

1 −2 −4 −4
−1 2 4 4


 — матриця лiнiйного операто-

ра ϕ векторного простору R4 у базисi c1, c2, c3, c4. Знайти базиси
i розмiрностi пiдпросторiв Imϕ та Kerϕ. Переконатися у тому, що
dim Imϕ + dimKerϕ = dimR4.

ВАРIАНТ 5.

Нехай A =




−4 5 11 −1
6 −6 −12 3

−4 5 11 −1
6 −6 −12 3


 — матриця лiнiйного операто-

ра ϕ векторного простору R4 у базисi c1, c2, c3, c4. Знайти базиси
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i розмiрностi пiдпросторiв Imϕ та Kerϕ. Переконатися у тому, що
dim Imϕ + dimKerϕ = dimR4.

ВАРIАНТ 6.

Нехай A =




−8 1 −9 4
−2 1 −3 2
10 −2 12 −6
9 −3 12 −7


 — матриця лiнiйного опера-

тора ϕ векторного простору R4 у базисi c1, c2, c3, c4. Знайти базиси
i розмiрностi пiдпросторiв Imϕ та Kerϕ. Переконатися у тому, що
dim Imϕ + dimKerϕ = dimR4.

ВАРIАНТ 7.

Нехай A =




2 −1 1 −2
11 −4 7 −8
−7 3 −4 6
−8 3 −5 6


 — матриця лiнiйного операто-

ра ϕ векторного простору R4 у базисi c1, c2, c3, c4. Знайти базиси
i розмiрностi пiдпросторiв Imϕ та Kerϕ. Переконатися у тому, що
dim Imϕ + dimKerϕ = dimR4.

ВАРIАНТ 8.

Нехай A =




7 1 11 4
−5 −1 −8 −3
−5 −1 −8 −3

3 1 5 2


 — матриця лiнiйного операто-

ра ϕ векторного простору R4 у базисi c1, c2, c3, c4. Знайти базиси
i розмiрностi пiдпросторiв Imϕ та Kerϕ. Переконатися у тому, що
dim Imϕ + dimKerϕ = dimR4.

ВАРIАНТ 9.

Нехай A =




−1 4 0 4
−2 −5 2 −6

1 6 −2 7
2 8 −2 9


 — матриця лiнiйного операто-

ра ϕ векторного простору R4 у базисi c1, c2, c3, c4. Знайти базиси
i розмiрностi пiдпросторiв Imϕ та Kerϕ. Переконатися у тому, що
dim Imϕ + dimKerϕ = dimR4.

ВАРIАНТ 10.
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Нехай A =




−4 −2 −1 −9
1 3 −3 3
1 2 −2 3
1 −2 3 2


 — матриця лiнiйного операто-

ра ϕ векторного простору R4 у базисi c1, c2, c3, c4. Знайти базиси
i розмiрностi пiдпросторiв Imϕ та Kerϕ. Переконатися у тому, що
dim Imϕ + dimKerϕ = dimR4.
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Тема 5. Матриця лiнiйного вiдображення. Змiна матрицi
лiнiйного вiдображення при замiнi базисiв

ВАРIАНТ 1.
Побудувати лiнiйний оператор ϕ векторного простору R3 такий, що
переводить вектори базису a1 = (2, 3, 1), a2 = (−2, 1, 1), a3 = (−2, 2, 1)
цього простору вiдповiдно у вектори b1 = (−6, 4, 3), b2 = (6,−5,−3),
b3 = (−2,−6,−3). Знайти матрицю оператора ϕ у базисi a1, a2, a3.

ВАРIАНТ 2.
Побудувати лiнiйний оператор ϕ векторного простору R3 такий, що
переводить вектори базису a1 =(−1, 0, 1), a2 =(1,−1, 2), a3 =(−2, 1, 0)
цього простору вiдповiдно у вектори b1 = (−1,−1, 4), b2 = (−2, 1,−2),
b3 = (−2, 2,−3). Знайти матрицю оператора ϕ у базисi a1, a2, a3.

ВАРIАНТ 3.
Побудувати лiнiйний оператор ϕ векторного простору R3 такий, що
переводить вектори базису a1 = (2, 0, 3), a2 = (2,−1, 3), a3 = (1, 3, 3)
цього простору вiдповiдно у вектори b1 = (0,−7,−3), b2 = (−7, 5,−9),
b3 = (5, 2, 9). Знайти матрицю оператора ϕ у базисi a1, a2, a3.

ВАРIАНТ 4.
Побудувати лiнiйний оператор ϕ векторного простору R3 такий, що
переводить вектори базису a1 = (−1, 0, 3), a2 = (1, 3,−2), a3 = (0, 1, 3)
цього простору вiдповiдно у вектори b1 = (−1,−2,−3), b2 =(1,−2,−9),
b3 =(0,−2, 2). Знайти матрицю оператора ϕ у базисi a1, a2, a3.

ВАРIАНТ 5.
Побудувати лiнiйний оператор ϕ векторного простору R3 такий, що
переводить вектори базису a1 =(2, 1,−2), a2 =(−2, 1,−1), a3 =(0, 0, 1)
цього простору вiдповiдно у вектори b1 = (4,−2, 4), b2 = (6, 1,−2),
b3 = (6,−1, 0). Знайти матрицю оператора ϕ у базисi a1, a2, a3.

ВАРIАНТ 6.
Побудувати лiнiйний оператор ϕ векторного простору R3 такий, що
переводить вектори базису a1 =(−2, 2, 0), a2 =(2,−1, 2), a3 =(−1, 1,−2)
цього простору вiдповiдно у вектори b1 = (5,−3, 6), b2 = (1,−3,−2),
b3 = (−7, 5,−2). Знайти матрицю оператора ϕ у базисi a1, a2, a3.

ВАРIАНТ 7.
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Побудувати лiнiйний оператор ϕ векторного простору R3 такий, що
переводить вектори базису a1 =(−1, 2, 1), a2 =(3,−2,−2), a3 =(0, 2, 2)
цього простору вiдповiдно у вектори b1 = (8,−4,−2), b2 = (2, 0, 2),
b3 = (4,−4,−3). Знайти матрицю оператора ϕ у базисi a1, a2, a3.

ВАРIАНТ 8.
Побудувати лiнiйний оператор ϕ векторного простору R3 такий, що
переводить вектори базису a1 = (1, 0, 1), a2 = (3,−2, 2), a3 = (−2, 0, 2)
цього простору вiдповiдно у вектори b1 = (−3, 2,−6), b2 = (7,−2, 2),
b3 = (1,−4, 7). Знайти матрицю оператора ϕ у базисi a1, a2, a3.

ВАРIАНТ 9.
Побудувати лiнiйний оператор ϕ векторного простору R3 такий, що
переводить вектори базису a1 =(1, 3, 1), a2 =(1, 2,−2), a3 =(0,−1,−2)
цього простору вiдповiдно у вектори b1 = (−1, 1, 9), b2 = (2, 8, 6),
b3 = (−1,−1, 3). Знайти матрицю оператора ϕ у базисi a1, a2, a3.

ВАРIАНТ 10.
Побудувати лiнiйний оператор ϕ векторного простору R3 такий, що
переводить вектори базису a1 =(0, 1,−1), a2 =(0, 3,−1), a3 =(1,−1, 3)
цього простору вiдповiдно у вектори b1 = (−2, 3,−5), b2 = (−2, 7,−9),
b3 = (2, 2, 4). Знайти матрицю оператора ϕ у базисi a1, a2, a3.
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Тема 6. Дiї над лiнiйними вiдображеннями

ВАРIАНТ 1.
Нехай лiнiйний оператор ϕ векторного простору R3 переводить ве-
ктор x = (x1, x2, x3) у вектор
ϕ(x) = (x2 + x3,−x1 − 2x3,−2x1 − 2x2 − 2x3),

Aψ =



−4 −2 −4
2 −4 0
4 2 2


 .

— матриця лiнiйного оператора ψ цього ж простору у базисi
a1 = (2,−1, 0), a2 = (1, 1,−2), a3 = (2, 1,−2). Знайти у канонiчному
базисi простору R3 матрицi лiнiйних операторiв ϕ, ψ, ϕ + ψ, ϕ − ψ,
ϕψ, ψϕ.

ВАРIАНТ 2.
Нехай лiнiйний оператор ϕ векторного простору R3 переводить ве-
ктор x = (x1, x2, x3) у вектор
ϕ(x) = (2x2 + 2x3,−2x1 + 2x2 + x3,−2x1 + x2),

Aψ =



−4 2 2
2 4 −4
4 −4 4


 .

— матриця лiнiйного оператора ψ цього ж простору у базисi
a1 = (3, 1, 1), a2 = (2, 0, 0), a3 = (3, 2, 1). Знайти у канонiчному бази-
сi простору R3 матрицi лiнiйних операторiв ϕ, ψ, ϕ+ψ, ϕ−ψ, ϕψ, ψϕ.

ВАРIАНТ 3.
Нехай лiнiйний оператор ϕ векторного простору R3 переводить ве-
ктор x = (x1, x2, x3) у вектор
ϕ(x) = (−x1 − 2x2 − 2x3, 2x1,−x1 + 2x2 + 2x3),

Aψ =




0 1 −2
1 −1 2
2 −2 2


 .

— матриця лiнiйного оператора ψ цього ж простору у базисi
a1 = (1,−1, 1), a2 = (3,−1, 2), a3 = (−2, 1,−1). Знайти у канонiчному
базисi простору R3 матрицi лiнiйних операторiв ϕ, ψ, ϕ + ψ, ϕ − ψ,
ϕψ, ψϕ.
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ВАРIАНТ 4.
Нехай лiнiйний оператор ϕ векторного простору R3 переводить ве-
ктор x = (x1, x2, x3) у вектор
ϕ(x) = (−x1 + x2 − x3,−2x1 − x2 − x3,−2x2 − 2x3),

Aψ =




2 −1 1
1 −1 −2
−2 0 1


 .

— матриця лiнiйного оператора ψ цього ж простору у базисi
a1 = (2, 2, 3), a2 = (−1,−1,−2), a3 = (0, 1, 0). Знайти у канонiчному
базисi простору R3 матрицi лiнiйних операторiв ϕ, ψ, ϕ + ψ, ϕ − ψ,
ϕψ, ψϕ.

ВАРIАНТ 5.
Нехай лiнiйний оператор ϕ векторного простору R3 переводить ве-
ктор x = (x1, x2, x3) у вектор
ϕ(x) = (−x2 − 2x3,−x1 + 2x2 − x3, 2x2 + x3),

Aψ =




1 1 0
2 0 1
1 −1 −2


 .

— матриця лiнiйного оператора ψ цього ж простору у базисi
a1 = (1, 2,−2), a2 = (1, 2,−1), a3 = (0, 1,−1). Знайти у канонiчному
базисi простору R3 матрицi лiнiйних операторiв ϕ, ψ, ϕ + ψ, ϕ − ψ,
ϕψ, ψϕ.

ВАРIАНТ 6.
Нехай лiнiйний оператор ϕ векторного простору R3 переводить ве-
ктор x = (x1, x2, x3) у вектор
ϕ(x) = (2x1 + 2x3,−2x1 − 2x2 + 2x3,−x2 + x3),

Aψ =




2 2 0
−4 4 −2
4 2 4


 .

— матриця лiнiйного оператора ψ цього ж простору у базисi
a1 = (−1,−2, 3), a2 = (2, 2,−2), a3 = (1, 1, 0). Знайти у канонiчному
базисi простору R3 матрицi лiнiйних операторiв ϕ, ψ, ϕ + ψ, ϕ − ψ,
ϕψ, ψϕ.
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ВАРIАНТ 7.
Нехай лiнiйний оператор ϕ векторного простору R3 переводить ве-
ктор x = (x1, x2, x3) у вектор
ϕ(x) = (x1 − x2 − 2x3, x1 + x2 − 2x3, 2x2 − x3),

Aψ =




4 0 0
4 4 −4
−4 −4 4


 .

— матриця лiнiйного оператора ψ цього ж простору у базисi
a1 = (1, 0, 1), a2 = (−1, 0, 1), a3 = (−2,−1, 1). Знайти у канонiчному
базисi простору R3 матрицi лiнiйних операторiв ϕ, ψ, ϕ + ψ, ϕ − ψ,
ϕψ, ψϕ.

ВАРIАНТ 8.
Нехай лiнiйний оператор ϕ векторного простору R3 переводить ве-
ктор x = (x1, x2, x3) у вектор
ϕ(x) = (−2x1 − 2x2 − x3, x1 + 2x2, x1 − x2),

Aψ =




2 2 4
−2 −4 4
0 4 0


 .

— матриця лiнiйного оператора ψ цього ж простору у базисi
a1 = (−2, 1, 0), a2 = (−1, 2, 1), a3 = (−2, 3, 2). Знайти у канонiчному
базисi простору R3 матрицi лiнiйних операторiв ϕ, ψ, ϕ + ψ, ϕ − ψ,
ϕψ, ψϕ.

ВАРIАНТ 9.
Нехай лiнiйний оператор ϕ векторного простору R3 переводить ве-
ктор x = (x1, x2, x3) у вектор
ϕ(x) = (−x2 + 2x3,−2x1 + x2 − x3, 2x1 − x2),

Aψ =




1 2 0
2 0 −1
−1 1 1


 .

— матриця лiнiйного оператора ψ цього ж простору у базисi
a1 = (−1, 1,−1), a2 = (3,−2,−2), a3 = (3,−2,−1). Знайти у канонi-
чному базисi простору R3 матрицi лiнiйних операторiв ϕ, ψ, ϕ + ψ,
ϕ− ψ, ϕψ, ψϕ.
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ВАРIАНТ 10.
Нехай лiнiйний оператор ϕ векторного простору R3 переводить ве-
ктор x = (x1, x2, x3) у вектор
ϕ(x) = (x1 + 2x2 + 2x3, x3, 2x1 − 2x2 + 2x3),

Aψ =




1 −2 1
1 2 0
−1 2 1


 .

— матриця лiнiйного оператора ψ цього ж простору у базисi
a1 = (1, 3, 2), a2 = (2, 2, 3), a3 = (−1, 0,−1). Знайти у канонiчному
базисi простору R3 матрицi лiнiйних операторiв ϕ, ψ, ϕ + ψ, ϕ − ψ,
ϕψ, ψϕ.
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Тема 7. Характеристичний многочлен. Власнi вектори
та власнi значення лiнiйного оператора

ВАРIАНТ 1.

Нехай A =




0 1 −1 0
−3 −5 −2 1

2 1 −3 0
2 −2 −8 0


 — матриця лiнiйного оператора ϕ

векторного простору R4 у канонiчному базисi. Знайти в цьому ж ба-
зисi матрицi лiнiйних операторiв ϕ2, ϕ3, ϕ4 i переконатися в тому, що
f(ϕ) = 0, де f — характеристичний многочлен оператора ϕ. Знайти
всi власнi значення i власнi вектори лiнiйного оператора ϕ.

ВАРIАНТ 2.

Нехай A =




−5 −3 −1 0
5 2 1 0

−7 −5 −3 0
−8 −4 0 −2


 — матриця лiнiйного оператора ϕ

векторного простору R4 у канонiчному базисi. Знайти в цьому ж ба-
зисi матрицi лiнiйних операторiв ϕ2, ϕ3, ϕ4 i переконатися в тому, що
f(ϕ) = 0, де f — характеристичний многочлен оператора ϕ. Знайти
всi власнi значення i власнi вектори лiнiйного оператора ϕ.

ВАРIАНТ 3.

Нехай A =




3 0 0 −1
0 −1 5 −1

−1 −3 7 0
4 3 −5 −1


 — матриця лiнiйного оператора ϕ

векторного простору R4 у канонiчному базисi. Знайти в цьому ж ба-
зисi матрицi лiнiйних операторiв ϕ2, ϕ3, ϕ4 i переконатися в тому, що
f(ϕ) = 0, де f — характеристичний многочлен оператора ϕ. Знайти
всi власнi значення i власнi вектори лiнiйного оператора ϕ.

ВАРIАНТ 4.

Нехай A =




−5 −2 1 0
6 2 −2 0
1 1 −3 0
6 3 0 −2


 — матриця лiнiйного оператора ϕ

векторного простору R4 у канонiчному базисi. Знайти в цьому ж ба-
зисi матрицi лiнiйних операторiв ϕ2, ϕ3, ϕ4 i переконатися в тому, що
f(ϕ) = 0, де f — характеристичний многочлен оператора ϕ. Знайти
всi власнi значення i власнi вектори лiнiйного оператора ϕ.

ВАРIАНТ 5.
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Нехай A =




−4 1 −1 −3
0 0 5 3

−2 0 −5 −4
3 0 6 5


 — матриця лiнiйного оператора ϕ

векторного простору R4 у канонiчному базисi. Знайти в цьому ж ба-
зисi матрицi лiнiйних операторiв ϕ2, ϕ3, ϕ4 i переконатися в тому, що
f(ϕ) = 0, де f — характеристичний многочлен оператора ϕ. Знайти
всi власнi значення i власнi вектори лiнiйного оператора ϕ.

ВАРIАНТ 6.

Нехай A =




1 0 −1 0
6 −2 −2 0
7 2 −5 1

−6 0 2 −2


 — матриця лiнiйного оператора ϕ

векторного простору R4 у канонiчному базисi. Знайти в цьому ж ба-
зисi матрицi лiнiйних операторiв ϕ2, ϕ3, ϕ4 i переконатися в тому, що
f(ϕ) = 0, де f — характеристичний многочлен оператора ϕ. Знайти
всi власнi значення i власнi вектори лiнiйного оператора ϕ.

ВАРIАНТ 7.

Нехай A =




0 −1 0 −1
0 −4 −3 0
1 4 4 −1
3 4 7 −4


 — матриця лiнiйного оператора ϕ

векторного простору R4 у канонiчному базисi. Знайти в цьому ж ба-
зисi матрицi лiнiйних операторiв ϕ2, ϕ3, ϕ4 i переконатися в тому, що
f(ϕ) = 0, де f — характеристичний многочлен оператора ϕ. Знайти
всi власнi значення i власнi вектори лiнiйного оператора ϕ.

ВАРIАНТ 8.

Нехай A =




3 −3 1 −1
1 −3 0 0

−5 0 −3 2
4 −8 0 −1


 — матриця лiнiйного оператора ϕ

векторного простору R4 у канонiчному базисi. Знайти в цьому ж ба-
зисi матрицi лiнiйних операторiв ϕ2, ϕ3, ϕ4 i переконатися в тому, що
f(ϕ) = 0, де f — характеристичний многочлен оператора ϕ. Знайти
всi власнi значення i власнi вектори лiнiйного оператора ϕ.

ВАРIАНТ 9.

Нехай A =




3 0 0 1
0 1 −1 −2
2 −1 1 0

−1 1 1 3


 — матриця лiнiйного оператора ϕ
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векторного простору R4 у канонiчному базисi. Знайти в цьому ж ба-
зисi матрицi лiнiйних операторiв ϕ2, ϕ3, ϕ4 i переконатися в тому, що
f(ϕ) = 0, де f — характеристичний многочлен оператора ϕ. Знайти
всi власнi значення i власнi вектори лiнiйного оператора ϕ.

ВАРIАНТ 10.

Нехай A =




1 0 0 −1
4 0 −3 6

−2 0 2 −2
1 −2 −3 5


 — матриця лiнiйного оператора ϕ

векторного простору R4 у канонiчному базисi. Знайти в цьому ж ба-
зисi матрицi лiнiйних операторiв ϕ2, ϕ3, ϕ4 i переконатися в тому, що
f(ϕ) = 0, де f — характеристичний многочлен оператора ϕ. Знайти
всi власнi значення i власнi вектори лiнiйного оператора ϕ.

Iндивiдуальна робота №9

ВАРIАНТ 1.

Нехай A1 =



−6 −6 −4
2 1 2
9 6 7


 ,

A2 =



−7 −3 −3
9 5 3
9 3 5


 , A3 =



−4 5 −1
−2 3 −1
−3 3 1




— матрицi вiдповiдно лiнiйних операторiв ϕ1, ϕ2 та ϕ3 векторного
простору R3 у канонiчному базисi. Довести, що простор R3 має два
базиси, кожен з яких складається з власних векторiв вiдповiдно опе-
раторiв ϕ1 i ϕ2. Знайти цi базиси i матрицi вiдповiдних операторiв
у цих базисах. Довести, що в просторi R3 не iснує базису, який би
складався з власних векторiв оператора ϕ3.

ВАРIАНТ 2.

Нехай A1 =



−5 −4 −2
3 3 1
9 6 4


 ,

A2 =



−3 3 1
−4 5 2
4 −3 0


 , A3 =




2 −2 1
2 −1 2
−1 2 0




— матрицi вiдповiдно лiнiйних операторiв ϕ1, ϕ2 та ϕ3 векторного
простору R3 у канонiчному базисi. Довести, що простор R3 має два
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базиси, кожен з яких складається з власних векторiв вiдповiдно опе-
раторiв ϕ1 i ϕ2. Знайти цi базиси i матрицi вiдповiдних операторiв
у цих базисах. Довести, що в просторi R3 не iснує базису, який би
складався з власних векторiв оператора ϕ3.

ВАРIАНТ 3.

Нехай A1 =



−1 6 −6
3 −4 6
3 −6 8


 ,

A2 =




1 4 2
−1 −4 −2
2 6 3


 , A3 =



−9 6 3
−8 6 0
−3 2 1




— матрицi вiдповiдно лiнiйних операторiв ϕ1, ϕ2 та ϕ3 векторного
простору R3 у канонiчному базисi. Довести, що простор R3 має два
базиси, кожен з яких складається з власних векторiв вiдповiдно опе-
раторiв ϕ1 i ϕ2. Знайти цi базиси i матрицi вiдповiдних операторiв
у цих базисах. Довести, що в просторi R3 не iснує базису, який би
складався з власних векторiв оператора ϕ3.

ВАРIАНТ 4.

Нехай A1 =



−7 −8 8
2 3 −2
−4 −4 5


 ,

A2 =



−1 3 3
2 −4 −5
−2 4 5


 , A3 =



−2 1 −1
0 −1 −1
8 −7 1




— матрицi вiдповiдно лiнiйних операторiв ϕ1, ϕ2 та ϕ3 векторного
простору R3 у канонiчному базисi. Довести, що простор R3 має два
базиси, кожен з яких складається з власних векторiв вiдповiдно опе-
раторiв ϕ1 i ϕ2. Знайти цi базиси i матрицi вiдповiдних операторiв
у цих базисах. Довести, що в просторi R3 не iснує базису, який би
складався з власних векторiв оператора ϕ3.

ВАРIАНТ 5.

Нехай A1 =



−1 1 1
2 0 −1
−4 2 3


 ,

A2 =




7 8 2
−8 −9 −2
8 9 2


 , A3 =



−3 −7 6
3 3 −2
2 −2 2



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— матрицi вiдповiдно лiнiйних операторiв ϕ1, ϕ2 та ϕ3 векторного
простору R3 у канонiчному базисi. Довести, що простор R3 має два
базиси, кожен з яких складається з власних векторiв вiдповiдно опе-
раторiв ϕ1 i ϕ2. Знайти цi базиси i матрицi вiдповiдних операторiв
у цих базисах. Довести, що в просторi R3 не iснує базису, який би
складався з власних векторiв оператора ϕ3.

ВАРIАНТ 6.

Нехай A1 =




6 −2 −2
8 −2 −4
4 −2 0


 ,

A2 =



−7 5 9
−1 −1 3
−3 3 3


 , A3 =




1 −8 −7
1 −6 −5
−1 4 3




— матрицi вiдповiдно лiнiйних операторiв ϕ1, ϕ2 та ϕ3 векторного
простору R3 у канонiчному базисi. Довести, що простор R3 має два
базиси, кожен з яких складається з власних векторiв вiдповiдно опе-
раторiв ϕ1 i ϕ2. Знайти цi базиси i матрицi вiдповiдних операторiв
у цих базисах. Довести, що в просторi R3 не iснує базису, який би
складався з власних векторiв оператора ϕ3.

ВАРIАНТ 7.

Нехай A1 =



−1 1 4
−2 −4 −8
2 2 3


 ,

A2 =



−1 −2 2
2 3 −2
2 2 −1


 , A3 =




3 −2 7
−3 1 −6
−4 −2 −4




— матрицi вiдповiдно лiнiйних операторiв ϕ1, ϕ2 та ϕ3 векторного
простору R3 у канонiчному базисi. Довести, що простор R3 має два
базиси, кожен з яких складається з власних векторiв вiдповiдно опе-
раторiв ϕ1 i ϕ2. Знайти цi базиси i матрицi вiдповiдних операторiв
у цих базисах. Довести, що в просторi R3 не iснує базису, який би
складався з власних векторiв оператора ϕ3.

ВАРIАНТ 8.
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Нехай A1 =




0 2 −4
4 7 −1
4 8 −2


 ,

A2 =



−3 2 −2
−4 3 −2
2 −1 2


 , A3 =



−3 1 1
−5 2 3
3 −2 −3




— матрицi вiдповiдно лiнiйних операторiв ϕ1, ϕ2 та ϕ3 векторного
простору R3 у канонiчному базисi. Довести, що простор R3 має два
базиси, кожен з яких складається з власних векторiв вiдповiдно опе-
раторiв ϕ1 i ϕ2. Знайти цi базиси i матрицi вiдповiдних операторiв
у цих базисах. Довести, що в просторi R3 не iснує базису, який би
складався з власних векторiв оператора ϕ3.

ВАРIАНТ 9.

Нехай A1 =



−1 −3 3
−3 −1 3
−3 −3 5


 ,

A2 =



−1 −4 2
0 3 −2
−2 1 −2


 , A3 =




2 6 6
−1 6 4
1 −7 −5




— матрицi вiдповiдно лiнiйних операторiв ϕ1, ϕ2 та ϕ3 векторного
простору R3 у канонiчному базисi. Довести, що простор R3 має два
базиси, кожен з яких складається з власних векторiв вiдповiдно опе-
раторiв ϕ1 i ϕ2. Знайти цi базиси i матрицi вiдповiдних операторiв
у цих базисах. Довести, що в просторi R3 не iснує базису, який би
складався з власних векторiв оператора ϕ3.

ВАРIАНТ 10.

Нехай A1 =




2 6 −2
−2 0 −4
−2 −3 −1


 ,

A2 =



−1 4 4
4 −1 −4
−4 4 7


 , A3 =




0 −1 3
−5 5 6
7 −8 −5




— матрицi вiдповiдно лiнiйних операторiв ϕ1, ϕ2 та ϕ3 векторного
простору R3 у канонiчному базисi. Довести, що простор R3 має два
базиси, кожен з яких складається з власних векторiв вiдповiдно опе-
раторiв ϕ1 i ϕ2. Знайти цi базиси i матрицi вiдповiдних операторiв
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у цих базисах. Довести, що в просторi R3 не iснує базису, який би
складався з власних векторiв оператора ϕ3.
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Тема 8. Подiбнiсть матриць над полем.
Нормальнi форми матриць

ВАРIАНТ 1.
Знайти нормальнi форми Жордана матриць

A1 =




4 −4 −2
8 −8 −4

−4 4 2


, A2 =




1 2 2
3 7 7

−4 −9 −9


, A3 =



−1 −6 −1
−1 2 −1

3 6 3


.

Нехай A3 —матриця лiнiйного оператора ϕ векторного простору R3

у канонiчному базисi цього простору. Знайти який-небудь базис про-
стору R3, матриця оператора ϕ в якому має жорданову нормальну
форму.

ВАРIАНТ 2.
Знайти нормальнi форми Жордана матриць

A1 =



−2 2 2

3 −3 −3
−4 4 4


, A2 =




7 5 4
−5 −3 −4
−4 −4 −2


, A3 =




2 −6 3
1 3 1

−1 5 −2


.

Нехай A3 — матриця лiнiйного оператора ϕ векторного простору R3

у канонiчному базисi цього простору. Знайти який-небудь базис про-
стору R3, матриця оператора ϕ в якому має жорданову нормальну
форму.

ВАРIАНТ 3.
Знайти нормальнi форми Жордана матриць

A1 =




1 −1 1
2 −2 1

−4 2 −3


, A2 =




6 2 5
−2 1 −4
−6 −3 −4


, A3 =




0 −2 −2
6 7 5

−6 −5 −3


.

Нехай A3 — матриця лiнiйного оператора ϕ векторного простору R3

у канонiчному базисi цього простору. Знайти який-небудь базис про-
стору R3, матриця оператора ϕ в якому має жорданову нормальну
форму.

ВАРIАНТ 4.
Знайти нормальнi форми Жордана матриць

A1 =



−1 2 −2
−4 5 −4
−4 4 −3


, A2 =




9 −3 7
6 −1 6

−7 3 −5


, A3 =




4 −3 −5
−4 7 9

4 −5 −7


.
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Нехай A3 — матриця лiнiйного оператора ϕ векторного простору R3

у канонiчному базисi цього простору. Знайти який-небудь базис про-
стору R3, матриця оператора ϕ в якому має жорданову нормальну
форму.

ВАРIАНТ 5.
Знайти нормальнi форми Жордана матриць

A1 =




0 1 2
−2 −3 −2
−2 −1 −4


, A2 =



−3 −2 2
−2 −2 1
−3 −2 1


, A3 =



−6 3 −9
−3 6 0

4 −2 6


.

Нехай A3 — матриця лiнiйного оператора ϕ векторного простору R3

у канонiчному базисi цього простору. Знайти який-небудь базис про-
стору R3, матриця оператора ϕ в якому має жорданову нормальну
форму.

ВАРIАНТ 6.
Знайти нормальнi форми Жордана матриць

A1 =




1 2 3
2 4 6

−2 −4 −6


, A2 =




5 −4 −5
−3 4 4

6 −4 −6


, A3 =




4 −2 −2
7 −4 −5

−1 1 2


.

Нехай A3 — матриця лiнiйного оператора ϕ векторного простору R3

у канонiчному базисi цього простору. Знайти який-небудь базис про-
стору R3, матриця оператора ϕ в якому має жорданову нормальну
форму.

ВАРIАНТ 7.
Знайти нормальнi форми Жордана матриць

A1 =




3 3 −1
−6 −6 2
−6 −6 2


, A2 =




1 −1 −4
−3 3 8

2 −2 −6


, A3 =




1 1 −2
1 3 −5
1 1 −2


.

Нехай A3 — матриця лiнiйного оператора ϕ векторного простору R3

у канонiчному базисi цього простору. Знайти який-небудь базис про-
стору R3, матриця оператора ϕ в якому має жорданову нормальну
форму.
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ВАРIАНТ 8.
Знайти нормальнi форми Жордана матриць

A1 =



−7 −7 −2

6 6 2
−6 −7 −3


, A2 =



−4 −3 −5

6 3 3
−2 −1 −1


, A3 =




5 4 4
−5 −4 −4

4 5 5


.

Нехай A3 — матриця лiнiйного оператора ϕ векторного простору R3

у канонiчному базисi цього простору. Знайти який-небудь базис про-
стору R3, матриця оператора ϕ в якому має жорданову нормальну
форму.

ВАРIАНТ 9.
Знайти нормальнi форми Жордана матриць

A1 =



−2 −1 1

1 0 −1
1 1 −2


, A2 =




3 3 5
−2 −2 −3
−1 −1 −2


, A3 =



−3 3 −1
−6 6 −2

7 −3 1


.

Нехай A3 — матриця лiнiйного оператора ϕ векторного простору R3

у канонiчному базисi цього простору. Знайти який-небудь базис про-
стору R3, матриця оператора ϕ в якому має жорданову нормальну
форму.

ВАРIАНТ 10.
Знайти нормальнi форми Жордана матриць

A1 =



−9 3 −3
−9 3 −3

9 −3 3


, A2 =



−4 0 −1
−8 7 −4

1 8 −2


, A3 =




3 4 −8
0 3 −4
1 3 −5


.

Нехай A3 — матриця лiнiйного оператора ϕ векторного простору R3

у канонiчному базисi цього простору. Знайти який-небудь базис про-
стору R3, матриця оператора ϕ в якому має жорданову нормальну
форму.
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Тема 9. Евклiдiв простiр. Ортогональнiсть
в евклiдовому просторi

ВАРIАНТ 1.
Пiдпростiр L евклiдового простору R4 є простором розв’язкiв систе-
ми рiвнянь 




3x1 − x2 − 3x3 − x4 = 0,
−2x1 + 3x2 + 2x3 + 3x4 = 0,
x1 + 2x2 − x3 + 2x4 = 0.

Знайти ортогональне доповнення L⊥ пiдпростору L в R4 та проекцiї
вектора c = (3, 6,−1, 2) на пiдпростiр L та на його ортогональне до-
повнення L⊥.

ВАРIАНТ 2.
Пiдпростiр L евклiдового простору R4 є простором розв’язкiв систе-
ми рiвнянь 



−x1 + 2x2 + x3 − x4 = 0,
−x1 + 3x2 + 2x3 − x4 = 0,
−2x1 + 5x2 + 3x3 − 2x4 = 0.

Знайти ортогональне доповнення L⊥ пiдпростору L в R4 та проекцiї
вектора c = (5,−2,−5,−1) на пiдпростiр L та на його ортогональне
доповнення L⊥.

ВАРIАНТ 3.
Пiдпростiр L евклiдового простору R4 є простором розв’язкiв систе-
ми рiвнянь 




3x1 + x2 − 4x3 − 3x4 = 0,
x1 + 2x2 − 3x3 − x4 = 0,
4x1 + 3x2 − 7x3 − 4x4 = 0.

Знайти ортогональне доповнення L⊥ пiдпростору L в R4 та проекцiї
вектора c = (−2,−3,−3,−4) на пiдпростiр L та на його ортогональне
доповнення L⊥.

ВАРIАНТ 4.
Пiдпростiр L евклiдового простору R4 є простором розв’язкiв систе-
ми рiвнянь 



−x1 − x2 + x3 + x4 = 0,
−3x1 + 3x2 − 3x3 + 3x4 = 0,
−4x1 + 2x2 − 2x3 + 4x4 = 0.

Знайти ортогональне доповнення L⊥ пiдпростору L в R4 та проекцiї
вектора c = (−2, 3,−1, 6) на пiдпростiр L та на його ортогональне
доповнення L⊥.
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ВАРIАНТ 5.
Пiдпростiр L евклiдового простору R4 є простором розв’язкiв систе-
ми рiвнянь 



−x1 − 3x2 + 4x3 + x4 = 0,
−3x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 0,
−4x1 − 2x2 + 6x3 + 4x4 = 0.

Знайти ортогональне доповнення L⊥ пiдпростору L в R4 та проекцiї
вектора c = (3,−1, 5,−4) на пiдпростiр L та на його ортогональне
доповнення L⊥.

ВАРIАНТ 6.
Пiдпростiр L евклiдового простору R4 є простором розв’язкiв систе-
ми рiвнянь 




x1 + x2 + x3 + 2x4 = 0,
x1 − 2x2 + x3 − x4 = 0,
2x1 − x2 + 2x3 + x4 = 0.

Знайти ортогональне доповнення L⊥ пiдпростору L в R4 та проекцiї
вектора c = (6,−2, 6,−1) на пiдпростiр L та на його ортогональне
доповнення L⊥.

ВАРIАНТ 7.
Пiдпростiр L евклiдового простору R4 є простором розв’язкiв систе-
ми рiвнянь 




2x1 + x2 + 3x3 + 2x4 = 0,
3x1 − 2x2 + x3 + 3x4 = 0,
5x1 − x2 + 4x3 + 5x4 = 0.

Знайти ортогональне доповнення L⊥ пiдпростору L в R4 та проекцiї
вектора c = (−4, 4, 2,−5) на пiдпростiр L та на його ортогональне
доповнення L⊥.

ВАРIАНТ 8.
Пiдпростiр L евклiдового простору R4 є простором розв’язкiв систе-
ми рiвнянь 




3x1 + 2x2 + x3 + 3x4 = 0,
−2x1 − 3x2 + x3 − 2x4 = 0,
x1 − x2 + 2x3 + x4 = 0.

Знайти ортогональне доповнення L⊥ пiдпростору L в R4 та проекцiї
вектора c = (−5,−3, 7, 3) на пiдпростiр L та на його ортогональне
доповнення L⊥.

ВАРIАНТ 9.
Пiдпростiр L евклiдового простору R4 є простором розв’язкiв систе-
ми рiвнянь
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



2x1 − x2 + 3x3 + 2x4 = 0,
−x1 − 2x2 + x3 − x4 = 0,
x1 − 3x2 + 4x3 + x4 = 0.

Знайти ортогональне доповнення L⊥ пiдпростору L в R4 та проекцiї
вектора c = (2, 1, 10, 10) на пiдпростiр L та на його ортогональне до-
повнення L⊥.

ВАРIАНТ 10.
Пiдпростiр L евклiдового простору R4 є простором розв’язкiв систе-
ми рiвнянь 



−3x1 + x2 + 3x3 − 4x4 = 0,
2x1 + 3x2 − 2x3 − x4 = 0,
−x1 + 4x2 + x3 − 5x4 = 0.

Знайти ортогональне доповнення L⊥ пiдпростору L в R4 та проекцiї
вектора c = (5,−5, 2, 4) на пiдпростiр L та на його ортогональне до-
повнення L⊥.

Iндивiдуальна робота №12

ВАРIАНТ 1.
1. В евклiдовому просторi R4 ортонормувати задану систему векто-
рiв a1 = (2,−1, 3, 4), a2 = (−6, 2,−6,−7), a3 = (0, 5,−5,−10),
a4=(−1,−3,−11,−7).
2. В евклiдовому просторi C2

[−2,0] всiх функцiй квадрат яких є iнте-
гровним, ортогоналiзувати систему многочленiв p1 = 1, p2 = x,
p3 = x2, p4 = x3 (скалярний добуток двох довiльних функцiй f , g

iз простору C2
[−2,0] визначається так (f, g) =

∫ 0

−2
f(x)g(x)dx).

ВАРIАНТ 2.
1. В евклiдовому просторi R4 ортонормувати задану систему векто-
рiв a1=(6, 4,−2,−2), a2(11, 8,−7,−4), a3=(4, 6,−8, 2), a4=(10, 4, 0, 8).
2. В евклiдовому просторi C2

[1,3] всiх функцiй квадрат яких є iнтегров-
ним, ортогоналiзувати систему многочленiв p1 = 1, p2 = x, p3 = x2,
p4 = x3 (скалярний добуток двох довiльних функцiй f , g iз простору
C2

[1,3] визначається так (f, g) =
∫ 3

1
f(x)g(x)dx).

ВАРIАНТ 3.
1. В евклiдовому просторi R4ортонормувати задану систему векторiв
a1=(−3,−1,−1, 2), a2=(−2,−4,−1, 2), a3=(−8, 4, 0, 5), a4=(−4,−8, 3,−1).
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2. В евклiдовому просторi C2
[3,4] всiх функцiй квадрат яких є iнтегро-

вним, ортогоналiзувати систему многочленiв p1 = 1, p2 = x, p3 = x2,
p4 = x3 (скалярний добуток двох довiльних функцiй f , g iз простору
C2

[3,4] визначається так (f, g) =
∫ 4

3
f(x)g(x)dx).

ВАРIАНТ 4.
1. В евклiдовому просторi R4ортонормувати задану систему векторiв
a1=(3,−2,−1, 4), a2=(3, 2,−1, 6), a3=(2, 2,−4, 6), a4=(−10,−2, 10,−6).
2. В евклiдовому просторi C2

[−1,1] всiх функцiй квадрат яких є iнтегро-
вним, ортогоналiзувати систему многочленiв p1 = 1, p2 = x, p3 = x2,
p4 = x3 (скалярний добуток двох довiльних функцiй f , g iз простору
C2

[−1,1] визначається так (f, g) =
∫ 1

−1
f(x)g(x)dx).

ВАРIАНТ 5.
1. В евклiдовому просторi R4ортонормувати задану систему векторiв
a1 = (4, 2,−2, 4), a2 = (6, 8,−4, 8), a3 = (6, 8, 0, 10), a4 = (4,−8, 8,−6).
2. В евклiдовому просторi C2

[−2,3] всiх функцiй квадрат яких є iнтегро-
вним, ортогоналiзувати систему многочленiв p1 = 1, p2 = x, p3 = x2,
p4 = x3 (скалярний добуток двох довiльних функцiй f , g iз простору
C2

[−2,3] визначається так (f, g) =
∫ 3

−2
f(x)g(x)dx).

ВАРIАНТ 6.
1. В евклiдовому просторi R4ортонормувати задану систему векторiв
a1=(−1, 4, 2,−3), a2=(−1, 7, 2, 1), a3=(4,−5,−3, 10), a4=(8, 3,−11, 4).
2. В евклiдовому просторi C2

[3,4] всiх функцiй квадрат яких є iнтегро-
вним, ортогоналiзувати систему многочленiв p1 = 1, p2 = x, p3 = x2,
p4 = x3 (скалярний добуток двох довiльних функцiй f , g iз простору
C2

[3,4] визначається так (f, g) =
∫ 4

3
f(x)g(x)dx).

ВАРIАНТ 7.
1. В евклiдовому просторi R4ортонормувати задану систему векторiв
a1=(−1, 1, 2,−2), a2=(−1, 3, 1,−2), a3=(−4,−2, 6,−3), a4=(−1, 1,−3, 8).
2. В евклiдовому просторi C2

[−2,2] всiх функцiй квадрат яких є iнтегро-
вним, ортогоналiзувати систему многочленiв p1 = 1, p2 = x, p3 = x2,
p4 = x3 (скалярний добуток двох довiльних функцiй f , g iз простору
C2

[−2,2] визначається так (f, g) =
∫ 2

−2
f(x)g(x)dx).
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ВАРIАНТ 8.
1. В евклiдовому просторi R4ортонормувати задану систему векторiв
a1 = (−6,−2,−2,−4), a2 = (−11,−7,−4,−8), a3 = (7,−1, 6, 2),
a4 = (−7,−9,−8, 4).
2. В евклiдовому просторi C2

[−1,1] всiх функцiй квадрат яких є iнтегро-
вним, ортогоналiзувати систему многочленiв p1 = 1, p2 = x, p3 = x2,
p4 = x3 (скалярний добуток двох довiльних функцiй f , g iз простору
C2

[−1,1] визначається так (f, g) =
∫ 1

−1
f(x)g(x)dx).

ВАРIАНТ 9.
1. В евклiдовому просторi R4ортонормувати задану систему векторiв
a1 = (−2, 1, 1, 2), a2 = (−2, 1, 3, 1), a3 = (−3,−1, 3, 1), a4 = (6, 2, 4,−2).
2. В евклiдовому просторi C2

[1,2] всiх функцiй квадрат яких є iнтегро-
вним, ортогоналiзувати систему многочленiв p1 = 1, p2 = x, p3 = x2,
p4 = x3 (скалярний добуток двох довiльних функцiй f , g iз простору
C2

[1,2] визначається так (f, g) =
∫ 2

1
f(x)g(x)dx).

ВАРIАНТ 10.
1. В евклiдовому просторi R4ортонормувати задану систему векторiв
a1=(1, 1, 3,−3), a2=(−2, 1,−7, 6), a3=(5, 5, 5,−5), a4=(−9,−7,−1, 7).
2. В евклiдовому просторi C2

[−2,3] всiх функцiй квадрат яких є iнтегро-
вним, ортогоналiзувати систему многочленiв p1 = 1, p2 = x, p3 = x2,
p4 = x3 (скалярний добуток двох довiльних функцiй f , g iз простору
C2

[−2,3] визначається так (f, g) =
∫ 3

−2
f(x)g(x)dx).
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Тема 10. Ортогональнi та симетричнi оператори
евклiдового простору

ВАРIАНТ 1.

Нехай A = 1
2




−1 1 −1 1
1 1 1 1
−1 1 1 −1
1 1 −1 −1


 — матриця лiнiйного оператора

ϕ евклiдового простору R4 у канонiчному базисi. Довести, що ϕ є ор-
тогональним оператором. А також, що в просторi R4 iснує ортонор-
мований базис, який складається з власних векторiв оператора ϕ.
Знайти матрицю оператора ϕ у цьому базисi.

ВАРIАНТ 2.

Нехай A = 1
2




−1 1 1 −1
1 −1 1 −1
1 1 1 1
−1 −1 1 1


 — матриця лiнiйного оператора

ϕ евклiдового простору R4 у канонiчному базисi. Довести, що ϕ є ор-
тогональним оператором. А також, що в просторi R4 iснує ортонор-
мований базис, який складається з власних векторiв оператора ϕ.
Знайти матрицю оператора ϕ у цьому базисi.

ВАРIАНТ 3.

Нехай A = 1
2




−1 1 −1 1
1 −1 −1 1
−1 −1 1 1
1 1 1 1


 — матриця лiнiйного оператора

ϕ евклiдового простору R4 у канонiчному базисi. Довести, що ϕ є ор-
тогональним оператором. А також, що в просторi R4 iснує ортонор-
мований базис, який складається з власних векторiв оператора ϕ.
Знайти матрицю оператора ϕ у цьому базисi.

ВАРIАНТ 4.

Нехай A = 1
2




−1 1 −1 1
1 −1 −1 1
−1 −1 1 1
1 1 1 1


 — матриця лiнiйного оператора

ϕ евклiдового простору R4 у канонiчному базисi. Довести, що ϕ є ор-
тогональним оператором. А також, що в просторi R4 iснує ортонор-
мований базис, який складається з власних векторiв оператора ϕ.
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Знайти матрицю оператора ϕ у цьому базисi.

ВАРIАНТ 5.

Нехай A = 1
2




1 1 1 1
1 −1 −1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1


 — матриця лiнiйного оператора

ϕ евклiдового простору R4 у канонiчному базисi. Довести, що ϕ є ор-
тогональним оператором. А також, що в просторi R4 iснує ортонор-
мований базис, який складається з власних векторiв оператора ϕ.
Знайти матрицю оператора ϕ у цьому базисi.

ВАРIАНТ 6.

Нехай A = 1
2




1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1


 — матриця лiнiйного оператора

ϕ евклiдового простору R4 у канонiчному базисi. Довести, що ϕ є ор-
тогональним оператором. А також, що в просторi R4 iснує ортонор-
мований базис, який складається з власних векторiв оператора ϕ.
Знайти матрицю оператора ϕ у цьому базисi.

ВАРIАНТ 7.

Нехай A = 1
2




1 −1 1 −1
−1 −1 1 1
1 1 1 1
−1 1 1 −1


 — матриця лiнiйного оператора

ϕ евклiдового простору R4 у канонiчному базисi. Довести, що ϕ є ор-
тогональним оператором. А також, що в просторi R4 iснує ортонор-
мований базис, який складається з власних векторiв оператора ϕ.
Знайти матрицю оператора ϕ у цьому базисi.

ВАРIАНТ 8.

Нехай A = 1
2




−1 −1 1 1
−1 1 −1 1
1 −1 −1 1
1 1 1 1


 — матриця лiнiйного оператора

ϕ евклiдового простору R4 у канонiчному базисi. Довести, що ϕ є ор-
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тогональним оператором. А також, що в просторi R4 iснує ортонор-
мований базис, який складається з власних векторiв оператора ϕ.
Знайти матрицю оператора ϕ у цьому базисi.

ВАРIАНТ 9.

Нехай A = 1
2




1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1


 — матриця лiнiйного оператора

ϕ евклiдового простору R4 у канонiчному базисi. Довести, що ϕ є ор-
тогональним оператором. А також, що в просторi R4 iснує ортонор-
мований базис, який складається з власних векторiв оператора ϕ.
Знайти матрицю оператора ϕ у цьому базисi.

ВАРIАНТ 10.

Нехай A = 1
2




−1 1 −1 1
1 1 1 1
−1 1 1 −1
1 1 −1 −1


 — матриця лiнiйного оператора

ϕ евклiдового простору R4 у канонiчному базисi. Довести, що ϕ є ор-
тогональним оператором. А також, що в просторi R4 iснує ортонор-
мований базис, який складається з власних векторiв оператора ϕ.
Знайти матрицю оператора ϕ у цьому базисi.

Iндивiдуальна робота №14

ВАРIАНТ 1.

Нехай A = 1
4




5 −1 −1 1
−1 5 1 −1
−1 1 5 −1
1 −1 −1 5


 — матриця лiнiйного оператора

ϕ евклiдового простору R4 у канонiчному базисi. Довести, що ϕ —
симетричний оператор. Знайти ортонормований базис простору R4,
який складається з власних векторiв оператора ϕ i матрицю опера-
тора ϕ у цьому базисi.

ВАРIАНТ 2.
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Нехай A = 1
4




−7 −1 1 −1
−1 −7 −1 1
1 −1 −7 −1
−1 1 −1 −7


 — матриця лiнiйного оператора

ϕ евклiдового простору R4 у канонiчному базисi. Довести, що ϕ —
симетричний оператор. Знайти ортонормований базис простору R4,
який складається з власних векторiв оператора ϕ i матрицю опера-
тора ϕ у цьому базисi.

ВАРIАНТ 3.

Нехай A = 1
4




−5 1 −1 −1
1 −5 1 1
−1 1 −5 −1
−1 1 −1 −5


 — матриця лiнiйного оператора

ϕ евклiдового простору R4 у канонiчному базисi. Довести, що ϕ —
симетричний оператор. Знайти ортонормований базис простору R4,
який складається з власних векторiв оператора ϕ i матрицю опера-
тора ϕ у цьому базисi.

ВАРIАНТ 4.

Нехай A = 1
4




5 1 −1 1
1 5 −1 1
−1 −1 5 −1
1 1 −1 5


 — матриця лiнiйного оператора

ϕ евклiдового простору R4 у канонiчному базисi. Довести, що ϕ —
симетричний оператор. Знайти ортонормований базис простору R4,
який складається з власних векторiв оператора ϕ i матрицю опера-
тора ϕ у цьому базисi.

ВАРIАНТ 5.

Нехай A = 1
4




5 3 −3 −3
3 5 3 3
−3 3 5 −3
−3 3 −3 5


 — матриця лiнiйного оператора

ϕ евклiдового простору R4 у канонiчному базисi. Довести, що ϕ —
симетричний оператор. Знайти ортонормований базис простору R4,
який складається з власних векторiв оператора ϕ i матрицю опера-
тора ϕ у цьому базисi.

ВАРIАНТ 6.
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Нехай A = 1
4




7 5 5 −5
5 7 −5 5
5 −5 7 5
−5 5 5 7


 — матриця лiнiйного оператора

ϕ евклiдового простору R4 у канонiчному базисi. Довести, що ϕ —
симетричний оператор. Знайти ортонормований базис простору R4,
який складається з власних векторiв оператора ϕ i матрицю опера-
тора ϕ у цьому базисi.

ВАРIАНТ 7.

Нехай A = 1
4




2 −2 2 2
−2 2 2 2
2 2 2 −2
2 2 −2 2


 — матриця лiнiйного оператора

ϕ евклiдового простору R4 у канонiчному базисi. Довести, що ϕ —
симетричний оператор. Знайти ортонормований базис простору R4,
який складається з власних векторiв оператора ϕ i матрицю опера-
тора ϕ у цьому базисi.

ВАРIАНТ 8.

Нехай A = 1
4




1 −3 −3 −3
−3 1 −3 −3
−3 −3 1 −3
−3 −3 −3 1


 — матриця лiнiйного оператора

ϕ евклiдового простору R4 у канонiчному базисi. Довести, що ϕ —
симетричний оператор. Знайти ортонормований базис простору R4,
який складається з власних векторiв оператора ϕ i матрицю опера-
тора ϕ у цьому базисi.

ВАРIАНТ 9.

Нехай A = 1
4




−7 1 1 −1
1 −7 1 −1
1 1 −7 −1
−1 −1 −1 −7


 — матриця лiнiйного оператора

ϕ евклiдового простору R4 у канонiчному базисi. Довести, що ϕ —
симетричний оператор. Знайти ортонормований базис простору R4,
який складається з власних векторiв оператора ϕ i матрицю опера-
тора ϕ у цьому базисi.

ВАРIАНТ 10.
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Нехай A = 1
4




4 4 −4 −4
4 4 4 4
−4 4 4 −4
−4 4 −4 4


 — матриця лiнiйного оператора

ϕ евклiдового простору R4 у канонiчному базисi. Довести, що ϕ —
симетричний оператор. Знайти ортонормований базис простору R4,
який складається з власних векторiв оператора ϕ i матрицю опера-
тора ϕ у цьому базисi.
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Тема 11. Квадратичнi форми. Канонiчний вид квадратичної
форми. Нормальний вид квадратичної форми над

полем R та C

ВАРIАНТ 1.
а. Знайти нормальний вигляд квадратичної форми f(x1, x2, x3) =
= 3x2

1 + 3x2
2 + 5x2

3 + 6x1x2 − 6x1x3 − 2x2x3 вiдповiдно над полями
дiйсних та комплексних чисел i перетворення невiдомих, що зводить
форму f до цих виглядiв.
б. Чи є квадратична форма g(x1, x2, x3, x4, x5) = XT AX, задана ма-
трицею

A =




−6 −1 −1 −2 4
−1 −4 2 2 2
−1 2 −2 −2 0
−2 2 −2 −3 −1
4 2 0 −1 −7




,

додатно, вiд’ємно визначеною чи знакозмiнною?

ВАРIАНТ 2.
а. Знайти нормальний вигляд квадратичної форми f(x1, x2, x3) =
= −x2

1 − x2
2 − 2x2

3 − 2x1x2 + 2x1x3 − 4x2x3 вiдповiдно над полями
дiйсних та комплексних чисел i перетворення невiдомих, що зводить
форму f до цих виглядiв.
б. Чи є квадратична форма g(x1, x2, x3, x4, x5) = XT AX, задана ма-
трицею

A =




−7 2 1 −1 −3
2 −2 0 −2 2
1 0 −3 −1 −3
−1 −2 −1 −7 −1
−3 2 −3 −1 0




,

додатно, вiд’ємно визначеною чи знакозмiнною?

ВАРIАНТ 3.
а. Знайти нормальний вигляд квадратичної форми f(x1, x2, x3) =
= −x2

1 − x2
2 − 2x2

3 − 2x1x2 − 2x1x3 + 2x2x3 вiдповiдно над полями
дiйсних та комплексних чисел i перетворення невiдомих, що зводить
форму f до цих виглядiв.
б. Чи є квадратична форма g(x1, x2, x3, x4, x5) = XT AX, задана ма-
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трицею

A =




1 0 −1 1 0
0 6 −2 −1 4
−1 −2 5 0 0
1 −1 0 4 1
0 4 0 1 4




,

додатно, вiд’ємно визначеною чи знакозмiнною?

ВАРIАНТ 4.
а. Знайти нормальний вигляд квадратичної форми f(x1, x2, x3) =
= x2

1 + x2
2 + 6x2

3 + 2x1x2 + 4x1x3 + 10x2x3 вiдповiдно над полями
дiйсних та комплексних чисел i перетворення невiдомих, що зводить
форму f до цих виглядiв.
б. Чи є квадратична форма g(x1, x2, x3, x4, x5) = XT AX, задана ма-
трицею

A =




5 2 −3 1 3
2 3 −2 3 1
−3 −2 5 1 −1
1 3 1 6 2
3 1 −1 2 6




,

додатно, вiд’ємно визначеною чи знакозмiнною?

ВАРIАНТ 5.
а. Знайти нормальний вигляд квадратичної форми f(x1, x2, x3) =
= x2

1 +x2
2 +x2

3−2x1x2 +2x1x3 +2x2x3 вiдповiдно над полями дiйсних
та комплексних чисел i перетворення невiдомих, що зводить форму
f до цих виглядiв.
б. Чи є квадратична форма g(x1, x2, x3, x4, x5) = XT AX, задана ма-
трицею

A =




−4 0 −1 0 2
0 −2 −1 1 1
−1 −1 −3 2 1
0 1 2 −4 −2
2 1 1 −2 0




,

додатно, вiд’ємно визначеною чи знакозмiнною?

ВАРIАНТ 6.
а. Знайти нормальний вигляд квадратичної форми f(x1, x2, x3) =
= x2

1 +x2
2 +x2

3 +2x1x2 +2x1x3 +8x2x3 вiдповiдно над полями дiйсних
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та комплексних чисел i перетворення невiдомих, що зводить форму
f до цих виглядiв.
б. Чи є квадратична форма g(x1, x2, x3, x4, x5) = XT AX, задана ма-
трицею

A =




1 1 −1 −1 −1
1 5 −1 0 −4
−1 −1 5 0 2
−1 0 0 2 0
−1 −4 2 0 4




,

додатно, вiд’ємно визначеною чи знакозмiнною?

ВАРIАНТ 7.
а. Знайти нормальний вигляд квадратичної форми f(x1, x2, x3) =
= 2x2

1 + 2x2
2 + 4x2

3 − 4x1x2 − 4x1x3 + 10x2x3 вiдповiдно над полями
дiйсних та комплексних чисел i перетворення невiдомих, що зводить
форму f до цих виглядiв.
б. Чи є квадратична форма g(x1, x2, x3, x4, x5) = XT AX, задана ма-
трицею

A =




5 3 1 −1 3
3 6 −1 −2 0
1 −1 3 3 3
−1 −2 3 6 4
3 0 3 4 6




,

додатно, вiд’ємно визначеною чи знакозмiнною?

ВАРIАНТ 8.
а. Знайти нормальний вигляд квадратичної форми f(x1, x2, x3) =
= −x2

1−x2
2+x2

3+2x1x2+2x1x3−8x2x3 вiдповiдно над полями дiйсних
та комплексних чисел i перетворення невiдомих, що зводить форму
f до цих виглядiв.
б. Чи є квадратична форма g(x1, x2, x3, x4, x5) = XT AX, задана ма-
трицею

A =




3 −1 0 −2 −3
−1 2 0 1 1
0 0 5 1 2
−2 1 1 2 2
−3 1 2 2 5




,

додатно, вiд’ємно визначеною чи знакозмiнною?
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ВАРIАНТ 9.
а. Знайти нормальний вигляд квадратичної форми f(x1, x2, x3) =
= −x2

1−x2
2+x2

3+2x1x2−2x1x3+6x2x3 вiдповiдно над полями дiйсних
та комплексних чисел i перетворення невiдомих, що зводить форму
f до цих виглядiв.
б. Чи є квадратична форма g(x1, x2, x3, x4, x5) = XT AX, задана ма-
трицею

A =




−2 0 −1 −2 −1
0 −6 −3 4 −1
−1 −3 −6 4 −3
−2 4 4 −7 1
−1 −1 −3 1 0




,

додатно, вiд’ємно визначеною чи знакозмiнною?

ВАРIАНТ 10.
а. Знайти нормальний вигляд квадратичної форми f(x1, x2, x3) =
= 2x2

1 + 2x2
2 + 3x2

3 + 4x1x2 + 4x1x3 + 2x2x3 вiдповiдно над полями
дiйсних та комплексних чисел i перетворення невiдомих, що зводить
форму f до цих виглядiв.
б. Чи є квадратична форма g(x1, x2, x3, x4, x5) = XT AX, задана ма-
трицею

A =




4 0 3 2 2
0 3 −3 1 1
3 −3 6 0 1
2 1 0 5 3
2 1 1 3 3




,

додатно, вiд’ємно визначеною чи знакозмiнною?
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Тема 12. Кривi другого порядку

Елiпс

ВАРIАНТ 1.
1. Вiдстань вiд одного з фокусiв елiпса до кiнцiв його бiльшої осi
вiдповiдно рiвнi 9 i 5. Скласти канонiчне рiвняння цього елiпса.
2. Сторона ромба рiвна 8 i висота 3

√
55

4 . Через двi протилежнi його
вершини проходить елiпс, фокуси якого сумiщаються з двома iнши-
ми вершинами ромба. Скласти рiвняння елiпса, взявши дiагоналi
ромба за осi координат.
3. Прямi x = ± 145

9 є директрисами елiпса, мала пiввiсь якого рiвна
8. Знайти рiвняння цього елiпса.

ВАРIАНТ 2.
1. Вiдстань вiд одного з фокусiв елiпса до кiнцiв його бiльшої осi
вiдповiдно рiвнi 11 i 3. Скласти канонiчне рiвняння цього елiпса.
2. Сторона ромба рiвна 4 i висота 3

√
7

2 . Через двi протилежнi його
вершини проходить елiпс, фокуси якого сумiщаються з двома iнши-
ми вершинами ромба. Скласти рiвняння елiпса, взявши дiагоналi
ромба за осi координат.
3. Прямi x = ±5 є директрисами елiпса, мала пiввiсь якого рiвна 2.
Знайти рiвняння цього елiпса.

ВАРIАНТ 3.
1. Вiдстань вiд одного з фокусiв елiпса до кiнцiв його бiльшої осi
вiдповiдно рiвнi 11 i 1. Скласти канонiчне рiвняння цього елiпса.
2. Сторона ромба рiвна 3 i висота 4

√
2

3 . Через двi протилежнi його
вершини проходить елiпс, фокуси якого сумiщаються з двома iнши-
ми вершинами ромба. Скласти рiвняння елiпса, взявши дiагоналi
ромба за осi координат.
3. Прямi x = ±12 є директрисами елiпса, мала пiввiсь якого рiвна
3
√

3. Знайти рiвняння цього елiпса.

ВАРIАНТ 4.
1. Вiдстань вiд одного з фокусiв елiпса до кiнцiв його бiльшої осi
вiдповiдно рiвнi 3 i 1. Скласти канонiчне рiвняння цього елiпса.
2. Сторона ромба рiвна 5 i висота 4

√
6

5 . Через двi протилежнi його
вершини проходить елiпс, фокуси якого сумiщаються з двома iнши-
ми вершинами ромба. Скласти рiвняння елiпса, взявши дiагоналi
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ромба за осi координат.
3. Прямi x = ± 9

√
2

2 є директрисами елiпса, мала пiввiсь якого рiвна
2. Знайти рiвняння цього елiпса.

ВАРIАНТ 5.
1. Вiдстань вiд одного з фокусiв елiпса до кiнцiв його бiльшої осi
вiдповiдно рiвнi 13 i 5. Скласти канонiчне рiвняння цього елiпса.
2. Сторона ромба рiвна 4 i висота 3

√
7

2 . Через двi протилежнi його
вершини проходить елiпс, фокуси якого сумiщаються з двома iнши-
ми вершинами ромба. Скласти рiвняння елiпса, взявши дiагоналi
ромба за осi координат.
3. Прямi x = ±32 є директрисами елiпса, мала пiввiсь якого рiвна
2
√

15. Знайти рiвняння цього елiпса.

ВАРIАНТ 6.
1. Вiдстань вiд одного з фокусiв елiпса до кiнцiв його бiльшої осi
вiдповiдно рiвнi 16 i 2. Скласти канонiчне рiвняння цього елiпса.
2. Сторона ромба рiвна 7 i висота 20

√
6

7 . Через двi протилежнi його
вершини проходить елiпс, фокуси якого сумiщаються з двома iнши-
ми вершинами ромба. Скласти рiвняння елiпса, взявши дiагоналi
ромба за осi координат.
3. Прямi x = ±25 є директрисами елiпса, мала пiввiсь якого рiвна
2
√

6. Знайти рiвняння цього елiпса.

ВАРIАНТ 7.
1. Вiдстань вiд одного з фокусiв елiпса до кiнцiв його бiльшої осi
вiдповiдно рiвнi 15 i 5. Скласти канонiчне рiвняння цього елiпса.
2. Сторона ромба рiвна 5 i висота 24

5 . Через двi протилежнi його вер-
шини проходить елiпс, фокуси якого сумiщаються з двома iншими
вершинами ромба. Скласти рiвняння елiпса, взявши дiагоналi ромба
за осi координат.
3. Прямi x = ± 8

√
3

3 є директрисами елiпса, мала пiввiсь якого рiвна
2. Знайти рiвняння цього елiпса.

ВАРIАНТ 8.
1. Вiдстань вiд одного з фокусiв елiпса до кiнцiв його бiльшої осi
вiдповiдно рiвнi 3 i 1. Скласти канонiчне рiвняння цього елiпса.
2. Сторона ромба рiвна 8 i висота 7

√
15

4 . Через двi протилежнi його
вершини проходить елiпс, фокуси якого сумiщаються з двома iнши-
ми вершинами ромба. Скласти рiвняння елiпса, взявши дiагоналi
ромба за осi координат.
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3. Прямi x = ± 85
9 є директрисами елiпса, мала пiввiсь якого рiвна 2.

Знайти рiвняння цього елiпса.

ВАРIАНТ 9.
1. Вiдстань вiд одного з фокусiв елiпса до кiнцiв його бiльшої осi
вiдповiдно рiвнi 14 i 4. Скласти канонiчне рiвняння цього елiпса.
2. Сторона ромба рiвна 6 i висота 8

√
5

3 . Через двi протилежнi його
вершини проходить елiпс, фокуси якого сумiщаються з двома iнши-
ми вершинами ромба. Скласти рiвняння елiпса, взявши дiагоналi
ромба за осi координат.
3. Прямi x = ± 16

√
7

7 є директрисами елiпса, мала пiввiсь якого рiвна
3. Знайти рiвняння цього елiпса.

ВАРIАНТ 10.
1. Вiдстань вiд одного з фокусiв елiпса до кiнцiв його бiльшої осi
вiдповiдно рiвнi 12 i 8. Скласти канонiчне рiвняння цього елiпса.
2. Сторона ромба рiвна 10 i висота 3

√
91

5 . Через двi протилежнi його
вершини проходить елiпс, фокуси якого сумiщаються з двома iнши-
ми вершинами ромба. Скласти рiвняння елiпса, взявши дiагоналi
ромба за осi координат.
3. Прямi x = ±9 є директрисами елiпса, мала пiввiсь якого рiвна
2
√

5. Знайти рiвняння цього елiпса.

Гiпербола

ВАРIАНТ 1.
1. Скласти рiвняння гiперболи, осi якої сумiщаються з осями коорди-
нат, якщо дiйсна пiввiсь рiвна 3

√
2 i гiпербола проходить через точку

M(−2
√

5,
√

2).
2. Обчислити пiвосi гiперболи, якщо її асимптоти задаються рiвнан-
нями y = ±

√
15

15 x i фокуси знаходяться на вiдстанi 4 вiд центра.

ВАРIАНТ 2.
1. Скласти рiвняння гiперболи, осi якої сумiщаються з осями коорди-
нат, якщо дiйсна пiввiсь рiвна

√
62 i гiпербола проходить через точку

M(−√66,−√2).
2. Обчислити пiвосi гiперболи, якщо її асимптоти задаються рiвнан-
нями y = ±x i фокуси знаходяться на вiдстанi 2 вiд центра.

ВАРIАНТ 3.
1. Скласти рiвняння гiперболи, осi якої сумiщаються з осями коорди-
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нат, якщо дiйсна пiввiсь рiвна 3
√

5 i гiпербола проходить через точку
M(3

√
6,−√3).

2. Обчислити пiвосi гiперболи, якщо її асимптоти задаються рiвнан-
нями y = ±

√
46
2 x i фокуси знаходяться на вiдстанi 10 вiд центра.

ВАРIАНТ 4.
1. Скласти рiвняння гiперболи, осi якої сумiщаються з осями коорди-
нат, якщо дiйсна пiввiсь рiвна

√
38 i гiпербола проходить через точку

M(−√42,−√2).
2. Обчислити пiвосi гiперболи, якщо її асимптоти задаються рiвнан-
нями y = ± 7

√
2

8 x i фокуси знаходяться на вiдстанi 9 вiд центра.

ВАРIАНТ 5.
1. Скласти рiвняння гiперболи, осi якої сумiщаються з осями коорди-
нат, якщо дiйсна пiввiсь рiвна

√
78 i гiпербола проходить через точку

M(9, 1).
2. Обчислити пiвосi гiперболи, якщо її асимптоти задаються рiвнан-
нями y = ±

√
65
5 x i фокуси знаходяться на вiдстанi 6 вiд центра.

ВАРIАНТ 6.
1. Скласти рiвняння гiперболи, осi якої сумiщаються з осями коор-
динат, якщо дiйсна пiввiсь рiвна 4 i гiпербола проходить через точку
M(3

√
2,−1).

2. Обчислити пiвосi гiперболи, якщо її асимптоти задаються рiвнан-
нями y = ±

√
7

7 x i фокуси знаходяться на вiдстанi 4 вiд центра.

ВАРIАНТ 7.
1. Скласти рiвняння гiперболи, осi якої сумiщаються з осями коор-
динат, якщо дiйсна пiввiсь рiвна 2 i гiпербола проходить через точку
M(−√7,−√3).
2. Обчислити пiвосi гiперболи, якщо її асимптоти задаються рiвнан-
нями y = ±

√
87

29 x i фокуси знаходяться на вiдстанi 8 вiд центра.

ВАРIАНТ 8.
1. Скласти рiвняння гiперболи, осi якої сумiщаються з осями коор-
динат, якщо дiйсна пiввiсь рiвна 6 i гiпербола проходить через точку
M(2

√
11,−√2).

2. Обчислити пiвосi гiперболи, якщо її асимптоти задаються рiвнан-
нями y = ±

√
33
4 x i фокуси знаходяться на вiдстанi 7 вiд центра.
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ВАРIАНТ 9.
1. Скласти рiвняння гiперболи, осi якої сумiщаються з осями коорди-
нат, якщо дiйсна пiввiсь рiвна 3

√
2 i гiпербола проходить через точку

M(−√19,−1).
2. Обчислити пiвосi гiперболи, якщо її асимптоти задаються рiвнан-
нями y = ±

√
1023
33 x i фокуси знаходяться на вiдстанi 8 вiд центра.

ВАРIАНТ 10.
1. Скласти рiвняння гiперболи, осi якої сумiщаються з осями коор-
динат, якщо дiйсна пiввiсь рiвна 2

√
31 i гiпербола проходить через

точку M(−8
√

2,−1).
2. Обчислити пiвосi гiперболи, якщо її асимптоти задаються рiвнан-
нями y = ±

√
2

4 x i фокуси знаходяться на вiдстанi 3 вiд центра.

Парабола

ВАРIАНТ 1.
1. На параболi y2 = 10x вибрано точку M(x, y), яка вiддалена вiд
директриси на вiдстанi d = 7

2 . Обчислити вiдстань вiд цiєї точки до
вершини параболи.
2. Струя води, яку випускає фонтан, приймає вигляд параболи, па-
раметр якої p = 0, 25 м. Визначити висоту струї, якщо вiдомо, що
вона падає в басейн на вiдстанi 4, 2 м вiд мiсця виходу.

ВАРIАНТ 2.
1. На параболi y2 = 4x вибрано точку M(x, y), яка вiддалена вiд
директриси на вiдстанi d = 11

2 . Обчислити вiдстань вiд цiєї точки до
вершини параболи.
2. Струя води, яку випускає фонтан, приймає вигляд параболи, па-
раметр якої p = 0, 1 м. Визначити висоту струї, якщо вiдомо, що
вона падає в басейн на вiдстанi 4 м вiд мiсця виходу.

ВАРIАНТ 3.
1. На параболi y2 = 8x вибрано точку M(x, y), яка вiддалена вiд
директриси на вiдстанi d = 15

2 . Обчислити вiдстань вiд цiєї точки до
вершини параболи.
2. Струя води, яку випускає фонтан, приймає вигляд параболи, па-
раметр якої p = 0, 5 м. Визначити висоту струї, якщо вiдомо, що
вона падає в басейн на вiдстанi 4 м вiд мiсця виходу.

ВАРIАНТ 4.
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1. На параболi y2 = 8x вибрано точку M(x, y), яка вiддалена вiд
директриси на вiдстанi d = 13

2 . Обчислити вiдстань вiд цiєї точки до
вершини параболи.
2. Струя води, яку випускає фонтан, приймає вигляд параболи, па-
раметр якої p = 0, 5 м. Визначити висоту струї, якщо вiдомо, що
вона падає в басейн на вiдстанi 4 м вiд мiсця виходу.

ВАРIАНТ 5.
1. На параболi y2 = 10x вибрано точку M(x, y), яка вiддалена вiд
директриси на вiдстанi d = 19

4 . Обчислити вiдстань вiд цiєї точки до
вершини параболи.
2. Струя води, яку випускає фонтан, приймає вигляд параболи, па-
раметр якої p = 0, 25 м. Визначити висоту струї, якщо вiдомо, що
вона падає в басейн на вiдстанi 4, 4 м вiд мiсця виходу.

ВАРIАНТ 6.
1. На параболi y2 = 2x вибрано точку M(x, y), яка вiддалена вiд
директриси на вiдстанi d = 2. Обчислити вiдстань вiд цiєї точки до
вершини параболи.
2. Струя води, яку випускає фонтан, приймає вигляд параболи, па-
раметр якої p = 0, 25 м. Визначити висоту струї, якщо вiдомо, що
вона падає в басейн на вiдстанi 4 м вiд мiсця виходу.

ВАРIАНТ 7.
1. На параболi y2 = 2x вибрано точку M(x, y), яка вiддалена вiд
директриси на вiдстанi d = 11

2 . Обчислити вiдстань вiд цiєї точки до
вершини параболи.
2. Струя води, яку випускає фонтан, приймає вигляд параболи, па-
раметр якої p = 0, 5 м. Визначити висоту струї, якщо вiдомо, що
вона падає в басейн на вiдстанi 4, 4 м вiд мiсця виходу.

ВАРIАНТ 8.
1. На параболi y2 = 8x вибрано точку M(x, y), яка вiддалена вiд
директриси на вiдстанi d = 13

2 . Обчислити вiдстань вiд цiєї точки до
вершини параболи.
2. Струя води, яку випускає фонтан, приймає вигляд параболи, па-
раметр якої p = 0, 25 м. Визначити висоту струї, якщо вiдомо, що
вона падає в басейн на вiдстанi 4 м вiд мiсця виходу.

ВАРIАНТ 9.
1. На параболi y2 = 2x вибрано точку M(x, y), яка вiддалена вiд
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директриси на вiдстанi d = 9
2 . Обчислити вiдстань вiд цiєї точки до

вершини параболи.
2. Струя води, яку випускає фонтан, приймає вигляд параболи, па-
раметр якої p = 0, 25 м. Визначити висоту струї, якщо вiдомо, що
вона падає в басейн на вiдстанi 4, 2 м вiд мiсця виходу.

ВАРIАНТ 10.
1. На параболi y2 = 10x вибрано точку M(x, y), яка вiддалена вiд
директриси на вiдстанi d = 13

2 . Обчислити вiдстань вiд цiєї точки до
вершини параболи.
2. Струя води, яку випускає фонтан, приймає вигляд параболи, па-
раметр якої p = 0, 1 м. Визначити висоту струї, якщо вiдомо, що
вона падає в басейн на вiдстанi 3, 2 м вiд мiсця виходу.
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Тема 13. Поверхнi другого порядку

ВАРIАНТ 1.
1. Скласти рiвняння цилiндричної поверхнi, знаючи, що вона прохо-
дить через криву x2+3y2+3z2+4x−6z+4 = 0, x−2y+2z = 0, а її твiр-
нi а) паралельнi до осi Ox; б) паралельнi до прямої x

1 = y+2
1 = z+1

1 .
2. Скласти рiвняння конiчної поверхнi, напрямна якої задана рiвня-
ннями x2 + y2 + z2 + 4x− 2y + 4 = 0, x− y − z + 3 = 0, а її вершина
знаходиться а) в початку координат; б) в точцi V (2, 2,−1).
3. Скласти рiвняння поверхнi, утвореної обертанням прямої x+2

1 =
y+1
2 = z+2

−2 а) навколо осi Oz; б) навколо прямої x = −2, z = 1.

ВАРIАНТ 2.
1. Скласти рiвняння цилiндричної поверхнi, знаючи, що вона прохо-
дить через криву 6x2+3y2+2z2−12y+6 = 0, x+y−z−2 = 0, а її твiрнi
а) паралельнi до осi Oy; б) паралельнi до прямої x

1 = y−1
2 = z−1

−1 .
2. Скласти рiвняння конiчної поверхнi, напрямна якої задана рiвня-
ннями x2 + 2y2 + z2− 4x + 8y + 10 = 0, x− y− z− 4 = 0, а її вершина
знаходиться а) в початку координат; б) в точцi V (1, 0, 2).
3. Скласти рiвняння поверхнi, утвореної обертанням прямої x+1

2 =
y+2
2 = z−1

1 а) навколо осi Ox; б) навколо прямої x = 1, z = −2.

ВАРIАНТ 3.
1. Скласти рiвняння цилiндричної поверхнi, знаючи, що вона прохо-
дить через криву 3x2 +2y2 +6z2− 8y +12z +8 = 0, 2x+ y +2z = 0, а
її твiрнi а) паралельнi до осi Oz; б) паралельнi до прямої x

2 = y+1
−1 =

z−2
1 .

2. Скласти рiвняння конiчної поверхнi, напрямна якої задана рiвня-
ннями 3x2 + 2y2 + 2z2 + 6x− 3 = 0, x + 2y + 2z + 1 = 0, а її вершина
знаходиться а) в початку координат; б) в точцi V (−2,−2, 0).
3. Скласти рiвняння поверхнi, утвореної обертанням прямої x+1

2 =
y−1
2 = z+1

1 а) навколо осi Oy; б) навколо прямої x = −1, y = −1.

ВАРIАНТ 4.
1. Скласти рiвняння цилiндричної поверхнi, знаючи, що вона прохо-
дить через криву 3x2 +y2 + z2 +12x+4y +13 = 0, 2x+y−2z +6 = 0,
а її твiрнi а) паралельнi до осi Oy; б) паралельнi до прямої x+1

1 =
y+2
2 = z+2

−1 .
2. Скласти рiвняння конiчної поверхнi, напрямна якої задана рiвнян-
нями 3x2+2y2+2z2+12x+8y+14 = 0, 2x−y−2z+2 = 0, а її вершина



57

знаходиться а) в початку координат; б) в точцi V (−1,−1, 0).
3. Скласти рiвняння поверхнi, утвореної обертанням прямої x+2

2 =
y−2
−1 = z−1

−1 а) навколо осi Oy; б) навколо прямої y = 2, z = −1.

ВАРIАНТ 5.
1. Скласти рiвняння цилiндричної поверхнi, знаючи, що вона прохо-
дить через криву x2+y2+z2−4x+2z+4 = 0, 2x+y−z−5 = 0, а її твiрнi
а) паралельнi до осi Ox; б) паралельнi до прямої x−2

2 = y−2
−2 = z−2

−1 .
2. Скласти рiвняння конiчної поверхнi, напрямна якої задана рiвня-
ннями 2x2 + 6y2 + 3z2 − 12y − 12z + 12 = 0, 2x + y − 2z + 3 = 0, а її
вершина знаходиться а) в початку координат; б) в точцi V (−2,−1, 2).
3. Скласти рiвняння поверхнi, утвореної обертанням прямої x+1

1 =
y+2
−1 = z−1

1 а) навколо осi Oy; б) навколо прямої x = 1, y = −1.

ВАРIАНТ 6.
1. Скласти рiвняння цилiндричної поверхнi, знаючи, що вона прохо-
дить через криву 2x2+3y2+6z2−4x−12z+2 = 0, 2x−y+2z−4 = 0, а
її твiрнi а) паралельнi до осi Oy; б) паралельнi до прямої x

1 = y+2
−1 =

z+1
1 .

2. Скласти рiвняння конiчної поверхнi, напрямна якої задана рiвня-
ннями x2 +2y2 + z2−4x+4z +6 = 0, 2x+2y− z−6 = 0, а її вершина
знаходиться а) в початку координат; б) в точцi V (−1,−2,−1).
3. Скласти рiвняння поверхнi, утвореної обертанням прямої x+1

1 =
y−2
2 = z−1

2 а) навколо осi Oy; б) навколо прямої y = 2, z = −2.

ВАРIАНТ 7.
1. Скласти рiвняння цилiндричної поверхнi, знаючи, що вона прохо-
дить через криву 3x2 + 2y2 + 2z2 + 6x + 4z − 1 = 0, x− y− z = 0, а її
твiрнi а) паралельнi до осi Oz; б) паралельнi до прямої x

2 = y−2
−2 = z

1 .
2. Скласти рiвняння конiчної поверхнi, напрямна якої задана рiвня-
ннями 3x2 +y2 + z2−4y +2z +2 = 0, x+2y−2z−6 = 0, а її вершина
знаходиться а) в початку координат; б) в точцi V (−1, 1,−1).
3. Скласти рiвняння поверхнi, утвореної обертанням прямої x−1

1 =
y+2
2 = z−1

1 а) навколо осi Oz; б) навколо прямої y = −2, z = −1.

ВАРIАНТ 8.
1. Скласти рiвняння цилiндричної поверхнi, знаючи, що вона прохо-
дить через криву x2 +y2 +z2 +4x+2 = 0, x+y−z +2 = 0, а її твiрнi
а) паралельнi до осi Ox; б) паралельнi до прямої x

2 = y
1 = z−2

1 .
2. Скласти рiвняння конiчної поверхнi, напрямна якої задана рiвня-
ннями x2 + 2y2 + 2z2 + 4x + 4z + 4 = 0, x + y− z + 1 = 0, а її вершина
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знаходиться а) в початку координат; б) в точцi V (−2,−1, 0).
3. Скласти рiвняння поверхнi, утвореної обертанням прямої x+1

1 =
y−1
2 = z−2

2 а) навколо осi Ox; б) навколо прямої x = −1, z = −1.

ВАРIАНТ 9.
1. Скласти рiвняння цилiндричної поверхнi, знаючи, що вона прохо-
дить через криву 3x2 + 6y2 + 2z2 + 6x + 8z + 5 = 0, x− y − z − 1 = 0,
а її твiрнi а) паралельнi до осi Oz; б) паралельнi до прямої x+2

1 =
y−1
2 = z−2

1 .
2. Скласти рiвняння конiчної поверхнi, напрямна якої задана рiвня-
ннями x2 + y2 + z2 + 4x + 2y + 2 = 0, 2x + y + z + 5 = 0, а її вершина
знаходиться а) в початку координат; б) в точцi V (0, 1, 2).
3. Скласти рiвняння поверхнi, утвореної обертанням прямої x+1

1 =
y+1
2 = z+2

−1 а) навколо осi Oz; б) навколо прямої x = −1, z = −1.

ВАРIАНТ 10.
1. Скласти рiвняння цилiндричної поверхнi, знаючи, що вона прохо-
дить через криву 3x2 +2y2 +6z2+6x−12z+3 = 0, 2x−y+z+1 = 0, а
її твiрнi а) паралельнi до осi Ox; б) паралельнi до прямої x

1 = y−1
2 =

z−1
1 .

2. Скласти рiвняння конiчної поверхнi, напрямна якої задана рiвня-
ннями 3x2+2y2+6z2+12x+12z+12 = 0, x+y+z+3 = 0, а її вершина
знаходиться а) в початку координат; б) в точцi V (−1,−1,−1).
3. Скласти рiвняння поверхнi, утвореної обертанням прямої x+2

1 =
y−1
−2 = z−1

−1 а) навколо осi Oy; б) навколо прямої y = 2, z = −2.
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Тема 14. Зведення рiвняння поверхнi 2-го порядку
до канонiчного вигляду

ВАРIАНТ 1.
Визначити тип поверхнi, заданої рiвнянням −x2 + 5y2 − z2 − 2xy −
10xz+2yz+6 = 0, знайти її канонiчне рiвняння та канонiчну систему
координат.

ВАРIАНТ 2.
Визначити тип поверхнi, заданої рiвнянням 4x2 + y2 + 4z2 + 4xy −
10xz+4yz−9 = 0, знайти її канонiчне рiвняння та канонiчну систему
координат.

ВАРIАНТ 3.
Визначити тип поверхнi, заданої рiвнянням −4x2 +5y2 +5z2 +4xy +
4xz − 14yz + 18 = 0, знайти її канонiчне рiвняння та канонiчну си-
стему координат.

ВАРIАНТ 4.
Визначити тип поверхнi, заданої рiвнянням 4x2+y2+z2−8xy−8xz+
14yz +18 = 0, знайти її канонiчне рiвняння та канонiчну систему ко-
ординат.

ВАРIАНТ 5.
Визначити тип поверхнi, заданої рiвнянням 2x2 − 4y2 + 2z2 + 4xy −
8xz +4yz +3 = 0, знайти її канонiчне рiвняння та канонiчну систему
координат.

ВАРIАНТ 6.
Визначити тип поверхнi, заданої рiвнянням 2x2 + 2y2 + 2xy + 2xz −
2yz − 1 = 0, знайти її канонiчне рiвняння та канонiчну систему ко-
ординат.

ВАРIАНТ 7.
Визначити тип поверхнi, заданої рiвнянням x2 + 4y2 + 4z2 + 8xy −
8xz−2yz−9 = 0, знайти її канонiчне рiвняння та канонiчну систему
координат.

ВАРIАНТ 8.
Визначити тип поверхнi, заданої рiвнянням x2+y2+6xy+4xz−4yz+
4 = 0, знайти її канонiчне рiвняння та канонiчну систему координат.
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ВАРIАНТ 9.
Визначити тип поверхнi, заданої рiвнянням x2 + 4y2 + 4z2 + 8xy +
8xz +2yz +9 = 0, знайти її канонiчне рiвняння та канонiчну систему
координат.

ВАРIАНТ 10.
Визначити тип поверхнi, заданої рiвнянням −2x2 + y2 + z2 + 2xy +
2xz−4yz +2 = 0, знайти її канонiчне рiвняння та канонiчну систему
координат.
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