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� �"���%�!�� ��.�/�� ��!"� ,������������� p .!"+ 0 �� / "��� .!�+/!� �� �1
%���!� -��.�&� -��.� ��2 �� �%����� (!)��*���"���� ��.3 � ��!�� ��.�/��
�!*�� ���!(�"�/�� (!)��*���+ 2 ��(� /���  �� �!�� ��%��.�4���+ .�+����
/!/������ ��-�"+��!-! (!)��*���+� � �!/�"+��!�� ��.�/�� ��!"� ,���������1
���� p / "��� .!�+/!� -��.�&� -��.� ��2 �� �%����� (!)��*���"���� ��. �!/ 
 "�5� �!/ � �!"� �� ��" ����� p1. /-��.� 2 ���" %�!4� � �!/�"+��!�� ��.�/��
) "�5 ��� �� �%����, -��. 2 /������ �!)�! (�/�%� .�! !.�� �, (!)��*��� ��"41
%�2 � ��)� (�/�%� .�! �"���6 ��� 4 .�� ������� ( �!%� ��4 /! .!/ )�!�� � #!%� 
!(��%���+ ��%��, �� /���, (�/�% /��� � 7�8� 9�%� �� /�� -��.� /"+ ��!-!
��.�/�� .!�� ��4 !.���� � �!)!� 7�8�

'����%� (!)��*���+ ��. �-��. ��/ .!"+�� ���%�� �� � ��� � � � � +� (!1
)��*���+ -��.� ���) "�5� �!) � .����+%��! ���%���4 ��(� /��, (!)��*��� ��1
. �-��. �(!������ ���%���4 �"�� � ��. �-��.� �� ���!(�"�/� (!)��*���+ +��,
2 ��(� /���� 7�� �8� �!:!&� ;���/  �5�, ��.�/� � ��/ "��! � /!� ��(�"�����
( ��!� � (!)��*��� �"-�)�� +� "�-�! .���6!���"4���� � ���� ��, (!)��*���
��. �-��. ���.���"�/� !.�� (!)��*��� �"-�)�� < a, b | ab = ba = 0 > 7�� 
8 %�
�"-�)�� < a, b | a2 = b2 = 0 > 7<� =8&  /�+� ��(�"����� .�! ��. �-��.� �� �%��1
�!-! (!)��*���"��!-! ��.�> ��.�/!� �� �%���!� � "�!� .�!��!� ��. �-��.� 7?8
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�� 7�@���8� � � � ����� �� ���%�2�! �!/�"+�� �����%� (!)��*���+ ��. �-��.�
T2 �� , .�����!���� ��!*���  ( /�!, �"����� ��
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 ��"�����# $#��%���#
 ��. �-��.� T2 �� , .�����!���� �� /!)��*��� �
��)�& /�!�"������!� ��!*��� {1, 2} ��"�/�2���+  ( %!����!, �"����� � e, a, b, c>
e(1) = 1, e(2) = 2; a(1) = 2, a(2) = 1; b(1) = 2, b(2) = 2; c(1) = 1, c(2) = 1�
A��,!��4%�� :! �"����� e 2 !/�����4 ��. -��.�  /! �!-! * a2 = e, b2 = b, ab =
b, ba = c, c2 = c, ac = c, bc = c, ca = b, cb = b� "�-�! )�%��� �. /�������5�
��� (� ba (�� ��� c&� :! e, a, b ���!�44�� ������� �� ���,  ( ��(��%�"�����
�. �� /�!5���+��

�& ea = ae = a, eb = be = b3
�& a2 = e� b2 = b3
�& ab = b�
'����%�� (!)��*���+ �!(� ��!�� n ��. �-��.� T = T2 ��/ .!"�� K B ��

�(- /�! (�-�"��!-! !(��%���+ �����%�!-! (!)��*���+ ��. �-��.�& /!� "����
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 %����� �������	�
 �
*� �	�� ��%�	!���� ���#� ��
��	�	�� 
���
��!���� +��� ��%�	!���� X : T2 → Mn(K) �	
�����

 T = T2

������	��� �	�	&���� 
	��( �	��
��

R = {A = X(a), B = X(b)},

#� �	��������(�� �	���
�� ��������, A2 = E" B2 = B" AB = B�
-����	��������� �	��
��
� ��%�	!��� R = {A,B} � R′ = {A′, B′} �	
�����



T2 ���	�	& �����	��� �%������' �	��
�� C �	��'" #� A′ = CAC−1 � B′ = CBC−1

�	%�" #� �� ! �	��" A′C = CA � B′C = CB" #� 
�	��
��� %���* ������*�" %�
�	&�� ����$�� �������� C ���������� .	 ���� �������	��
� 
���������� �� ���	�
�	&" #� ��� ��%�	!���� R �� ��%�	!���� R′ ��!�	 
���$�
" ���%
�*
 �
��	���
����� �������	��� 
����������� � ����	�
 �	��
�� A � B" 	 
���� �%������ 
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���������� �� ����
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� �	��
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! �������	��� 
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�����

/���	 ���	 �	��
��
� ��%�	!��� R = {A,B} � R′ = {A′, B′} �	
�����

 T2

� �� �	��
��� ��%�	!���� R ⊕ R′ = {A ⊕ A′, B ⊕ B′}" ��

A ⊕ A′ =

(
A 0
0 A′

)
, B ⊕ B′ =

(
B 0
0 B′

)
.

 �%�	!���� R �	�
�	&���� �����	��
�" ��#� ���� �����	������ 
����$ ���
�� ���� ��%�	!���" � �������	��
� � ��*��� �	��� 0�� �	��
��
� ��%�	!���
�	
�����

 T = T2 ��� � ��� %�������' ����������
�����' 	���%�
� �	& �����
������	 1������2����	 
�� ������	������ �����	�� ���������� �	��
�����
��%�	!���� � 
���� ���� �������	��
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 T = T2 �	�
�	&���� ��������
�" ��#� �	�
�	����
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��� K" �	� ��
� ���� �������	&����" ������(& 4 �%� �	
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6���* �����" �	& ����� �	���
�
$ �	���
7�#� X : S → Mn(K) � �	��
��� ��%�	!���� �����' �	
�����

 S ��
��

�
#� ���
������ 
���	������ � S ����
�� ��
�
��
$ ������� e" �� ��%�	!����
X �����	������ 
����$ ���� ��%�	!��� X1 � X2" �	�
� #� X1(e) � ��
�
��	
�	��
�� � X2(s) = 0 ��� ���������� s ∈ S� 8�*
�
 ����	�
" ��#� � ���	�����
�	��
����� ��%�	!���� �	
����
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������� ����	
�� �
����� Q = X1(e) �����������
� �� �� ����� ������� ������
�� ��� �
������� ����� ����
�
 �����������
� ���	��
�� �� ����� �������

�
����� C �
�
� �� Q = CQ0C

−1� ��

Q0 =

(
E 0
0 0

)
;

��� � �
�
	� E ����
�
� �������� �
���� !����	
��"� ������� m ≥ 0#$

%��"	����� �
������ ����
&���� X̂ : s → C−1X(s)C !�����
	����� ����
�
&��� X#� ��� ����
�	�� ���������� �	������ e �
���� Q0$ '� ���������

X̂(e)X̂(s) = X̂(s)X̂(e) = X̂(s) !�	� ����	
��"� s ∈ S# � X̂(e) = Q0� ���	��
�� ��
� �
�����

X̂(s) =

(
X̂(s)11 X̂(s)12

X̂(s)21 X̂(s)22

)
!�������� �
 "�������
	
�� �
 ������
	
�� ���"� �
��� &� ������ �� � �
�����

Q0# �	��� X̂(s)12� X̂(s)21� X̂(s)22 � ��	
������ ������ �
���� �� ����
&����

X̂(s) � ����� ���� ����
&���� X1 : s → X̂(s)11� ��� ����
�	�� ����������

�	������ e �������� �
���� X̂(e)11� �
 ����
&����X2 : s → X̂(s)22� �	� ���"�

��� �
����� X̂(s)22 � ��	
�����$

�� ��������� 	�
�� ���
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� ���
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��
 T2 ��� �����
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����

��
�
 2� (��
 �
�"� �
�
"�
�
 ) ���
������ �
������� �����
����	����* ����
&��
 �
���"���� T2$

���
��� �� �������� 	
��
��� �
��
����� �
�������
 T2 �
� ����	 K
�
�
����
��
�
 2 �����
������ 	
��
���	� ����
����� �
�����

a → A0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

E 0 E 0 0 0 0 0 0
0 E E 0 0 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0 0 0 0
0 0 0 E E 0 0 0 0
0 0 0 0 E 0 0 0 0
0 0 0 0 0 E E 0 0
0 0 0 0 0 0 E 0 0
0 0 0 0 0 0 0 E 0
0 0 0 0 0 0 0 0 E

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

b → B0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

E 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 E 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 E 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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���	
 %& ��� ���� ����� ��� �������� �� ����	 
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� �������	� ���
��� 
	 ��������
� ��	�	#�� 
���	
� !� $����
� �	$���
�� �� 
� ��������	 ���	������ �� �� ����	��� �� $����	%'

������� �� �������� 	
��
��� �
��
����� �
�������
 T2 �
� ����	 K
�
�
����
��
�
 2 �����
������ 	
��
���	� ����
����� �
�����

a → A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

E1 0 0 0 0 0 E1 0 0
0 E2 0 0 0 0 0 0 E2

0 0 E3 0 0 0 0 0 0
0 0 0 E4 0 0 0 E4 0
0 0 0 0 E2 0 0 0 E2

0 0 0 0 0 E5 0 0 0
0 0 0 0 0 0 E1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 E4 0
0 0 0 0 0 0 0 0 E2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

b → B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

E1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E3 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

�� E1, . . . , E5 � ����� ��
�
��� 	
��
���

(�������	
�� �� ����� !��� �� ���% ��	�	#�� 
���	
�� ������� � �����
�"�

���� 
��	 ��� ��	� $������'
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����

� �� )� ������� �	��� 
	 ���������
� �	�� ���� 
���	#�� ����
������� ��$����$	 T2� ��� ���������� ��	�	#��
� ���
���� ��$�����$	 ��	�
�	#�� 
���	
�' )��� 
 ��� �� �	
����	� ���� � �
���" �����
 * �� + � ������

���	
� ����� �����	 !������ $�������� +% ��������� ��� ��� ���	������ ��
�� ��� ��� ����	��� �� �
��	'

(���"��	
� �� ��������� �����
	 +'
,�"�� R = {A,B} - ���������� ��$�����$	 T2 ��� $���
 K' ,������
��

�� A2 = E, AB = B, B2 = B � $��� K 
�� "�������	��	�� +' .#��	���� ��
��� ��
������ ����� ����� 
���� ������	� �� 
���	
� B 
�� ��������� ����

�� �� ���
�� �����

B =

(
E 0
0 0

)
.

/�������
� 
���	
� A � �������
� �	������ �� ���$������ �	����� B0

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
.

����� ������ ��� ! " ��#$�% �&''% ��(� ��



�� �� �� ���	
���
�� �� �� 
�������

���������	
� �������
 �������������� AB = B�(
A11 A12

A21 A22

)(
E 0
0 0

)
=

(
E 0
0 0

)
, �����

(
A11 0
A21 0

)
=

(
E 0
0 0

)
.

������ 
�	
�� �� A11 = E � A21 = 0� � ����

A =

(
E A12

0 A22

)
.

���������� �� ���� �������������� A2 = E� �����(
E A12

0 A22

)2

=

(
E A12 + A12A22

0 A2
22

)
=

(
E 0
0 E

)
.

� ��������� �������� 
�	
�

A12 = A12A22 ���

A2
22 = E � �

!�"�� ���� 
������� #����"���� R = {A,B} ������	���� �# 
����$�

A =

(
E A12

0 A22

)
, B =

(
E 0
0 0

)
�%�

� �� ��&� " ����� A12 �� A22 #���������'�� �������� ��� � � �(
)�#��	
��� ������ ��� ������������ ���������� 
� 
�"�
� �����
���� # A

� B� ��� �� #
��'����� �* #�&�����+ ��&��� ������ ��� �� ��
������ 
"� #��,
����� �������� �� �
����� ������( -��� ���� ������������ #��+��'	 ����*�� ���
#����"���� R �� #����"���� R = {A, B} ����&� " ��
�&� ��&���
� �����

A =

(
E A12

0 A22

)
, B =

(
E 0
0 0

)
,

�� ���� #���	���� #� ����
�&�' ��������� 
����$� X� ����� ��

A = XAX−1, B = XBX−1

��� �� ������������+ .��
�� AX = XA, BX = XB( !�������� �� ��� $��



����$� B � B ����� �$� �������	 �# �* �����������(

���������	
� �������
 �������������� BX = XB�(
E 0
0 0

)(
X11 X12

X21 X22

)
=

(
X11 X12

X21 X22

)(
E 0
0 0

)
,

�� ����� Xij 
����$� X #����� 
 ������������� # �����
� 
����$� A �� B( ������

�	
� (

X11 X12

0 0

)
=

(
X11 0
X21 0

)
,

����� ������ ���� �! ��"#�� $�%%� ��&� $$
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����
���� ���	������ T2 ��

����� X12 = 0, X21 = 0� � ����	�


X =

(
X11 0
0 X22

)
.

��
������ ����
 �� �������������� AX = XA�(
E A12

0 A22

)(
X11 0
0 X22

)
=

(
X11 0
0 X22

)(
E A12

0 A22

)
,

����� (
X11 A12X22

0 A22X22

)
=

(
X11 X11A12

0 X22A22

)
.

� ������
�� 
������� ������ ��

A12X22 = X11A12, A22X22 = X22A22,

��� �� ������������� ��
�� 

A12 = X11A12X
−1
22 �! 

A22 = X22A22X
−1
22 . �" 

#�$�� �	 �����	� �� ���
	��� ���
�$���� R = {A,B} �� R = {A, B} ����%
�������� ���� � �	�� ����� ���	 �	������ 
������� �! � �" & '��� $ (���
	�	
�� ���� ��������
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����
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� �� �� *	) 
������� � �	(���+ ���
	*� X �	%
��	���� �� ���+��	�	�	 ��
����
�����	 ��� ������ A12 �� A22 ���
�$���� R
������ ��� ���+�+,�
�� ��
����
�����	 ���������� � 
�����	 �� �����*��	 ��%
�
	*
 A �� B� ��� �� ��+,�
 �)�
�(� �	(���+ � �	�� ����+��� ��
����
���� � �
� �� �) ������	*���

� � 
�����	 ���
	*� A12 ��$�� 
��	�	 �����
�� ��������
�� ��
����
����-

� � 
�����	 ���
	*� A22 ��$�� 
��	�	 �����
�� ��������
�� ��
����
�����
��� �
	 *
��+ �� �����*��	 ���
	*
 A12 � A22 �
��� �
��	�	 ���
���� ��������
%
�� ��
����
����&

#�$�� ������ �
� ��	� � �������, �� ��������������� ���
	��	) ���
�$��

�	(���+ �. �����(
+�	 T2 � � ����	�
 � ���(��� ���) �� ���
	��	) ���
�$��
�
������������ ������ �
� ��	� ��
 ���
	*
 A12 � A22 � �������, �� ������������%
���� ��� ������ 
��������	 �! �� �" ��� $ ��
����
�����	 � �� � &

/��(������ *, �����+ �
� ���
	*� A12 � A22&
#����
�	 A2

22 = A22 ��	�& 
������
 �0  � �� ��
����
�����	 �	(���+ � � � 
���� $� �� �� ����� �	��
	����+,�	 
������
 �"  �
	������ ���
	*, A22 ��
����+���(� �	(���+

A22 =

⎛⎝ E 0 E
0 E 0
0 0 E

⎞⎠ , �1 

��	� ��(�� ��
	���	 �� $�
������� ��
���
��� ��
�	 ���������, ��
�������%
��, 
����� � �����*��& 2���� 
���	��	 ���
	*, A12 �� �
	 ��
�	���
�� ��+(	 +
������������� � 
���	���� ���
	*� A22 � ���
	�����	�
 
������, �3 � ������

A12 =
(

0 C D
)
, �4 
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�� ��
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	�������# �����
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���# ��
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���� K ����'���� � ��	
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��� D � �������
���������� �� K* �
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+�� ��� ��������� & '� ����& ����% �����	���% ��
�	��
���� ���� 
������
���'� ��	
��� A22� A12 �������  ,!�  -! 	� ��	
��� A22� A12 	����� � ��������

���� � ��
�	��
������  .!�  /! �������'��� �� ��� ��	
�'��% ���
����� R �
R!� ����� ������	� � "� ����% �����	���% ��
�	��
��� ��� ��	
��� C � D
����&


(�  0!�  ,! �  -! �������&� "� ���� ���
������ R �
������� �� ���	������
�������1

A =

⎛⎜⎜⎝
E 0 C D
0 E 0 E
0 0 E 0
0 0 0 E

⎞⎟⎟⎠ , B =

⎛⎜⎜⎝
E 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ .  2!

3� ����� 4 
���	� 5467 ��	
��� C � D  ��� �	��
��	� ���
������ ����$��
���
��������# ������� �� ���% ������	��! ����� �
����	� �� ��������� ������
��% �����	���% ��
�	��
��� �� ���	������ �������1

C =

⎛⎝ 0 E
0 0
0 0

⎞⎠ , D =

⎛⎝ 0 0
0 E
0 0

⎞⎠ .

���������� ������� A12 � A22 �� !� !"�� ! #�$��%��� ��&��� '��(������ ��#��)��* A′
12

� A′
22� �� *�+ $�"%��'�� � #� #��,�+��, ( � ���- �����%��. $�*�% ���*���- �� $���&��� '����

#�$��% ��+�

��")� (�'��) /01���* "�2�"� �344� (�#� ��
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�� 
� �����
� � ��� �� �������
�� �������� �����
� ����� ������
��� �����
� �������� ���������� ���	��� ���� ���� � ��� �� ������� �� ��!

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

E1 0 0 0 0 0 E1 0 0
0 E2 0 0 0 0 0 0 E2

0 0 E3 0 0 0 0 0 0
0 0 0 E4 0 0 0 E4 0
0 0 0 0 E2 0 0 0 E2

0 0 0 0 0 E5 0 0 0
0 0 0 0 0 0 E1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 E4 0
0 0 0 0 0 0 0 0 E2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

E1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E3 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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�
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��������� �� %� ������� & ������� ������ ���� �����	���' �����������'
��������( ���������� T2$

������
 �� ��������	
� ��
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� �������
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��������� T2 
�	 ����� K
�����
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��� 2 ��������
���� � 
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� 	� ��������
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�� 
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��
�� ������
� 
���������


���� �������

����

1) a → 1� b → 0 

2) a → 1� b → 1 

3) a →
(

1 1
0 1

)
� b →

(
0 0
0 0

)
 

4) a →
(

1 1
0 1

)
� b →

(
1 0
0 0

)
 

5) a →
⎛⎝ 1 0 1

0 1 1
0 0 1

⎞⎠� b →
⎛⎝ 1 0 0

0 0 0
0 0 0

⎞⎠!

)������ �� ������� & ������� � �� ���(*	�� �������� ���������	 �����*
����� T2 ��� ����� K '������������� 2 ������������ ��	��� ���� ��������(
����	�� &�+,�$ )� ���� �� ���������	 &�+,� ������� �������������� �� �������
��������( ��������- ����������� 
� ������� �� ����� �� �����
�� 	�� ����������
�������� b� ��
�( ����� ������$

.���/����	 ���������	 � ����� �� ��� ���������	 &�+,� �����������$ 0���
�������� ��������� ���������	 R ����	�� &�+,�� �� ������ ���(�� �� ���������

����� ������ ���� �! ��"#�$ %&''$ ��(� %%
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