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We obtain some results concerning the investigation of the solutions of certain type
of boundary–value problem, subjected to two–point non–linear boundary conditions.
We show that it is useful to reduce the given problem to the parametrized one with
linear boundary restrictions containing some artificially introduced parameters. To
study the transformed two–point problem we justify a method, which is based upon
special type of approximations constructed in an analytic form. The introduced
parameters can be found as solutions of so-called determining system of algebraic
or transcendental equations.


������� ����� ���������� �� ���������� ��������  � ���!"����! ���#�!$
����% &�! �'� �&�� &��&������!� $ �!���%��!�  ��� �# � '�� % � ���(
!��� )���������� �*���! ���� �!���  � �� �+ ����%� �� &���������!� �+ ���(
#�!�+ ����%� � �� �# � '�� % � ���!��� ��� ������� ����� ,��% � !!��� �
&�������� ��� !!%�  � &����!��� �+ �!���%��!�+ ����%� �-.�� ��!������ ��(
���� �� -��������  � �&�/���� �'� �&�  �-���  �$� &�-���!� $ ! � ���(
�% �# *����� 0!��� � &������� � �$������� �� ���!"��� ��� �!� �+ �����
��'�-��+% $ % ��� �/� �� � $ ��! � ��

����+� � �� �# ��-��� &��&� ���� �� &��$�� ��� ��������  � �����
 ��� �# $ �*��� /���� $ ��! � �� &��&������!� $  ��� �# � �!���%��!�
���#�!� ���!��� ��# -��������  � &���$��� �� ���#�!�+ ����%� � �� �# �
'�� % � ���!�� ,��$�� &��$�����'� �&� &���������/�+� ������� %(
���� �1� ����% � �$��� ��������  � �� �!�  � ���!"���� ��  �-��� �+ #�'�
&�-���!� 2*���! ���� ���'����!� �'� ������ ���� ���������  � ��������!(
 ��� &�������

,� �������-�� .���/0� 3��'�� ���  ��� �# � �!���%��!� ���#�!� ����%� �
 ��� �# � '�� % � ���!��  ����& �'� !'����4

dx (t)

dt
= f (t, x (t)) , 5�6

g (x (0) , x (T )) = 0, 5	6

�� t ∈ [0, T ]� x ∈ R
n� *� �/�+ f : [0, T ] × D → R

n �� g : D × D → R
n (n ≥ 2)

 �&����! �� � � �� � D ⊂ R
n 7 ���� � � �-���� � �-������

8���%� &���'�� � !��,���  �  �&����! �1�*��� /�#�! �'�  � &�������
[0, T ] ���!"���� ����� �*��� /���� $ ��! � � 5�6� �� ����!��� ��  ��� �#(
 � '�� % � ���!�� 5	6�

)�������� �� ������� ���#�!�+ ����%� 5�6� 5	6 ��/��� � ���'����� ������
�*��� /���� $ ��! � � 5�6 &� &�! $ &���������!� $ '�� % $ ���!�$�
�� ��$ &����- � &��� �� ����� ������ ��'�-��+% $ % ��� �/� �� � $
��! � � ��� !� �%�  � � �%� � !!��� $ &��������!�
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 �������� ����	���� ��	����� �������� ���	

���� �������� �������� ����
� ���� ��� � ��
�� t = 0 �� t = T �����������
z1� z2� � � � � zn �� λ1� λ2 � � � � � λn �����������

x(0) = col (x1(0), x2(0), . . . , xn(0)) = col (z1, z2, . . . , zn) ,
x(T ) = col (x1(T ), x2(T ), . . . , xn(T )) = col (λ1, λ2, . . . , λn) .

���

����������� ������ ����� ��� �� ������ 
�����

Ax(0) + Cx(T ) + g (x(0), x(T )) = Ax(0) + Cx(T ), �!�

�� A � C " �������� �����#� �������� �� n� ���
��� detC �= 0�
$���� ����%
� �����������#�% ���� ��&������ '����
�� ����� �!� ����	

(��) � ���
Az + Cλ + g (z, λ) = Ax(0) + Cx(T ). �*�

$������ �����
�����

d(z, λ) := Az + Cλ + g (z, λ) , �+�

��
z := x(0) = col (z1, z2, . . . , zn) ,
λ := x(T ) = col (λ1, λ2, . . . , λn) .

�,�

-&�  ���.���� �/
� &��) ��&����� � �������� �*� C ≡ In� In " �����
��
�����#� �������� �� n×n� 0��� � ����������� �+�� ������ ����� �*� ��/����)
��'&����

Ax(0) + x(T ) = d (z, λ) . �1�

���������� 	
 2��3��� ��������� ��&������4 �����
���4 ������4 ��	
��
� ���� ���  �������5 � ���3���% ��� ��������� ����
� ���� �1�� �� ������&)	
��%�) ��������� ������ ����

-&� �� &��3���� ����6������4 ������4 ����
� ���� �1� �/7�����5�� �����	
����� 
� �&)��8���&���
��  ����� �� /���5�) � �� ������ �� &������� ��/&�	
3��)�

�� �	���	�� �� 
�������� �	���	���� ��������� 9� � ���� ������4
6��#�4 f � ������ 
� ����  � ���� ��6����#��&)��� ������) ��� �����
���
������

δD(f) :=
1

2

[
max

(t,x)∈[0,T ]×D
f(t, x) − min

(t,x)∈[0,T ]×D
f(t, x)

]
, �:�

�&� ��'�  ������&��� ������� �)�

δD(f) ≤ max
(t,x)∈[0,T ]×D

|f (t, x)| .

; ����� �� �:�� � ���3 ���&�'�
���  ��������(����� ��3
�� ���� | · |� ≥� ≤
�� �����#�4 ���� ��� ��3 �������� ������%�) � �������������

-&� z ∈ D� λ ∈ D ��'&��� �,� ������� � ���'&�� ����� β : D × D → R
n�

β (z, λ) :=
T

2
δD(f) + |d (z, λ) − (A + In) z| . ��<�
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 �	 �� ����	�	� ������ ���
 ��� ���	������� �������� ��	���
�� ���� �� f �!�!�!���� � 	"���� [0, T ]×D �� ���	�	���# ��	�� $��%� ��

|f(t, u) − f(t, v)| ≤ K |u − v| , ����

�� ���& t ∈ [0, T ] , {u, v} ⊂ D
 �! K = (kij)
n
i,j=1 ' �!��� ���� ����� � �

�!���(#����� �	��	�!�����)
�� ��	*���

Dβ := {z ∈ D : B(z, β(z, λ)) ⊂ D, ∀λ ∈ D ⊂ R
n}

�!�	�	*��
 �! β ' 	�� B(z, β(z, λ)) �	��� z ∈ D
 �	 �������#���� ���������
���	��

B(z, β(z, λ)) := {x ∈ R
n : |x − z| ≤ β(z, λ), �� ���& λ ∈ D ⊂ R

n} ;

�� ��!�������� ������ r(K) ����� � K ���	�	���# �!���������

r(K) <
10

3T
. ����

+� �	���*!��� �	��(����� �����!����	���	� ����	�	� ������ ���
 �,� ��!�!-
�	 � �	�.�� �	���	������ ���� �� {xm}
 �	 �������#���� �!���!����� ����-
����	%!�����

xm(t, z, λ) := z +

∫ t

0

f(s, xm−1(s, z, λ))ds−

− t

T

∫ T

0

f(s, xm−1(s, z, λ))ds +
t

T
[d (z, λ) − (A + In) z] , ��/�

�! m = 1 , 2 , 3 , . . . , x0(t, z, λ) = col(z1, z2, . . . , zn) = z ∈ Dβ,
xm (t, z, λ) = col (xm,1 (t, z, λ) , xm,2 (t, z, λ) , . . . , xm,n (t, z, λ))
 � z �� λ �	�.���-
����� �� �����!���0

$!.�	 �!�!�	������
 �	 �� ���& m ≥ 1
 λ ∈ D � z ∈ R
n
 ���� �� xm ���	-

�	������ ������ .������� ��	�� �,�0
1�������	 ����	����� �"�*����� �	���	��	��� ��/� �� ��������	%!��� �� .��-

����	� ���� �� �	 �	��(���� ��&���	� ����	�	� ������ ���
 ���0

������� �� ����� ���	
�� f : [0, T ] × D → R
n � ����� ������� ������

�� �������
������� ������� ���� � ��	�� �������������� 	������ ����� � �
����������!�� ����� "� # $�%

&��� �� ���� ��	������� λ ∈ D �� z ∈ Dβ'
�% (�� ���	
�) ������������ ��*� ���������+�������
������ �� ���������

��!�� �������������� 	������ ����� � �'

Axm(0) + xm(T ) = d (z, λ) , ��2�

,-��.�*�% % % %
�% /������������ ���	
�� ��*� ���������� �0�1�2���� �������� t ∈ [0, T ] ��

m → ∞ �� 1�������) ���	
�)

x∗(t, z, λ) = lim
m→∞

xm(t, z, λ). ��3�
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�� �� �� ���	
��

�� �������� �	�
�� x∗ ���������� �����
��	 	���	

x∗(0, z, λ) = z,

� ��
�� ��������������� ������� 
������ 	�����

Ax∗(0) + x∗(T ) = d (z, λ) .

�� �������� �	�
�� ���� �� � �! t ∈ [0, T ] �����  ������ ����������"
��������������� ����#�
�� ����$������$� ������

x(t) = z +

∫ t

0

f(s, x(s))ds − t

T

∫ T

0

f(s, x(s))ds +
t

T
[d (z, λ) − (A + In) z] , ����

�� �
����������% ���	 ������ &�'� �� ������
�����%  � ���� ������������(
��! �������

dx

dt
= f(t, x) + Δ(z, λ), ����

x(0) = z, ����

�� Δ : Dβ × D → R
n ) ����*������+ ,� ����������   ��������'�����

Δ (z, λ) :=
1

T
[d (z, λ) − (A + In) z] − 1

T

∫ T

0

f(s, x(s))ds. ����

�� -���������� ����
� ���!����� �	�
��% x∗ ��� %% m"$� ��*������ xm ��
� �! t ∈ [0, T ]�

|x∗(t, z, λ) − xm(t, z, λ)| ≤ 20

9
t

(
1 − t

T

)
Qm(In − Q−1)h(z, λ), ��	�

��
h(z, λ) := QδD(f) + K |d (z, λ) − (A + In) z| , ����

Q :=
3T

10
K. ����

������		
� 
������ �� ������������� ������� ���� � ������������ !�"�
� #$�$%����� �&����&� C([0, T ], Rn)' (��)$��� ���$*��� �� xm(t, z, λ) ∈ D� ��+
���% (t, z, λ) ∈ [0, T ] × Dβ × D� m ∈ N'


������ �,��&,����� ), ������ -�, �'� . /�0 ��,�' �$��* -�� � /�0 �$
-�� � /�0�1∣∣∣∣

∫ t

0

[
f(τ) − 1

T

∫ T

0

f(s)ds

]
dτ

∣∣∣∣ ≤ 1

2
α1(t)

[
max
t∈[0.T ]

f(t) − min
t∈[0,T ]

f(t)

]
, ����

�

α1(t) = 2t

(
1 − t

T

)
, |α1(t)| ≤ T

2
, t ∈ [0, T ] , ��2�

�. ���������"��+ ���� �&, m = 0 ��&,�����1

|x1 (t, z, λ) − z| ≤
∣∣∣∣
∫ t

0

[
f(t, z) − 1

T

∫ T

0

f(t, s)ds

]
dt

∣∣∣∣ +


���� ������ ������� ������ � !!� ��"� ��
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+ |d (z, λ) − (A + In) z| ≤ α1(t)δD(f) + |d (z, λ) − (A + In) z| ≤ β(z, λ). ����

����	
�� � �������� ����� �����	��� 	� �������� �� x1(t, z, λ) ∈ D ���
(t, z, λ) ∈ [0, T ] × Dβ × D�
�� �	������ ��� �� ��������� �� ��� !����" �#$� ���� �%� ��& ��'

 �� D� ∀m = 1 , 2 , 3 , . . . � t ∈ [0, T ]� z ∈ Dβ� λ ∈ D�
(��)%
��� ������ ������*

xm+1(t, z, λ) − xm(t, z, λ) =

∫ t

0

[f(s, xm(s, z, λ)) − f(s, xm−1(s, z, λ))] ds−

− t

T

∫ T

0

[f (s, xm(s, z, λ)) − f (s, xm−1(s, z, λ))] ds, ��+�

�������� � � � �

,������� rm(t, z, λ) := |xm(t, z, λ) − xm−1(t, z, λ)|� �������� � � � �
�������������� ����� ��$� �� ���������� ����� -��.��
 �##�� �	�� ���*

rm+1(t, z, λ) ≤ K

[(
1 − t

T

) ∫ t

0

rm(s, z, λ)ds +
t

T

∫ T

t

rm(s, z, λ)ds

]
, ��/�

∀�������� � � � .
0� ����� �������� ���� �����*

r1(t, z, λ) = |x1(t, z, λ) − z| ≤ α1(t)δD(f) + |d(z, λ) − (A + In) z| . ��1�

������������ ����� -��� $ � 2$3*

αm+1(t) ≤ 10

9

(
3

10
T

)m

α1(t),��������� � � ��4�

	%
 ���%�	������ !����5

αm+1(t) =

(
1 − t

T

) ∫ t

0

αm(s)ds +
t

T

∫ T

t

αm(s)ds, m= 0 , 1 , 2 , . . . �$6�

α0(t) = 1, α1(t) = 2t

(
1 − t

T

)
.

� �������
� ������� �$6�� � ��/� ��� m= 1 ���%����*

r2(t, z, λ) ≤ KδD(f)

[(
1 − t

T

) ∫ t

0

α1(s)ds +
t

T

∫ T

t

α1(s)ds

]
+

+K |d (z, λ) − (A + In) z|
[(

1 − t

T

) ∫ t

0

ds +
t

T

∫ T

t

ds

]
≤

≤ K [α2 (t) δD(f) + α1(t) |d (z, λ) − (A + In) z|] .
�� �	������ �� � ��������� ��

rm+1(t, z, λ) ≤ Km
[
αm+1(t)δD(f) + αm(t)

∣∣d (z, λ) − (A + In) z
∣∣], �$#�


���� ���� � �!"#$#% ��&'�( )*++( � ,� ))



��� �� �� ���	
��

��������� � � �
�� αm+1(t), αm(t) �������	
�� ������ � ����� � δD(f) ��� ����� ����
� �������
���� ��������
� ����� �� ��������� ��� ��!� ����"#���$

rm+1(t, z, λ) ≤ 10

9
α1(t)

[
QmδD(f) + KQm−1

∣∣d (z, λ) − (A + In) z
∣∣], ����

∀��������� � � �
�� ��
��% Q ��� ����� �����
&���� � ���'#����� �%���� ����� ��������� ���
#��# �����%	$

|xm+j(t, z, λ) − xm(t, z, λ)| ≤ |xm+j(t, z, λ) − xm+j−1(t, z, λ)|+
+ |xm+j−1(t, z, λ) − xm+j−2(t, z, λ)| + . . . + |xm+1(t, z, λ) − xm(t, z, λ)| =

=

j∑
i=1

rm+i(t, z, λ) ≤ 10

9
α1(t)

j∑
i=1

(
Qm+iδD(f) + KQm+i−1 |d (z, λ) − (A + In) z|) =

=
10

9
α1(t)

[
Qm

j−1∑
i=0

QiδD(f) + KQm

j−1∑
i=0

Qi |d (z, λ) − (A + In) z|
]
. ����

(� ������ #���� 	
� ����
������) ����#� ��
��%� Q �����# ���� �� ������*
+#� �� &��� �����$

j−1∑
i=0

Qi ≤ (In − Q)−1 , lim
m→∞

Qm = On,

�� On , �#����� ��
��% ���������
� n × n�
&��# � ��������
� ���� ��"��� ���-�
� ��������� +�� ������ � ���
�����

.� �� �����������
� /#��%�) {xm}� �� ��������
�� /���#��	 �!��� ����������
�-����
�� �� ���"��� [0, T ] × Dβ × D �� ����0 ��������0 /#��%�0 x∗�
1������� /#��%�0 xm �����������
� �!�� ���������	
� ���)��� #���� �2�

��� -#��3��' �������' ������
���� x∗ 
���" ���������� %� #�����
4�� ����'��� � �!�� �� �����%� ��� m → ∞� ����"#���� +� �������� /#�*

�%� ���������� ��
�������� ������ �!5�� � �
"�� � ����6���� ������ .� �
�!7�� �!2�� �� Δ (z, λ) ��������
�� ������ � �!��� 1%���� ���� � -������������
��������� ��������
� �����

������ �������

�� ��������	 
���	����� 4��� � �!� -#���� �������
� ������ � ��*
�
�)��� �-#����� # �����) ���
���$

dx

dt
= f(t, x) + μ, t ∈ [0, T ] ��8�

� ����
������ #������
x(0) = z, ��9�

�� μ = col(μ1, . . . , μn) , ���#	��) ������
�� 4���"���� +� �� ������ /����*
������ z ∈ Dβ, λ ∈ D ������
� μ ��"�� ��-��
� 
���� ������ +� ����6���
x = x(t, z, λ, μ) ������ .� � ��8�� ��9� � 
�) "� ��� � ����6���� ����)��0 ����*
��
��������0 ���)���0 ������ ��8�� �2��


���� ������ ������� ������ ����� �� � ��



��� �������	

� ������� ��� � 
	��
��
��� ��
��
���
������ ���

������� �� ����� z ∈ Dβ � λ ∈ D � �	
����� ��	� ����� 
���	���
���������	� �	 
��	������ 
�� ��	
� ��	���� ��

�	�� �	�
 ��	� x = x (t, z, λ, μ) �	����	
	! ������ "#$%� "#&% ���	
	���' ���(
�	
� ��	
� ")% �	�� � ������ �	��� �	�� x = x(t, z, λ, μ) ���
����' � *����	�
+��,�'� x∗ �	����	
	��� "�#%� -��� �	*	�

μ = μz,λ =
1

T
[d(z, λ) − (A + In) z] − 1

T

∫ T

0

f(s, x∗(s, z, λ))ds. ����

���������� .	��������� ����	 
 ���
	 ������ ������� ������������
��� �
���� ���� μz,λ ��� 
����� ����� � !�"���� # 
����
��$ %" ���  ������ z
�� λ ������� �#&� �"���"
�"�� �#�� � ������ �" 
'� ("� (��	"
")  ���� ����$
�*�$ ("�� μ = μz,λ� +�� �"�"$ �������� �,�(�� x∗ = x∗(t, z, λ, μ)  ��"
"�����
	 �"���("
 ,�"
� ��&�$ �"-�" � �" 
'� ("�  ���� +". ����$ ��&� ���  ������
��������, μ = μz,λ�
��	/�������� /��(�,��" �"
����  ������� μ̄ ∈ R

n �� ����,����"$ %" �"����
("
�  ����� ��0�$ ��&�1

dx

dt
= f(t, x) + μ̄, t ∈ [0, T ] ��0�

��� �" 
'� "( x̄ = x̄(t)$ �(�	  ��"
"����� (��	"
 ,�"
� �*�� !"� x̄ � �" 
'� ("�
���������"�" �
�����1

x̄(t) = z +

∫ t

0

f(s, x̄(s))ds + μ̄t ��*�

��� 
�� t ∈ [0, T ]�
2�� t = T  ��*� ����"1

T μ̄ = x̄(T ) − z −
∫ T

0

f(s, x̄(s))ds. ��3�

/� ����,%����� �,�(�� x̄  ��"
"����� (��	"
 ,�"
� �*�1

Ax̄(0) + x̄(T ) = d (z, λ) , ��4�

� ��("5 �"���("
 ,�"
�
x̄(0) = z,

 
�(� 
����
�� �
����1

x̄(T ) = d (z, λ) − Az. ��#�

2����
��6�� ��#� , ��3�$ "�������"1

μ̄ =
1

T
d(z, λ) − 1

T
(A + In) z − 1

T

∫ T

0

f(s, x̄(s))ds. ��7�

/ �."�" -"(, 
5� �"
����"$ %" �������� �,�(�� x∗ � �" 
'� ("� �"����
("
")  ���� ����$ ��&� ��� μ = μz,λ 
�����, ���� ��  ��"
"����� (��	"
 ,�"
�
�*��


���� ��� !� �"#$%$& � '(�) *���) �!+� **



��� �� �� ��	
���

���������� �	
������

x∗(t, z, λ, μ) = z +

∫ t

0

f(s, x∗(s, z, λ, μ))ds + μz,λt, ����

Tμz,λ = x∗(T, z, λ, μ) − z −
∫ T

0

f(s, x∗(s, z, λ, μ))ds, ����

Ax∗(0, z, λ, μ) + x∗(T, z, λ, μ) = d(z, λ), ����

x∗(0, z, λ, μ) = z.

�� ������ ��
��� ��������� ����� ���
��	�� ��

μz,λ =
1

T
d(z, λ) − 1

T
(A + In) z − 1

T

∫ T

0

f(s, x∗(s, z, λ, μ))ds. �� �

!���	���"#�� ��$� � ��%�� � �� � � ����� ����� �� ��" ������� t ∈ [0, T ]

x̄(t) = z +

∫ t

0

f(s, x̄(s))ds +
1

T
[d(z, λ) − (A + In) z] − 1

T

∫ T

0

f(s, x̄(s))ds, ��&�

x∗(t, z, λ, μ) = z +

∫ t

0

f(s, x∗(s, z, λ, μ))ds +
1

T
[d(z, λ) − (A + In) z]−

− 1

T

∫ T

0

f(s, x∗(s, z, λ, μ))ds. ��%�

��������� �� ' (��
��� ) x̄ ∈ D � x∗ ∈ D* +�������� �� ' ��&�� ��%� ��,��-
�� 
�����	.�

x∗(t, z, λ, μ) − x̄(t) =

∫ t

0

[f(s, x∗(s, z, λ, μ)) − f(s, x̄(s))]ds−

− 1

T

∫ T

0

[f(s, x∗(s, z, λ, μ)) − f(s, x̄(s))]ds. ��/�

0' �,�������1���" ��/�� �� ������ ����� 2�,1�3" �))�� ����� �� ����3�"

ω(t) = |x∗(t, z, λ, μ) − x̄(t)|, t ∈ [0, T ] ��4�

'������.�" ��	��
��.�� ��
�����	��

ω(t) ≤ K

[∫ t

0

ω(s)ds +
t

T

∫ T

0

ω(s)ds

]
≤ Kα1(t) max

s∈[0,T ]
ω(s), t ∈ [0, T ], ��)�

�� α1(t) �� ����"� �$��*
5���
��	���#�� ��)� 
���
��	��� ,
�6����� �� �3�����

ω(t) ≤ Kmαm(t) max
s∈[0,T ]

ω(s), t ∈ [0, T ], ��$�

����� ������ ������� ������ ����� �� � ��



��� �������	

� ������� ��� � 
	��
��
��� ��
��
���
������ ���

�� m � ������	� 	
��
��	� ������ 
 ��	���� αm ���	
�
����� �������	���	�
	�� ��� ! " �
#��
		�� ���	�� �$% � � 	���	���� �&$ ��� ��'	�(� m ∈ N

����
)��*

ω(t) ≤ 10

9
Kα1(t)

(
3T

10
K

)m−1

· max
s∈[0,T ]

ω(s), t ∈ [0, T ]. �&� 

+��������� � ���
		�, 	���	���� m → ∞ �
 �
#������ ��
�������� �-$ �
��#����� �� ���	����� .�

max
s∈[0,T ]

ω(s) ≤ Qm max
s∈[0,T ]

ω(s) → 0.

/� ��	
�
)� �(��	� � �&� � .� ��	���� x̄ �����
�
) � x∗! 0�#����� � �1$ �

�12 � ���'�)��� .� μ̄ = μz,λ!

������� ������	�


0���	��� ���	���		� (
	��	�� ��	���� x∗ ��������	���� �-� �� ���3����
�

�������
	�� �
,���� �
�
�� �- � �4 �� �����
��	�	�� �, �
�
�� �- � �$ !

������� �� ���� ��� ������� ���� ���� ��� ����	������ �����  �!"�

���� #� (x∗(·, z∗, λ∗), λ∗) $ ����%����� #���������	�� ������� ����

���� �&� ���� � ������ ����� ���� z∗ = (z∗1 , z
∗
2 , . . . , z

∗
n)� λ∗ = (λ∗

1, λ
∗
2, . . . , λ

∗
n) '�(

���� �������	��� ������� �)�'���	�� �� ��	�*�	��	�	�� ���	�	�+

Δ(z, λ) =
1

T
[d(z, λ) − (A + In) z] − 1

T

∫ T

0

f(s, x∗(s, z, λ))ds = 0, �&1 

x∗ (T, z, λ) = λ. �&& 

���������� 5���
�	�� �������
�� 6����� $ �
 ���������� .� �����	�
��
��	� ��	�		� �-7 �����
�
) � �- ���� � ������ ����� ���� (z∗, λ∗) �
������	�)
��	�		�*

Δ(z∗, λ∗) = 0.

" �
#��
		�� �
��	� ���		�# �� �
 �����
��	�	���� �- � �$ � �- � �4 � ����
���	�� .� (x∗(·, z∗, λ∗), λ∗) �����
�
) � ���3����� �

�������
	�� �
,����
�
�
�� �- � �� � �4 ���� � ������ ����� ���� (x∗(·, z∗, λ∗), λ∗) 8��� �
������	���
��	�		�*

x∗ (T, z, λ∗) = λ∗.

6�8�� �

 (x∗(·, z∗, λ∗), λ∗) ) ���3����� �

�������
	�� �
,���� �
�
��
�- � �4 ���� � ������ ����� ���� ����	�)���� �&1 � �&& !

������� ������	�


9
����	� ����'�		� ��������� .� ���	
�
��	
 ������
 ��	�	� �&1 � �&& 
���	
�
) �����'���� ���3���� ��#��	�� �
,���� �
�
�� �- � �$ !

	��� 
� ���� ����	������ ��� ����� ������� �
 ,��� ��)�� ��	���� ��(
��� ������� z ∈ Dβ � λ ∈ D� -� �������	���� ������� ���	���	�� ���	�	�
�./�� �..�


���� 	���	��	 ����� ��� ���� ��� �$ ����%���� x(·) ����� -�+
x(0) = z,
x(T ) = λ.

�&2 
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��� �� �� ��	
���

������ ��	�
 ��� �� ��	����

x(t) = x∗(t, z, λ), t = [0, T ], ����

�� x∗ � 	������� ������� ������������� ��� ! " �������� ��#� ���$��� %�����
�� 
 �& �� ��%�'�%�� x(·)
 ���� ��� �(��'�%���� �� ��	��� �)* 
 � ������
��%��������+ ������� �), 
 �)) %�������������� ���

z = x(0),
λ = x(T ).

���������� ����	
 ��
����
������ ��
��	� � �� �� ��
 ������� ���
z ∈ Dβ � λ ∈ D� �
 ���
�
������� �����	� ����� �����! ������� ��"�� �����
�
��� �� 
��
�� ��
��	� �� #��$�� ���� % �
��&��
	 ��'
�
( ���� � �)�� ���� *
��+
,
 -
�� ��
 x(·) % �
��&��
	 ��'
�
( ���� � �)�� ���� �
�� $� #��$�� .
�
��&��
 ���� � /
+� ��"�� ���� 0��

μ = 0,
z = x(0).

�� � x(·) ���
�
����% ��'
�� �	
�� ���� � � ���!������	 ���� � 0���	��1
���
���� ��'
�� �	
�� �2�� �
 � ��
��	� � ��0����%� �
 	�% 	��$� �������� �����
/��	 �
,
�

μ = μz,λ = 0,
z = x(0),

��2�

�� ���
� λ ����� �%���� �,���
 � ���� 3���� μz,λ 	�% ��,��� ��4�� �
	� 0��+�
�������� ��"� ����� ����
( �����	� ���
�
����%����� ��


z = x(0), λ = col(x1(T ), . . . , xn(T )) :

Δ(x(0), λ) = 0. ��5�

*��+�
� �� �2� -��0
�������
 ��0����%� �
 ' ���,� �������� ���� ����� ���1
�
( �����	� ��
6 ��
��%�����

���	  ��
	� 	� ������ 0��� (z, λ) = (x(0), x(T ))� �
 ���
�
�������
�����	� ����� �����! ������� ��"�� ����� �
 � �
�
���� ���� ��	��

-�� ��������!

	
��
����� � 7
�
��� ��������� �������$�( ���
,
 	��
�� 0
�&����� �
���+�����	 ,���� �
( #��$�( x∗. 3��� � -���+
��� ��0���� $� 0�
-��	�
	
6�� ����+���� ��
����
��� � �������
��� ��-��6��
,
 �
��&��� xm, 0
1
-��
���
,
 � ������� ��' #
�	��

8�� ���
	� m ≥ 1 ����� �	
 #��$�� Δm : Dβ ×D → R
n �,���
 #
�	���9

Δm (z, λ) :=
1

T
[d(z, λ) − (A + In) z] − 1

T

∫ T

0

f(s, xm(s, z, λ))ds, �4:�

�� z �� λ ����� ������ �0������
+����	 ���� ;�� �
����6���� �
��&���
���
0���	�����
���
( ��'
�
( ���� � �)�� �2� -���	
 �
�,������ ��-��6��� �����1
 ����� �����	� ��,�-��( ��!  � �����$��������! �������� �� ��,����% �����1
0��	  ��
	9

Δm(z, λ) =
1

T
[d(z, λ) − (A + In) z] − 1

T

∫ T

0

f(s, xm(s, z, λ))ds = 0, �4)�

����� ������ ������� ������  ���� ��!�   



��� �������	

� ������� ��� � 
	��
��
��� ��
��
���
������ ���

xm (T, z, λ) = λ, ����

�� xm � ��	
�����	���� ��������� ��	����
��� ��������������� �����
 ������!�� "� �� ����������# ���� �� �$�%!������ m ���
��� �&'�� �&&� 
�

����� ���� $���
! ���
�
�!� $%��!	��� � ��� ����� ��$��������
���
!�� ��(

��$�� 
�����
! �����	���� ��$%�)���*� ����+��	� ��#����, 	��-���, ������
���� ����

�� ������	�
��
 ��
��	�� .��*%����� ���
��� ��%���-��# ����������%!(
��# ������! {

dx1

dt
= 0.05x2 − 0.005t2 + 0.1 = f1(t, x1, x2),

dx2

dt
= −x2

2 + 0.5x1 + 0.01t4 + 0.15t = f2(t, x1, x2),
����

�� t ∈ [0, 1]�
� ��%���-���� ���
��	����� *��������� ������� ��*%���/{

g1(x(0), x(1)) := x1(1) − x2(1)2 + x2(0) − 0.09 = 0,
g2(x(0), x(1)) := x1(0) + x2(1) − x1(1) = 0.

��'�

0����)���� "� 
����� ����+��	�� ������ ����� ��'� 1 ���	��,/{
x∗

1 = 0.1t,
x∗

2 = 0.1t2.
��&�

2��-��� ������ ����� ��'� $����� ���*%���
� �� ���)���/

D = {(x1, x2) : |x1| ≤ 0.42, |x2| ≤ 0.4} . ����

 ���
������ *������� ����� ��'� ���
����� �����/

Ax (0) + Cx (1) + g (x (0) , x (1)) = Ax (0) + Cx (1) , ��3�

�� A =

(
1 0
0 0

)
, C ≡ I2 =

(
1 0
0 1

)
,

g (x (0) , x (1)) = col (g1 (x (0) , x (1)) , g2 (x (0) , x (1)))�
0������� �������� 	�������
 ����+��	� ������ ����� ��'� � 
��	�# t = 0 �

t = 1 ������
���� z1� z2 
� λ1� λ2 ����������/

x(0) = col (x1(0), x2(0)) = col (z1, z2),
x(1) = col (x1(1), x2(1)) = col (λ1, λ2).

��4�

0 ��	����
����� ������
������, ��4�� ����
������ 	��-��� ����� ��3� ����(
��
!�� 
�	/

Az + λ + g (z, λ) = Ax (0) + x (1) , ��5�

��
z = col (z1, z2),
λ = col (λ1, λ2).

�36�

7������ ����������/

d (z, λ) := Az + λ + g (z, λ) , �3��
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��� �� �� ��	
���

�� z �� λ ����� �	
��� ����
� ����������� ���������� ���� ��������	������ ������� ����	  !� ����"

�	#���$� � �	
����%
Ax (0) + x (1) = d (z, λ) . �&�

'�
�� ���������	$�� (� ����	)�� ��� *�
���+ � ����� '��#	)� ���� + �����%

K =

(
0 0.05

0.5 1

)
,

��	����

r (K) < 1.03 <
10

3T
,

��	 T = 1.
,�����	 δD (f) �� β (z, λ) ��-�� �	.���	 ��$����	� �	���%

δD (f) ≤
(

0.03125
0.515

)
,

β (z, λ) :=
1

2
δD (f) +

∣∣∣d(z, λ) − (A + In) z
∣∣∣ =

=

(
0.015625
0.2575

)
+

∣∣∣∣ −z1 + 2λ1 − λ2
2 + z2 − 0.09

2λ2 + z1 − λ1 − z2

∣∣∣∣ .

/�-�� �� ������0 �������0 ������ ��-�� ��$��$����	 �	$�����1������	���
$����� ��� ��� �����$� � ����� ��.���� �� ��.������	 ��$�������$�� ��.�	-��	�
����2������ ��� ��+ �	
���%

xm,1(t, z, λ) := z1 +
∫ t

0
f(s, xm−1,1(s, z, λ))ds−

−t
∫ 1

0
f(s, xm−1,1(s, z, λ))ds + t(−z1 + z2 + 2λ1 − λ2

2 − 0.09),

xm,2(t, z, λ) := z2 +
∫ t

0
f(s, xm−1,2(s, z, λ))ds−

−t
∫ 1

0
f(s, xm−1,2(s, z, λ))ds + t(z1 − z2 − λ1 + 2λ2),

m = ������ � � � �
3����� �������� ������	� ���������� �������$� ����2�����	 ��.�	-���0

�	���������0 $	$���	 ��
�.��0��	� �������� (� �	
����+ ���%

Δm,1(z, λ) = (−z1 + z2 + 2λ1 − λ2
2 − 0.09) − ∫ 1

0
f(s, xm, 1(s, z, λ))ds = 0,

Δm,2(z, λ) = (z1 − z2 − λ1 + 2λ2) −
∫ 1

0
f(s, xm, 1(s, z, λ))ds = 0,

xm,1 (1, z, λ) = λ1,
xm,2 (1, z, λ) = λ2,

m = ������ � � � �
/.�	$����� ���������� (� �� ���#�� �����)�0 ��.�	-��� �������� ������	�

���������� + ��$����	�	%

z1 := z11 = −0.0006496464515,
z2 := z12 = 0.0004959209133,
λ1 := λ11 = 0.09954255665,
λ2 := λ12 = 0.1001922031.
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x11 = −0.001666666667t3 + 0.1018588697t − 0.0006496464515,
x12 = 0.002t5 + 0.075t2 + 0.02269628208t + 0.0004959209133.
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max
t∈[0,1]

|x∗
1(t) − x11(t)| ≤ 7 · 10−4,

max
t∈[0,1]

|x∗
2(t) − x12(t)| ≤ 2 · 10−4.

#���	���� ������� �����	- ���������
 � �����) �����*�+ ! ���	�	"

z1 := z31 = 0.3750027219 · 10−6,
z2 := z32 = −0.3154860291 · 10−6,

λ1 := λ31 = 0.1000003006,
λ2 := λ32 = 0.09999992573.
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x31 = −0.1515151515 · 10−8t12 − 0.2083333333 · 10−6t9 − 0.8214371899 · 10−7t8+
+0.1502314425 · 10−11t7 + 0.7291666667 · 10−5t6 − 0.1070842383 · 10−4t5−
−0.2204015754 · 10−5t4 + 0.6944254503 · 10−5t3 + 0.1689046936 · 10−6t2+

+0.09999872523t + 0.3750027219 · 10−63,

x32 = −0.5749191519 · 10−14t23 − 0.1363636364 · 10−11t20−
−0.5030811506 · 10−12t19 + 0.8497940176 · 10−17t18 − 0.4528743316 · 10−10t17−
−0.1102824431 · 10−9t16 − 0.2006374587 · 10−10t15 + 0.9903950022 · 10−8t14−
−0.4408309534 · 10−8t13 − 0.3447737025 · 10−8t12 + 0.6146354381 · 10−6t11+
+0.4514032164 · 10−6t10 − 0.9311439082 · 10−7t9 − 0.2201334746 · 10−4t8+

+0.3190732031 · 10−4t7 + 0.5904367313 · 10−5t6 − 0.16700592 · 10−4t5−
−0.5242257108 · 10−4t4 + 0.9585544352 · 10−4t3 + 0.09995622990t2+

+0.5061 · 10−6t − 0.3154860291 · 10−6.
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