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This work is written under the influence of the article of J. F. Carlson, E. M. Friedlander and
J. Pevtsova (2008), in which, for finite group schemes and a field of positive characteristic, it is
introduced the concept of the modules of constant Jordan type, etc. We use matrix language and
consider some examples (not only for groups and not only for fields of positive characteristics),
focusing on the question of the representation type of matrix problems with such restrictions.
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� 0�����5("��� "����2��8 "� �8 � ��94!�:
��("� �%�0� ���0!��� +�% !�;% �!� 4�5� � �% !�;% �!� ��!� �������3 3���0�%�����0/$
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&�� ��'��� ��(����� (�) � �*���� ����!� +�,� � ������� ) * ����$��� -��((����
�.��� G � (� * .������������� p > 0 ���)���* (��*��� ��)� �� (����*���-�
/��)�����-� ��(� � �� (� 0� (� !1����* �����$��� *1���� �� �����������*
��������� (������ ��� �� !�� ) * -��(( � �� �� !�� ) * (� �� (� �/��� !2
��. .������������%� �)� *�� �������� �������� ��(���� � (��)���� ��$�����
��(� �����$��. 1�)�$ � (�)�'���� �-����$���*��� � * (������� (� � k� ��)
������� �����������3��* �������� (��)(� �-����* � -�'���$���� 1��������
�(���1�� !��� .�������������� ����� (�� �)��-� (���-��4�%�

%
 �&�''���'��( )����� � *���� +����,
 5�)�$� � (�$�� ������ 6
7�� 1�)�$� � (����)���� )��. ������ A � B ��) k �)��-� � ��-� /� ��1��2
�� n × m (n,m ∈ N ∪ 0) �)������������ 7 ����������� (���'��1�����*��
����� � ��� '���8 )��-��� � ������ �'� ������� ��1��9����* ����/��! � ���
�� �'������3 ������� X ���1���� n×n%� � �(���� 6 �� �'������3 ������� Y
���1���� m×m%� "��'����* ���1��! ������$����3 4���� �������� !�� ���1��2
��-� ����9���* 7����� ��������� ��� � ) * 1�)�$� � (����)���� �)��� �����2
�� (���'��1�����*�� (�)�'�*� 7�� )������$�� �)� ��! ) * ����1 �/���� (���
������� ���1�� ��'�� ����1 �/���. ������$����. (�� ��� �� ����1 �/���. (��
������ ���'� �� (�����-� ��)�� ����. $�� ��/)� ��'�� ��� ��7����� ������ �
 3'�* )��-�* ����1 �/���* (��� ������ 7����� ����� �)��� �1 ��)� ����.%�

5������� $�� ����1 �/�����! � 7��� � �$�� �(��)� *���* ����)������
�'��1��� 
������ (��� ������ (A,B) ��1������* ����1 �/����� �� � ��� ��
7����� ����� (�*��� ����� ��������. (�� ������ (A1, B1) � (A2, B2) �������2
������� ��1����� n1 × m1 � n2 × m2 � �� �� (��� ��)� (A1 ⊕ A2, B1 ⊕ B2%� -)�

A1 ⊕ A2 =

(
A1 0
0 A2

)
, B1 ⊕ B2 =

(
B1 0
0 B2

)
;

(�� 7��� ����������� (��)(� �-����*� $�� (n1, m1), (n2,m2) �= (0, 0)�

��50�  ����0 	64���� 5�:�5$ ,-�,$  ��� ,= $ > �
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!��	� 
�������� ��� ���� ������ A,B ��		� ������

�� ��

� 	��� ��


������� αA + βB� 
�	 α, β ∈ k� (α, β) �= (0, 0)� 
	 ������� �� ������ α � β 

"� ���������	��� #����� ���	��
�� ������� 
	���������# ��
�
��	���#
��� ������$

%& A1 = (Es 0), B1 = (0 Es), 
�	 s ≥ 0'

(& A2 =

(
Es

0̃

)
, B2 =

(
0̃
Es

)
, 
�	 s ≥ 0'

)& A3 = Et, B3 = Jt(a), 
�	 t > 0'

*& A4 = Jt(0), B4 = Et, 
�	 t > 0'

��	�� Er ����
���	� 	��
��
�� ������� ����	�� r×r� Jt(b)� 
�	 b ∈ k� + ��	���
,����
� ����	�� t×t � ������	

�� ������ b� � 0 � 0̃ + �����	����	

� 
��	���
�����	� � 
��	��� ������ ������� 

-����� ��		� ��	���.		 ���	���	
�	 

������� �� ���� ������ A,B 	�
� 1) � 2) ����
��� ������ �������

����
������� ������������ ��� ����������� ������

/� ���	�����	

�
� ��		�� ��� ����� ��
�
��	���# ��� ��� � ��.	� ���0
��	� ��� � � �����	 ��� ������

�
� ��

� �	���
	�
�� ��
��� � �	���� �����	
��		��� �	���
	�
� �
�
� ����	���� ��� ������# ����� ��
�
��	���# ��� ���0
��� �	���
	�
� 1������� �� �����	���&� � �� ������ �����	 ����# ����	��� 
	� 
/� ����� �������� ��� ��� ������ ������

�
� ��

� 
	 �����
�	��� ������

����	�� !������02����� 1������� ��		� �	��� ��� ��	������	
�� ��
	�
�0
�	�
�# ��
	��� ������
� ��������	

�# �
��	��� � � � & "�����
�	 �������
�����
�	 
��	� �����	 � ���	 ������ ������

�
� ��

�� ���	� 
������� ��0
������ ���������������� ���
���	���������� ���� 3�
��
�� ��� �
�� ��� �
������ ��
	�
�
� ����� �������� ���
��� 

	� 
�����

�� ����� ������� 3�	��	� �	� 
������� �� ����.	
��
�������	���� ������ � ����	 ������� ��	�	� 
	������	 ����
��	
��� ������	

�� ��
�������� 4	�	� K = k < 1, x, y > ����
���	��� ������
�� k0��
	��� �
����� �������.��� 5��� M 6 ������� 
�� ��
	���� K� � P, Q + ���� ������0
�
�# ������ ���
�����
� ����	�� s × s 1������	 	��	���	

� �����	�������
� ������
�� ��	������	
�	� ��
	��� K&� �� M ⊗ (P,Q) ���	� ����
����� ��0
����� 
�� ���	� k� �����	

�� �� ������� M ������
����� ������ P � Q
��	���� �����	����	

�� �������.�# x � y' ��� ���� ��	 ����	���.�	�� � M
��	�	
�� a ∈ k 
��
� ���	
��� 
� ������
�	 ������� aEs 7�� 
����� ������
M = (M1,M2, . . . , Ms) 
�� ��
	���� K �������

M ⊗ (P,Q) = (M1 ⊗ (P, Q), M2 ⊗ (P,Q), . . . , Ms ⊗ (P, Q)).

����
	�� �
��	���� ��	# ��� �������
�# ������ 1
�� ���	� k& ����
���� �	0
�	� P �	������������ ��� (P,Q) ∈ P ��	
�� �����������	��� ��
����	��
� �#
������� 

����� ������ ������ ��!"�� ��#�� ��$� �% � & #
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�
������ ��������� �! ��
�� 
���
� ����
 ������ A1, A2, . . . , As, s > 2 �� ���"
�
����
� #� � ������
���
�� $� ���� ��� ���
� ���
� ������ 
�
�������
�	��
� ��� s"�	��
� ����� %
��� �
������	�� ����
 ��������

&
��� ������ 
� 
������� ����% ���
�
 ������ � �
��
���
 �
 #� � �����"
�
��� ! �!���! ���
� ������� 	�� ��� n = 3� '���� ������
� ���� �����
�����
��
��	 ������ M = (M1,M2,M3) ��� K � ���������

M1 = (1), M1 = (x), M3 = (y),

�
 ����
  ������ ��
 ���! ��
�� 
����% ��� ������ �� P�  ��
��!
��! ���"
�	
��� � 
��� �(

)� ��
��� ������ M ⊗ (P,Q) � M ⊗ (P ′, Q ′) #� � ������� �
��� � �
���

�
���� �
��� �
�
��� ���� ������ (P,Q) � (P ′, Q ′)*

))� ��
��� ������ M ⊗ (P, Q) ������
���� �
��� � �
���
 �
���� �
��� ��"
����
���� ���� ������ (P, Q)�

+�� ���
� ��� #�
� �
��
 �������� ��
 ���� ������ (P,Q), (P ′, Q ′) ∈ P

���
� 
��� � �
� �� �������
&��	
 ��
��	 ������ ��� K �	��� ���� ��� ������������
,��
������ 	��
 �� )�� ))� � 
�������� ��
 ��������� ����! ������ ! �!���!

���
� -./ ���� ���������  �
��� #�
�
 �����������
0������� ��
 ��! �
���������� � ������
���
��� ���
�� ������ ��� �
���

� #�
� � �
�
���% ��	��!%� 	�
��
 �
���
 ����! %
�
1
 �� ������ ����
�

 �� �
�����
��� ������
���
��� ���
�� ������ � �
�����
��� ��
 �������
#��
�
�����
 ��
�
��! ��! 2"�	��� ������ (A1, A2, A3) �������! ����������
	�� ����!�� A1X = XA1� A2X = XA2� A3X = XA3��

3����
���� ������ �����	 
 3"�	���% �
��
!��
�
 ������ �� �� 
 ��
���%
������ A1, A2, A3 ����%� ��
 ���� ������� α1A + α2A2 + α3A3 �� �� ���� 
�
#������
 α1, α2, α3 ∈ k ���� 	��
 ��� ��
 ��  �� 
�� �	�� ���� , ������	���
��������� ��  ������ ��
 ������ 
 �	��� ������ �
��
!��
�
 ����� ��
�� � 
������ ������� �������
�
 ����� ���
� ������ 
 �	��� ������(  
  �
�
� ��	"
��� ������ ! �!���! �	��
� � ��� #�
� ����� ����
������ ���� �  ��� 
� 4
�
�	����
����
�
 ����� ,
�������  
��
�� �� �	��� �� ������ 
 3"�	���% �
"
��
!��
�
 ����� ��
�
��! �
������
 ��
�� ���
� ������ 
 2"�	���%� �	��
�5
+���� ����!� ��
 �� �	����

������� �� 	
�
�
 � 
�
�����

���� � ��������� �� �
���
����������

3����
�� �
���� ����������� �
��
 �������� ��
���

'�! �
���������� � ��
���� �� 	����� ��
��	 ������ M = (M1,M2,M3)
��� ������
� K ���	
� ��
 2"�	�
� ������ M ⊗ (P,Q) ����� �
��
!���� ����
��! �
�
� ���� ������ (P, Q) ∈ P � ��� #�
�  ��
��!
��! 	��
 �! )� � ))�
����  �1��� 0������� ��
 	��
 �! )� ))� �
����
��
 ��
 ��!�� ��! 
�������%
������ P � Q* ��	���� ��
 ����  ����
 ������� K =< 1, x, y > �
��
 ���"
������ ��� ������	 K = k < 1, x, y, x−1, y−1 >� 6�
  ������� �� ����	
���
������

	��� 
� 	
�
�
 �� ����
��� (� ��������� �� �������) �
� ���
���� 

�
���� (P,Q) �
� ����� �������� ��
���

����� ������ 	������ �� !�" �#��" ��$� �% " & �



�� �� �� ����	
����
 �� �� ���������

����������	
�� � 
������� ��������������� ��������

��� ���� ������

�� �������� K ���
� �� �	 ��������� ���� (S, T )!

S =

⎛
⎝ 1 1 0

0 1 1
0 0 1

⎞
⎠ , T =

⎛
⎝ 1 x 0

0 1 y
0 0 1

⎞
⎠ .

"
������� ���# (P,Q) ∈ P� ����� ��# �� ��������# ������� ����
����
����� P∗$

%���������	 
�����������

� 
 ��
������	���� �������� ��������� ����
�
������ M = (M1,M2,M3) 
�� K ��������� �������!

M1 =

(
1 0 0 0
0 1 0 0

)
, M2 =

(
0 1 0 0
0 0 1 0

)
, M3 =

(
0 0 x 1
0 0 0 y

)
.

&���	 (P,Q) ∈ P∗$ '����

M1 ⊗ (P, Q) =

(
E 0 0 0
0 E 0 0

)
,

M2 ⊗ (P, Q) =

(
0 E 0 0
0 0 E 0

)
,

M3 ⊗ (P, Q) =

(
0 0 P E
0 0 0 Q

)
,

��� ��� 
���
� ������

�# ������ 
������
�� � ��
��� �������$ &��
��	
�
������� P � Q ���������� ��� 
�
 ���
� �����	� ����
� ������ M ⊗ (P,Q)
�
�� ����� k� ����� ����� 

�� ��
� ����
�� ����� �# ����
�$

��
����� ��� �� M �����
 ��� �������� (� � ((� ��� ��� �� P∗�$ )��
��
�� �������� (�$

�� ���� ������ (P ′, Q ′) ∈ P∗ ���� �� �������� ��� � (P, Q)� �����

M1 ⊗ (P ′, Q ′) = M1 ⊗ (P, Q),

M2 ⊗ (P ′, Q ′) = M2 ⊗ (P, Q),

M3 ⊗ (P ′, Q ′) =

(
0 0 P ′ E
0 0 0 Q ′

)
.

&������ M i = Mi ⊗ (P, Q)� M ′
i = Mi ⊗ (P ′, Q ′)� M = M ⊗ (P,Q)�

M ′ = M ⊗ (P ′, Q ′)� ��� i = 1, 2, 3$
*�����
�� ��� ���� ���� ������ (P, Q) � (P,Q) �����
� � �����	� ��+

����� C� �$ �$ P ′ = C−1PC� Q′ = C−1QC� �� ����
� ������ M � M ′ ,
����+
��
�
�! X−1M1Y = M ′

1� X−1M2Y = M ′
2� X−1M3Y = M ′

3 �� X = C ⊕ C �
Y = C ⊕ C ⊕ C$

��
���� �����	 �����
��$ &���	 ����
� ������ M � M ′ ,
������
�
�� �$ �$
���������� ��������� �������

X =

(
X11 X12

X21 X22

)
,

����� ������ ������� �� !�
 �"#�
 ��$� �% 
 & #



� ��������� �	
��� � ����� 
����
��� ����
����� ��

Y =

⎛
⎜⎜⎝

Y11 Y12 Y13 Y14

Y21 Y22 Y23 Y24

Y31 Y32 Y33 Y34

Y41 Y42 Y43 Y44

⎞
⎟⎟⎠

���������	
 ��
�� 
�
�� ������ ��
�� �
� �
 ����
�� ��
 � ��
�� ��

���
����
 ��
 (

E 0 0 0
0 E 0 0

)
Y = X

(
E 0 0 0
0 E 0 0

)
, ���

(
0 E 0 0
0 0 E 0

)
Y = X

(
0 E 0 0
0 0 E 0

)
, ���

(
0 0 P E
0 0 0 Q

)
Y = X

(
0 0 P ′ E
0 0 E Q ′

)
. ���

����� Lt � Rt 
�
������� �

��
����
��
 �
��� � ������ ����� ���
�����
(t)� t = 1, 2, 3 !�" i = 1, 2 � 1 ≤ j ≤ 4 
�
������ �
�
� (t.i.j) �������

 ��#
�
����
 (Lt)ij = (Rt)ij� $�
 (Lt)ij ��

�� (Rt)ij� % ��
� ������	 Lt ��

�� Rt��
��
"&�' �� �
�
�
�
��� $
���
������
' �
�
�	 � �
�
�
� i � �
��������
' �
#
�
�	 � �
�
�
� j (�
����
� ��
 ��
�
���
 ��
� ����� ���
���� )������
���

���
������ ���� ���� ��� 

*��
����
 ��� )������
���
 ��
���&�� ���
������+

(1.1.1) Y11 = X11, (1.1.2) Y12 = X12, (1.1.3) Y13 = 0, (1.1.4) Y14 = 0,

(1.2.1) Y21 = X21, (1.2.2) Y22 = X22, (1.2.3) Y23 = 0, (1.2.4) Y24 = 0.

,�
�
���
���
 ������	 X � Y ��
�� ��
���&�' ���+

X =

(
Y11 Y12

Y21 Y22

)
,

Y =

⎛
⎜⎜⎝

Y11 Y12 0 0
Y21 Y22 0 0
Y31 Y32 Y33 Y34

Y41 Y42 Y43 Y44

⎞
⎟⎟⎠ .

!��

� ���
����
 ��� )������
���
 �� ��
�
� ���� ������ X � Y � �
���
�#
�	� ��� �����
��
��� ���
����� ���� ��
���&�� ���
������+

(2.1.1) Y21 = 0, (2.1.2) Y22 = Y11, (2.1.3) 0 = Y12, (2.1.4) ∅,

(2.2.1) Y31 = 0, (2.2.2) Y32 = Y21, (2.2.3) Y33 = Y22, (2.2.4) Y34 = 0,

$�
 ����
� ∅ 
�
�����
� �
��
���
 0 = 0 
-� )��� ���
���� ��

� Y12 = 0� Y31 = 0� Y34 = 0� Y32 = Y21 = 0� Y33 = Y22 =

Y11� � ������ ������	 X � Y ��
�� ��
���&�' ���+

X =

(
Y11 0
0 Y11

)
,

����� ������ 	������ �� !�" �#$�" ��%� �� " & $



�� �� �� ���	
���
�� �� �� ��������


Y =

⎛
⎜⎜⎝

Y11 0 0 0
0 Y11 0 0
0 0 Y11 0

Y41 Y42 Y43 Y44

⎞
⎟⎟⎠ .

�������� 	�
����
� 
�� ��
�
������� 
� ������ ��
��� 
��� ���	�� X � Y �
��������� 	�
����
���

(3.1.1) Y41 = 0� (3.1.2) Y42 = 0� (3.1.3) PY11 + Y43 = Y11P
′�

(3.1.4) Y44 = Y11� (3.2.1) QY41 = 0� (3.2.2) QY42 = 0�

(3.2.3) QY43 = 0� (3.2.4) QY44 = Y11Q
′�

�� ���� 	�
����
 ����� 
�����
� �!	�������" ���	��� Q�� ���

PY11 = Y11P
′, QY11 = Y11Q

′, 
#�

X = Y11 ⊕ Y11, Y = Y11 ⊕ Y11 ⊕ Y11 ⊕ Y11. 
$�

%�����"�� ���	��� Y11 �!	����� 

 ���� �!	�������� X,Y �� �� 	�
����
�

#� ��������� ��� &�	� (P, Q) � (P ′Q′) &���!��� ��� � �	�!�
����" �������"�

%�	������ � �
�'��
� ((�� )��� &�	� (P, Q) 	����*���� ��� ���
����� 	����+
*���'  
� ��� � �	�'�� M ⊗ (P,Q)� ,!	����� ���� (P, Q) ��	����*���� ��
����!	� �� ������	-����
 
����	� ������� �� ���	�� Z� �*� �� �� �! �����"+
�� �!	������� ����� ��� PZ = ZP � QZ = ZQ�  
� ��� �����"��'� � ����� 

���� 	�
����
 
$� ����!	� ������	-����
 �	�'�� ���	�� M ⊗ (P,Q)� ����	� 
������� 	�
����
��� 
.�/
�� &	� P = P ′, Q = Q′ 
��� X � Y �*� �� �! �����"+
�� �!	�������� ���*�  
� ��� �����"��'� 0����
����"�� �	�'�� M ⊗ (P,Q)
��	����*����

1��	��� 2 ���������
���������� 3�� �� 
������ ���������"��
� ��&������� ⇐ 
 ����
�� (�

� ��&������� ⇒ 
 ����
�� ((� ���
����� ,��
���� ��� � 
 �!��� �������
&������ ����
� (�/((� ��*�� -�	����	�
��" ���"�� 
 ���� ���	���� &	����
����
�� (� ���4� 
�� �����!	��� � -�	����	�
��" �� ����
�
����������� 5
��4�� ������ ��� !���� ��������� ����
� �

(6� �	�'�� ���	�� M ⊗ (P, Q) � M ⊗ (P ′, Q ′) �� ��
�
�������� ���� �� &�+
��!�� &�	� ���	�� (P,Q) � (P ′, Q ′)7

((6� �	�'�� ���	�� M ⊗ (P,Q) ��	����*���� ���� ��	����*��� &�	� ���	��
(P,Q)�

	� 
��� 
��������������� � ������� ������������ ������� 8��+
����	�� ������ �! �&������ � �������"� �� &���!� &�	 ���	�� (A,B) ∈ P ���
&���� k ������ ���

A2 = B2 = AB = BA = 0. (∗)

5�����
 
� &����"� ��&������� &	��!	���
���' ��	�� � ����!��
 ���	�� A �
B� ��������"��� ����� ����
�� ��	�� 
 �!��� ���	���� 
�� �� 
 ���	��� (A |B)�
� 
��&��"��
�
4��" 	�
����
��� (∗) 
�����
� &	� ����� ��� �� ���	������
	�
����
� CD = 0 � ��
�	�*�����' &� ��	���� ���	���' D ������� 	�
����
�

����� ������ ������ ��!"�� �#$�� ��%� �& � ' $



� ��������� �	
��� � ����� 
����
��� ����
����� ��

C = 0�� ������	
� ��� ���� 
���
� (A,B) ������� ���	 ������� 
���
� �
��

A =

(
0 A0

0 0

)
, B =

(
0 B0

0 0

)

� �
�	��� �	���
�

�

 ������

 
���
�� (A0 |B0)�
�	��� �
�	��� ��� ���� 
���
� (A, B) ������� ���	 (A′, B ′) ����� 
 ������

������ ����� ���� 
���
� (A0, B0) 
 (A′
0, B

′
0) ���
���	���� ����	�	�	�
	 ���
�

���	������
 �
� � ������� 	 !�� "��

 ������
� ��#� ������ ����
��$ � �����	
� ����	 
���
��
%�������� (αA + βB)2 = 0� �� 	��	���	��� ����
���
���� ������ � ���	


���
� A,B �����$����� ����� ����	�	�$$ ��� ���

 &	 ������
� ��� 
 � ��	�
����'
� ������� ���� (��
 ��	���� ��� ���� (A, B) $��$	��$ ����� �����$����
�� ����� ����� 
 ������ ������ ����� �����$���� ���� 

		� �����	�����)'
�
����� (A0, B0)� � ���&	 ��	�
����  ���� ��� ��$ �����
�	����� ����� (A0, B0)
�
�� !�� *� 
���
�� (A0 |B0) ����&�	��� �� ������
 ������ � �����	 *� ��

s = 0� �� 

		
 ��	��)'		 ���	�&�	�
	�

������� �� ���� ������ 	�
�

0) A0 = (0), B0 = (0),

1) A1 =

⎛
⎜⎜⎝

0 Es 0

0 0

⎞
⎟⎟⎠ , B1 =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 Es

0 0

⎞
⎟⎟⎠ ,

2) A2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0
Es

0̃

0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , B2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0
0̃
Es

0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

�
� s ≥ 1
 �������� ������ ������� ������������ ������������ ��� ���

����
 �
�	���	������� ��	����	�� (∗)
 ������� ����� ���������� �����

+�
	�

� ��� ���� 0) ���	�	�� ��

 
� ���� �
�� 1) ��
 s = 0 ��� �	

� ���� 2)� ��$ ������� s = 0 ����	'	�� 
���� �����
$ �	����&�	�����
 ��$
�����	�����)'	�� ����� 
���
��� ����� ��$ ��	
� ��� 1)� 2) �
��� s ��
�

���
������ ����&
�	����	 ����	�
$�
, ���
 �����	 ���
 ���
�

 �����
$ � �����$�����
 ������ ���&	 

		


������ �����	����	����� ��	������	��	����� �
���

	� ���
�� 
��������������� � ������� ������������ �������

, ���
 ������� 	 
� ����
���

 ������ �� ��
���

 � ��������) �� �����
$
���	� (A1, A2, A3) ���������� 
���
� ���
�������� ���
	��� ��� ���	
 k ���
��
���

A2
1 = A2

2 = A2
3 = A1A2 = A2A1 = A1A3 = A3A1 = A2A3 = A3A2 = 0. (∗∗)

,��	�$$ �� ��
�'�) ������

�� ��	���������
� ����� 
 �������� 
���
�
A1, A2, A3� 
���

�����	 �
��� ������ $��$)'
��$ ���	��

 �� ��	� 
���
����

����� ������ 	������ �� !�" �#$�" ��%� �& " ' $



�� �� �� ���	
���
�� �� �� ��������


��� ��� ��� � � 	
����
��� 	�
��
��� ���� 	�
 ���
��� ������ ��� �
����
���
�� (A1, A2, A3) 	������ �
���� ������� ���
�� ����

A1 =

(
0 A01

0 0

)
, A2 =

(
0 A02

0 0

)
, A3 =

(
0 A03

0 0

)

� ������� ������������ ��
����� ���
��� (A01 |A02 |A03)�
 ���� �����!� ��� �
���� ���
�� (A1, A2, A3) � (A′

1, A
′
2, A

′
3) 	������ ����� �

���!�� ������ ����� "����������� �
���� ���
�� (A01, A02, A03) � (A′
01, A

′
02, A

′
03)�

#���� ��
����� ��$� ������ �������� � ������ � 3%	
��� ���
�� � ����������!%
�� ��������� ����������
 � 	�
��
��� &� �������� ������
'�����!�
 �
���� ���
�� (A1, A2, A3) �������� �
����� 	���������� 
����

����� � ���!�� ������ ����� 	��������� 
��� ����� ����������
(��� &%	
���
(A01, A02, A03)� ��� 
������� ���
��
 )� ����� ����
(��� 
���
�������

������� �� ������ � �����	
	���		� � 
�����
�� �� �����	�� 
���� ���


�	�� ������
������	� ������
��� (∗∗) 	 	����	� ���
������ ����� �����
�
�� �	����

	� 
����
������� ����� ���
������� ����������� 
���� * 
����� +,-
��� �������� �

		���� �����G � 	��� ��
����
������ p > 0 �������� 	������
���
��� 	���������� ��
�������� ��	�� * ������� ��
���� ��� �������� �

		�
G = Gs = (2, 2, . . . , 2) �s 	
���� ������������ �� ������
����� ��
��
(����
g1, g2, . . . , gs� � 	��� k ��
����
������ )� "�� �������� ��� ����� ���
�����
	
������������� ��� �������
��

(��� 	�	�
�� ����
��

(��� ���
��� A1�
A2, . . . , As� ����������
(��� "�������� a1 = 1 + g1, a2 = 1 + g2, . . . , as = 1 + gs

�

		���� �����
� kG� ���(� 	��������� 
����
.������
�� ������� ��
��� s = 2� 	������ a = a1, b = a2� /

		���� ��%

���
� kG2 �����!�� � �
�����
���� +&-� ������ ��� ����� ������������ ����%
���!��� ����� I ������!� ����
�� 	�
����� "�������� ab+ba� � ������ ��
��%
������� 	
������������ �
��� 
��
��
����� �������� 	
������������ �����
%
�����
� kG2/I� 0��(��� ��	��!�
� ���
��
 , � ��� ����� 	
���
����� �����
��� 	�
� ���
��

Ar =

⎛
⎜⎜⎝

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎠ , Br =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

⎞
⎟⎟⎠ ,

����
�� ������ 

�
��
��� 	
����������� �

		� G2 �	
� ������������ 
	�
�%
������� �� "��������1 1, a, b, ab� ����� 	��������� 
���� 	��
���� ����
(���

���
������ �������� 	�

 Ar, Br 	������� �� 	�
�� �
�
���!���� ������

������� 	�  ����
�����	� ������ G2 (��� ����� k �����
��	�
	�	 2)
�	��

a) a → (1), b → (1),

b) a →

⎛
⎜⎜⎝

1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ , b →

⎛
⎜⎜⎝

1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ ,

����� ������ ������ ��!"�� �#$�� ��%� �& � ' $



� ��������� �	
��� � ����� 
����
��� ����
����� ��

c) a →

⎛
⎜⎜⎝

Es Es 0

0 Es+1

⎞
⎟⎟⎠ , b →

⎛
⎜⎜⎝

Es 0 Es

0 Es+1

⎞
⎟⎟⎠ ,

d) a →

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

Es+1
Es

0̃

0 Es

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , b →

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

Es+1
0̃
Es

0 Es

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

��� s ≥ 1� ����	
�� 
���
� ������
 ����	������� 
�
���� ���������������


������������ 
���������� ������

�� ������ �	
 ������ 

 
������� �����	������� � �	
� ������ ����	
�
��
���
������ �����	����������� 	�� ���� ������ 	� �� ����
 ������
���
��� �����	������� �� 	
��
�	� �
 ���������	�
�	�� 
���
����
� � � ����
�
�������
�	� ����
 	���� �����	������� �
����
 �� ���	�
�	�� �
��	 
�	� ���
�������

�� �����
��!��� ����� "���

��������	 �
��� G � �������� ��


� �
����� ������������ 
���������� 

������� ��
� ��� 
���� k �������������� p > 0 (����� ��


� �
����� �

#$%)� !����� �� �
������ �� ��������� 
������������ (���
���) 
����������

����������� ��
� ����� 
��
����������� 
���������������� ��
�

& ���� 	�
���� ' ������ 

 
������� �����	������� �
�	
(��
!
 ���!� !����
�� G3 (��(�	�( ���
�� )
"�� ������ ������	����� �
������ p�!���� ��
����
�
��� � #*%� � �
���� ������	 
���	 
��
���
��� � ������� +,-./01 123 45670.8.
918:.918576 �	
� ;$� '<;' !���

�� �������� 	
 �
� ���
�����
� �
 �
� �
������ 	
 ������� �� ��������  �!��� �"#� $$  � %�&��
'�(�)� ���*� + �,,-� + ���� + .� �/�0�12�

�� ����� �
 �
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=>39567@ ?=:=59� + �9@AB �6C>
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1� ������  
� !"#$%� &
 �@E39F G3@:H>=AI@69J ;E6@5678 K34GG 9 =HHEL9=>9A678 =IK@M3� +

�B �=4;=N �/O/� + OO-H�

2� '�$�"�%$(� )
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� ����� �
 +
 P3@:H>=AI@65@H;9J >9G ;E6@5678 K34GG $$ 
E:4I9 9
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