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The boundary-value problems for the hyperbolic type equations of mathematical physics with
random initial conditions from Orlicz space are investigated in the paper. The conditions of
existence of twice continuously differentiated solution of this problem with probability one are
found.
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������� ( #$� -�$� /$,�"��

�%&'(� ����
���� � !"� �#! #!����� $���$���%��& '# ���  !�(����!�$�
(�%����!�$� �$�!�$�  � ��(�$���) !�(����!�* '����#���+���* ��#! �� !��
!%���� &* !+����!������  ���$� �$�! �� ,!������#  �#
����# ! # ��* (��
����* - ������ �#��!�) �� !�
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0��#���  ���%� �+� #!����� �#(���+#%���� ��(� $���$���%��& '# ��� � ���
����!�$#��$� !�(���� ��+� (�%����!# �$�!� - (����� /+#%� � �+���+���
! 1�2 . $�����'#�* 1�2 # 132 $�
��  ����� (���+���� �� #�,# ������ ��# (�!��
��+��� ! ���$� ��(�$���
)� ��(	*�+�, (�+-.%� / (�+%&+�' ���,0	�

�/�	0.��1 ) 	 1�2�� ����� T � �� �	
	��� �	����� ������� ρ : T ×T →
[0;∞) ����������� �����	��
��	�� ���	 �	�� ���	�	����� �	�� 

!" ρ (t, s) = ρ (s, t)� t, s ∈ T #

$" ρ (t, s) ≤ ρ (t, v) + ρ (v, s)� t, s, v ∈ T #

%" ρ (t, s) = 0� ���	 t = s�

0�� (T, ρ) �� �!�-���� �����	��
�&�� �
	��	
	�

�/�	0.��1 2 	 1�2�� '�
�� ����
�
��� 	����� (������ u (x) �����������
)�(�������� ���	 u (0) = 0 � u (x) �
	���� �
� x > 0�

�/�	0.��1 3 	 1�2�� *���	 +	�	
���� �	 C�(������ , ���	�	����� g��	���
���	 ������� ���� ����� z0 > 0� k > 0� A > 0� �	 ��� ���� x > z0� y > z0

���	������� ��
�������

u(x)u(y) ≤ Au(kxy).
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��������� � � ����	 ����� (T, ρ) � ���	
��� �������� ���
��� � ε > 0�
�������� ����� Nρ (t, ε) ������	 �����	 ������
�� ����� ε�
���� ���
���� T �����
�� �
���������� ρ� �	�����  Nρ (t, ε)!ε > 0) "	��� ��������
�
����
�� ������ �����
�� �
���������� ρ�

���	
 {Ω,�, P} ��	�	���
 
��������
 ��������

��������� 
 � ����	 ���
���� #����� Lu (Ω) ���������� �������! �����
����� $�%	��
�&� u (x)! ������&��
' ����� ���
��� ���������� �������
ξ (ω) = ξ! ω ∈ Ω! (� ��' �����) ξ ∈ Lu (Ω) �
�	& ���� ���
����� rξ! (�

Eu
(

ξ
rξ

)
≤ ∞�

������� �����	 Lu (Ω) � �		����� ��������� ������ ����

‖ξ‖Lu
= inf

{
r > 0 : Eu

(
ξ

rξ

)
≤ 1

}
.

��������� � � ����	 �����
 X = {X (t) , t ∈ T} �������� ���
���	 #�����
Lu (Ω)! '�(� ��' �
�� t ∈ T ��������� �������� X (t) �������� Lu (Ω)�

��������� � � ����	 $�*' ���������� ������� ξ � ���
���	 #����� (Eξ = 0)!
������&��
' 
���+� ���������! '�(� �
�	& 
���� CΔ! (� ��' 
��������) �����
��
�� ξi ∈ Δ! i ∈ I � ��' "	���'��+� λi ∈ R1 �����	&��
' �������
��

∥∥∥∥∥
∑
i∈I

λiξi

∥∥∥∥∥
Lu

≤ CΔ

⎛
⎝E

(∑
i∈I

λiξi

)2
⎞
⎠

1/2

.

���������  � ����	 ,��������� �����
 X = {X (t) , t ∈ T}! (X ∈ Lu (Ω)) ���
����&��
' 
���+� ��������! '�(� 
�*' ���������� ������� X = {X (t) , t ∈ T}
� & 
���+� ���������� ,�������� �����
� X = {X (t) , t ∈ T} �� Y = {Y (t) , t ∈ T}
���������
' 
	�
�� 
���+� ���������! '�(� 
�*' ���������� ������� {X (t) , Y (t) , t ∈ T}
& 
���+� ����������

������� � � ����	 ����� Xi = {Xi (t) , t ∈ T, i ∈ I} � 
�*' 
	�
�� 
���+�
��������� �����
��! �����	 �
�	& ����+��� � 
�������	 �����������	

ξki =

∫
T

ϕk (t) xi (t) dμ (t) .

-��� 
�*' ���������� ������� Δξ =
{
ξki, i ∈ I, k = 1,∞}

& 
���+� ���������

�*&��

������� � � ����	 ����� (T, d) � ��������� �������� ���
���! Xn =
{Xn (t) , t ∈ T} � ��
�������
�� ���������� �����
��! '�� �������� ���
���	
Lu (Ω) ����	! (� ��' %	����) u �����	&��
' g�	���! �����	 �
� �����
�
Xn(t) 
�����"����� �� (T, d) �

ρn(t, s) = ‖Xn(t) − Xn(s)‖Lu
.

����� �����	���
' 	���.
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��� �� �� ��	
���	�	���� �� 
� ���	��

�� ρ(t, s) ≤ z(d(t, s))�

�� ρ(t, s) = sup
n≥1

ρn(t, s)� z = {z(x), x > 0} ���� 	
����� �� z(x) → 0 ����

x → 0�

�� Nρ(u) � �������� ��������� �������
 (T, ρ)�

�� ��� �
�������� ε > 0
ε∫
0

(Nρ(u))du < ∞ 

!�� ��� �
�������� δ > 0

lim
ε→0

sup
n≥1

P

⎧⎨
⎩ sup

t,s∈T

d(t,s)<ε

|Xn(t) − Xn(s)| > δ

⎫⎬
⎭ = 0.

������� � � ����� "�#�$ (T, d) � ���������$ ��������$ ������� C(T )
� ������ %���#� ����������# 	
���$ & ��������' �����' "�#�$ Xn =
{Xn (t) , t ∈ T}� n ≥ 1 � ����������� ���������# ������� & �������
 C(T ) 
(���������� Xn(t) &���)���� &� $�������' � C(T )� ���� �����
'����

����*

�� ��� �
�������� t ∈ Ts� �� Ts ������� ����� � T ���+���� �����������
{Xn(t), n ≥ 1} &���)���� &� $�������'�

�� ��� �
�������� δ > 0

lim
ε→0

sup
n≥1

P

⎧⎨
⎩ sup

t,s∈T

d(t,s)<ε

|Xn(t) − Xn(s)| > δ

⎫⎬
⎭ = 0.

������� 	 � ����� "�#�$ Rk � ,�������$ �������

d(t, s) = max
1≤i≤k

|ti − si| ,

T = {0 ≤ ti ≤ Ti, i = 1, 2, . . . , k}� Xn = {Xn(t), t ∈ T}� n = 1, 2, . . . � ��������
���� ���������# �������� �� ����+��� �������
 -���� ���������# �����
���� �� ��� 	
���. / �����
)���� 0�
���� "�#�$ �����
'���� 
����*

�� ������� Xn(t) � ������������

�� Xn(t) → X(t) ��� n → ∞� t ∈ T &� $�������'�

�� sup
d(t,s)≤h

sup
n=1,∞

‖Xn(t) − Xn(s)‖ ≤ σ(h)� �� σ = {σ(h), h > 0} ���� ����������

��������� &�����'�� 	
����� �� σ(h) → 0 ���� h → 0�

1� ��� ������� ε > 0

ε∫
0

u(−1)

(
k∏

i=1

(
Ti

2σ(−1)(u)
+ 1

))
du < ∞,

�� σ(−1)(u) � 	
���� �������� �� σ(u) 

����� ������ ���� �! ��"�� #���� ��$� ##



�����������	 
����� ���� �� ������ ���� ��	
������� 
�
��������

���� �����	
 Xn(t) �������	� �� ��������	�� � ���	���� C(T )�

������� � � ����� ����� ξ(X)� Eξ(X) = 0� X ∈ T � T = {(x, y) |ai ≤ xi ≤ bi, i = 1, . . . , n}
� ���������� � ��������	�� ��
�
�� �
������� ����� ����� ������� B(X,Y ) =
Eξ(X)ξ(Y ) � ����������� ������� ���� ξ(X)� ����� �	�����  �	�
��� �����

��� Bii(X, Y ) = ∂2B(X,Y )
∂Xi∂Yi

� i = 1, 2� Bii(X,Y ) � ����������� ������! ������
� �

	��������� �������
 ����
∂ξ(X)
∂xi

� "�#� �	��$ ���������� � ��������	�� ��
�

�
�� ���
������� ����
∂ξ(X)
∂xi

� i = 1, . . . , n� ����� �� ���
������� $ ��
 �����

 �	�
���� �������� �
�������� ���� ξ(X)�

	� 
������ ����������

���	
��� ��	������ �����
���� ���������� ������ 
� �������� a 
 b�
��
 ��
��������� ����	
��� ��������� � �
�!�	���� 
 ���������� "�������
�
��#� ���� ������ ����!�� ����
�	���� � �$��%

&�� 	���� �
������ �� 	���'

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
− ∂2u

∂t2
= 0, �(�

u = u(t, x, y),

x ∈ [0, a] , y ∈ [0, b] , t ∈ [0, T ] ,

��� ������	���) ��������� ����

u|t=0 = ξ(x, y),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= η(x, y), �*�

������
� ���

u|x=0 = u|x=a = u|y=0 = u|y=b = 0. ���

+�������
 ���� (ξ(x, y), x ∈ [0; a] , y ∈ [0; b]) 
 (η(x, y), x ∈ [0; a] , y ∈ [0; b]) )
��������
 ���,��� � �������� -�	
��� �	� ���! ����������� ����'

ξ(0, y) = ξ(a, y) = ξ(x, 0) = ξ(x, b) = 0, �.�

η(0, y) = η(a, y) = η(x, 0) = η(x, b) = 0. �$�

+������� ����	�,
��
 /���,
� ,�! ���,��
�'

Bξ(x, y, x1, y1) = Eξ(x, y)ξ(x1, y1),

x, x1 ∈ [0; a] , y, y1 ∈ [0; b] ;

Bη(x, y, x1, y1) = Eη(x, y)η(x1, y1),

x, x1 ∈ [0; a] , y, y1 ∈ [0; b] ;

+�� �����������
 ����� 0��1)� ����	�2�� �
� �� � �� ) ��������
 ����
�����
������� �� ����������� ����1���� "���)���� � �� 	��
'

u =
∞∑
i=1

vi(x, y)(ai cos λit + bi sin λit), �3�

����� � !"#� �$%&'&( �")*�+ ,-��+ �#.� ,,



��� �� �� ��	
���	�	���� �� 
� ���	��

�� ������ 	
���� vi(x, y) � ���������� ���������

Δvi(x, y) + λ2
i vi(x, y) = 0, ���

��� ������������� 
����� ���� ����������
� � ����� ������������� ������!
������ 	
���� vi ��"�� ��#����� 
 ��$�����

vi(x, y) =
2√
ab

sin
πkix

a
sin

πliy

b
. �%�

������ 	
���� vi(x, y) ���#�������� ������� ��� ����� λi �������� ����

λ2
i = π2

(
k2

i

a2
+

l2i
b2

)
, �&�

�� ���	������� ai � bi ��'��"
����� ����

ai =

a∫
0

b∫
0

ξ(x, y)vi(x, y)dxdy;

bi =

a∫
0

b∫
0

η(x, y)vi(x, y)dxdy.

(���� ���  ���� D = [0; a] × [0; b]�

������� �� ����� (ξ(x, y), x ∈ [0; a] , y ∈ [0; b])� (η(x, y), x ∈ [0; a] , y ∈ [0; b])
� �	
����� 
����	 � 
����� ������ LU(Ω)� ��� ��� �� � ��������� 
�	�	�� � ������ D ������� ����� ��
������ �	!���������	� ���"��� ������
#$%&#'%� � ����(���)�� � �	����� �������� ���(�� �� ��������� ����
#*%� ������) �� �	������	�) ���	+

$% �������	 � ��������� �	�	�� 
�����+

∂2ξ(x, y)

∂x2
,
∂2ξ(x, y)

∂y2
,
∂2ξ(x, y)

∂x∂y
,
∂η(x, y)

∂x
,
∂η(x, y)

∂y
;

,% ��� ���� (x, y) ∈ D ��� #*% � ���	

∞∑
i=1

λivi(x, y)(ai sin λit − bi cos λit), �)*�

∞∑
i=1

πki

a

2√
ab

cos
πkix

a
sin

πliy

b
(ai cos λit + bi sin λit), �))�

∞∑
i=1

πli
b

2√
ab

sin
πkix

a
cos

πliy

b
(ai cos λit + bi sin λit), �)+�

∞∑
i=1

λ2
i vi(x, y)(ai cos λit + bi sin λit), �)��

����� ������ ���� �! ��"�� �#��� ��$� ��



�����������	 
����� ���� �� ������ ���� ��	
������� 
�
��������

∞∑
i=1

(
πki

a

)2

vi(x, y)(ai cos λit + bi sin λit), ����

∞∑
i=1

(
πli
b

)2

vi(x, y)(ai cos λit + bi sin λit), ����

��������	 
�����
� �� ����
������

���������� ���	
��� 	����� �	����
	������	 ��������� ��� ���	� ����
���������� ��	 � 	!������ �	���	�� �� "���	�	���� �� �#��#�� ���������� �� 	
� �#�#��	������ �������$

���� � �% %&''�� ����� ������� ���� (ξ(x, y), x ∈ [0; a] , y ∈ [0; b])� (η(x, y),
x ∈ [0; a] , y ∈ [0; b]) � ��
� 
������ � �
��
� Lu(Ω) � ���������	 ����
��
��� �� ��� ���� ��������� 
	���  �!�  "#!$ "%! � ���& �������� �
'
(��� �� �
��
� )
�����

(������� �
� n ≥ 0

S(0)
n =

n∑
i=1

vi(x, y)(ai cos λit + bi sin λit),

S(1)
n =

n∑
i=1

λivi(x, y)(ai sin λit − bi cos λit),

S(2)
n =

n∑
i=1

πki

a

2√
ab

cos
πkix

a
sin

πliy

b
(ai cos λit + bi sin λit),

S(3)
n =

n∑
i=1

πli
b

2√
ab

sin
πkix

a
cos

πliy

b
(ai cos λit + bi sin λit),

S(4)
n =

n∑
i=1

λ2
i vi(x, y)(ai cos λit + bi sin λit),

S(5)
n =

n∑
i=1

(
πki

a

)2

vi(x, y)(ai cos λit + bi sin λit),

S(6)
n =

n∑
i=1

(
πli
b

)2

vi(x, y)(ai cos λit + bi sin λit).

���	��� 
� ����� (ξ(x, y), x ∈ [0; a] , y ∈ [0; b])� (η(x, y), x ∈ [0; a] , y ∈ [0; b]) �
������ ��
� )
������ �������� �
(��� �� �
��
� Lu(Ω)� *�	 ��� +� �
����
����� ����(	 ������� ����� ����
�
�� ��,�
��(������ 
��-	��  "!'
 .! � ������ [0, a]× [0, b]× [0; T ]� + ��
�&�����	 � ����	�� 
	��  �! 
���'
��
� ���&�� �� ����
������ �������� +� ����������� ����/

"! �������� ����
�
��� � ����
����� ����(	 ������/

∂2ξ(x, y)

∂x2
,
∂2ξ(x, y)

∂y2
,
∂2ξ(x, y)

∂x∂y
,
∂η(x, y)

∂x
,
∂η(x, y)

∂y
;

�����  !"#$� �%&'(') �#*+�, -.��,  $/� --



��� �� �� ��	
���	�	���� �� 
� ���	��

�� ��� ���	 (x, y) ∈ D 
������� ��� �����

∞∑
i=1

∞∑
j=1

vi(x, y)vj(x, y) (Eaiaj cos λit cos λjt + Ebibj sin λit sin λjt

+2Eaibj cos λit sin λjt) ,

∞∑
i=1

∞∑
j=1

λiλjvi(x, y)vj(x, y) (Eaiaj sin λit sin λjt + Ebibj cos λit cos λjt

−2Eaibj sin λit cos λjt) ,

∞∑
i=1

∞∑
j=1

πki

a

πkj

a
cos

πkix

a
sin

πliy

b
cos

πkjx

a
sin

πljy

b
(Eaiaj cos λit cos λjt

+Ebibj sin λit sin λjt + 2Eaibj cos λit sin λjt) ,

∞∑
i=1

∞∑
j=1

πli
b

πlj
b

sin
πkix

a
cos

πliy

b
sin

πkjx

a
cos

πljy

b
(Eaiaj cos λit cos λjt

+Ebibj sin λit sin λjt + 2Eaibj cos λit sin λjt) ,

∞∑
i=1

∞∑
j=1

λ2
i λ

2
jvi(x, y)vj(x, y) (Eaiaj cos λit cos λjt + Ebibj sin λit sin λjt

+2Eaibj cos λit sin λjt) ,

∞∑
i=1

∞∑
j=1

(
πki

a

)2 (
πkj

a

)2

vi(x, y)vj(x, y) (Eaiaj cos λit cos λjt + Ebibj sin λit sin λjt

+2Eaibj cos λit sin λjt) ,

∞∑
i=1

∞∑
j=1

(
πli
b

)2 (
πlj
b

)2

vi(x, y)vj(x, y) (Eaiaj cos λit cos λjt + Ebibj sin λit sin λjt

+2Eaibj cos λit sin λjt) .

�� ��� n ≥ k = 0, 1, . . . , 6

sup
|x−x1|≤h
|y−y1|≤h
|t−t1|≤h

(
E

∣∣S(k)
n (x, y, t) − S(k)

n (x1, y1, t1)
∣∣2)1/2

≤ σk(h),

����� ������ ���� �! ��"�� #$��� ��%� ##
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�� σk(h) ���������� �	�	
	��	 ��	�
��� �������� 
��� �	 σk(h) → 0
��� h → 0 � ���	������� ��	���

ε∫
0

U (−1)

[(
a

2σ
(−1)
k (u)

+ 1

)(
b

2σ
(−1)
k (u)

+ 1

)(
T

2σ
(−1)
k (u)

+ 1

)]
du < ∞,

σ
(−1)
k (u) � 	������� �	 ������� σk(u)�

���������� ����� �� ��	
��
�� �	������� � �
�
����� ������������
����� ���� ������� �! "#���� �
��
�� $ � %
�� � ���� ���� ������� � �	�#�&���� ��
'���������& � C([0, a] × [0, b] × [0; T ])! (��� ���� �
��
�� ���%���� � �
��
��
�!

������� �� �� � (ξ(x, y), x ∈ [0; a] , y ∈ [0; b])� (η(x, y), x ∈ [0; a] , y ∈ [0; b])
������	 �
�	!	 	������� ��	���� � ��	�
	�� Lu(Ω)� �� p > 1� "	�����	

Bξ(x, y, x1, y1) = Eξ(x, y)ξ(x1, y1),

Bη(x, y, x1, y1) = Eη(x, y)η(x1, y1).

#�$ 
	!	� �	� � ��	������
� 	�����$ ������ ����� ���������	 ����������	��
��� �	��%$�	� &'(�&)( � 	���
� [0, a] × [0, b] × [0; T ]� �	 �	��*�+
��$ �
��!�$�� �$�� &,(� $��� + ����	����	 ���*��� � ��	������
�� �	�

��	� �	�
���	������� ��	���

'( �����
� ���������� ��
���� �	 �����

Bξ11 =
∂4Bξ(x, y, x1, y1)

∂x2∂x2
1

,

Bξ22 =
∂4Bξ(x, y, x1, y1)

∂y2∂y2
1

,

Bξ12 =
∂4Bξ(x, y, x1, y1)

∂x∂x1∂y∂y1

,

Bη11 =
∂2Bη(x, y, x1, y1)

∂x∂x1

,

Bη22 =
∂2Bη(x, y, x1, y1)

∂y∂y1

,

� ��$ �	�

��	 ��� h ���	���
��$ ������	�
��

sup
|x−x1|≤h
|y−y1|≤h

(Bξs(x, y, x, y) + Bξs(x1, y1, x1, y1) − 2Bξs(x, y, x1, y1))
1/2 ≤ cs|h|δ,

sup
|x−x1|≤h
|y−y1|≤h

(Bηs1(x, y, x, y) + Bηs1(x1, y1, x1, y1) − 2Bηs1(x, y, x1, y1))
1/2 ≤ cs1 |h|δ,

�� δ > 3
p

s = 11, 12, 22- s1 = 11, 22.

�����  !"#$� �%&'(') �#*+�, -.��,  $/� --
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� ���	��

�� ������	
�� ��	��� �����

∞∑
i=1

∞∑
j=1

λ2
i λ

2
j [|Eaiaj| + |Ebibj − 2 |Eaibj||] ,

∞∑
i=1

∞∑
j=1

k2
i k

2
j [|Eaiaj| + |Ebibj + 2 |Eaibj||] ,

∞∑
i=1

∞∑
j=1

l2i l
2
j [|Eaiaj| + |Ebibj + 2 |Eaibj||] ;

�� ��� �����
�� δ > 3
p
� |h| < 1 ������	
�� ��	��� ������

∞∑
i=1

λ2
i

[(
Ea2

i

)1/2
+

(
Eb2

i

)1/2
] (

(ln ki)
δ + (ln li)

δ
)

< ∞,

∞∑
i=1

k2
i

[(
Ea2

i

)1/2
+

(
Eb2

i

)1/2
] (

(ln ki)
δ + (ln li)

δ
)

< ∞,

∞∑
i=1

l2i

[(
Ea2

i

)1/2
+

(
Eb2

i

)1/2
] (

(ln ki)
δ + (ln li)

δ
)

< ∞.

���������� ����� �� ��	�
 ������ ���������� ����	�		� ����� �� �����
�� �� ����� �� ��	�
 ������ ���������� ����	�		� ����� �� ���
 � �������
��������� �� �� ����	�		� �����  � ��	�
 ������ ���!���� ����	�		� �����
 � ������ �� "��#!�	���

(
E

∣∣S(0)
n (x, y, t) − S(0)

n (x1, y1, t1)
∣∣2) 1

2
=

=

(
E

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

√
4

ab
sin

πkix

a
sin

πliy

b
(ai cos λit + bi sin λit) −

−
n∑

i=1

√
4

ab
sin

πkix1

a
sin

πliy1

b
(ai cos λit1 + bi sin λit1)

∣∣∣∣∣
2
⎞
⎠

1
2

≤

≤
√

4

ab

n∑
i=1

[(
Ea2

i

) 1
2

∣∣∣∣sin πkix

a
sin

πliy

b
cos λit− sin

πkix1

a
sin

πliy1

b
cos λit1

∣∣∣∣+
+

(
Eb2

i

) 1
2

∣∣∣∣sin πkix

a
sin

πliy

b
sin λit − sin

πkix1

a
sin

πliy1

b
sin λit1

∣∣∣∣
]

.

$����%����� 	���	�%�& '( ()**�

| sin uv| ≤ (ln(|v| + eδ))δ

(| ln |u‖)δ
, δ > 0.

����� ������ ���� �! ��"�� #$��� ��%� ##
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∣∣∣∣sin πkix

a
sin

πliy

b
cos λit − sin

πkix1

a
sin

πliy1

b
cos λit1

∣∣∣∣ ≤
≤

[∣∣∣∣sin πkix

a
− sin

πkix1

a

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣sin πliy

b
− sin

πliy1

b

∣∣∣∣ + [|cos λit − cos λit1|] ≤

≤ 2

(∣∣∣∣sin πki(x − x1)

2a

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣sin πli(y − y1)

2b

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣sin λi(t − t1)

2

∣∣∣∣
)

≤

≤ 2

((
ln

(
πki

2a
+ eδ

))δ

|ln |x − x1||δ
+

(
ln

(
πli
2b

+ eδ
))δ

|ln |y − y1||δ
(
ln

(
λi

2
+ eδ

))δ

|ln |−t1||δ
)

≤

≤ 2

|ln |h||δ
((

ln

(
πki

2a
+ eδ

))δ

+

(
ln

(
πli
2b

+ eδ

))δ

+

+

⎛
⎝ln

⎛
⎝π

√
k2

i

a2 +
l2i
b2

2
+ eδ

⎞
⎠
⎞
⎠

δ
⎞
⎟⎠ ≤

≤ 2

|ln |h||δ
(

(ln ki)
δ + (ln li)

δ +
1

2

(
(ln ki)

δ + (ln li)
δ
))

=

=
3

|ln |h||δ
(
(ln ki)

δ + (ln li)
δ
)

.

���������� 	�
�� ���	��� ��∣∣∣∣sin πkix

a
sin

πliy

b
sin λit − sin

πkix1

a
sin

πliy1

b
sin λit1

∣∣∣∣ ≤
≤ 3

|ln |h||δ
(
(ln ki)

δ + (ln li)
δ
)

.

��
� (
E

∣∣S(0)
n (x, y, t) − S(0)

n (x1, y1, t1)
∣∣2) 1

2 ≤ C0

|ln |h||δ ,

��

C0 =

√
36

ab

∞∑
i=1

[(
Ea2

i

) 1
2 +

(
Eb2

i

) 1
2

] (
(ln ki)

δ + (ln li)
δ
)

.

(
E

∣∣S(1)
n (x, y, t) − S(1)

n (x1, y1, t1)
∣∣2) 1

2

(
E

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

λi

√
4

ab
sin

πkix

a
sin

πliy

b
(ai sin λit − bi cos λit) −

−
n∑

i=1

λi

√
4

ab
sin

πkix1

a
sin

πliy1

b
(ai sin λit1 − bi cos λit1)

∣∣∣∣∣
2
⎞
⎠

1
2

≤

≤
√

4

abc

n∑
i=1

λi

[(
Ea2

i

) 1
2

∣∣∣∣sin πkix

a
sin

πliy

b
sin λit − sin

πkix1

a
sin

πliy1

b
sin λit1

∣∣∣∣ +

����� � !"#� �$%&'&( �")*�+ ,-��+ �#.� ,,



��� �� �� ��	
���	�	���� �� 
� ���	��

+
(
Eb2

i

) 1
2

∣∣∣∣sin πkix

a
sin

πliy

b
cos λit − sin

πkix1

a
sin

πliy1

b
cos λit1

∣∣∣∣
]

.

���� (
E

∣∣S(1)
n (x, y, t) − S(1)

n (x1, y1, t1)
∣∣2) 1

2 ≤ C1

|ln |h||δ ,

��

C1 =

√
36

ab

∞∑
i=1

λi

[(
Ea2

i

) 1
2 +

(
Eb2

i

) 1
2

] (
(ln ki)

δ + (ln li)
δ
)

.

(
E

∣∣S(2)
n (x, y, t) − S(2)

n (x1, y1, t1)
∣∣2) 1

2
=

=

(
E

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

πki

a

√
4

ab
cos

πkix

a
sin

πliy

b
(ai cos λit + bi sin λit) −

−
n∑

i=1

πki

a

√
4

ab
cos

πkix1

a
sin

πliy1

b
(ai cos λit1 + bi sin λit1)

∣∣∣∣∣
2
⎞
⎠

1
2

≤

≤ π

√
4

a3b

n∑
i=1

ki

[(
Ea2

i

) 1
2

∣∣∣∣cos
πkix

a
sin

πliy

b
cos λit − cos

πkix1

a
sin

πliy1

b
cos λit1

∣∣∣∣ +

+
(
Eb2

i

) 1
2

∣∣∣∣cos
πkix

a
sin

πliy

b
sin λit − cos

πkix1

a
sin

πliy1

b
sin λit1

∣∣∣∣
]

.

����

(
E

∣∣∣S(2)
n (x, y, t) − S

(2)
n (x1, y1, t1)

∣∣∣2)
1
2

≤ C2

|ln|h||δ ,

��

C2 = π

√
36

a3b

∞∑
i=1

ki

[(
Ea2

i

) 1
2 +

(
Eb2

i

) 1
2

] (
(ln ki)

δ + (ln li)
δ
)

.

(
E

∣∣S(3)
n (x, y, t) − S(3)

n (x1, y1, t1)
∣∣2) 1

2
=

=

(
E

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

πli
b

√
4

ab
sin

πkix

a
cos

πliy

b
(ai cos λit + bi sin λit) −

−
n∑

i=1

πli
b

√
4

ab
sin

πkix1

a
cos

πliy1

b
(ai cos λit1 + bi sin λit1)

∣∣∣∣∣
2
⎞
⎠

1
2

≤

≤ π

√
8

ab3c

n∑
i=1

li

[(
Ea2

i

) 1
2

∣∣∣∣sin πkix

a
cos

πliy

b
cos λit−− sin

πkix1

a
cos

πliy1

b
cos λit1

∣∣∣∣ +

+
(
Eb2

i

) 1
2

∣∣∣∣sin πkix

a
cos

πliy

b
sin λit − sin

πkix1

a
cos

πliy1

b
sin λit1

∣∣∣∣
]

.

�	
��

(
E

∣∣∣S(3)
n (x, y, t) − S

(3)
n (x1, y1, t1)

∣∣∣2)
1
2

≤ C3

|ln|h||δ ,

����� ������ ���� �! ��"�� #$��� ��%� ##
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��

C3 = π

√
72

ab3c

∞∑
i=1

li

[(
Ea2

i

) 1
2 +

(
Eb2

i

) 1
2

] (
(ln ki)

δ + (ln li)
δ
)

.

(
E

∣∣S(4)
n (x, y, t) − S(4)

n (x1, y1, t1)
∣∣2) 1

2
=

=

(
E

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

λ2
i

√
4

ab
sin

πkix

a
sin

πliy

b
(ai cos λit + bi sin λit) −

−
n∑

i=1

λ2
i

√
4

ab
sin

πkix1

a
sin

πliy1

b
(ai cos λit1 + bi sin λit1)

∣∣∣∣∣
2
⎞
⎠

1
2

≤

≤
√

4

ab

n∑
i=1

λ2
i

[(
Ea2

i

) 1
2

∣∣∣∣sin πkix

a
sin

πliy

b
cos λit − sin

πkix1

a
sin

πliy1

b
cos λit1

∣∣∣∣ +

+
(
Eb2

i

) 1
2

∣∣∣∣sin πkix

a
sin

πliy

b
sin λit − sin

πkix1

a
sin

πliy1

b
sin λit1

∣∣∣∣
]

.

����

(
E

∣∣∣S(4)
n (x, y, t) − S

(4)
n (x1, y1, t1)

∣∣∣2)
1
2

≤ C4

|ln|h||δ ,

��

C4 =

√
36

ab

∞∑
i=1

λ2
i

[(
Ea2

i

) 1
2 +

(
Eb2

i

) 1
2

] (
(ln ki)

δ + (ln li)
δ
)

.

(
E

∣∣S(5)
n (x, y, t) − S(5)

n (x1, y1, t1)
∣∣2) 1

2
=

=

(
E

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

(
πki

a

)2
√

4

ab
sin

πkix

a
sin

πliy

b
(ai cos λit + bi sin λit) −

−
n∑

i=1

(
πki

a

)2
√

4

ab
sin

πkix1

a
sin

πliy1

b
(ai cos λit1 + bi sin λit1)

∣∣∣∣∣
2
⎞
⎠

1
2

≤

≤ π2

√
4

a5b

n∑
i=1

k2
i

[(
Ea2

i

) 1
2

∣∣∣∣sin πkix

a
sin

πliy

b
cos λit − sin

πkix1

a
sin

πliy1

b
cos λit1

∣∣∣∣ +

+
(
Eb2

i

) 1
2

∣∣∣∣sin πkix

a
sin

πliy

b
sin λit − sin

πkix1

a
sin

πliy1

b
sin λit1

∣∣∣∣
]

.

����	

(
E

∣∣∣S(5)
n (x, y, t) − S

(6)
n (x1, y1, t1)

∣∣∣2)
1
2

≤ C5

|ln|h||δ ,

��

C5 = π2

√
72

a5b

∞∑
i=1

k2
i

[(
Ea2

i

) 1
2 +

(
Eb2

i

) 1
2

] (
(ln ki)

δ + (ln li)
δ
)

.

(
E

∣∣S(6)
n (x, y, t) − S(7)

n (x1, y1, t1)
∣∣2) 1

2
=

�����  !"#$� �%&'(') �#*+�, -.��,  $/� --
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=

(
E

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

(
πki

a

)2
√

4

ab
sin

πliy

b
sin

πliy

b
(ai cos λit + bi sin λit) −

−
n∑

i=1

(
πli
b

)2
√

4

ab
sin

πkix1

a
sin

πliy1

b
(ai cos λit1 + bi sin λit1)

∣∣∣∣∣
2
⎞
⎠

1
2

≤

≤ π2

√
8

ab5c

n∑
i=1

l2i

[(
Ea2

i

) 1
2

∣∣∣∣sin πkix

a
sin

πliy

b
cos λit − sin

πkix1

a
sin

πliy1

b
cos λit1

∣∣∣∣ +

+
(
Eb2

i

) 1
2

∣∣∣∣sin πkix

a
sin

πliy

b
sin λit − sin

πkix1

a
sin

πliy1

b
sin λit1

∣∣∣∣
]

.

����

(
E

∣∣∣S(6)
n (x, y, t) − S

(6)
n (x1, y1, t1)

∣∣∣2)
1
2

≤ C6

|ln|h||δ ,

��

C6 = π2

√
72

ab5c

∞∑
i=1

l2i

[(
Ea2

i

) 1
2 +

(
Eb2

i

) 1
2

] (
(ln ki)

δ + (ln li)
δ
)

.

��	�
 �������� ����� �� ����� ������� ���������� �������� ����� �� ������
�� ��

�� �� �� ������	
� ��� �� ������
��� ������ ���������������� � !��"�# $����%&�' ��"
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