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The paper contains the results which describe the properties of such general topological construc-
tion as extension topology. In particular, we prove that this topology has the property of transitiv-
ity. We find the base of the least cardinality for the topology and local one for the neighborhood
system of every point. We calculate the interior, the closure, and the sets of isolated and limit
points of any set. Also we prove that this space is disconnected, find components, and investigate
its cardinality characteristics, separation axioms and metrizability.

Ó ðîáîòi îòðèìàíî ðåçóëüòàòè, ÿêi îïèñóþòü âëàñòèâîñòi çàãàëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ êîíñòðóêöi¨ �
òîïîëîãi¨ ðîçøèðåííÿ. Çîêðåìà, äîâåäåíî, ùî öÿ òîïîëîãiÿ ìà¹ âëàñòèâiñòü òðàíçèòèâíîñòi,
çíàéäåíî áàçè íàéìåíøî¨ ïîòóæíîñòi äëÿ òîïîëîãi¨ òà ñèñòåìè îêîëiâ òî÷êè, îá÷èñëåíî âíó-
òðiøíiñòü, çàìèêàííÿ, ìíîæ�èíè ãðàíè÷íèõ òà içîëüîâàíèõ òî÷îê äîâiëüíî¨ ìíîæèíè. Òàêîæ
äîâåäåíî íåçâ'ÿçíiñòü öüîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó, çíàéäåíî éîãî êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi,
äîñëiäæåíî ïîòóæíiñòíi õàðàêòåðèñòèêè, àêñiîìè âiäîêðåìëþâàíîñòi òà ìåòðèçîâíiñòü.

Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, X∗ � íàäìíîæèíà ìíîæèíè X. Òî-
äi ðîäèíà τ ∗ = {U ⊂ X∗ | U ∩X ∈ τ} ¹ òîïîëîãi¹þ íà X∗, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ
òîïîëîãi¹þ ðîçøèðåííÿ X äî X∗ (äèâ. [1]). Ñïðàâäi, äëÿ äîâiëüíèõ ìíîæèí
Uα ∈ τ ∗, α ∈ T , ïåðåòèíè Uα ç X íàëåæàòü òîïîëîãi¨ τ , çâiäêè τ ìiñòèòü îá'¹ä-
íàííÿ ∪

α∈T
(Uα ∩X) = ( ∪

α∈T
Uα)∩X i, êîëè ìíîæèíà iíäåêñiâ T ñêií÷åííà, ïåðåòèí

∩
α∈T

(Uα ∩X) = ( ∩
α∈T

Uα)∩X.

Òàêèì ÷èíîì, âiäêðèòèìè âX∗ ¹ òi é ëèøå òi ìíîæèíè, ïåðåòèí ÿêèõ çX âiä-
êðèòèé â X. Äàëi, ìíîæèíà A çàìêíåíà â X∗ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè äîïîâíåííÿ
X∗\A âiäêðèòå â X∗, òîáòî ïåðåòèí (X∗\A)∩X = X\A = X\(A∩X) âiäêðèòèé
â X, ùî åêâiâàëåíòíî çàìêíåíîñòi â X ïåðåòèíó A∩X. Îòæå, çàìêíåíèìè â X∗

ìíîæèíàìè ¹ òi é ëèøå òi ìíîæèíè, ïåðåòèí ÿêèõ ç X ¹ çàìêíåíèì â X.

Òâåðäæåííÿ 1. Âiäêðèòèìè (çàìêíåíèìè) â X∗ ¹ ìíîæèíè âèãëÿäó V ∪A,
äå V � âiäêðèòà (çàìêíåíà) â X ìíîæèíà, à A ⊂ X∗\X, i ëèøå âîíè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé B � âiäêðèòà (çàìêíåíà) â X∗ ìíîæèíà. Î÷åâèäíî, ¨¨
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi B = (B ∩X)∪(B\X), äå ïåðåòèí B ∩X âiäêðèòèé
(çàìêíåíèé) â X, à ðiçíèöÿ B\X ìiñòèòüñÿ â X∗\X. Íàâïàêè, ÿêùî B = V ∪A,
äå V � âiäêðèòà (çàìêíåíà) â X ìíîæèíà, à A ⊂ X∗\X, òî ïåðåòèí B ∩X = V
âiäêðèòèé (çàìêíåíèé) â X, çâiäêè ìíîæèíà B âiäêðèòà (çàìêíåíà) â X∗.

Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíà âiäêðèòà (çàìêíåíà) â X ìíîæèíà
òà êîæíà ìíîæèíà A ⊂ X∗\X ¹ âiäêðèòîþ (çàìêíåíîþ) â X∗.

Òâåðäæåííÿ 2. Òîïîëîãiÿ τ ∗ ðîçøèðåííÿ ïðîñòîðó (X, τ) äî X∗ ⊃ X ¹
ñóïðåìóìîì:

1) òîïîëîãi¨ τ ∪{X∗} òà X-âèëó÷åíî¨ òîïîëîãi¨ íà X∗;
2) òîïîëîãi¨ {∅}∪{(X∗\X)∪V, V ∈ τ} òà X-âìiñíî¨ òîïîëîãi¨ íà X∗.

Äîâåäåííÿ. 1) Òîïîëîãiÿ τ ∗ ìiñòèòü òîïîëîãiþ τ ∪{X∗} òà X-âèëó÷åíó òî-
ïîëîãiþ íà X∗, à òîìó ìiñòèòü ¨õ îá'¹äíàííÿ i ñóïðåìóì. Íàâïàêè, êîæíà ìíî-
æèíà ç τ ∗ çà òâåðäæåííÿì 1 ìà¹ âèãëÿä V ∪A, äå V ∈ τ , à A ⊂ X∗\X, òîáòî
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V ∈ τ ∪{X∗}, à A íàëåæèòü X-âèëó÷åíié òîïîëîãi¨ íà X∗, i îòæå, ëåæèòü â êî-
æíié òîïîëîãi¨ íà X∗, ÿêà ìiñòèòü îá'¹äíàííÿ òîïîëîãi¨ τ ∪{X∗} é X-âèëó÷åíî¨
òîïîëîãi¨ íà X∗, çîêðåìà i â ¨õ ñóïðåìóìi.

2) Íåõàé τ1 = {∅}∪{(X∗\X)∪V, V ∈ τ}, à τ2 � X-âìiñíà òîïîëîãiÿ íà
X∗. Êîæíà ç öèõ òîïîëîãié, à îòæå, i ¨õ ñóïðåìóì ìiñòèòüñÿ, î÷åâèäíî, â τ ∗.
Íàâïàêè, çà òâåðäæåííÿì 1 êîæíà ìíîæèíà òîïîëîãi¨ ðîçøèðåííÿ τ ∗ ìà¹ âèãëÿä
V ∪A = ((X∗\X)∪V )∩(X ∪A), äå V ∈ τ , A ⊂ X∗\X, ïðè÷îìó (X∗\X)∪V ∈
τ1, X ∪A ∈ τ2. Òîìó τ ∗ ìiñòèòüñÿ â êîæíié òîïîëîãi¨ íà X∗, ÿêà ìiñòèòü τ1 i τ2,
à îòæå, i â ¨õ ñóïðåìóìi.

Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ (X, τ) òà (Y, σ) íàçèâà¹òüñÿ
ôàêòîðíèì, ÿêùî òîïîëîãiÿ σ ¹ ôàêòîðòîïîëîãi¹þ âiäíîñíî τ òà âiäîáðàæåí-
íÿì f , òà iíäóêóâàëüíèì, ÿêùî τ iíäóêîâàíà òîïîëîãi¹þ σ òà âiäîáðàæåííÿì
f . Âiäîáðàæåííÿ f ôàêòîðíå òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âiäêðèòèìè (çàìêíåíèìè)
â Y ¹ ìíîæèíè âèãëÿäó f(A)∪B, äå A � âiäêðèòà (çàìêíåíà) â X íàñè÷åíà
âiäíîñíî f ìíîæèíà (òîáòî A = f−1(f(A))), à B ⊂ Y \f(X), i ëèøå âîíè.

Òåîðåìà 1. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, X∗ � íàäìíîæèíà ìíî-
æèíè X i τ ∗ � òîïîëîãiÿ ðîçøèðåííÿ X äî X∗. Òîäi ïðèðîäíå âêëàäåííÿ

X ∋ x
i7→ x ∈ X∗ ¹ ôàêòîðíèì âiäêðèòèì çàìêíåíèì iíäóêóâàëüíèì âiäîáðà-

æåííÿì. Çîêðåìà, (X, τ) ¹ âiäêðèòèì çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó X∗.

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 1 âiäêðèòèìè (çàìêíåíèìè) â X∗ ¹ ìíîæèíè
âèãëÿäó V ∪A, äå V � âiäêðèòà (çàìêíåíà) â X ìíîæèíà, à A ⊂ X∗\X, i
ëèøå âîíè. Àëå V = i(V ) = i−1(i(V )) äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè V ⊂ X, òîáòî
êîæíà ìíîæèíà V ⊂ X íàñè÷åíà âiäíîñíî i. Îòæå, âiäêðèòèìè (çàìêíåíèìè)
â X∗ ¹ ìíîæèíè âèãëÿäó i(V )∪A, äå V � âiäêðèòà (çàìêíåíà) â X íàñè÷åíà
âiäíîñíî âiäîáðàæåííÿ i ìíîæèíà, à A ⊂ X∗\i(X), i ëèøå âîíè, ùî åêâiâàëåíòíî
ôàêòîðíîñòi âiäîáðàæåííÿ i.

Íåõàé òåïåð τ ∗X � òîïîëîãiÿ íà X, iíäóêîâàíà òîïîëîãi¹þ τ ∗ íà X∗. Ïîêà-
æåìî, ùî τ ∗X = τ . ßêùî U ∈ τ ∗X , òî U = X ∩V , äå V ∈ τ ∗, çâiäêè U ∈ τ çà îçíà-
÷åííÿì òîïîëîãi¨ ðîçøèðåííÿ. Íàâïàêè, ÿêùî U ∈ τ ⊂ τ ∗, òî U = X ∩U ∈ τ ∗X .
Îòæå, X � ïiäïðîñòið â X∗, òîáòî ïðèðîäíå âêëàäåííÿ i iíäóêóâàëüíå.

Çà òâåðäæåííÿì 1 ïiäïðîñòið X = X ∪∅ = i(X) âiäêðèòèé i çàìêíåíèé â
X∗, ùî åêâiâàëåíòíî âiäêðèòîñòi òà çàìêíåíîñòi ïðèðîäíîãî âêëàäåííÿ i.

Ç òåîðåìè 1 i òðàíçèòèâíîñòi ôàêòîðòîïîëîãi¨ âèïëèâà¹, ùî òîïîëîãiÿ ðîç-
øèðåííÿ òðàíçèòèâíà, òîáòî ÿêùî X∗∗ � íàäìíîæèíà ìíîæèíè X∗, íà ÿêié
çàäàíà òîïîëîãiÿ ðîçøèðåííÿ X äî X∗, òî òîïîëîãi¨ ðîçøèðåííÿ X äî X∗∗ òà
X∗ äî X∗∗ çáiãàþòüñÿ. Êðiì òîãî, çãiäíî ç òåîðåìîþ 1 ðîäèíà {X,X∗\X} ¹
âiäêðèòèì ðîçáèòòÿì ïðîñòîðó X∗, çâiäêè X∗ ãîìåîìîðôíèé òîïîëîãi÷íié ñóìi
ñâî¨õ ïiäïðîñòîðiâ X òà X∗\X ( [2]).

Òâåðäæåííÿ 3. Áàçà íàéìåíøî¨ ïîòóæíîñòi òîïîëîãi¨ τ ∗ ðîçøèðåííÿ X
äî X∗ ìà¹ âèãëÿä β∗ = {{x}, x ∈ X∗\X}∪ β, äå β � áàçà íàéìåíøî¨ ïîòóæíî-
ñòi òîïîëîãi¨ τ ïðîñòîðó X.

Äîâåäåííÿ. Òî÷êà x ∈ X∗\X ìà¹ íàéìåíøèé îêië {x}, ÿêèé ìóñèòü ìiñòè-
òèñÿ â êîæíié áàçi ïðîñòîðó X∗ çà êðèòåði¹ì áàçè. Òîìó {x} ∈ β∗, x ∈ X∗\X. À
îñêiëüêè âiäêðèòi â X∗ ìíîæèíè ìàþòü âèãëÿä V ∪A, äå ìíîæèíà V âiäêðèòà
â X, à A ⊂ X∗\X, i V òà A ¹ îá'¹äíàííÿìè äåÿêèõ ñóêóïíîñòåé ìíîæèí ç β òà
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{{x}, x ∈ X∗\X} âiäïîâiäíî, òî ðîäèíà β∗ âiäêðèòèõ â X∗ ìíîæèí ¹ áàçîþ ïðî-
ñòîðó X∗. Çàëèøèëîñü çàóâàæèòè, ùî ïîòóæíiñòü áàçè β ïðîñòîðó X çìåíøèòè
íå ìîæíà, à ç ðîäèíè {{x}, x ∈ X∗\X} íå ìîæíà ïðèáðàòè æîäíî¨ ìíîæèíè.

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé τ ∗ � òîïîëîãiÿ ðîçøèðåííÿ ïðîñòîðó X äî X∗ ⊃ X.
Òîäi áàçà íàéìåíøî¨ ïîòóæíîñòi ñèñòåìè îêîëiâ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X∗ ìà¹
âèãëÿä {{x}}, êîëè x ∈ X∗\X, òà βx, äå βx � áàçà íàéìåíøî¨ ïîòóæíîñòi
ñèñòåìè îêîëiâ òî÷êè x ó ïðîñòîði X, êîëè x ∈ X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé β∗
x � áàçà íàéìåíøî¨ ïîòóæíîñòi ñèñòåìè îêîëiâ òî÷êè

x ∈ X∗. ßêùî x ∈ X∗\X, òî îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà {x} ¹ íàéìåíøèì îêîëîì
òî÷êè x, çâiäêè β∗

x = {{x}}. ßêùî æ x ∈ X, òî β∗
x = βx, áî êîæåí îêië V ∪A,

äå V � âiäêðèòà â X ìíîæèíà, à A ⊂ X∗\X, òî÷êè x ìiñòèòü ¨¨ îêië V , ÿêèé,
ó ñâîþ ÷åðãó, ìiñòèòü äåÿêèé îêië ç áàçè βx, ïîòóæíiñòü ÿêî¨ íàéìåíøà.

Òâåðäæåííÿ 5. Íåõàé τ ∗ � òîïîëîãiÿ ðîçøèðåííÿ ïðîñòîðó X äî X∗ ⊃ X
i A ⊂ X∗ � äîâiëüíà ìíîæèíà. Òîäi:

1) âíóòðiøíiñòü ìíîæèíè A â X∗ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

IntX∗ A = IntX(A∩X)∪(A\X),

äå IntX(A∩X) � âíóòðiøíiñòü ïåðåòèíó A∩X ó ïðîñòîði X;
2) çàìèêàííÿ ìíîæèíè A â X∗ ìà¹ âèãëÿä

AX∗ = A∩XX ∪(A\X),

äå A∩XX � çàìèêàííÿ ïåðåòèíó A∩X ó ïðîñòîði X;
3) ìíîæèíà içîëüîâàíèõ òî÷îê ìíîæèíè A â X∗ çíàõîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ

IX∗(A) = IX(A∩X)∪(A\X),

äå IX(A∩X) � ìíîæèíà içîëüîâàíèõ òî÷îê ïåðåòèíó A∩X ó ïðîñòîði X;
4) ìíîæèíà ãðàíè÷íèõ òî÷îê ìíîæèíè A â X∗ âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

A′
X∗ = (A∩X)′X ,

äå (A∩X)′X � ìíîæèíà ãðàíè÷íèõ òî÷îê ïåðåòèíó A∩X ó ïðîñòîði X;
5) A ñêðiçü ùiëüíà â X∗ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïåðåòèí A∩X ñêðiçü

ùiëüíèé â X i A ⊃ X∗\X;
6) A íiäå íå ùiëüíà â X∗ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè A ⊂ X i A íiäå íå ùiëüíà

â X.

Äîâåäåííÿ. 1) Îñêiëüêè âíóòðiøíiñòü ìíîæèíè A ¹ íàéáiëüøîþ âiäêðè-
òîþ â X∗ ìíîæèíîþ, ÿêà ìiñòèòüñÿ â A, i A = (A∩X)∪(A\X), äå A∩X ⊂ X,
A\X ⊂ X∗\X, à êîæíà âiäêðèòà â X∗ ìíîæèíà çà òâåðäæåííÿì 1 ìà¹ âèãëÿä
V ∪B, äå ìíîæèíà V âiäêðèòà â X, à B ⊂ X∗\X � â X∗, òî IntX∗ A ¹ îá'¹äíà-
ííÿì íàéáiëüøèõ âiäêðèòèõ â X òà â X∗ ìíîæèí, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â A∩X i A\X
âiäïîâiäíî. Ïåðøà ç íèõ, î÷åâèäíî, äîðiâíþ¹ IntX(A∩X), à äðóãà � A\X.

2) Çàìèêàííÿ ìíîæèíè A â ïðîñòîði X∗ ¹ íàéìåíøîþ çàìêíåíîþ â X∗ ìíî-
æèíîþ, ÿêà ìiñòèòü A. Çà òâåðäæåííÿì 1 êîæíà çàìêíåíà â X∗ ìíîæèíà ìà¹
âèãëÿä V ∪B, äå ìíîæèíà V çàìêíåíà â X, à B ⊂ X∗\X � â X∗. Îòæå, AX∗

¹ îá'¹äíàííÿì íàéìåíøèõ çàìêíåíèõ â X òà â X∗ ìíîæèí, ÿêi ìiñòÿòü A∩X i
A\X âiäïîâiäíî, òîáòî îá'¹äíàííÿì A∩XX ∪(A\X).
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3) Òî÷êà ìíîæèíè A içîëüîâàíà â A, ÿêùî äåÿêèé îêië öi¹¨ òî÷êè íå ìiñòèòü
âiäìiííèõ âiä íå¨ òî÷îê ìíîæèíè A. Î÷åâèäíî, êîæíà òî÷êà ðiçíèöi A\X içî-
ëüîâàíà â A, à òî÷êà ïåðåòèíó A∩X içîëüîâàíà â A â ïðîñòîði X∗ â òîìó é
ëèøå â òîìó ðàçi, êîëè öÿ òî÷êà içîëüîâàíà â A â ïðîñòîði X.

4) A′
X∗ = AX∗\ IX∗(A) = (A∩XX ∪(A\X))\(IX(A∩X)∪(A\X)) = A∩XX\

IX(A∩X) = (A∩X)′X .
5) Ìíîæèíà A ñêðiçü ùiëüíà â X∗ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè X∗ = AX∗ =

A∩XX ∪(A\X). À öå áóäå òîäi é ëèøå òîäi, êîëè A∩XX = X, A\X = X∗\X,
ùî åêâiâàëåíòíî âêëþ÷åííþ A ⊃ X∗\X i ñêðiçü ùiëüíîñòi â X ïåðåòèíó A∩X.

6) Ìíîæèíà A íiäå íå ùiëüíà â X∗ â òîìó é ëèøå â òîìó ðàçi, êîëè ∅ =
IntX∗ AX∗ = (IntX A∩XX)∪(A\X), ùî ðiâíîñèëüíî âêëþ÷åííþ A ⊂ X i íiäå íå
ùiëüíîñòi â X ìíîæèíè A.

Òåîðåìà 2. Íåõàé τ ∗ � òîïîëîãiÿ ðîçøèðåííÿ X äî X∗ i X∗ ̸= X. Òîäi
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X∗ íåçâ'ÿçíèé, à îòæå, é íå ëiíiéíî çâ'ÿçíèé. Êîìïî-
íåíòàìè çâ'ÿçíîñòi öüîãî ïðîñòîðó ¹ îäíîòî÷êîâi ìíîæèíè {x}, x ∈ X∗\X,
i êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ïðîñòîðó X.

Äîâåäåííÿ. ßêùî X∗ ̸= X, òî X ¹ íåòðèâiàëüíîþ âiäêðèòîþ çàìêíåíîþ
â X∗ ìíîæèíîþ. Äàëi, äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x ∈ X∗\X îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà
{x} çâ'ÿçíà. Âiçüìåìî ùå îäíó òî÷êó y ∈ X∗\X, y ̸= x. Òîäi ìíîæèíà {x, y} íå-
çâ'ÿçíà, áî ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi {x, y} = {x}∪{y} = ({x, y}∩{x})∪({x, y}∩{y})
îá'¹äíàííÿ äâîõ íåïîðîæíiõ âiäêðèòèõ â {x, y} ìíîæèí ç ïîðîæíiì ïåðåòèíîì.
Îòæå, êîìïîíåíòàìè çâ'ÿçíîñòi â X∗\X ¹ îäíîòî÷êîâi ìíîæèíè {x}, x ∈ X∗\X.
Êîìïîíåíòîþ çâ'ÿçíîñòi òî÷êè x ∈ X ó ïðîñòîði X∗ ¹, î÷åâèäíî, êîìïîíåíòà
çâ'ÿçíîñòi òî÷êè x ó ïðîñòîði X.

Íàñòóïíèé ôàêò âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç òâåðäæåííÿ 4.

Òåîðåìà 3. Íåõàé τ ∗ � òîïîëîãiÿ ðîçøèðåííÿ X äî X∗. Ïðîñòið X∗ çàäî-
âîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi òîäi é ëèøå òîäi, êîëè X ¨¨ çàäîâîëüíÿ¹.

Òåîðåìà 4. Íåõàé τ ∗ � òîïîëîãiÿ ðîçøèðåííÿ X äî X∗. Ïðîñòið X∗ çàäîâî-
ëüíÿ¹ äðóãó àêñiîìó çëi÷åííîñòi (¹ ñåïàðàáåëüíèì) òîäi é ëèøå òîäi, êîëè X ¨¨
çàäîâîëüíÿ¹ (¹ ñåïàðàáåëüíèì) òà äîïîâíåííÿ X∗\X íå áiëüø íiæ çëi÷åííå. Íå
áiëüø íiæ çëi÷åííîþ ñêðiçü ùiëüíîþ â X∗ ìíîæèíîþ íàéìåíøî¨ ïîòóæíîñòi
¹ (X∗\X)∪D, äå D � ñêðiçü ùiëüíà â X ìíîæèíà íàéìåíøî¨ ïîòóæíîñòi.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè äëÿ äðóãî¨ àêñiîìè çëi÷åííîñòi âèïëèâà¹
ç òâåðäæåííÿ 3. ÍåõàéD∗ � íå áiëüø íiæ çëi÷åííà ñêðiçü ùiëüíà âX∗ ìíîæèíà.
Çà òâåðäæåííÿì 5 ðiçíèöÿ X∗\X ìiñòèòüñÿ â D∗ é, îòæå, íå áiëüø íiæ çëi÷åííà,
à ïåðåòèí D∗ ∩X ñêðiçü ùiëüíèé â X, çâiäêè ïðîñòið X ñåïàðàáåëüíèé. Íàâïà-
êè, íåõàé D � íå áiëüø íiæ çëi÷åííà ñêðiçü ùiëüíà â X ìíîæèíà òà äîïîâíåííÿ
X∗\X íå áiëüø íiæ çëi÷åííå. Òîäi îá'¹äíàííÿ D∪(X∗\X) ¹ íå áiëüø íiæ çëi-
÷åííîþ ñêðiçü ùiëüíîþ â X∗ ìíîæèíîþ, i, îòæå, ïðîñòið X∗ ñåïàðàáåëüíèé.
Ñêðiçü ùiëüíîþ â X∗ ìíîæèíîþ íàéìåíøî¨ ïîòóæíîñòi ¹, î÷åâèäíî, îá'¹äíàí-
íÿ D∪(X∗\X), äå D � ñêðiçü ùiëüíà â X ìíîæèíà íàéìåíøî¨ ïîòóæíîñòi.

Òåîðåìà 5. Íåõàé τ ∗ � òîïîëîãiÿ ðîçøèðåííÿ X äî X∗. Ïðîñòið X∗ ¹
ëiíäåëüîôîâèì (êîìïàêòíèì) â òîìó é ëèøå òîìó ðàçi, êîëè X ëiíäåëüîôiâ
(êîìïàêòíèé) i äîïîâíåííÿ X∗\X íå áiëüø íiæ çëi÷åííå (ñêií÷åííå).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî âiäêðèòîãî ïîêðèòòÿ π ïðîñòîðó X ðîäèíà π ∪
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{{x}, x ∈ X∗\X} ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì ïðîñòîðó X∗ i, îòæå, ìiñòèòü íå áiëüø
íiæ çëi÷åííå (ñêií÷åííå) ïiäïîêðèòòÿ, çâiäêè X ëiíäåëüîôiâ (êîìïàêòíèé) i äî-
ïîâíåííÿX∗\X íå áiëüø íiæ çëi÷åííå (ñêií÷åííå). Íàâïàêè, íåõàé {Vα ∪Aα, α ∈
T}, äå Vα � âiäêðèòà â X ìíîæèíà, à Aα ⊂ X∗\X, α ∈ T , � äîâiëüíå âiäêðèòå
ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó X∗. Òîäi ðîäèíà {Vα, α ∈ T} ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì ïðîñòî-
ðó X, ÿêå ìiñòèòü íå áiëüø íiæ çëi÷åííå (ñêií÷åííå) ïiäïîêðèòòÿ {Vα, α ∈ T ′}.
Çàëèøèëîñü äëÿ êîæíî¨ òî÷êè íå áiëüø íiæ çëi÷åííî¨ (ñêií÷åííî¨) ìíîæèíè
X∗\X âçÿòè îäíó ç ìíîæèí âèõiäíîãî ïîêðèòòÿ, ÿêà ìiñòèòü öþ òî÷êó.

Òåîðåìà 6. Íåõàé τ ∗ � òîïîëîãiÿ ðîçøèðåííÿ X äî X∗. Ïðîñòið X∗ ¹ Ti-
ïðîñòîðîì, i = 0, 1, 2, 3, 4, òîäi é ëèøå òîäi, êîëè X � Ti-ïðîñòið. Çîêðåìà, X

∗

ðåãóëÿðíèé (íîðìàëüíèé) òîäi é ëèøå òîäi, êîëè X ðåãóëÿðíèé (íîðìàëüíèé).

Äîâåäåííÿ. Çàìêíåíèé ïiäïðîñòið X Ti-ïðîñòîðó X∗ çàäîâîëüíÿ¹ i-òó àêñi-
îìó âiäîêðåìëþâàíîñòi. Íàâïàêè, ÿêùî X � Ti-ïðîñòið, òî X∗ ¹ Ti-ïðîñòîðîì
ÿê òîïîëîãi÷íà ñóìà ïðîñòîðó X òà íîðìàëüíîãî äèñêðåòíîãî ïðîñòîðó X∗\X.

Òåîðåìà 7. Íåõàé τ ∗ � òîïîëîãiÿ ðîçøèðåííÿ X äî X∗. Ïðîñòið X∗ ìå-
òðèçîâíèé òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ïðîñòið X ìåòðèçîâíèé. ßêùî ρ � ìåòðè-
êà ïðîñòîðó X, d � äèñêðåòíà ìåòðèêà íà äîïîâíåííi X∗\X, à x0 òà y0 � ôi-
êñîâàíi òî÷êè ìíîæèí X òà X∗\X âiäïîâiäíî, òî ìåòðèêà ρ∗ íà X∗ âèçíà÷à-
¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè ρ∗(x, y) = ρ(x, y), êîëè x, y ∈ X, ρ∗(x, y) = d(x, y), êîëè
x, y ∈ X∗\X, òà ρ∗(x, y) = ρ∗(y, x) = ρ(x, x0)+1+d(y0, y), êîëè x ∈ X, y ∈ X∗\X.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè X � ïiäïðîñòið ïðîñòîðó X∗, òî íåîáõiäíiñòü î÷åâè-
äíà ( [3]). Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü.

Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî ρ∗ � ìåòðèêà íà X∗. Ñèìåòðè÷íiñòü i íåâiä'¹ìíiñòü
ôóíêöi¨ ρ∗ î÷åâèäíi. Êðiì òîãî, ρ∗(x, y) = 0 â òîìó é ëèøå â òîìó ðàçi, êîëè
x = y. Ïåðåâiðèìî íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà. ßêùî x, y, z ∈ X àáî x, y, z ∈ X∗\X,
òî âñå âèêîíó¹òüñÿ. ßêùî x, y ∈ X, z ∈ X∗\X, òî ρ∗(x, z) + ρ∗(z, y) = ρ(x, x0) +
1 + d(y0, z) + ρ(y, x0) + 1 + d(y0, z) > ρ(x, y) + 2 + 2d(y0, z) > ρ(x, y) = ρ∗(x, y).
Êîëè x, z ∈ X, y ∈ X∗\X, òî ρ∗(x, z)+ ρ∗(z, y) = ρ(x, z)+ ρ(z, x0)+ 1+ d(y0, y) >
ρ∗(x, x0)+1+d(y0, y) = ρ∗(x, y). ßêùî x ∈ X, y, z ∈ X∗\X, òî ρ∗(x, z)+ρ∗(z, y) =
ρ∗(x, x0) + 1+ d(y0, z) + d(z, y) > ρ∗(x, x0) + 1+ d(y0, y) = ρ∗(x, y). Íàðåøòi, êîëè
x, y ∈ X∗\X, z ∈ X, òî ρ∗(x, z) + ρ∗(z, y) = ρ(z, x0) + 1 + d(y0, x) + ρ(z, x0) + 1 +
d(y0, y) > 2ρ(z, x0) + 2 + d(x, y) > d(x, y) = ρ∗(x, y). Îòæå, ρ∗ � ìåòðèêà íà X∗.

Äîâåäåìî, ùî òîïîëîãiÿ τ ∗ ïîðîäæåíà ìåòðèêîþ ρ∗. Íåõàé ìíîæèíà U ⊂ X∗

¹ äåÿêèì îá'¹äíàííÿì âiäêðèòèõ êóëü âiäíîñíî ìåòðèêè ρ∗, ïðè÷îìó, íå îáìåæó-
þ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè, ùî ðàäióñè öèõ êóëü ìåíøi 1. Òîäi öå ìîæëèâî
â òîìó é ëèøå â òîìó ðàçi, êîëè U = V ∪A, äå V � îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ êóëü
âiäíîñíî ρ, à A � âiäíîñíî d, ìåíøèõ çà 1 ðàäióñiâ. À öå åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî
V � âiäêðèòà â X ìíîæèíà, à A ⊂ X∗\X, òîáòî âêëþ÷åííþ U ∈ τ ∗.
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