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АЛГОРИТМ ПОСЛIДОВНОГО АНАЛIЗУ ТА ВIДСIЮВАННЯ
ВАРIАНТIВ ДЛЯ ЗАДАЧI ЛIНIЙНОГО ВПОРЯДКУВАННЯ
АЛЬТЕРНАТИВ

In this paper procedures of sequential analysis and sifting of unviable variants are investigated.
Based on modified procedure W and general algorithm of sequential analysis for the problems
of discrete optimization, algorithm of finding of solution of the linear ordering problem are con-
structed.

У статтi дослiджено роботу процедур послiдовного аналiзу та вiдсiювання безперспективних
варiантiв за обмеженнями та за обмеженням на цiльову функцiю. На основi модифiкованої
процедури W i загальної схеми послiдовного аналiзу для задач дискретної оптимiзацiї розроб-
лено алгоритм знаходження розв’язку задачi лiнiйного впорядкування альтернатив.

Вступ. Задача лiнiйного впорядкування альтернатив (ЗЛВА) — це NP-
складна задача комбiнаторної оптимiзацiї з широким застосуванням: у коле-
ктивному прийняттi рiшень, економiцi, археологiї i календарному плануван-
нi [1]. Розробцi ефективних алгоритмiв розв’язання цiєї задачi присвячено ба-
гато робiт [2–5].

Постановка задачi. ЗЛВА можна сформулювати наступним чином. Роз-
глянемо множину альтернатив A = {A1, . . . , An} i перестановку π : A → A.
Кожна перестановка π = (π1, . . . , πn) однозначно визначає деяке лiнiйне впо-
рядкування альтернатив. Позначимо через eij, i, j ∈ N = {1, . . . , n} цiну розмi-
щення альтернативи Ai перед альтернативою Aj у лiнiйному порядку, а через
E квадратну матрицю цiн порядку n. Тодi ЗЛВА полягає у знаходженнi такої
перестановки π, при якiй досягається максимальна сумарна цiна

E(π) =
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

eπiπj
. (1)

Очевидно, що (1) є сумою елементiв над головною дiагоналлю матрицi P ,
елементи pij якої є результатом перестановки π рядкiв i стовпцiв матрицi E,
тобто P = XEXT , де X матриця, що вiдповiдає перестановцi π [1].

Як i у випадку бiльшостi задач комбiнаторної оптимiзацiї, ЗЛВА має бага-
то альтернативних формулювань. У роботi [2] задача лiнiйного впорядкування
розглядається у еквiвалентнiй постановцi задачi лiнiйного програмування з бу-
левими змiнними.

E(x) =
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

dijxij → max, (2)

xij + xjk − xik 6 1, 1 6 i < j < k 6 n, (3)

−xij − xjk + xik 6 0, 1 6 i < j < k 6 n, (4)

xij ∈ Xij, 1 6 i < j 6 n, (5)

де dij = eij − eji, Xij = {0, 1} — множини можливих варiантiв значень компо-
ненти xij, X =

∏
j>i

Xij — множина всiх можливих варiантiв.
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Процедури послiдовного аналiзу для ЗЛВА. Для задач дискретної
оптимiзацiї основою схем послiдовного аналiзу та вiдсiювання варiантiв без по
крокового конструювання розв’язку є процедура W [6] послiдовного вiдсiву (ви-
ключення з розгляду, взагалi кажучи, на поточному кроцi) значень змiнних.
Процедура W в свою чергу складається з двох процедур W1 та W2. Конкрети-
зуємо їх для нашого випадку.

Виберемо довiльнi iндекси i, j, k ∈ N , але такi, що k > j > i. Слiдуючи
загальнiй схемi послiдовного аналiзу та вiдсiву варiантiв для задачi з лiнiйними
обмеженнями, отримуємо наступнi критерiї вiдсiву по обмеженнях (процедура
W1 на s-у кроцi s ∈ {1, . . . , s0}):

для фiксованих j > i, якщо



x̄ij > 1−min
X

(s)
jk

xjk + max
X

(s)
ik

xik,

x̄ij < −max
X

(s)
jk

xjk + min
X

(s)
ik

xik
(6)

хоча б для одного k : k > j > i, то компонента xij допустимого розв’язку
задачi (2)–(5) не може приймати значення, рiвне x̄ij ∈ X

(s)
ij , де X

(s)
ij — множина

можливих варiантiв компоненти xij на кроцi s, s ∈ {1, . . . , s0};
для фiксованих k > j, якщо




x̄jk > 1−min
X

(s)
ij

xij + max
X

(s)
ik

xik,

x̄jk < −max
X

(s)
ij

xij + min
X

(s)
ik

xik
(7)

хоча б для одного i : k > j > i, то компонента xjk допустимого розв’язку задачi
(2)–(5) не може приймати значення, рiвне x̄jk ∈ X

(s)
jk ;

для фiксованих k > i, якщо



x̄ik > min
X

(s)
ij

xij + min
X

(s)
jk

xjk − 1,

x̄ik < max
X

(s)
ij

xij + max
X

(s)
jk

xjk
(8)

хоча б для одного j : k > j > i, то компонента xik допустимого розв’язку задачi
(2)–(5) не може приймати значення, рiвне x̄ik ∈ X

(s)
ik .

1) Нехай |X(s)
ij |·|X(s)

jk |·|X(s)
ik | > 4. Здiйснивши перебiр всiх можливих випадкiв

та проаналiзувавши їх за вiдповiдними критерiями (6)–(8), не важко перекона-
тися, що вiдсiву в цiй ситуацiї не буде.

2) Нехай |X(s)
ij | · |X(s)

jk | · |X(s)
ik | = 2. Нехай |X(s)

ij | = 2. Легко бачити, коли X
(s)
jk =

{0} i X(s)
ik = {1}, то вiдбудеться вiдсiв значення x̄ij = 0. Аналогiчно, якщо X

(s)
jk =

{1} i X(s)
ik = {0}, то вiдбудеться вiдсiв значення x̄ij = 1. У випадку, коли |X(s)

jk | =
2 i якщо X

(s)
ij = {0}, X

(s)
jk = {0, 1}, X

(s)
ik = {1}, то вiдсiюється значення x̄jk = 0,

а у випадку X
(s)
ij = {1}, X

(s)
jk = {0, 1}, X

(s)
ik = {0} буде вiдсiяно x̄jk = 1. При

|X(s)
ik | = 2, коли маємо X

(s)
ij = {0}, X

(s)
jk = {0}, X

(s)
ik = {0, 1}, то за критерiєм (8)

вiдсiюється значення x̄ik = 1, а якщо X
(s)
ij = {1}, X

(s)
jk = {1}, X

(s)
ik = {0, 1}, тодi
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вiдсiюється x̄ik = 0. Аналогiчно до попереднього випадку, здiйснивши перебiр
всiх iнших можливих ситуацiй (якi стосуються розглядуваного нами випадку),
не важко переконатися, що вiдсiву за критерiями (6)–(8) бiльше не буде.

3) Нехай |X(s)
ij | = |X(s)

jk | = |X(s)
ik | = 1. Якщо X

(s)
ij = {0}, X

(s)
jk = {0} i

X
(s)
ik = {1}, то за вiдповiдним критерiєм вiдсiву, зокрема, отримуємо X

(s)
ij = ∅.

Якщо X
(s)
ij = {1}, X

(s)
jk = {1} i X

(s)
ik = {0}, тодi, зокрема, також отримаємо

X
(s)
ij = ∅. Такi варiанти унеможливлюють побудову жодного повного допусти-

мого варiанту задачi (2)–(5) i описують ситуацiю, коли на s-у кроцi вiдбувається
аварiйне завершення процедури W1. У всiх iнших випадках, очевидно, вiдсiву
не буде.

Iз загальної схеми випливає, що критерiєм вiдсiву за обмеженням на цiльову
функцiю (процедура W2 на s-у кроцi (s = 1, . . . , s0)) буде:

якщо

dijx̄ij < e∗s − max
X(s)/X

(s)
ij





∑

t>k
(k 6=i)∨(t 6=j)

dktxkt





=

= e∗s −
∑

t>k
(k 6=i)∨(t 6=j)

max
X

(s)
kt

{dktxkt}, (j > i), (9)

то компонента xij допустимого розв’язку задачi (2)–(5) не може приймати зна-
чення, рiвне x̄ij, де e∗s деяке значення взяте iз промiжку [ min

X(s−1)
E(x), max

X(s−1)
E(x)].

При застосуваннi процедури W2 можливi наступнi випадки.
Випадок 1. Не вiдбулося жодного вiдсiву. Тодi звуження множини можли-

вих варiантiв може вiдбутися, якщо посилити нерiвностi (9), що, очевидно, мо-
жливо зробити тiльки посиленням обмеження на цiльову функцiю, вибравши,
наприклад, значення e∗s+1 методом дихотомiї iз промiжку [e∗s, e

(s)
max] , де e

(s)
max —

максимально можливе значення цiльової функцiї на кроцi s.
Випадок 2. Вiдсiв вiдбувся, але скорочена множина можливих варiантiв X(s)

є порожньою або ж X(s) 6= Ø , але на нiй не iснує жодного допустимого варiанту
задачi (2)–(5). В цьому випадку здiйснюється аварiйне завершення роботи про-
цедури W2 . Вiдомо [6], що в цьому випадку будь-який допустимий варiант xD

задачi (2)–(5) задовольняє умовi E(xD) < e∗s . Тодi розширення множини X(s)

можна отримати зменшивши величину e∗s, послаблюючи тим самим додаткове
обмеження на цiльову функцiю, вибираючи e∗s+1 < e∗s за правилом дихотомiї iз
промiжку [e

(s)
min, e

∗
s], де e

(s)
min — мiнiмально можливе значення цiльової функцiї на

кроцi s.

Твердження 1. Для ЗЛВА в результатi роботи процедури W2 не мо-
же бути вiдсiяним значення x

(max)
ij = arg max

X
(s−1)
ij

{dijxij}, ∀ i, j ∈ N , j > i та

∀ s ∈ {1, . . . , s0}.
Доведення. Припустимо протилежне. Нехай S̄ ⊆ {1, . . . , s0} множина всiх

крокiв для яких справедливе наше припущення. I нехай s̃ = arg min
s∈S̄

s перший

iз цих крокiв (саме на цьому кроцi W2 вперше зробить вiдсiв за припущенням),
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на якому знайдеться хоча б одна пара iндексiв j > i така, що

dijx
(max)
ij < e∗s̃ −

∑

t>k
(k 6=i)∨(t 6=j)

max
X

(s̃)
kt

{dktxkt}. (10)

Нехай N
(s̃)
i , N

(s̃)
j — множини, що повнiстю описують всi пари iндексiв j > i,

i ∈ N
(s̃)
i , j ∈ N

(s̃)
i , для яких на кроцi s̃ виконується (10). Вiзьмемо спочатку

першу iз таких пар js̃ > is̃ (саме для цiєї пари W2 вперше зробить вiдсiв за при-
пущенням), тобто is̃ = arg min

i∈N
(s̃)
i

i та js̃ = arg min
j∈N

(s̃)
j

j. В цьому випадку правило

вибору s̃ та пари js̃ > is̃ дає змогу переписати нерiвнiсть (10) у наступному
еквiвалентному виглядi:

max
X

(s̃−1)
is̃js̃

{dijxij}+
∑

t>k
(k 6=is̃)∨(t 6=js̃)

max
X

(s̃−1)
kt

{dktxkt} < e∗s̃,

звiдки отримуємо спiввiдношення

e(s̃)
max < e∗s̃. (11)

Але (11) суперечить правилу вибору на довiльному кроцi s значення e∗s iз про-
мiжку [e

(s)
min, e

(s)
max]. Проводячи аналогiчнi мiркування, через скiнченну кiлькiсть

крокiв спочатку переконуємося у неможливостi нашого припущення для кроку
s̃, а потiм послiдовно провiвши аналогiчнi мiркування для iнших крокiв прихо-
димо до правильностi твердження.

Наслiдок 1. Для ЗЛВА не може виникнути перша ситуацiя описана у
випадку 2.

Наслiдок 2. Для ЗЛВА вiдсiв значень компоненти xij за обмеженням на
цiльову функцiю може вiдбутися лише у випадку, коли |X(s−1)

ij | = 2, причому
вiдсiяним може бути лише значення x

(min)
ij = arg min

X
(s−1)
ij

{dijxij}, ∀ i, j ∈ N , j > i

та ∀ s ∈ {1, . . . , s0}.
Наслiдок 3. Для ЗЛВА умова вiдсiву по цiльовiй функцiї може бути пе-

реписана у наступному еквiвалентному виглядi:
якщо

dijx
(min)
ij < e∗s − e(s)

max + max
X

(s−1)
ij

{dijxij}, (12)

то компонента xij допустимого розв’язку задачi (2)–(5) не може прийма-
ти значення, рiвне x

(min)
ij .

Iз (12) отримуємо:

e(s)
max + min

X
(s−1)
ij

{dijxij} − max
X

(s−1)
ij

{dijxij} < e∗s, (13)

Iз вигляду (13) випливає, що при заданому значеннi e∗s, якщо вiдсiюється
значення x

(min)
i1j1

i виконується

min
X

(s−1)
i1j1

{di1j1xi1j1} − max
X

(s−1)
i1j1

{di1j1xi1j1} ≥ min
X

(s−1)
i2j2

{di2j2xi2j2} − max
X

(s−1)
i2j2

{di2j2xi2j2},
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то вiдсiяним буде також значення x
(min)
i2j2

. Тодi для того, щоб не виникла друга
ситуацiя випадку 2 необхiдно, щоб, зокрема, допустимим був вiдсiв всiх значень
x

(min)
i∗j∗ , де

(i∗, j∗) ∈ Arg min
(i,j):i<j

{ min
X

(s−1)
ij

{dijxij} − max
X

(s−1)
ij

{dijxij}}.

Вiдмiтимо, що вiдсiву всiх таких значень можна домогтися ввiвши строге
обмеження на цiльову функцiю E(x) > e∗s i вибираючи

e∗s = e(s)
max + min

(i,j):i<j
{ min

X
(s−1)
ij

{dijxij} − max
X

(s−1)
ij

{dijxij}}.

Алгоритм.
Крок 1. Обчислення значень e

(s)
max та e∗s. Перехiд до наступного кроку.

Крок 2. Застосування процедури W2, тобто вiдсiв всiх значень x
(min)
i∗j∗ , де

(i∗, j∗) ∈ Arg max
(i,j):

{
i<j

|X(s−1)
ij |=2

|eij − eji|.

Перехiд до наступного кроку.
Крок 3. Застосування процедури W1. При аварiйному завершеннi процеду-

ри W1 здiйснюється вiдновлення всiх вiдсiяних на поточному та попередньому
кроцi значень i завершення роботи алгоритму. Iнакше, якщо

∏
j>i

|X(s)
ij | = 1, то

кiнець алгоритму, iнакше — перехiд до кроку 1.
Висновок. Запропонований алгоритм є простим з точки зору реалiзацiї.

Якщо знайдений варiант розв’язку x̂ задовольняє умову E(x̂) > e∗s0
, то вiн

є оптимальним варiантом [6]. Якщо E(x̂) ≤ e∗s0
, то варiант x̂ можна вибрати

в якостi наближеного розв’язку. В разi аварiйного завершення процедури W1

отримуємо скорочення множини можливих варiантiв.
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2. Grötschel M., Jünger M., Reinelt G. A cutting plane algorithm for the linear ordering problem
// Operations Research. – 1984.– vol. 2.– № 6.– pp. 1195-1220.
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