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ОЦIНКА ШВИДКОСТI ЗБIЖНОСТI ДО ДВОВИМIРНОГО
НОРМАЛЬНОГО ЗАКОНУ В РIВНОМIРНIЙ МЕТРИЦI ДЛЯ
ХАРАКТЕРИСТИЧНИХ ФУНКЦIЙ

The paper contains estimate of rate of convergence by characteristic functions of two-dimensional
stochastic vector.

Робота мiстить оцiнку швидкостi збiжностi для характеристичних функцiй двовимiрного ви-
падкового вектора.

Важливим напрямком у теорiї ймовiрностей є дослiдження швидкостi збi-
жностi у граничних теоремах. Вивчаються як питання швидкостi збiжностi до
граничних законiв розподiлу, так i дослiджуються рiзноманiтнi характеристи-
ки, з допомогою яких отримуються результати. Дуже поширеним методом до-
слiдження швидкостi у граничних теоремах є використання псевдомоментiв рi-
зного виду, що було запропоноване ще В. М. Золотарьовим [1]. У данiй роботi
здiйснюється оцiнка швидкостi збiжностi послiдовностi характеристичних фун-
кцiй двовимiрного випадкового вектора до характеристичної функцiї двовимiр-
ного нормального закону. Дослiдження цiєї теми проводились набагато рiдше,
нiж аналогiчнi одновимiрнi випадки [2, 3]. При цьому оцiнка отримується з до-
помогою псевдомомента, структура якого аналогiчна до введеної у [4], лише
узагальнена на двовимiрний випадок.

Нехай (ξj, ηj), j = 1, 2, ... – послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених
випадкових векторiв з законом розподiлу F (x, y), характеристичною функцiєю
f(s, t) та Mξj = Mηj = 0, Mξ2

j = Mη2
j = 1. Позначимо через Φ(x, y) фун-

кцiю розподiлу двовимiрного нормального закону з тими ж моментами першо-
го i другого порядку. Вiдповiдна йому характеристична функцiя має вигляд

g(s, t) = e−
1
2
(s2+2rst+t2), де r – коефiцiєнт кореляцiї (ξj, ηj), r 6= ±1. Функцiю

розподiлу випадкового вектора
(

ξ1 + . . . + ξn√
n

,
η1, + . . . + ηn√

n

)

позначимо через Fn(x, y), а вiдповiдну характеристичну функцiю – ϕn(s, t).
Для довiльного B > 0 введемо псевдомоменти

ν01(B) =

∫∫

(x, y):
x3+y3≤B

max
(
1,

(
x2 + y2

) 3
2

)
dΨ(x, y),

ν ′01(B) =

∫∫

(x, y):
x2+y2≤B

max
(
1, |x|3 + |y|3) dΨ(x, y),

ν02(B) =

∫∫

(x, y):
x2+y2>B

max
(
1,

(
x2 + y2

) 3
2

)
dΨ(x, y),
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де Ψ(x, y) = F (x, y)− Φ(x, y).
Позначимо через

ν = ν(B) = max(ν01(B), ν02(B)), ν ′ = ν ′(B) = max(ν ′01(B), ν02(B)).

Нехай ρn = supx,y |ϕn(s, t)− g(s, t)|.
Теорема 1. Нехай c ∈ (

0, 1
16

)
– довiльна стала. Тодi при n ≥ 1

ρn ≤ inf
B>0




1√
n

ν01(B)C(1)

(1− |r|) 3
2

+
ν02(B)C(2)

1− |r| + δ sup
(s, t):

√
s2+t2>

c(1−|r|)2
ν

|f(s, t)|n


 ,

де C(i) – сталi, що залежать тiльки вiд c, а δ =

{
0, ν ≤ c(1− |r|)2,
1, ν > c(1− |r|)2

Теорема 2. Нехай c′ ∈ (
0, 1

64

)
– довiльна стала. Тодi при n ≥ 1

ρn ≤ inf
B>0




1√
n

ν ′01(B)C(5)

(1− |r|) 3
2

+
ν02(B)C(6)

1− |r| + δ sup
(s, t):√

s2+t2>
c(1−|r|)2

ν

|f(s, t)|n


 ,

де C(i) – сталi, що залежать тiльки вiд c′, а δ =

{
0, ν ′ ≤ c′(1− |r|)2,
1, ν ′ > c′(1− |r|)2

Лема 1. Для довiльних значень s, t виконуються оцiнки:

ω(s, t) = |f(s, t)− g(s, t)| ≤ min

{
ν01(B) + ν02(B);

(s2 + t2)
3
2

6
ν01(B) + (s2 + t2)ν02(B);

s2 + t2

2
(ν01(B) + ν02(B))

}
.

Доведення.

|f(s, t)− g(s, t)| = ∫∫
R2

|ei(sx+ty)||dΨ(x, y)| ≤ ∫∫
R2

|dΨ(x, y)| = ∫∫
x2+y2≤B

|dΨ(x, y)|+

+
∫∫

x2+y2>B

|dΨ(x, y)| ≤ ∫∫
x2+y2≤B

max
(
1, (x2 + y2)

3
2

)
|dΨ(x, y)|+

+
∫∫

x2+y2>B

|dΨ(x, y)| = ν01(B) + ν02(B).

|f(s, t)− g(s, t)| =
∣∣∣
∫∫
R2

ei(sx+ty)dΨ(x, y)
∣∣∣ =

=
∣∣∣
∫∫
R2

(
ei(sx+ty) − 1− i(sx + ty)− (i(sx+ty))2

2

)
dΨ(x, y)

∣∣∣ ≤
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≤ ∫∫
x2+y2≤B

∣∣∣ei(sx+ty) − 1− i(sx + ty)− (i(sx+ty))2

2

∣∣∣dΨ(x, y)+

+
∫∫

x2+y2>B

∣∣∣ei(sx+ty) − 1− i(sx + ty)− (i(sx+ty))2

2

∣∣∣dΨ(x, y) ≤

≤ ∫∫
x2+y2≤B

|sx+ty|3
6

∣∣dΨ(x, y)
∣∣ +

∫∫
x2+y2>B

2 |sx+ty|2
2

∣∣dΨ(x, y)
∣∣ ≤

≤ 1
6
(s2 + t2)

3
2

∫∫
x2+y2≤B

(x2 + y2)
3
2 |dΨ(x, y)|+ (s2 + t2)

∫∫
x2+y2>B

(x2 + y2) |dΨ(x, y)| ≤

≤ 1
6
(s2 + t2)

3
2

∫∫
x2+y2≤B

max
(
1, (x2 + y2)

3
2

)
|dΨ(x, y)|+

+(s2 + t2)
∫∫

x2+y2>B

max (1, (x2 + y2)) |dΨ(x, y)| = 1
6
(s2 + t2)

3
2 ν01(B) + (s2 + t2)ν02(B).

Тут використано нерiвностi:

∣∣∣eiα − 1− iα− (iα)2

2

∣∣∣ ≤
{ |α|3

6
,

α2,
а також (st + ty)2 ≤ (s2 + t2)(x2 + y2).

|f(s, t)− g(s, t)| =
∣∣∣
∫∫
R2

ei(sx+ty)dΨ(x, y)
∣∣∣ =

=
∣∣∣
∫∫
R2

(
ei(sx+ty) − 1− i(sx + ty)− (i(sx+ty))2

2

)
dΨ(x, y)

∣∣∣ ≤

≤ ∫∫
R2

|i(sx+ty)|2
2

|dΨ(x, y)| ≤ 1
2
(s2 + t2)

∫∫
R2

(x2 + y2)|dΨ(x, y)| =

= 1
2
(s2+t2)

( ∫∫
x2+y2≤B

(x2+y2)|dΨ(x, y)|+ ∫∫
x2+y2>B

(x2+y2)|dΨ(x, y)|
)
≤

≤ 1
2
(s2 + t2)

( ∫∫
x2+y2≤B

max
(
1, (x2 + y2)

3
2

)
|dΨ(x, y)|+

+
∫∫

x2+y2>B

max
(
1, (x2+y2)

)|dΨ(x, y)|
)

= 1
2
(s2+t2)

(
ν01(B)+ν02(B)

)
.

Лему доведено.

Лема 2. Нехай ν = max
(
ν01(B), ν02(B)

)
, c ∈ (

0, 1
16

)
. Тодi при

ν ≤ c(1− |r|)2 i
√

s2 + t2 ≤ T1 =

√
− 2

1− |r| ln ν

виконується оцiнка

f(s, t) ≤ e−(1−|r|)(s2+t2)c1 , де c1 =
1

4
−√c > 0.
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Якщо
√

s2 + t2 > T1, то має мiсце нерiвнiсть f(s, t) ≤ 3ν.

Якщо ν > c(1− |r|)2, то при умовi, що

ν02(B) ≤ c(1− r)2 i при
√

s2 + t2 ≤ T2 =
c(1− |r|) 3

2

ν

виконується

f(s, t) ≤ e−(1−|r|)(s2+t2)c2 , де c2 =
1

2
− 2c

√
e > 0.

Доведення. Нехай ν ≤ c(1−|r|)2, s2+t2 ≤ T1. Тодi, згiдно леми 1 i очевидної
нерiвностi s2 + 2rst + t2 ≥ (1− |r|)(s2 + t2) одержимо таку оцiнку:

|f(s, t)| =
∣∣f(s, t)− e−

1
2
(s2+2rst+t2) + e−

1
2
(s2+2rst+t2)

∣∣ ≤ ω(s, t) + e−
1
2
(s2+2rst+t2) ≤

≤ 1

2
(s2 + t2)

(
ν01(B) + ν02(B)

)
+ e−

1
2
(1−|r|)(s2+t2) =

= e−
1
4
(1−|r|)(s2+t2)

(1

2
(s2 + t2)

(
ν01(B) + ν02(B)

)
e−

1
4
(1−|r|)(s2+t2) + e−

1
4
(1−|r|)(s2+t2)

)
≤

≤ e−
1
4
(1−|r|)(s2+t2)

(
1 +

1

2
(s2 + t2)

(
ν01(B) + ν02(B)

)
e

1
4
(1−|r|)T 2

1

)
=

= e−
1
4
(1−|r|)(s2+t2)

(
1 +

1

2
(s2 + t2)2νe

1
4
(1−|r|)

(
− 2

1−|r| ln ν
))

=

= e−
1
4
(1−|r|)(s2+t2)e−

1
4
(1−|r|)(s2+t2)

(
1 +

√
ν(s2 + t2)

) ≤

≤ e−
1
4
(1−|r|)(s2+t2)

(
1 +

√
c(1− |r|)(s2 + t2)

) ≤ e−
1
4
(1−|r|)(s2+t2)e

√
c(1−|r|)(s2+t2) =

= e(1−|r|)(s2+t2)
(

1
4
−√c

)
= e(1−|r|)(s2+t2)c1 ,

де c2 = 1
2
− 2c

√
e > 0.

Додаткова умова ν02(B) ≤ c(1− |r|)2, що використовувалася при одержаннi
попередньої оцiнки, є очевидною. Адже в iншому випадку,

якщо ν02(B) > c(1− |r|)2, отримуємо: ρn ≤ 2 ≤ 2
ν02

c(1− |r|)2
,

тобто твердження леми виконується вiдразу. Таким чином, лему доведено.

Доведення теореми 1. При n = 1 з леми 1 вiдразу одержуємо ρ1 ≤
≤ ν01(B)+ν02(B), тобто твердження теореми є справедливим. Тому розглянемо
випадок n > 1:

ρn = sup
(s, t)∈R

|ϕn(s, t)− g(s, t)| =

= sup
(s, t)∈R

∣∣∣fn
( s√

n, t√
n

)
− gn

( s√
n, t√

n

)∣∣∣ = sup
(s, t)∈R

∣∣fn(s, t)− gn(s, t)
∣∣.

Нехай
k =

{
1, ν ≤ c(1− |r|)2,
2, ν > c(1− |r|)2, ν02 ≤ c(1− |r|)2.
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Очевидно, що
ρn = sup

(s, t)∈R

|fn(s, t)− gn(s, t)| ≤

≤ max





sup
(x, y):√

x2+t2≤Tk

|fn(s, t)− gn(s, t)| , sup
(x, y):√

x2+t2>Tk

|fn(s, t)|+ sup
(x, y):√

x2+t2>Tk

|gn(s, t)|





.

При подальшому оцiнюваннi використаємо очевидну нерiвнiсть

|an − bn| ≤ (a− b)
n∑

j=1

an−jbj−1,

поклавши a = f(s, t), b = g(s, t).

Розглянемо випадок
√

s2 + t2 ≤ Tk.

|fn(s, t)− gn(s, t)| ≤ |f(s, t)− g(s, t)|
n∑

j=1

|fn−j| |gj−1| ≤

≤
(

1
6
ν01(B) (s2+ t2)

3
2 + ν01(B)(s2 + t2)

) n∑
j=1

e−(1−|r|(s2+t2))ck(n−j)e−
1
2(x2+2rst+t2)(j−1)≤

≤
(

1
6
ν01(B) (s2+ t2)

3
2 + ν02(B)(s2 + t2)

) n∑
j=1

e−(1−|r|(s2+t2))ck(n−j)e−
1
2
(1−|r|)(x2+t2)(j−1)≤

≤n
(

1
6
ν01(B) (s2+ t2)

3
2 + ν02(B)(s2+ t2)

)
e−(1−|r|(s2+t2))ck(n−j).

Тодi
sup
(x, y):√

x2+t2≤Tk

|fn(s, t)− gn(s, t)| ≤

≤ sup
(x, y):√

x2+t2≤Tk

(
n

(
1
6
ν01(B) (s2+ t2)

3
2 + ν02(B)(s2+ t2)

)
e−(1−|r|(s2+t2))ck(n−j)

)
=

= sup
(x, y):√

x2+t2≤Tk

(
n

1
6
ν01(B)(s2+t2)

3
2 ((1−|r|)(n−1)ck)

3
2

(1−|r|) 3
2 (n−1)

3
2 c

3
2
k

e−(1−|r|(s2+t2))ck(n−1)+

+ n
ν02(B)(s2+t2)(1−|r|)(n−1)ck

(1−|r|)(n−1)ck
e−(1−|r|(s2+t2))ck(n−1)

)
≤

≤ 1√
n

ν01(B)c3

(1− |r|) 3
2

+
ν02(B)c4

1− |r| . (1)

Нехай ν ≤ c(1− |r|)2 (k = 1). Тодi

sup
(x, y):√

x2+t2>T1

|fn(s, t)| ≤ (3ν) ≤ 3ν(3c(1− |r|))n−1 ≤ ν01(B)c5√
n

+ ν02(B)c6. (2)
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sup
(x, y):√

x2+t2>T1

|gn(s, t)| ≤ sup
(x, y):√

x2+t2>T1

e−
1
2
(1−|r|)(s2+t2)n ≤ e−

1
2
(1−|r|)T 2

1 n = e−
1
2
(1−|r|)(− 2

1−|r| ln ν)n =

= νn ≤ ν
(
c(1− |r|)2

)n−1 ≤ νcn−1 ≤ ν01(B)c7√
n

+ ν02(B)c8. (3)

Отже, при n > 1 внаслiдок (1)–(3) виконується перше твердження теореми.
Нехай тепер ν > c(1− |r|)2 (k = 2).

sup
(x, y):√

x2+t2>T2

|gn(s, t)| ≤ sup
(x, y):√

x2+t2>T2

e−
n
2
(1−|r|)(s2+t2) = e−

n
2
(1−|r|) (1−|r|)3

ν2 c2 =

= ν√
n(1−|r|)2

(√
n(1−|r|)2

ν
e−

n(1−|r|)4
2ν2 c2

)
≤ ν√

n(1−|r|)2 c9 ≤

≤ c9

(1− |r|)2

(
ν01(B)√

n
+ ν02(B)

)
. (4)

Iз (1) i (4) слiдує друге твердження теореми 1.

Доведення теореми 2 за незначними винятками аналогiчне доведенню тео-
реми 1. При цьому використовуються наступнi леми, доведення яких теж здiй-
снюється за схемою доведення вiдповiдно лем 1 i 2.

Лема 3. Для довiльних значень s, t виконуються оцiнки:

ω(s, t) = |f(s, t)− g(s, t)| ≤ min {ν ′01(B) + ν02(B) ;

2

3

(|s|3 + |t|3) ν ′01(B) +
(
s2 + t2

)
ν02(B);

(
s2 + t2

)
(ν ′01(B) + ν02(B))

}
.

Лема 4. Нехай ν ′ = max (ν ′01(B), ν02(B)), c′ ∈ (
0, 1

64

)
. Тодi при ν ′ ≤ c′(1−|r|)2

i
√

s2 + t2 ≤ T ′
1 =

√
− 2

1−|r| ln ν ′ виконується оцiнка f(s, t) ≤ e−(1−|r|)(s2+t2)c′1, де

c′1 = 1
4
− 2

√
c′ > 0.

Якщо
√

s2 + t2 > T ′
1, то має мiсце нерiвнiсть f(s, t) ≤ 3ν ′. 0,2cm

Якщо ν ′ > c′(1− |r|)2, то при умовi, що

ν02(B) ≤ c′(1− |r|)2 i при
√

s2+2 ≤ T ′
2 =

c′ (1− |r|) 3
2

ν ′

виконується f(s, t) ≤ e−(1−|r|)(s2+t2)c′2, де c′2 = 1
2
− 5

3
′√ > 0.
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