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ОПИС ПАРАЛЕЛЬНИХ ФАКТОРИЗАЦIЙ МНОГОЧЛЕННИХ
МАТРИЦЬ

The expressions for all monic divisors and common divisors of polynomial matrices with given
canonical diagonal forms are established. These divisors are found under the conditions of pa-
rallelness of the corresponding factorizations of matrices to the factorizations of their canonical
diagonal forms.

Наведенi вирази, за якими знаходяться всi унiтальнi дiльники та спiльнi дiльники много-
членних матриць iз заданими канонiчними дiагональними формами за умов паралельностi
вiдповiдних факторизацiй матриць до факторизацiй їхнiх канонiчних дiагональних форм.

Вiдомi методи факторизацiї многочленних матриць у випадках, коли поле
P — алгебраїчно замкнене характеристики нуль (див. [1]) та P = C — поле
комплексних чисел (див. [2, 3]). В iнших випадках (див. [4, 5]) наведенi способи
факторизацiї многочленних матриць при певних обмеженнях. Цi та iншi спосо-
би факторизацiї многочленних матриць не дають повного опису дiльникiв та
факторизацiй матриць.

У цiй статтi на основi трикутної форми щодо напiвскалярних еквiвалентних
перетворень пропонується метод опису всiх унiтальних дiльникiв та спiльних
дiльникiв многочленних матриць iз заданими їхнiми канонiчними дiагональни-
ми формами за умови паралельностi вiдповiдних їм факторизацiй многочлен-
них матриць до факторизацiй їхнiх канонiчних дiагональних форм.

Нехай P — поле, P [x] — кiльце многочленiв над P, M(m, n, P [x]) та
M(n, P [x]) — множина m × n - матриць та кiльце n × n - матриць над P [x],
вiдповiдно. Надалi розглядатимемо матрицi A(x) ∈ M(m,n, P [x]), де m ≤
n, rangA(x) = m. Нехай канонiчна дiагональна форма

DA(x) = U(x)A(x)V (x) = diag (µ1(x), . . . , µm(x)), (1)

де U(x) ∈ GL(m,P [x]), V (x) ∈ GL(n, P [x]), матрицi A(x) зображається у
виглядi добутку

DA(x) = Φ(x)Ψ(x) = diag (ϕ1(x), . . . , ϕm(x)) diag (ψ1(x), . . . , ψm(x)), (2)

де матрицi Φ(x) i Ψ(x) є вiдповiдно розмiрiв m×m та m× n i ϕi|ϕi+1, i =
1, 2, . . . ,m− 1,

∑m
i=1 deg ϕi = sm.

Нагадаємо (див. [5]), що факторизацiю

A(x) = B(x)C(x), B(x) ∈ M(m,P [x]), C(x) ∈ M(m,n, P [x]),

матрицi A(x) називають паралельною до факторизацiї (2) її канонiчної дiаго-
нальної форми DA(x), якщо матрицi B(x) та C(x) еквiвалентнi до Φ(x) та Ψ(x),
вiдповiдно.

Нехай TA(x) трикутна форма матрицi A(x) з iнварiантними множниками
на головнiй дiагоналi (див. [6, 7]), тобто

TA(x) = QA(x)RA(x) =
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=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µ1(x) 0 · · · 0 0 · · · 0

t21(x)µ1(x) µ2(x) · · · 0 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

tm1(x)µ1(x) tm2(x)µ2(x) · · · µm(x) 0 · · · 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (3)

де deg tij < deg µi

µj
, якщо deg µi

µj
> 0, i tij(x) ≡ 0, якщо deg µi

µj
= 0, для

всiх i, j = 1, 2, . . . , m, i > j, Q ∈ GL(m,P ) — верхня унiтрикутна матриця,
RA(x) ∈ GL(n, P [x]).

Вiдомо (див. [7]), що якщо P – нескiнченне поле, то кожна матриця A(x) та
їхнiй скiнченний набiр напiвскалярними еквiвалентними перетвореннями зво-
диться до нижньої трикутної форми (3). Якщо P – скiнченне поле, то там же
даються умови звiдностi до такої трикутної форми.

Подiбний результат щодо напiвскалярної еквiвалентностi многочленних ма-
триць набагато пiзнiше cформулювали Дiас да Сiльва та Лафей (див. [8]).

Матрицю TA(x) вигляду (3) можемо зобразити так:

TA(x) = UA(x)DA(x), (4)

де UA(x) ∈ GL(m,P [x]) – нижня унiтрикутна матриця.
Побудуємо нижню унiтрикутну матрицю K(x) (див. [5, 9]) вигляду

K(x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 . . . 0

µ2(x)

µ1(x)
k21(x) 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

µm(x)

µ1(x)
km1(x)

µm(x)

µ2(x)
km2(x) . . . 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, (5)

де kij(x) = kijrij
xrij+kij(rij−1)x

rij−1+. . .+kij0, rij = deg ϕi−deg ϕj−1, якщо ψj 6 |ψi,

i > j i kij(x) ≡ 0, якщо ψj|ψi, де kijrij
— незалежнi змiннi, тобто K(x) — ма-

триця над кiльцем P (k)[x], P (k) — розширення поля P , одержане шляхом
приєднання змiнних kijrij

, i, j = 1, 2, . . . , m, i > j, до поля P .

Лема 1. Нехай канонiчна дiагональна форма DA(x) матрицi A(x) зобра-
жається у виглядi добутку (2). Тодi кожний лiвий унiтальний дiльник B(x)
степеня s матрицi A(x), тобто

A(x) = B(x)C(x), B(x) = Exs + B1x
s−1 + . . . + Bs, (6)

де E – одинична матриця, Bi ∈ M(m,P ), i = 1, . . . , s, C(x) ∈ M(m,n, P [x]), iз
канонiчною дiагональною формою DB(x) = Φ(x) такий, що факторизацiя (6)
матрицi A(x) паралельна до факторизацiї (2) її канонiчної дiагональної форми
DA(x), зображається у виглядi

B(x) = Q−1UA(x)K̃(x)Φ(x)W (x),

де Q та UA(x) — деякi матрицi, що задовольняють спiввiдношення (3) та
(4), вiдповiдно, K̃(x) одержується iз K(x) при деяких значеннях параметрiв
kijrij

, i, j = 1, 2, . . . , m, i > j, W (x) – деяка матриця iз GL(m,P [x]).
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Доведення. Для пари матриць A(x) та B(x) iснують верхня унiтрикутна
матриця Q1 над P та оборотнi матрицi RA

1 (x) та RB(x) над P [x] такi, що
справедливi рiвностi

Q1A(x)RA
1 (x) = TA

1 (x), Q1B(x)RB(x) = TB(x),

де TA
1 (x) та TB(x) – нижнi трикутнi матрицi вигляду (3) iз головними дiагона-

лями DA(x) та Φ(x), вiдповiдно. Тодi iз (6) маємо

TA
1 (x) = TB(x)C̃(x),

де C̃(x) = (RB(x))−1C(x)RA
1 (x). Далi доводимо лему за схемою доведення необ-

хiдностi у теоремi 2 (див. [5]).
Позначимо через {Q}A множину всiх верхнiх унiтрикутних матриць Q, якi

задовольняють спiввiдношення (3), а через {UA(x)} — множину всiх нижнiх
унiтрикутних матриць UA(x), якi задовольняють рiвнiсть (4).

Враховуючи лему 1 отримуємо

Наслiдок 1. Нехай

{Q−1
t UA

t (x)Kt(x)Φ(x)St(x)Qt}− (7)

множина матриць, де Qt та UA
t (x) всеможливi матрицi iз множин {Q}A та

{UA(x)}, вiдповiдно; Kt(x) одержуються iз K(x) при всеможливих значеннях
параметрiв kijrij

, i, j = 1, 2, . . . , m, i > j; матрицi St(x) ∈ GL(m,P [x]) такi,
що UA

t (x)Kt(x)Φ(x)St(x) = Lt(x) — унiтальнi матрицi. Тодi множина (7) є
множиною усiх лiвих унiтальних дiльникiв B(x) степеня s матрицi A(x) з
канонiчною дiагональною формою DB(x) = Φ(x) таких, що вiдповiднi їм фа-
кторизацiї (6) матрицi A(x) є паралельними до факторизацiї (2) її канонiчної
дiагональної форми DA(x).

Нехай
DA(x) = U1(x)A(x)V1(x) = diag (µ1(x), . . . , µm(x)), (8)

U1(x) ∈ GL(m,P [x]), V1(x) ∈ GL(n, P [x]). Вiдомо (див. [9]), що матриця U(x) iз
рiвностi (1) та матриця U1(x) iз (8) зв’язанi спiввiдношенням

U(x) = H(x)U1(x), (9)

де

H(x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

h11(x) h12(x) . . . h1m(x)

µ2(x)

µ1(x)
h21(x) h22(x) . . . h2m(x)

. . . . . . . . . . . .

µm(x)

µ1(x)
hm1(x)

µm(x)

µ2(x)
hm2(x) . . . hmm(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

. (10)

В множинi лiвих перетворювальних матриць матрицi A(x) до її канонiчної
дiагональної форми DA(x) iснує (див. [10]) матриця Ũ(x) степеня

deg Ũ(x) ≤ deg µm(x)− deg µ1(x). (11)
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Якщо матрицi Ũ(x) та Ũ1(x) є степенiв визначених спiввiдношенням (11), то
iз рiвностi (9) маємо

Ũ(x) = H̃(x)Ũ1(x), (12)

де
deg H̃(x) = q ≤ m(deg µm(x)− deg µ1(x)).

Отже, матриця H̃(x) має вигляд (10), де замiсть huv(x) маємо h̃uv(x) та

deg h̃uv(x) = tuv =

{
q, якщо u ≤ v,
q − deg µu(x) + deg µv(x) — в iншому випадку,

u, v = 1, 2, . . . , m. Тому h̃uv(x) = huvtuvx
tuv + huv(tuv−1)x

tuv−1 + . . . + huv0, де huvtuv

— незалежнi змiннi, тобто H̃(x) — матриця над кiльцем P (h)[x], P (h) — розши-
рення поля P , одержане шляхом приєднання змiнних huvtuv , u, v = 1, 2, . . . , m,
до поля P .

Побудуємо далi матрицю

F (x) = UA(x)H̃(x)K(x)Φ(x). (13)

Теорема 1. Для матрицi A(x) iснує факторизацiя A(x) = B(x)C(x) з унi-
тальною матрицею B(x) степеня s, причому DB(x) = Φ(x), паралельна до фа-
кторизацiї (2) її канонiчної дiагональної форми DA(x) тодi i тiльки тодi, коли
iснують такi значення параметрiв kijrij

та huvtuv , i, j, u, v = 1, . . . ,m, i > j, з
поля P, що матриця F (x) регуляризується справа, тобто F (x)S(x) = L(x) —
унiтальна многочленна матриця степеня s, S(x) ∈ GL(m,P [x]).

Якщо в матрицi L(x) параметри kijrij
та huvtuv , i, j, u, v = 1, . . . ,m, i > j,

набувають всiх допустимих значень з поля P , то ми одержимо усi унiтальнi
дiльники B(x) = Q−1L(x)Q матрицi A(x) з канонiчною дiагональною формою
Φ(x) такi, що вiдповiднi їм факторизацiї (6) матрицi A(x) є паралельними до
факторизацiї (2) її канонiчної дiагональної форми DA(x).

Доведення. Необхiднiсть. Нехай для матрицi A(x) iснує факторизацiя
A(x) = B(x)C(x) з унiтальною матрицею B(x) степеня s паралельна до факто-
ризацiї (2) її канонiчної дiагональної форми DA(x). За лемою 1

B(x) = Q−1
1 UA

1 (x)K̃(x)Φ(x)W1(x), (14)

де Q1 та UA
1 (x) задовольняють спiввiдношення

Q1A(x)RA
1 (x) = TA

1 (x) = UA
1 (x)DA(x), (15)

а K̃(x) одержується iз K(x) при деяких значеннях параметрiв kijrij
, i, j =

1, 2, . . . ,m, i > j, W1(x) ∈ GL(m,P [x]).
Матрицi UA

1 (x) та UA(x) iз (15) та (4) враховуючи (12) зв’язанi спiввiдно-
шенням

UA
1 (x) = Q1Q

−1UA(x)H̃(x). (16)

Тодi B(x) = Q−1UA(x)H̃(x)K(x)Φ(x)W1(x), тобто матриця F (x) правоеквiва-
лентна до унiтальної матрицi L(x) = QB(x)Q−1. Що i треба було довести.
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Достатнiсть. Лiвий унiтальний дiльник Q−1L(x)Q = B(x) матрицi A(x)
залежить вiд параметрiв kijrij

та huvtuv , i, j, u, v = 1, . . . , m, i > j. Надаючи цим
параметрам допустимих значень з поля P (за яких матриця F (x) правоеквiва-
лентна до унiтальної матрицi), одержимо множину лiвих унiтальних дiльникiв
матрицi A(x) iз канонiчною дiагональною формою Φ(x) таких, що вiдповiднi їм
факторизацiї матрицi A(x) паралельнi до факторизацiї (2) її канонiчної дiаго-
нальної форми DA(x). Ця множина мiстить усi такi дiльники матрицi A(x), бо
за лемою 1 кожний дiльник зображається у виглядi (14), вiд якого, враховую-
чи спiввiдношенння (16), можна легко перейти до потрiбного вигляду дiльника
B(x) матрицi A(x). Теорему доведено.

Для регуляризацiї многочленних матриць зазначених в теоремi 1 можна ви-
користати вiдомi методи, наведенi в (див. [1]) у випадку алгебраїчно замкненого
поля характеристики нуль та у роботах (див. [4, 11–13]) в iнших випадках.

Нехай канонiчна дiагональна форма DA(x) матрицi A(x) ∈ M(m,n, P [x])
зображується у виглядi добутку (2). Нехай далi

ϕi(x)

ϕi−1(x)
= gk1

1 (x) . . . gkt
t (x); ψi−1(x) = gl1

1 (x) . . . glt
t (x)f v1

1 (x) . . . f vd
d (x) (17)

— розклади
ϕi(x)

ϕi−1(x)
та ψi−1(x), i = 2, . . . , m, у добуток незвiдних многочленiв.

У роботi (див. [14]) доведено, що за методом П. С. Казiмiрського (див. [1])
знаходяться всi унiтальнi дiльники iз заданою канонiчною дiагональною фор-
мою тодi i тiльки тодi, коли у розкладах (17) kj > lj для всiх j = 1, 2, . . . , t, i =
2, . . . , m.

Наслiдок 2. Нехай у розкладах (17) многочленiв
ϕi(x)

ϕi−1(x)
та ψi−1(x) вико-

нується умова kj > lj для всiх j = 1, 2, . . . , t, i = 2, . . . ,m, i нехай

B(x) = Q−1UA(x)K(x)Φ(x)S(x)Q, (18)

де Q та UA(x) — будь-якi фiксованi матрицi, що задовольняють спiввiдно-
шення (3) та (4), вiдповiдно; K(x) вигляду (5), матриця S(x) ∈ GL(m,P [x])
така, що UA(x)K(x)Φ(x)S(x) = L(x) — унiтальна матриця степеня s. Тодi iз
(18), надаючи параметрам kijrij

, i, j, = 1, . . . , m, i > j, всiх допустимих зна-
чень з поля P, ми отримаємо усi унiтальнi дiльники степеня s матрицi A(x),
якi мають канонiчну дiагональну форму Φ(x) та вiдповiднi факторизацiї яких
є паралельними до факторизацiї (2) її канонiчної дiагональної форми DA(x).

Доведення. Якщо виконується умова наслiдку, то iснує така матриця R(x) ∈
GL(m,P [x]), що H̃(x)K(x)Φ(x)R(x) = G(x)Φ(x), де G(x) має вигляд (5). Це
означає на основi теореми 1, що iз (18) отримаємо всi унiтальнi дiльники ма-
трицi A(x) iз канонiчною дiагональною формою Φ(x) та умовою паралельностi
розкладiв.

Нехай A1(x) ∈ M(m,n1, P [x]) та A2(x) ∈ M(m,n2, P [x]) i нехай канонi-
чна дiагональна форма DAp(x) = diag (µp1(x), . . . , µpm(x)) матрицi Ap(x) ∈
M(m,np, P [x]), m ≤ np, rangAp(x) = m, зображується у виглядi добутку

DAp(x) = Φ(x)Ψp(x) = diag (ϕ1(x), . . . , ϕm(x)) diag (ψp1(x), . . . , ψpm(x)), (19)
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де ϕi|ϕi+1, i = 1, 2, . . . , m− 1, i
∑m

i=1 deg ϕi = sm, p = 1, 2.
Нехай

TA
p (x) = QAp(x)Rp(x) = UAp(x)DAp(x)−

нижня трикутна форма матрицi Ap(x) вигляду (3), Q ∈ GL(m, P ), Rp(x) ∈
GL(np, P [x]), UAp(x) ∈ GL(m,P [x]) – нижня унiтрикутна матриця, p = 1, 2.
Запишемо нижню унiтрикутну матрицю Kp(x) =

∥∥∥ k̃
(p)
ij (x)

∥∥∥
m

1
, p = 1, 2, вигляду

(5), тобто k̃
(p)
ij (x) =

µpi(x)

µpj(x)
k

(p)
ij (x), якщо i > j; k̃

(p)
ij (x) ≡ 1, якщо i = j; k̃

(p)
ij (x) ≡

0, якщо i < j. Многочлени k
(p)
ij (x) = k

(p)
ijrpij

xrpij +k
(p)
ij(rpij−1)x

rpij−1+. . .+k
(p)
ij0 степеня

rpij = deg ϕi − deg ϕj − 1, якщо ψpj 6 |ψpi, i > j i k
(p)
ij (x) ≡ 0, якщо ψpj|ψpi, де

k
(p)
ijrpij

— незалежнi змiннi, тобто Kp(x) — матриця над кiльцем P (k)[x], P (k)

— розширення поля P , одержане шляхом приєднання змiнних k
(p)
ijrpij

, i, j =
1, 2, . . . ,m, i > j, p = 1, 2, до поля P .

Далi запишемо матрицi H̃1(x) та H̃2(x) вигляду (10), тобто

H̃p(x) =
∥∥∥ h

(p)
uv (x)

∥∥∥
m

1
, p = 1, 2,

де h
(p)
uv (x) = h̃

(p)
uv (x), якщо u ≤ v i h

(p)
uv (x) =

µpu(x)

µpv(x)
h̃(p)

uv (x), якщо u > v, i

deg H̃p(x) = qp ≤ m(deg µpm(x)− deg µp1(x)),

тобто h̃
(p)
uv (x) = h

(p)
uvtpuv

xtpuv + h
(p)
uv(tpuv−1)x

tpuv−1 + . . . + h
(p)
uv0, де

deg h̃(p)
uv (x) = tpuv =

{
qp, якщо u ≤ v,
qp − deg µpu(x) + deg µpv(x) — в iншому випадку,

u, v = 1, 2, . . . , m, p = 1, 2.
Побудуємо матрицi

Fp(x) = UAp(x)H̃p(x)Kp(x)Φ(x), p = 1, 2.

Теорема 2. Нехай канонiчнi дiагональнi форми DA1(x) i DA2(x) матриць
A1(x) i A2(x) зображенi у виглядi добутку (19). Тодi iснує спiльний унiталь-
ний дiльник B(x) матриць A1(x) i A2(x), тобто

A1(x) = B(x)Ã1(x), A2(x) = B(x)Ã2(x), (20)

причому DB(x) = Φ(x) i факторизацiї (20) матриць A1(x) i A2(x) пара-
лельнi до факторизацiй (19) їхнiх канонiчних дiагональних форм DA1(x) i
DA2(x), тодi i тiльки тодi, коли iснують такi значення параметрiв k

(p)
ijrpij

та h
(p)
uvtpuv

∈ P, i, j, u, v = 1, . . . , m, i > j, p = 1, 2, що матрицi F1(x) та F2(x)
правоеквiвалентнi до однiєї i тiєї ж унiтальної матрицi L(x) степеня s, тоб-
то F1(x)S1(x) = L(x) та F2(x)S2(x) = L(x), де Sp(x) ∈ GL(m,P [x]), p = 1, 2.

Якщо параметри k
(p)
ijrpij

та h
(p)
uvtpuv

∈ P, i, j, u, v = 1, . . . , m, i > j, p = 1, 2, в
матрицi L(x) набувають всiх допустимих значень з поля P , то ми одержи-
мо усi спiльнi унiтальнi дiльники B(x) = Q−1L(x)Q матриць A1(x) i A2(x) з
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канонiчною дiагональною формою DB(x) = Φ(x) такi, що вiдповiднi їм факто-
ризацiї (20) матриць A1(x) i A2(x) є паралельними до факторизацiй (19) їхнiх
канонiчних дiагональних форм DA1(x) i DA2(x).

Доведення. Застосовуючи схему запропоновану в доведеннi теореми iз (див.
[15]) та з доведеної вище теореми 1, ми отримаємо доведення цiєї теореми.

Варто зазначити, що задача про спiльнi дiльники в певних випадках розв’я-
зувалась у роботах (див. [2, 16,17]).

Зауваження 1. Аналогiчно до наслiдку 2 можна сформулювати умови,
за яких, використовуючи метод запропонований в (див. [15]), отримаємо усi
спiльнi унiтальнi дiльники степеня s матриць A1(x) i A2(x) з канонiчною
дiагональною формою DB(x) = Φ(x) такi, що вiдповiднi їм факторизацiї (20)
матриць A1(x) i A2(x) є паралельними до факторизацiй (19) їхнiх канонiчних
дiагональних форм DA1(x) i DA2(x).
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