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IНТЕГРУВАННЯ ВИРОДЖЕНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ
СИСТЕМ З ВИРОДЖЕННЯМ В IМПУЛЬСНИХ УМОВАХ

In this paper the general solution of the linear homogeneous degenerative systems of differential-
algebraical equations with singular matrix in impulse action are built. The problem of existence
of the solutions of the linear boundary value problem systems was solved.

У роботi побудовано загальний розв’язок лiнiйних вироджених диференцiально- алгебраїчних
рiвнянь, якi пiддаються iмпульсному впливу з виродженням. Розв’язано питання iснування
розв’язкiв лiнiйної крайової задачi для таких систем.

У роботi дослiджено структуру розв’язку вироджених диференцiально-ал-
гебраїчних систем, якi в фiксованi моменти часу пiддаються iмпульснiй дiї з
виродженням, знайдено умови розв’язностi задачi Кошi, дослiджено питання
iснування розв’язкiв лiнiйної крайової задачi.

Постановка задачi. Розглянемо питання iснування розв’язкiв виродженої
лiнiйної неоднорiдної системи диференцiальних рiвнянь

B(t)
dx

dt
= A(t)x(t) + f(t), t 6= τi, x, f ∈ Rn, (1)

яка пiддається iмпульсному збуренню в фiксованi моменти часу τi, у випадку,
коли таке збурення задається за допомогою виродженої матрицi B(t):

∆(Bx)|t=τi
≡ B(τi + 0)x(τi + 0)−B(τi − 0)x(τi) = SiB(τi)x(τi) + si. (2)

де rank(B(t))=n−r=const ∀t∈ [a, b], r>0; вектор-функцiя f(t) i (n×n)-вимiрнi
матрицi A(t), B(t) є достатньо гладкими: f(t), A(t), B(t) ∈ Ck[a, b], k — деяке
натуральне число; a < τ1 < . . . < τp < b, p < ∞.

Пiд розв’язком задачi (1), (2) будемо розумiти кусково неперервно диферен-
цiйовну на [a, b]\{τi}, i = 1, p функцiю

x(t) =





x0(t), t ∈ [a, τ1],

xj(t), t ∈ (τj, τj+1], j = 1, p− 1,

xp(t), t ∈ (τp, b],

з розривами першого роду в точках t = τi, яка задовольняє систему (1) та
iмпульснi умови (2). Будемо вважати функцiї xi(t) визначеними i неперервно-
диференцiйовними на вiдповiдних замкнених iнтервалах:

xi(t) ∈ C[τi, τi+1], xi(τi) = xi(τi + 0) = lim
t→τi+0

xi(t),

i що розв’язок є неперервним злiва, тобто

x(τi) = x(τi − 0) = xi−1(τi) = lim
t→τi−0

xi−1(t).
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У просторi неперервно-диференцiйовних n-вимiрних вектор-функцiй C1[a, b]
розглянемо оператор L та спряжений до нього оператор L>:

L(t) = A(t)−B(t)
d

dt
, L>(t) = A>(t)x(t) +

d

dt
B>(t).

Справедливе наступне твердження.

Теорема 1. Нехай
1) rank(B(t))=n−r=const ∀t ∈ [a, b];
2) матриця B(t) має при всiх t ∈ [a, b] повний жорданiв набiр [1] векто-

рiв ϕ
(j)
i (t), i = 1, r, j = 1, si вiдносно оператора L(t), який складається з r

ланцюжкiв завдовжки s1, . . . , sr;
3) A(t), B(t)∈C3q−2([a, b],Rn×n), f(t)∈Cq−1([a, b],Rn), де max

i
si = q.

Тодi iснують неособливi при всiх t ∈ R (n×n)-вимiрнi матрицi P (t), Q(t) ∈
Cq−1([a, b],Rn) такi, що множенням на P (t) та замiною

x = Q(t)u (3)

вироджена диференцiально-алгебраїчна система рiвнянь з iмпульсною дiєю (1),
(2) зводиться до диференцiально-алгебраїчної системи в центральнiй канонi-
чнiй формi [

En−s 0
0 I

]
du

dt
=

[
M(t) 0
0 Es

]
u + P (t)f(t), (4)

яка пiддається iмпульсному впливу вигляду

∆

([
En−s 0
0 I

]
u

)
|t=τi

= P (τi)SiP
−1(τi)

[
En−s 0
0 I

]
u(τi) + P (τi)si. (5)

де En−s— (n−s)-вимiрна одинична матриця, I— s-вимiрна нiльпотентна матриця.
Доведення. Звiднiсть системи (1) до центральної канонiчної форми (4) по-

казано в [1, 2], а формула (5) одержується з (2) безпосередньо замiною (3) з
урахуванням того, що матрицi Q(t) i P (t) є неперервними в точках iмпульсiв i

B(t) = P−1(t)

[
En−s 0

0 I

]
Q−1(t), (6)

що завершує доведення.
Розв’язки вiдповiдної (1), (2) однорiдної iмпульсної системи

B(t)
dx

dt
= A(t)x(t), t 6= τi, (7)

∆(Bx)|t=τi
= SiB(τi)x(τi). (8)

будемо шукати у виглядi

x(t) =





Q(t)

[
X(t)

0

]
c0, t ∈ [a, τ1],

Q(t)

[
X(t)

0

]
cj, t ∈ (τj, τj+1], j ∈ 1, p− 1,

Q(t)

[
X(t)

0

]
cp, t ∈ (τp, b],

(9)
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де X(t) — ((n−s)×(n−s))-вимiрна фундаментальна матриця системи звичайних
диференцiальних рiвнянь

du1

dt
= M(t)u1, u1 ∈ Rn−s, (10)

X(t, σ), X(σ, σ) = En−s – матрицант системи (10), c0, ci ∈ Rn−s, i = 1, p – довiльнi
сталi вектори. Iмпульснi умови (8) у точцi t = τi можемо записати у виглядi

B(τi)Q(τi)

[
X(τi)

0

]
ci = (En + Si)B(τi)Q(τi)

[
X(τi)

0

]
ci−1.

Беручи до уваги (6) i множачи злiва на P (τi), одержимо:
[

X(τi)ci

0

]
= P (τi)(En + Si)P

−1(τi)

[
X(τi)ci−1

0

]
. (11)

Позначаючи

P (τi)SiP
−1(τi) =

[
Si,1 Si,2

Si,3 Si,4

]
,

де Si1, Si2, Si3, Si4 при всiх i = 1, p є вiдповiдно ((n− s)× (n− s))-, ((n− s)× s)-,
(s× (n− s))- та (s× s)-вимiрними блоками, бачимо, що лiнiйна алгебраїчна вiд-
носно ci система (11) є сумiсною тодi i тiльки тодi, коли Si3 є нуль-матрицею.
Таким чином, без обмеження загальностi можемо прийняти, що матрицi Si за-
довольняють умову

P (τi)SiP
−1(τi) =

[
Si,1 Si,2

0 Si,4

]
.

Якщо, крiм того,
det(En−s + Si,1) 6= 0, ∀i = 1, p, (12)

то система (11) має єдиний розв’язок:

ci = X−1(τi)(En + Si,1)X(τi)ci−1.

Пiдставляючи його у (9), одержимо значення розв’язку x(t) на кожному з iн-
тервалiв (τi, τi+1]:

x(t) = X̃n−s(t)c0, (13)

де X̃n−s(t) – (n× (n− s))-вимiрна матриця, стовпцями якої є лiнiйно незалежнi
розв’язки системи (7), (8):

X̃n−s(t) = Q(t)

[
Ω̃x(t)

0

]
,

де

Ω̃x(t)=





X(t), при t ∈ [a, τ1],

X(t, τ1)(En−s+S1,1)X(τ1), при t ∈ (τ1, τ2],

X(t, τi)

(
2∏

ν=i

(En−s+Sν,1)X(τν , τν−1)

)
(En−s+S1,1)X(τ1),

при t∈(τi, τi+1], i≥2,
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є [3] ((n − s) × (n − s))-вимiрною фундаментальною матрицею невиродженої
лiнiйної однорiдної iмпульсної системи

dũ1

dt
= M(t)ũ1, t 6= τi, ∆ũ1|t=τi

= Si,1ũ1(τi). (14)

При цьому

X̃n−s(t, σ) = Q(t)

[
Ω̃x(t, σ)

0

]
,

де матрицант Ω̃x(t, σ) = Ω̃x(t)Ω̃
−1
x (σ), τj−1 < σ ≤ τj < · · · < τi < t ≤ τi+1,

Ω̃x(σ, σ) = En−s системи (14) має вигляд

Ω̃x(t, σ)=X(t, τi)

(
j+1∏
ν=i

(En−s+Sν,1)X(τν , τν−1)

)
(En−s+Sj,1)X(τj, σ).

Спряженi системи. Розглянемо вироджену диференцiально-алгебраїчну си-
стему з iмпульсною дiєю

d

dt

(
B>(t)y(t)

)
= −A>(t)y(t), t 6= τi, (15)

∆y|t=τi
= −(En + S>i )−1S>i y(τi), (16)

яку будемо називати спряженою до системи (7), (8). Її розв’язок будемо шукати
у виглядi

y(t) = yi(t) = P>(t)

[
Y (t)

0

]
di, t ∈ (τi, τi+1], di ∈ Rn−s, (17)

де через Y (t, σ) позначимо матрицант системи звичайних диференцiальних рiв-
нянь

dv1

dt
= −M>(t)v1, v1 ∈ Rn−s, (18)

де d0 ∈ Rn−s – довiльна стала. Якщо

det (Es+Si,4) 6= 0, ∀i = 1, p, (19)

то пiдставляючи (17) у (16) i, беручи до уваги, що

(P>(τi))
−1(En + S>i )−1(P>(τi)) =

((
P (τi)(En + Si)P

−1(τi)
)>)−1

=

=

[
En−s + S>i,1 0

S>i,2 Es + S>i,4

]−1

=

[
En−s + S>i,1 0

S>i,2 Es + S>i,4

]−1

=

=

[ (
En−s + S>i,1

)−1
0

− (
Es + S>i,4

)−1
S>i,2

(
En−s + S>i,1

)−1 (
Es + S>i,4

)−1

]
,

одержимо наступну алгебраїчну систему для знаходження di:
[

Y (τi)
0

]
di =

[ (
En−s + S>i,1

)−1
Y (τi)

− (
Es + S>i,4

)−1
S>i,2

(
En−s + S>i,1

)−1
Y (τi)

]
di−1.
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З (12), (19) випливає, що вона сумiсна тодi i тiльки тодi, коли Si,2 є нульовою
матрицею, а її розв’язок при цьому має вигляд

di = Y −1(τi)
(
En−s + S>i,1

)−1
Y (τi)di−1,

тобто

di = Y −1(τi)

(
1∏

ν=i

(
En−s + S>ν,1

)−1
Y (τν , τν−1)

)
Y (τ0)d0. (20)

Пiдставляючи (20) в (15), отримаємо розв’язок

y(t) = Ỹn−s(t)d0, (21)

системи (15), (16), де

Ỹn−s(t) = P>(t)

[
Ω̃y(t)

0

]

є (n×(n−s))-вимiрною матрицею, стовпцi якої є лiнiйно незалежними розв’язка-
ми спряженої системи (15), (16), а Ω̃y(t) є матрицантом невиродженої iмпульсної
диференцiальної системи, спряженої до (14):

Ω̃y(t)=





Y (t), при t ∈ [a, τ1],

Y (t, τ1)(En−s+S>1,1)
−1Y (τ1), при t ∈ (τ1, τ2],

Y (t, τi)

(
2∏

ν=i

(En−s+S>ν,1)
−1Y (τν , τν−1)

)
(En−s+S>1,1)

−1Y (τ1),

при t∈(τi, τi+1], i≥2,

З вищенаведеного випливає, що без обмеження загальностi можемо прийняти,
що матрицi Si мають наступну структуру:

Si = P−1(τi)

[
Si,1 0
0 Si,4

]
P (τi), det(En + Si) 6= 0. (22)

а тому надалi будемо вважати, що матрицi Si мають вигляд (22).
Залежнiсть мiж розв’язками системи (7), (8) та розв’язками спряженої до

неї системи (15), (16) встановлює наступна лема.

Лема 1. Нехай виконуються умови теореми 1 i матрицi Si мають вигляд
(22). Тодi

1) для будь-яких розв’язкiв x(t) системи (7), (8) i розв’язкiв y(t) системи
(15), (16) виконується рiвнiсть

〈B(t)x(t), y(t)〉 = const ∀t ∈ R;

2) фундаментальнi матрицi X̃n−s(t) i Ỹn−s(t) вiдповiдних вироджених си-
стем (7), (8) i (15), (16), задовольняють спiввiдношення

Ỹ >
n−s(t)B(t)X̃n−s(t) = C,

де C — невироджена квадратна (n−s)-вимiрна стала матриця, причому якщо
фундаментальнi матрицi X(t) i Y (t) взаємно спряжених систем звичайних
диференцiальних рiвнянь (10) i (18) вибрати так, щоб Y >(t0)X(t0) = En−s, при
деякому t = t0 ∈ [a, b], тодi Ỹ >

n−s(t)B(t)X̃n−s(t) = En−s.
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Доведення. Для розв’язкiв x(t) i y(t) вигляду вiдповiдно (13) i (21) маємо:

∆〈B(t)x(t), y(t)〉|t=τi
=

= 〈B(τi)x(τi + 0), y(τi + 0)〉 − 〈B(τi)x(τi), y(τi)〉 =

=〈(En+Si)B(τi)x(τi), (En + S>i )−1y(τi)〉−〈B(τi)x(τi), y(τi)〉=

= 〈B(τi)x(τi), (En + S>i )(En + S>i )−1y(τi)〉 − 〈B(τi)x(τi), y(τi)〉 = 0.

Далi проведення проводиться аналогiчно до доведення леми 2 [4].

Структура загального розв’язку неоднорiдних систем. З’ясуємо ви-
гляд загального розв’язку лiнiйної неоднорiдної iмпульсної системи (1), (2). Згi-
дно [1, 2], розв’язок системи (1) на iнтервалi t ∈ [a, τ1] має вигляд

x(t) = x0(t) = Xn−s(t)c0 +

t∫

a

Xn−s(t)Y
>
n−s(σ)f(σ)dσ − Φ(t)r(t), (23)

де

r(t) =
m−1∑

k=0

Ik dk

dtk

((
Ψ>(t)L(t)Φ(t)

)−1
Ψ>(t)f(t)

)
,

Φ(t) = [ϕ
(1)
1 (t), . . . , ϕ

(s1)
1 (t), . . . , ϕ(1)

r (t), . . . , ϕ(sr)
r (t)],

Ξ(t) = [ψ
(s1)
1 (t), . . . , ψ

(1)
1 (t), . . . , ψ(sr)

r (t), . . . , ψ(1)
r (t)],

вектори ψ
(j)
i (t)∈C1([a, b],Rn), i=1, r, j =1, si утворюють повний жорданiв набiр

з r жорданових ланцюжкiв завдовжки si матрицi B>(t) вiдносно оператора
L>(t).

Продовжимо розв’язок x0(t) вигляду (23) з iнтервалу t ∈ [a, τi] на розв’язок
x1(t) вигляду

x1(t) = Xn−s(t)c1 +

t∫

τ1

Xn−s(t)Y
>
n−s(σ)f(σ)dσ − Φ(t)r(t), (24)

який визначений на iнтервалi t ∈ (τ1, τ2]. Для знаходження зв’язку мiж c0 i c1

пiдставимо (23), (24) в (2) при i = 1:

B(τ1)x1(τ1 + 0) = (En + S1)B(τ1)x0(τ1) + s1,

Беручи до уваги (6) перепишемо цю рiвнiсть наступним чином:

P−1(τ1)

[
En−s 0

0 I

][
X(τ1)c1

−Q−1
22 (τ1)r(τ1)

]
=

= (En+S1)P
−1(τ1)

[
En−s 0

0 I

]


X(τ1)c0+
τ1∫
a

X(τ1, σ)g(1)(σ)dσ

−Q−1
22 (τ1)r(τ1)


+ s1.
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Множачи злiва на P (τ1) i беручи до уваги (22), одержимо:
[

X(τ1)c1

−IQ−1
22 (τ1)r(τ1)

]
=

=

[
En−s+S1,1 0

0 Es+S1,4

]


X(τ1)c0+
τ1∫
a

X(τ1, σ)g(1)(σ)dσ

−IQ−1
22 (τ1)r(τ1)


+ P (τ1)s1.

Остання рiвнiсть сумiсна тодi i тiльки тодi, коли

s1 = P−1(τ1)

[
p1

S1,4IQ−1
22 (τ1)r(τ1)

]
,

де p1∈Rn−s – сталий вектор. При цьому розв’язком є

c1 =X−1(τi)(En−s+S1,1)X(τi)



c0+

τ1∫

a

X−1(σ)g(1)(σ)dσ



+X−1(τ1)p1.

Пiдставляючи його в (24), одержимо:

x1(t)=Q(t)



Ω̃x(t)c0+

τ1∫
a

Ω̃x(t, σ)g(1)(σ)dσ+
t∫

τ1

Ω̃x(t, σ)g(1)(σ)dσ+Ω̃x(t, τ1+0)p1

−Q−1
22 (τ1)r(τ1)


,

тобто

x1(t)=Xn−s(t, a)c0+

t∫

a

Xn−s(t, σ)g(1)(σ)dσ +Xn−s(t, τ1+0)p1−Θ(t)r(t).

Аналогiчно продовжуючи розв’язок далi, можемо переконатися, що справедли-
вим є наступне твердження.

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1, матрицi Si i вектори
si мають вигляд вiдповiдно (22) i (25):

si = P−1(τi)

[
pi

Si,4IQ−1
22 (τi)r(τi)

]
, (25)

де pi ∈ Rn−s – сталi вектори.
Тодi розв’язок виродженої диференцiальної системи (1) з iмпульсною дiєю

(2) визначається за формулою

x(t)=X̃n−s(t, a)c0+
t∫

a

X̃n−s(t, σ)g(1)(σ)dσ+
∑

a<τi<t

X̃n−s(t, τi+0)pi−Θ(t)r(t). (26)
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Зауваження 1. Розв’язок системи (1), (2) можна також представити у
наступному виглядi:

x(t) = X̃n−s(t, a)c0 +
t∫

a

X̃n−s(t)Ỹ
>
n−s(σ)f(σ)dσ+

+
∑

a<τi<t

X̃n−s(t, a)Ω̃−1
x (τi + 0, a)pi −Θ(t)r(t).

Стосовно iснування розв’язку виродженої iмпульсної системи (1), (2), якi
задовольняють початкову умову

x(t0) = x0, t0 ∈ [a, b], (27)

має мiсце наступне твердження.

Теорема 3. Нехай виконуються умови теореми 1, матрицi Si i вектори si

мають вигляд вiдповiдно (22) i (25). Тодi для того, щоб задача Кошi (1), (2),
(27), мала розв’язок, необхiдно i достатньо, щоб вектор x0 задовольняв умову

k−1∑
i=0

di

dti
〈A(t0)x0 + f(t0), ψ

k−i
j (t0)〉 = 0; j = 1, r, k = 1, sj.

При цьому розв’язок задачi Кошi (1), (2), (27) єдиний i має наступний вигляд

x(t) = X̃n−s(t, t0) [En−s, 0] Q−1(t0)x0 +
t∫

t0

X̃n−s(t, σ)g(1)(σ)dσ+

+
∑

t0<τi<t

X̃n−s(t, τi + 0)pi −Θ(t)r(t).

Доведення проводиться аналогiчно до доведення теореми 3 [4].

Лiнiйнi нетеровi крайовi задачi. Розглянемо питання iснування розв’язку
вироджених iмпульсних лiнiйних систем диференцiальних рiвнянь (1), (2), якi
задовольняють крайовi умови

`x(·) = α, α ∈ Rm, (28)

де ` – лiнiйний m-вимiрний вектор-функцiонал над простором неперервних на
[a, b] вектор-функцiй: ` : C([a, b],Rn) → Rm, α ∈ Rm – сталий вектор. Припуска-
ємо, що система (1), (2) задовольняє умови теореми 1, а матрицi Si i вектори si

мають вигляд вiдповiдно (22) i (25).
Якщо, згiдно теореми Ф. Рiсса [5], записати крайовi умови (28) за допомогою

iнтеграла Рiмана-Стiлтєса у виглядi

b∫

a

[
dC(t)

]
x(t) = α,
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де C(t) — (m× n)-вимiрна матрично-значна функцiя обмеженої варiацiї, i пiд-
ставити в них загальний розв’язок (26) виродженої iмпульсної системи (1), (2),
то одержимо алгебраїчну систему:

F̃ c0 = α−
b∫

a

Zn−s(σ)g(1)(σ)dσ −
p∑

i=1

Zn−s(τi + 0)pi + zΘ, (29)

де F̃ i Zn−s(t) є (m× (n− s))-вимiрними матрицями, zΘ — m-вимiрний вектор:

F̃ = `X̃n−s(·, a) =

b∫

a

[dC(t)]X̃n−s(t, a),

Zn−s(s) =

b∫

s

[dC(t)]Xn−s(t, s), zΘ =

b∫

s

[dC(t)]Θ(t)r(t).

Для розв’язностi системи (29) необхiдно i досить [6], щоб виконувалася умова

PF̃>
k∗


α−

b∫

a

Zn−s(σ)g(1)(σ)dσ −
p∑

i=1

Zn−s(τi + 0)pi + zΘ


 = 0, (30)

де PF̃>
k∗

— (k∗×m)-вимiрна матриця, рядки якої є лiнiйно незалежними рядками

ортопроектора PF̃> , k∗ = m− rank(F̃ ), а її розв’язок має при цьому вигляд

c0 = PF̃k
ξ + F̃+


α−

b∫

a

Zn−s(σ)g(1)(σ)dσ −
p∑

i=1

Zn−s(τi + 0)pi + zΘ


 ,

де ξ ∈ Rk – вектор довiльних сталих, k = n− s− rank(F̃ ). При цьому розв’язок
крайової задачi (1), (2), (28) має вигляд

x(t, ξ) = X̃n−s(t, a)PF̃k
ξ+

+X̃n−s(t, a)F̃+

(
α−

b∫
a

Zn−s(σ)g(1)(σ)dσ−
p∑

i=1

Zn−s(τi+0)pi+zΘ

)
+

+
t∫

a

X̃n−s(t, σ)g(1)(σ)dσ +
∑

a<τi<t

X̃n−s(t, τi + 0)pi −Θ(t)r(t).

(31)

Отже справедливе наступне твердження щодо розв’язностi задачi (1), (2), (28).

Теорема 4. Нехай виконуються умови теореми 1, матрицi Si i вектори
si мають вигляд вiдповiдно (22) i (25). Тодi крайова задача (1), (2), (28) має
розв’язки тодi i тiльки тодi, коли виконується умова (30). При цьому задача
(1), (2), (28) має k-параметричну сiм’ю розв’язкiв вигляду (31).

Покажемо, що в задачi (1), (2), (28) ми можемо задавати керуючi параметри
α = α̃, f(t) = f̃(t), si = s̃i так, щоб нерозв’язна крайова задача з виродженою
матрицею в iмпульсних умовах (1), (2), (28) перетворювалася на розв’язну кра-
йову задачу. З теореми 4 випливають наступнi твердження.
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Теорема 5. Нехай виконуються умови теореми 1, а матрицi Si мають
вигляд (22).

Тодi при довiльних неоднорiдностях f(t)∈Cq−1([a, b],Rn) i si ∈ Rn вигляду
(25) завжди iснує значення

α = α̃=PH̃kα
ξkα +H̃+H̃




b∫

a

Zn−s(σ)g(1)(σ)dσ+

p∑
i=1

Zn−s(τi + 0)pi−zΘ




таке, що крайова задача (1), (2), (28) має розв’язки. Тут

H̃ = PF̃>
k∗

(32)

є (k∗×m)-вимiрною матрицею, рядки якої є лiнiйно незалежними рядками ор-
топроектора PH̃> матрицi H̃>, PH̃kα

— (m×kα)-вимiрна матриця, стовпцями
якої є лiнiйно незалежнi стовпцi ортопроектора PH̃ матрицi H̃, H̃+ — єди-
на псевдообернена за Муром-Пенроузом [6] до H̃ матриця, kα = m− rank(H̃),
ξ ∈ Rkα — довiльний вектор.

Наслiдок.Якщо виконуються умови теореми 1, матрицi Si мають вигляд
(22), m = n − s i F̃ є нуль-матрицею, то для довiльних f(t) ∈Cq−1([a, b],Rn)
i si ∈ Rn вигляду (25) завжди iснує єдине значення α = α̃, при якому крайова
задача (1), (2), (28) має розв’язки:

α = α̃ =

b∫

a

Zn−s(σ)g(1)(σ)dσ +

p∑
i=1

Zn−s(τi + 0)pi − zΘ.

Теорема 6. Нехай виконуються умови теореми 1, матрицi Si i вектори
si мають вигляд вiдповiдно (22) i (25), i для деякого цiлого µ, 1 ≤ µ ≤ p
виконується умова

PM̃>
k∗µ

H̃


α−

b∫

a

Zn−s(σ)g(1)(σ)dσ−
p∑

i=1,i6=µ

Zn−s(τi+0)pi+zΘ


= 0,

де M̃ = H̃ Zn−s(τµ + 0) — (k∗×(n−s))-вимiрна матриця, PM̃>
k∗µ

— (k∗µ × k∗)-ви-

мiрна матриця, рядками якої є лiнiйно незалежнi рядки ортопроектора PM̃>,
k∗µ =k∗−rank(M̃).

Тодi неоднорiднiсть aµ = ãµ завжди можна вибрати так, щоб крайова
задача (1), (2), (28) мала розв’язки, а саме

ãµ =Q(τi)



PM̃kµ

ξkµ +M̃+H̃

(
α−

b∫
a

Zn−s(σ)g(1)(σ)dσ−
p∑

i=1,i6=µ

Zn−s(τi+0)pi+zΘ

)

Si,4Q
−1
22 (τi)r(τi)


, (33)

де PM̃kµ
— ((n−s)×kµ)-вимiрна матриця, стовпцями якої є лiнiйно незалежнi

стовпцi ортопроектора PM̃ , kµ = n−s−rank(M̃), M̃+ — єдина псевдообернена
за Муром-Пенроузом до M̃ матриця, ξkµ ∈ Rkµ — довiльний вектор.
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Наслiдок. Нехай виконуються умови теореми 1, матрицi Si i вектори
si мають вигляд вiдповiдно (22) i (25), rank(H̃) = k∗ i для деякого цiлого µ,
1≤µ≤ p виконується умова rank(Zn−s(τµ+0))=m. Тодi в точцi iмпульсного
збурення t=τµ завжди можна вказати значення керуючого параметра aµ = ãµ

таке (а саме (33)), щоб крайова задача (1), (2), (28) мала розв’язок.
Наступна теорема показує, що якщо крайова задача (1), (2), (28) не має

розв’язкiв, то завжди можна подiяти деякою зовнiшньою силою на систему (1)
так, щоб вiдповiдна крайова задача (34), (2), (28) мала розв’язок,

B(t)
dx

dt
= A(t)x(t) + f(t) + H̃(t), t 6= τi. (34)

Теорема 7. Нехай виконуються умови теореми 1, а матрицi Si мають
вигляд (22).

Тодi при довiльних значеннях α ∈ Rm, f(t) ∈ Cq−1([a, b],Rn) та si ∈ Rn

вигляду (25) iснує функцiя H̃(t)∈Cq−1([a, b],Rn) така, що крайова задача (34),
(2), (28) має розв’язки.

Доведення. Полягає в перевiрцi виконання умови

H̃

(
α−

∫ b

a

Zn−s(σ)
(
g(1)(σ)+h̃(1)(σ)

)
dσ−

p∑
i=1

Zn−s(τi+0)pi+zΘ

)
=0,

де h(2)(t) ∈ Cq−1([a, b],Rn−s) — довiльна функцiя,

h̃(1)(t) = Z>
n−s(t)H̃

>R̃−1
1 H̃d̃,

d̃ = H̃


α−

b∫

a

Zn−s(σ)g̃(1)(σ)dσ−
p∑

i=1,i 6=µ

Zn−s(τi+0)si+zΘ


,

H̃ – (k∗ ×m)-вимiрна матриця вигляду (32),

R̃1 = H̃

b∫

a

Zn−s(σ)Z>
n−s(σ)dσH̃>.

Тодi за функцiю H̃(t) можемо взяти наступну: H̃(t) = P−1(t)

[
h̃(1)(t)
h(2)(t)

]
, що

завершує доведення теореми.
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