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В. В. Маринець, А. В. Добридень (Ужгородський нац. ун-т)

ПРО ОДИН КОНСТРУКТИВНИЙ МЕТОД ДОСЛIДЖЕННЯ
КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI У ВИПАДКУ СИСТЕМИ КВАЗIЛIНIЙНИХ
РIВНЯНЬ ГIПЕРБОЛIЧНОГО ТИПУ

The boundary value problem for system quazilinear differential equations has been researched by
the help of monotonous two-sided method. The theorem of existence and uniqueness of solution
and the theorem of the differential inequality have been prooved for this problem. The condition
of affiliation solution of the problem to space C(1.1)(D) ∩ C(D) has been obtained.

За допомогою монотонного двостороннього методу дослiджено крайову задачу для систе-
ми квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь, доведено теореми iснування та єдиностi розв’яз-
ку, про диференцiальну нерiвнiсть, отримано умову належностi розв’язку поставленої задачi
простору C(1.1)(D) ∩ C(D).

Одним iз конструктивних методiв дослiдження та наближеного iнтегрування
задач теорiї диференцiальних рiвнянь є двостороннiй метод, який дає можли-
вiсть на кожному кроцi iтерацiйного процесу шуканий розв’язок охопити у „вил-
ку“ i тим самим одержати зручну апостерiорну оцiнку похибки послiдовних
наближень.

Хоча вперше iдея двостороннього методу була висловлена академiком С.О.
Чаплигiним бiля 100 рокiв тому i опублiкована в його першiй статтi з цiєї
проблеми „Основания нового способа приближенного интегрирования диффе-
ренциальных уравнений“ [1], iнтерес до даного методу не згасає i в даний час,
свiдченням чого є багаточисельнi науковi публiкацiї з даної тематики (працi
Макарова В.Л., Букжальова Е.Е., С.Г. Гристова, С. Лейла, В. Лакшмiкантам,
Т.Янковського, Рагмат Алi Хана та iнших). В данiй статтi побудовано моди-
фiкацiю двостороннього методу для дослiдження однiєї крайової задачi теорiї
ДРЧП гiперболiчного типу, а саме [2]:

в просторi функцiй C∗(D) = C(1.1)(D)∩C(D), D = D1 ∪D2, D1 = {(x, y)|x ∈
∈ [x1, x0], y ∈ (g1(x), y1)}, D2 = {(x, y)|x ∈ [x0, x2], y ∈ (g2(x), y1)}, x1 < x0 < x2,
y0 < y1, y = gr(x), r = 1, 2 – заданi „вiльнi“ кривi, причому g′1(x) < 0, x ∈ [x1, x0],
g′2(x) > 0, x ∈ [x0, x2], g1(x0) = g2(x0) = y0, gr(xr) = y1, r = 1, 2, знайти розв’язок
системи ДРЧП

Uxy(x, y) + A1(x, y)Ux(x, y) + A2(x, y)Uy(x, y) = f(x, y, U(x, y)) ≡ F [U(x, y)], (1)

який задовольняє на „вiльних“ кривих y = gr(x) умови

U(x, gr(x)) =

{
Φ1(x), x ∈ [x1, x0], r = 1,

Φ2(x), x ∈ [x0, x2], r = 2,

Uy(x, g1(x)) = Ψ(x), x ∈ [x1, x0]

(2)

i
Φ1(x0) = Φ2(x0), (3)

де U(x, y) = (ui(x, y)), f [U(x, y)] = (fi[U(x, y)]), Φr(x) = (ϕri(x)), Ψ(x) = (ψi(x)),
i = 1, n — вектор-функцiї, причому заданi функцiї ϕ1i(x) ∈ C1[x1, x0], ϕ2i(x) ∈
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C1[x0, x2], ψi(x) ∈ C[x1, x0], а As(x, y) = (δi,ja
(s)
i,j (x, y)), s = 1, 2 — вiдомi матрицi,

δi,j — символ Кронеккера, i, j = 1, n.
Позначимо через Z1(x, y), (x, y) ∈ D1 – розв’язок задачi Кошi (1), (2), через

Z2(x, y), (x, y) ∈ D2 – розв’язок задачi Дарбу (1),(2) i Z2(x0, y) = Z1(x0, y),
y ∈ [y0, y1]. Тодi, очевидно, розв’язок задачi (1)–(3) U(x, y) = Zi(x, y), (x, y) ∈ Di,
i = 1, 2.

Надалi будемо вважати, що A1(x, y) ∈ C(1.0)(D), A2(x, y) ∈ C(0.1)(D) i

A1,x(x, y) = A2,y(x, y), (x, y) ∈ D, (4)

а f(x, y, U(x, y)) ∈ C(B), f : B → Rn, B ⊂ Rn+2.
Справедлива наступна

Лема 1. Якщо розв’язок задачi Кошi-Дарбу (1)–(3) в областi D iснує, то
для того, щоб вiн належав просторовi C∗(D), необхiдно i досить виконання
умови

Φ′
2(x0)− Φ′

1(x0) + (g′1(x0)− g′2(x0))Ψ(x0) ≡ Q(x0) = 0. (5)

У супротивному випадку має мiсце рiвнiсть

Z2x(x0, y)− Z1x(x0, y) = A3(x0, y0; y)Q(x0), y ∈ [y0, y1], (6)

де A3(x0, y0; y) =

(
δi,j exp

(
y0∫
y

a1
i,j(x0, τ)dτ

))
.

Домноживши рiвняння (1) при (x, y) ∈ D2 на матрицю G(x, y; x0), легко
показати, що задачу Кошi-Дарбу (1)–(2) в областi D можна звести до системи
еквiвалентних iнтегральних рiвнянь вигляду [3]

Z1(x, y) = Ω1(x, y) +
y∫

g1(x)

x∫
k1(η)

G1(x, y; ξ, η)F [Z1(ξ, η)]dξdη, (x, y) ∈ D1,

Z2(x, y) = Ω2(x, y) + A3(x, g2(x); y)
x∫

x0

y∫
g2(x)

G(ξ, η; x)F [Z2(ξ, η)]dηdξ,

(x, y) ∈ D2,

(7)

де x = kr(y), r = 1, 2 — оберненi функцiї до y = gr(x), F [Zr(x, y)] = (fi[Zr(x, y)]+

[a
(1)
i,ix(x, y) + a

(1)
i,i (x, y)a

(2)
i,i (x, y)]Zr,i(x, y)), i = 1, n — вектор-функцiя,

G1(x, y; ξ, η) =

(
δi,j exp

(
ξ∫

x

a
(2)
i,i (τ, η)dτ +

η∫
y

a
(1)
i,i (x, τ)dτ

))
≡

≡
(
δi,jg

(1)
i,i (x, y; ξ, η)

)
,

G(ξ, η; x) =

(
δi,j exp

(
η∫

g2(ξ)

a
(1)
i,i (ξ, τ)dτ+

+
ξ∫

x

[a
(2)
i,i (τ, g2(τ)) + g′2(τ)a

(1)
i,i (τ, g2(τ))]dτ

))
≡ (δi,jgi,i(ξ, η; x)) , i, j = 1, n−
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матрицi, а

Ω1(x, y) = (ω1,i(x, y)) =

(
ϕ1,i(x) exp

(
g1(x)∫
y

a
(1)
i,i (x, η)dη

)
+

y∫
g1(x)

[ψi(k1(η))+

+a
(1)
i,i (k1(η), η)ϕ1,i(k1(η))] exp

(
k1(η)∫
x

a
(2)
i,i (ξ, η)dξ +

η∫
y

a
(1)
i,i (x, τ)dτ

)
dη

)
,

Ω(x, y) =

(
ϕ2,i(x) + gi,i(x0, g2(x0); x)

y∫
g2(x)

exp

(
k1(η)∫
x0

a
(2)
i,i (τ, η)dτ+

+
η∫

y0

a
(1)
i,i (x0, τ)dτ

)
[ψi(k1(η)) + a

(1)
i,i (k1(η), η)ϕ1,i(k1(η))]dη

)
,

Ω2(x, y) = A3(x, g2(x); y) (Ω(x, y)+

+G(x0, g2(x0); x)
y∫

g2(x)

x0∫
k1(η)

G1(x0, y0; ξ, η)F [Z1(ξ, η)]dξdη

)
−

вектор-функцiї.
Для дослiдження та наближеного розв’язання iнтегральних рiвнянь (7) побу-

дуємо модифiкацiю двостороннього методу. З цiєю метою будемо вважати, що
F [U(x, y)] ∈ C3(B1), де C3(B1) — простiр вектор-функцiй, якi задовольняють
наступним умовам:

1) F [U(x, y)] ∈ C(B);

2) в просторi вектор-функцiй C(B1), B1 ⊂ R2(n+1), Πpx0yB1 = D, iснує така
вектор-функцiя H(x, y, U(x, y); V (x, y)) ≡ H[U(x, y); V (x, y)], що H[U(x, y);
U(x, y)] ≡ F [U(x, y)] i для довiльних з простору C(D) двох пар вектор-
функцiй Us(x, y), Vs(x, y) ∈ B1, якi задовольняють умови Us(x, y) ≤ Vs(x, y),
s = 1, 2, (x, y) ∈ D, в областi B1 виконується нерiвнiсть

H[U1(x, y); V2(x, y)] ≥ H[V1(x, y); U2(x, y)], (x, y) ∈ D;

3) вектор-функцiя H[U(x, y); V (x, y)] в областi B1 задовольняє умову Лiпшi-
ца

|H[U1(x, y); V1(x, y)]−H[U2(x, y); V2(x, y)]| ≤
≤ L (|U1(x, y)− U2(x, y)|+ |V1(x, y)− V2(x, y)|) , (x, y) ∈ D;

для всяких неперервних функцiй Us(x, y), Vs(x, y) ∈ B1, s = 1, 2, L — ма-
триця Лiпшiца.

Очевидно, що якщо вектор-функцiя f [U(x, y)] в областi B) неперервна i має
обмеженi частиннi похiднi першого порядку по всiм своїм аргументам, розпо-
чинаючи з третього, то F [U(x, y)] завжди належить просторовi C3(B1) [4].
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Введемо позначення:

F p
s (x, y) ≡ H[Zs,p(x, y); Vs,p(x, y)],

Fp,s(x, y) ≡ H[Vs,p(x, y); Zs,p(x, y)], (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2,

T1f(ξ, η) =
y∫

g1(x)

x∫
k1(η)

G1(x, y; ξ, η)f(ξ, η)dξdη, (x, y) ∈ D1,

T2f(ξ, η) = A3(x, g2(x); y)
x∫

x0

y∫
g2(x)

G(ξ, η; x)f(ξ, η)dηdξ, (x, y) ∈ D2,

T3f(ξ, η) = G(x0, g2(x0); x)
y∫

g2(x)

x0∫
k1(η)

G1(x0, y0; ξ, η)f(ξ, η)dξdη, (x, y) ∈ D2,

(8)

αs,p(x, y) = Zs,p(x, y)− Ωp
s(x, y)− TsF

p(ξ, η),

βs,p(x, y) = Vs,p(x, y)− Ωs,p(x, y)− TsFp(ξ, η), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2,

Ωp
1(x, y) = Ω1,p(x, y) = Ω1(x, y), ∀p = 0, 1, 2, ..., (x, y) ∈ D1,

Ωp
2(x, y) = A3(x, g2(x); y)(Ω(x, y) + T3F

p(ξ, η)),

Ω2,p(x, y) = A3(x, g2(x); y)(Ω(x, y) + T3Fp(ξ, η)), (x, y) ∈ D2,

Ws,p(x, y) = Zs,p(x, y)− Vs,p(x, y), (x, y) ∈ Di, s = 1, 2, p = 0, 1, 2, ...

i побудуємо послiдовностi вектор-функцiй {Zs,p(x, y)}, {Vs,p(x, y)} згiдно формул

Zs,p+1(x, y) = Ωp
s(x, y) + TsF

p(ξ, η),

Vs,p+1(x, y) = Ωs,p(x, y) + TsFp(ξ, η), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2,
(9)

p = 0, 1, 2..., де за нульове наближення Zs,0(x, y), Vs,0(x, y), s = 1, 2, вибираємо
довiльнi вектор-функцiї з простору C(Ds), якi задовольняють умови

αs,0(x, y) ≥ 0, βs,0(x, y) ≤ 0, Ws,0(x, y) ≥ 0, (x, y) ∈ Ds. (10)

Легко переконатися в справедливостi наступних лем.

Лема 2. Нехай F [U(x, y)] ∈ C3(B1) i система iнтегральних рiвнянь (7),
при виконаннi умов (4), в просторi вектор-функцiй C(Ds) мають розв’язки,
якi при (x, y) ∈ Ds задовольняють умови

Vs,0(x, y) ≤ Zs(x, y) ≤ Zs,0(x, y), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2. (11)

Тодi в областi B1 справедливi нерiвностi (10).

Лема 3. Якщо F [U(x, y)] ∈ C3(B1), то множина вектор-функцiй нульового
наближення Zs,0(x, y), Vs,0(x, y) ∈ C(Ds), s = 1, 2, якi задо-вольняють умови
(10), непорожня.
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Використовуючи справедливiсть рiвностей

Zs,p(x, y)− Zs,p+1(x, y) = αs,p(x, y),

Vs,p(x, y)− Vs,p+1(x, y) = βs,p(x, y),

αs,p(x, y) + αs,p+1(x, y) = Zs,p(x, y)− Zs,p+2(x, y),

βs,p(x, y) + βs,p+1(x, y) = Vs,p(x, y)− Vs,p+2(x, y),

Ws,p+1(x, y) = Ωp
s(x, y)− Ωs,p(x, y) + Ts[F

p(ξ, η)− Fp(ξ, η)],

αs,p+1(x, y) = Ωp
s(x, y)− Ωp+1

s (x, y) + Ts[F
p(ξ, η)− F p+1(ξ, η)],

βs,p+1(x, y) = Ωs,p(x, y)− Ωs,p+1(x, y) + Ts[Fp(ξ, η)− Fp+1(ξ, η)],

s = 1, 2, p = 0, 1, 2, ..., (x, y) ∈ Ds, та приймаючи до уваги умови (10), можна
довести теорему

Теорема 1. Нехай F [U(x, y)] ∈ C3(B1), а вектор-функцiї нульового набли-
ження Zs,0(x, y), Vs,0(x, y) ∈ C(D) задовольняють умови (10).

Тодi послiдовностi вектор-функцiй {Zs,p(x, y)}, {Vs,p(x, y)}, визначенi згiдно
формул (10), при виконаннi умов (4) i

Vs,0(x, y) ≤ Zs,1(x, y), Zs,0(x, y) ≥ Vs,1(x, y), (x, y) ∈ D, s = 1, 2, (12)

збiгаються рiвномiрно до єдиного розв’язку задачi (1) − −(3) при (x, y) ∈ D,
причому в областi B справедливi нерiвностi

Vs,2p(x, y) ≤ Zs,2p+1(x, y) ≤ Vs,2p+2(x, y) ≤ Zs,2p+3(x, y) ≤ ... ≤ Zs(x, y) ≤
≤ Vs,2p+3(x, y) ≤ Zs,2p+2(x, y) ≤ Vs,2p+1(x, y) ≤ Zs,2p(x, y),

(13)

для ∀p ∈ N , де Zs(x, y) = U(x, y), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, — розв’язок задачi
(1)—(3). Якщо виконується умова (5), то U(x, y) ∈ C∗(D).

Наслiдок 1. Нехай Φs(x) = Ψ(x) = 0, s = 1, 2 i F [U(x, y)] ∈ C3(B1), причо-
му F [U(x, y)] ≡ H[U(x, y); 0]. Тодi, якщо F [0] ≤ (≥)0 в областi B, то розв’язок
задачi (1)-(3) при (x, y) ∈ D недодатнiй (невiд’ємний) U(x, y) ≤ (≥)0.

Наслiдок 2. Якщо F [U(x, y)] ∈ C3(B1) i виконуються умови (4), (11), то
нерiвностi (10) є необхiдними i достатнiми для справедли-востi в областi B
нерiвностей

Vs,0(x, y) ≤ Zs(x, y) ≤ Zs,0(x, y), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2. (14)

Зауваження. Якщо F [U(x, y)] ∈ C1(B) i F [U(x, y)] ≡ H[U(x, y); 0], то для
побудови двостороннiх наближень до розв’язку задачi (1)-(4) достатньо буду-
вати одну послiдовнiсть вектор-функцiй {Zs,p(x, y)}, а це у два рази зменшує
кiлькiсть операцiй при реалiзацiї двостороннього методу.

Приклад. В просторi C∗(D), D = D1 ∪ D2, D1 = {(x, y)|x ∈ [1, 2],
y ∈ (3− x, 2)}, D2 = {(x, y)|x ∈ [2, 4], y ∈ (x/2, 2)} знайти розв’язок ДРЧП

Uxy(x, y) +
1

y
Ux(x, y)− 1

x
Uy(x, y) =

x

y
e−U(x,y),
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який задовольняє умови U |y=3−x = ∂U
∂y
|y=3−x = U |y=x/2 = 0.

Очевидно, що U(x, y) ≥ 0, тодi можна побудувати тiльки одну послiдовнiсть
функцiй

V1,p+1(x, y) = x
y

y∫
3−x

x∫
3−η

(
exp(−V1,p(ξ, η))− 1

ξ2 V1,p(ξ, η)
)

dξdη,

V1,p+1(x, y) = x
y

y∫
x/2

2∫
3−η

(
exp(−V1,p(ξ, η))− 1

ξ2 V1,p(ξ, η)
)

dξdη+

+x
y

x∫
2

y∫
x/2

(
exp(−V2,p(ξ, η))− 1

ξ2 V2,p(ξ, η)
)

dηdξ,

тим самим зменшивши кiлькiсть обчислень.
За нульове наближення виберемо функцiї V1,0(x, y) = 0, V2,0(x, y) = 0. Тодi

отримаємо:

V1,1(x, y) = x
y
(x(y − 3 + x)− 3y + 9− 3x + 0.5y2 − 0.5(3− x)2),

V2,1(x, y) = x
y
(0.5x− y + 0.5y2 − 0.125x2) + x

y
(y(x− 2)− 0.5x(x− 2)),

V1,2(x, y) = −7467x
560

− 5x8

84
− 21x6

10
+ 5x7

8
+ 27x5

16
− 9x ln(3) ln(−1+1/3x)

2y
+ 9x ln(x) ln(3−x)

2y
−

−27x ln(x)
4y

− x3y
8

+ 9x ln(3) ln(−1/3y)
2y

− 3x ln(3− y)− yx ln(x)
4

− 9x ln(x) ln(y)
2y

− 15x9

64y2 +

+yx ln(3−y)
4

+ 3x ln(x) + 45x9

256y3 − 131x7 ln(y)
48y

− 197x5 ln(y)
64y

− 5x9 ln(y)
128y

+ 3x2 ln(y)
y

− 6561x
8960y3−

− y6x
9408

+ 351x6

40y2 + 27x ln(3−y)
4y

+ 44901x ln(y)
4480y

+ x10

72y2 + x11

960y3 − 243x6

80y3 + 135x7

64y3 − 45x8

56y3 +

+89x8

56y2 − 27x5(3−x)
16y

− x10

48y3 − 43x7

8y2 − 135x5

32y2 − 27x4

8y2 + 15x9

64y(3−x)
+ 5x8(3−x)

84y
− 45x9

256y(3−x)2
+

+243x5

128y3 + 151y5x
80640

− 59y4x
2800

+ 131x7 ln(3−x)
48y

+ 197x5 ln(3−x)
64y

− 9xdilog(1−(1/3)y)
2y

+ 603yx
128

+

+661y3x
3840

+ y2x5

32
+ y7x

322560
+ 16767x

2240y2 − 7x4 ln(y)
2y

+ 117x6 ln(y)
20y

+ 15x8 ln(y)
28y

− 5x3 ln(y)
2y

+

+9xdilog((1/3)x)
2y

+ 23x4

12
+ 503x(3−x)3

480y
− 603x(3−x)2

128y
− 661x(3−x)4

3840y
− 151x(3−x)6

80640y
− x(3−x)8

322560y
+

+59x(3−x)5

2800y
+ 3x3

2
− 16767x

2240(3−x)y
+ 7x4 ln(3−x)

2y
− 117x6 ln(3−x)

20y
+ 7467(3−x)x

560y
− 15x8 ln(3−x)

28y
+

+5x3 ln(3−x)
2y

+ 5x9 ln(3−x)
128y

− 3x2 ln(3−x)
y

+ x5(3−x)4

768y
− 44901x ln(3−x)

4480y
− x10

72y(3−x)
+ 43x7

8y(3−x)
+

+x(3−x)7

9408y
+ x3(3−x)2

8y
+ x6(3−x)3

120y
+ 6561x

8960y(3−x)2
+ 5x7(3−x)2

192y
− x11

960y(3−x)2
− x5(3−x)3

32y
−

−x4(3−x)3

72y
− 503y2x

480
+ 243x6

80y(3−x)2
− 351x6

40y(3−x)
− 135x7

64y(3−x)2
+ 45x8

56y(3−x)2
+ x4(3−x)2

4y
− 89x8

56y(3−x)
+

+37x5(3−x)2

128y
+ x10

48y(3−x)2
− 5x7(3−x)

8y
+ 21x6(3−x)

10y
− 3x6(3−x)2

16y
+ 135x5

32y(3−x)
+ 27x4

8y(3−x)
−

− 243x5

128y(3−x)2
− 3x3(3−x)

2y
− 23x4(3−x)

12y
− y3x5

768
− y2x6

120
− 5yx7

192
+ y2x4

72
− 37yx5

128
− yx4

4
+ 3yx6

16
,

V2,2(x, y) = −7467x
560

+ 75787x8

401408y
− 1035x3

512y
+ 3x3

2
+ 23x4

12
− 4750141x7

1720320y
+ 76679x4

3840y
+

+16767x
2240y2 − 5x3 ln(y)

2y
+ 15x8 ln(y)

28y
+ 89x8

56y2 + x10

72y2 − 5x7y
192

+ 603xy
128

− xy6

9408
+ xy7

322560
−

−9xdilog(1−y/3)
2y

+ x4y2

72
+ 27xln(3−y)

4y
− 15x9

64y2 − x10

48y3 + 44901xln(y)
4480y

+ x11

960y3 − x6y2

120
−

−135x5

32y2 − 27x4

8y2 − 131x7 ln(y)
48y

+ 3x6y
16

+ 243x5

128y3 − x5y3

768
+ 45x9

256y3 + 351x6

40y2 − 551431x5

20480y
+

−37x5y
128

+ x5y2

32
− x4y

4
− 45x8

56y3 − 43x7

8y2 − 44901xln(x/2)
4480y

− 197x5 ln(y)
64y

+ 117x6 ln(y)
20y

−
−59xy4

2800
− 6561x

8960y3 + 151xy5

80640
− 503xy2

480
− 7x4 ln(y)

2y
+ 3x2 ln(y)

y
− 5x9ln(y)

128y
+ 135x7

64y3 − 243x6

80y3 +
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+5x3 ln(x/2)
2y

+ 5x7

8
− 21x6

10
+ 27x5

16
− 15x8 ln(x/2)

28y
+ 9xdilog(1−x/6)

2y
− 27x ln(3−x/2)

4y
−

−3x2 ln(x/2)
y

+ 5x9 ln(x/2)
128y

+ 131x7 ln(x/2)
48y

+ x3 ln(x)
16y

− 3x2 ln(x)
2

y − x3 ln(3−x/2)
16y

+

+3x2 ln(3−x/2)
2y

+ 197x5 ln(x/2)
64y

− 117x6 ln(x/2)
20y

+ 661xy3

3840
+ 7x4 ln(x/2)

2y
+ 150037x9

27525120y
− x3y

8
+

+9x ln(3) ln(−y/3)
2y

+ xy ln(3−y)
4

− 3x ln(3− y)− xy ln(x)
4

− 9x ln(x) ln(y)
2y

+ 1181259x6

89600y
+

+3x ln(x) + 7467x2

1120y
− 9x ln(3) ln(−x/6)

2y
+ 9x ln(x) ln(x/2)

2y
+ 6561

2240xy
− 5x8

84
− 16767

1120y
+

+5x2

3y
− 10x

3
+ xy

2
− x3

8y
+ 13xln(y)

4y
− 3x4

4y
+ 19x5

96y
− 3x ln(2) + 5x5ln(y)

32y
− x4ln(2)

2y
−

−xln(x)y
4

+ x4 ln(x)
2y

+ 13 ln(2)
4y

− x4

3
+ 3x3

2
+ 5x3 ln(y)

16y
− x3 ln(x)

4
− x3y

8
− 3x ln(y)

2y
+

+3xln(x)− 5x5 ln(x)
32y

+ ln(2)x3

4y
− x4 ln(y)

2y
+ 5x5 ln(2)

32y
− 13xln(x)

4y
+ ln(2)xy2

4
.

Для зручностi подамо результати у виглядi таблицi, позначивши через
Wi,p+1(x, y) = Vi,p(x, y)− Vi,p+1(x, y):

p W1,p(x, y) W2,p(x, y)
1 0.5 1.313
2 0.055 0.635

З отриманих результатiв бачимо, що побудованi наближенi розв’язки досить
швидко збiгаються до розв’язку поставленої задачi.
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