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ДВОМIРНI ЗОБРАЖЕННЯ ГРУП ДIЕДРА НАД
КОМУТАТИВНИМИ ЛОКАЛЬНИМИ КIЛЬЦЯМИ. ЧАСТИНА 1.

All two-dimensional representations Λ of the dihedral group Dm =
〈
a, b

∣∣ am = 1, b2 = 1, bab−1 =
a−1

〉
, m > 1 over the commutative local rings with 1 where Λa is a non-scalar matrix modulo

the ring radical are described in this article. It turns out that Λa2 is an identity matrix according

to the modulo of the ring radical or Λa =
(

0 −1
1 α

)
, Λb = ±

( −1 0
α 1

)
, where α ∈ R. The

conditions for these representations which are irreducible and equivalent are found.

Описано, з точнiстю до еквiвалентностi, всi двомiрнi зображення Λ групи дiедра Dm =〈
a, b

∣∣ am = 1, b2 = 1, bab−1 = a−1
〉
, m > 1 над комутативними локальними кiльцями з 1

при умовi, що Λa – нескалярна матриця за модулем радикалу кiльця. Виявляється, що Λa2 –

одинична матриця за модулем радикалу кiльця R або Λa =
(

0 −1
1 α

)
, Λb = ±

( −1 0
α 1

)
,

де α ∈ R . Знайдено умови незвiдностi i еквiвалентностi таких зображень.

Нехай R – комутативне локальне кiльце з 1, J (R) – радикал R, R = R/J (R) ,

ΛJ(R) : GL (2, R) → GL
(
2, R/J (R)

)
– природнiй гомоморфiзм, Е – одинична

матриця, Dm = 〈a, b | am = 1, b2 = 1, bab−1 = a−1 〉 – група дiедра порядку 2m,
Λ : Dm → GL (2, R) – двомiрне зображення групи Dm , m > 1 , Λ = ΛJ(R)Λ, Λa
– нескалярна матриця. Виявляється, що Λa2 = E або, з точнiстю до еквiвален-
тностi,

Λa =

(
0 −1
1 α

)
, Λb = ±

( −1 0
α 1

)
,

де α – параметр зображення, при якому тричлен x2 − αx + 1 дiлить без остачi
двочлен xm − 1 .

Зображення Λ таке, що Λa – нескалярна матриця, є незвiдним тодi i тiльки
тодi, коли не iснує квадратних коренiв iз одиницi γ таких, що trΛa=γ (1+det Λa).

Зокрема, зображення Λ з параметром α є незвiдним тодi i тiльки тодi, ко-
ли α не є подвоєним квадратним коренем iз одиницi, що рiвносильно нерiвностi
α2 6= 4 . У роботi пропонується критерiй еквiвалентностi зображень, хоча б одне
з яких вiдображає породжуючий елемент а в нескалярний за модулем радикалу
елемент. Виявляється, що такi зображення можуть бути нееквiвалентними, на-
вiть у тому випадку, коли слiди i визначники образiв всiх елементiв вiдповiдно
рiвнi. Iсторiю питання i попереднi результати можна знайти в [1–5].

Нехай R – асоцiативне кiльце з 1, R∗ – група оборотнiх елементiв кiльця R,
J (R) – радикал R, R = R/J (R) , V – лiвий R-модуль iз скiнченим R-базисом, n =

dim V , End (n, V ) – кiльце ендоморфiзмiв модуля V, GL (n, V ) = End (n, V )∗

– повна лiнiйна група автоморфiзмiв модуля V. У фiксованому базисi модуля
V мають мiсце ототожнення End (n, V ) ≡ Rn – кiльце всiх nxn матриць над
R, GL (n, V ) ≡ GL (n,R) – група всiх оборотнiх nxn матриць, E – одинична
матриця.

Гомоморфiзм Λ : G → GL (n,R) будемо називати зображенням групи G у
повну лiнiйну групу GL (n,R) . Будемо використовувати позначення
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ΛJ(R) : R → R/J (R) , ΛJ(R) : GL (n,R) → GL
(
n, R/J (R)

)
,

Λ = ΛJ(R)Λ , g = Λg , де g ∈ G .
Зображення Λ будемо називати звiдним, якщо iснує матриця T ∈ GL (n,R)

така, що для всiх g ∈ G має мiсце рiвнiсть

TΛgT−1 =

(
Λ1g Λ0g
0 Λ2g

)
,

де Λig ∈ GL (ni, R) , n = n1 + n2, ni < n, 1 ≤ i ≤ 2 .
В противному випадку зображення Λ будемо називати незвiдним.
Зображення Λ1 : G → GL (n,R) , Λ2 : G → GL (n,R) будемо називати

еквiвалентними, якщо iснує матриця C ∈ GL (n,R) така, що CΛ1gC−1 = Λ2g
для всiх g ∈ G . В противному випадку зображення Λ1 i Λ2 будемо називати
нееквiвалентними.

Гомоморфiзм ih : G → G ,де ih (g) = hgh−1 , g ∈ G будемо називати вну-
трiшнiм автоморфiзмом групи G з породжуючим елементом h ∈ G . Будемо
говорити, що гомоморфiзм Λ1 , з точнiстю до спряження елементом с, спiвпа-
дає з Λ , якщо Λ1 = icΛ , де c ∈ GL (n,R) . Очевидно, що

ic1c2 = ic1 · ic2 .

Лема 1. Нехай R – асоцiативне кiльце з 1, V–лiвий R-модуль, c∈End (n,V ),
cm = 1, m ∈ R∗ . Тодi e = (1 + c + · · ·+ cm−1) m−1 – iдемпотент i має мiсце
пiрсовський розклад V = eV ⊕ (1− e) V , де eV = ker (1− e) = ker (1− c) ,
(1− e) V = ker e = Im (1− c) .

Доведення. Легко бачити, що eci = cie = e для всiх i ≥ 0 . Тому e2 =
e (1 + c + · · ·+ cm−1) m−1 = (me) m−1 = e . З рiвностi 1 = e + 1− e випливає, що
v = ev + (1− e) v для будь-якого v ∈ V i V = eV + (1− e) V . Очевидно, що
eV

⋂
(1− e) V = 0 . Оскiльки (1− c) e = 0 , 1− e = (1− c) f , де f ∈ End (n, V )

i f комутує з c, то мають мiсце включення

eV ⊂ker (1− c)⊂ker (1− e)⊂eV, (1− e) V ⊂Im (1− c)⊂ker e⊂(1− e) V.

Наслiдок 1. Нехай R – локальне кiльце з 1, 2 ∈ R∗ , c ∈ GL (n, V ) , c2 = E .
Тодi iснує базис V, в якому с має дiагональний вигляд з плюс, мiнус одиницями
на дiагоналi.

Доведення. Дiйсно, e = (1 + c) 2−1 , 1− e = (1− c) 2−1 . Тодi
eV = ker (1− c) = {v ∈ V | cv = v} , (1− e) V = ker e = {v ∈ V | cv = −v} .
Оскiльки проективнi модулi eV i (1− e) V над локальними кiльцями вiльнi,

то iснує базис, який складається iз базисiв пiдмодулiв eV i (1− e) V , в якому с
має дiагональний вигляд з плюс, мiнус одиницями на дiагоналi.

Лема 2. Нехай R – комутативне кiльце з 1,

A =




0 α0

1 0
...

. . . ...
0 1 αn−1


 – клiтка Фробенiуса iз Rn , B = (bij) ∈ Rn .
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Якщо BA = AB , то B = b11E+b21A+· · ·+bn1A
n−1 . Зокрема, централiзатор

CRn (A) = { B ∈ Rn | BA = AB} – комутативне кiльце з базисом E,A, ..., An−1

як модуль над кiльцем R.

Доведення. Розглянемо матрицю B0 = B − b11E − b21A− · · · − bn1A
n−1 .

Очевидно, що B0 комутує з матрицею A i першi стовбцi матриць AiB0 ,
0 ≤ i < n є нульовими. Тому першi стовбцi матриць B0A

i є також нульовими.
Це можливо тiльки при B0 = 0.

Лема 3. Нехай R – комутативне локальне кiльце з 1, R = R/J (R) , A ∈
GL (2, R) , A – нескалярний елемент групи GL

(
2, R

)
. Тодi iснує матриця

T ∈ GL (2, R) така, що

TAT−1 =

(
0 −ε
1 α

)
, де ε = det A, α = trA , ε−1 = det A−1 , αε−1 = trA−1.

Доведення. Нехай A =

(
a1 a2

a3 a4

)
, де ai ∈ R , 1 ≤ i ≤ 4 , ε = det A ∈ R∗ ,

T =

(
1 0

−ε−1a1 −ε−1a2

)
при a2 ∈ R∗ i T =

(
1 −a−1

3 a1

0 a−1
3

)
при a3 ∈ R∗ .

Неважко пересвiдчитись, що матриця Т задовольняє вимогу леми 3.
Якщо a2 ∈ J (R) i a3 ∈ J (R) , то A – дiагональна нескалярна матриця групи

GL
(
2, R

)
. В такому разi

[(
1 1
0 1

)
A

(
1 −1
0 1

)]

12

∈ R∗

i лема 3 зводиться до вищедоведеного випадку. Очевидно, що

A−1 =

(
αε−1 1
−ε−1 0

)
, де ε−1 = det A−1, αε−1 = trA−1.

Наслiдок 2. Нехай в лемi 3 матриця спряжена з матрицею A−1 за до-
помогою матрицi В, A−1 = BAB−1 . Тодi ε = ε−1 , ε2 = 1 , (1− ε) α = 0 i за
iндукцiєю при l ≥ 0

AlB =

(
xl yl

yl − αxl −εxl

)
,

де xl, yl – елементи R, якi залежать вiд l.
Якщо при цьому B2 = E, то

(
AlB

)2
= E i (1− ε) xlyl = 0, x2

l +y2
l −αxlyl = 1.

Нехай R – комутативне кiльце, A ∈ Rn ≡ End (n, V ) , де n = dim V , f (x) =
det (xE − A) – характеристичний многочлен матрицi A. Тодi f (A) = 0 (теорема
Гамiльтона-Келi).

Дiйсно, якщо R – алгебраїчно замкнуте поле, то, з точнiстю до спряження,

A =

(
a0 ∗
0 A0

)
, де a0 ∈ R, A0 ∈ Rn−1, f0 (x) = det (xE − A0) .

За iндукцiєю f0 (A0) = 0 . Оскiльки f (x) = (x− a0) f0 (x) , то f (A) = 0 .
Якщо R – довiльне комутативне кiльце, A = (xij) , то f (A) = (gkl (xij)) , де
gkl (xij) ∈ Z [xij, 1 ≤ i, j ≤ n] для всiх 1 ≤ k, l ≤ n . Згiдно з вищедоведеним
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gkl (xij) = 0 над будь-яким алгебраїчно замкнутим полем i при будь-яких зна-
ченнях невiдомих величин xij . Це можливо тiльки в тому випадку, коли всi
коефiцiєнти многочленiв gkl (xij) дорiвнюють нулю. Тим самим доведено, що
f (A) = 0 над довiльним комутативним кiльцем.

Лема 4. Нехай R – комутативне локальне кiльце з 1, A ∈ R2 , A – неска-
лярна матриця кiльця R2 . Тодi Am = E тодi i тiльки тодi, коли характери-
стичний многочлен f (x) = det (xE − A) = x2− trAx+det A матрицi А дiлить
без остачi двочлен xm − 1 , де m ≥ 2.

Доведення. Нехай xm − 1 = f (x) q (x) + r (x) , де deg r (x) < 2 . За теоре-
мою Гамiльтона-Келi f (A) = 0 . Тому Am − E = r (A) . Якщо r (x) ≡ 0 , то
Am = E i A ∈ GL (2, R) . Навпаки. Якщо Am = E , то r (A) = 0 . Оскiль-
ки A – нескалярна матриця, то, з точнiстю до спряження, матриця А мiстить
оборотний недiагональний елемент. Тому r (x) ≡ 0 .

З леми 4 випливає, що
(

0 −ε
1 α

)m

= E

тодi i тiльки тодi, коли тричлен x2 − αx + ε без остачi дiлить двочлен xm − 1.
Якщо при цьому α = 2γ , γ2 = 1 , ε = 1 , то x2 − αx + ε = (x− γ)2 .
Це означає, що при γ2 = 1 рiвнiсть

(
0 −1
1 2γ

)m

= E

має мiсце тодi i тiльки тодi, коли γ є двохкратним коренем m-го степеня iз 1,
тобто коли m = m · 1 = 0 i γm = 1 . Цей же результат випливає iз формули

(
0 −1
1 2γ

)l

= γl

(
E + l

( −1 −γ
γ 1

))
,

яка доводиться за iндукцiєю при l ≥ 0 .

Теорема 1. Нехай R – комутативне локальне кiльце з 1, 2 ∈ R∗ , Λ – зо-
браження групи дiедра Dm, m > 1 у групу GL (2, R) таке, що Λa – нескалярна
матриця. Тодi, з точнiстю до спряження, Λa i Λb – дiагональнi матрицi з
плюс, мiнус одиницями на дiагоналях або

Λa =

(
0 −1
1 α

)
, Λb = ±

( −1 0
α 1

)
,

де α ∈ R , тричлен x2 − αx + 1 дiлить без остачi двочлен xm − 1.

Доведення. З рiвностей (±1 + j)2 = 1 , (±E + J)2 = E , де j ∈ J (R) , а J –
матриця над J (R) випливає, що (±2 + j) j = 0 i (±2E + J) J = 0 . Тому j = 0 i
J = 0 .

За припущенням Λa – нескалярна матриця. Оскiльки 2 ∈ R∗ , b2 = 1 , то,
згiдно з наслiдком леми 1, можна вважати, що з точнiстю до спряження,

Λb =

(
b1 0
0 b2

)
, Λa =

(
a1 a2

a3 a4

)
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де b1, b2 ∈ {±1} , ai ∈ R, 1 ≤ i ≤ 4 , ε = det Λa , α = trΛa, ε2 = 1,
(1− ε) α = 0 .

Якщо Λb = ±E , то Λa i Λb комутують мiж собою. Тому Λa2 = E i з ана-
логiчних мiркувань, з точнiстю до спряження, можна вважати, що a2 = a3 =
0, a1, a4 ∈ {±1} . Це означає, що Λa i Λb – дiагональнi матрицi з плюс, мiнус
одиницями на дiагоналях.

Нехай Λb 6= ±E . Тодi

Λb = ±
( −1 0

0 1

)
i ΛbΛaΛb−1 =

(
a1 −a2

−a3 a4

)
= ε

(
a4 −a2

−a3 a1

)
.

Якщо a2 ∈ R∗ , то ε = 1 , α = 2a1 i, з точнiстю до спряження, матрицею(
1 0
−a1 −a2

)
, отримуємо, що Λa =

(
0 −1
1 α

)
, Λb = ±

( −1 0
α 1

)
.

Аналогiчно теорема 1 доводиться, якщо a3 ∈ R∗ . Для цього слiд застосувати
спряження Λ елементом

(
0 1
1 0

)

i звести теорему 1 до попереднього випадку.
При a2 ∈ J (R) i a3 ∈ J (R) мають мiсце рiвностi a1

2 = a4
2 = 1 . Тому

a1, a4 ∈
{±1

}
. За припущенням Λa – нескалярна матриця. Тому

Λa = ±
( −1 0

0 1

)
+ v, де v –матриця над J (R) .

В такому разi ΛbΛa = ±E + Λbv , де Λbv – матриця над J (R) . З рiвностi
(ba)2 = 1 випливає, що Λbv = 0 i, як наслiдок, що v = 0 .

Це означає, що i в даному випадку Λa i Λb – дiагональнi матрицi з плюс,
мiнус одиницями на дiагоналях.

Теорема 2. Нехай R – комутативне локальне кiльце з 1, 2 ∈ J (R) , Λ – зо-
браження групи дiедра Dm, m > 1 у групу GL (2, R) таке, що Λa – нескалярна
матриця. Тодi Λa2 = E , m – парне число, або, з точнiстю до спряження,

Λa =

(
0 −1
1 α

)
, Λb =

( −1 0
α 1

)
,

де α ∈ R∗ , тричлен x2 − αx + 1 дiлить без остачi двочлен xm − 1.

Доведення. За припущенням Λa – нескалярна матриця. Згiдно з наслiдком
2, з точнiстю до спряження, можна вважати, що

Λa =

(
0 −ε
1 α

)
, Λb =

(
b1 b2

b2 − αb1 −εb1

)
,

де ε2 = 1 , (1− ε) α = 0 , bi ∈ R, 1 ≤ i ≤ 2 , (1− ε) b1b2 = 0 , b2
1 + b2

2−αb1b2 = 1.
Нехай α ∈ R∗ . Тодi ε = 1 . Якщо b2 ∈ R∗ , то покладемо x = (1− b1) b−1

2 i
розглянемо матрицю

T =

(
x −1
1 x + α

)
.
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Очевидно, що T комутує з Λa , det T = x2 +xa+1 = (2− 2b1 + ab2) b−2
2 ∈ R∗,

TΛb =

( −1 0
α 1

)
T.

Це означає, що, з точнiстю до спряження матрицею T, зображення Λ задо-
вольняє рiвнiсть

Λa =

(
0 −1
1 α

)
, Λb =

( −1 0
α 1

)
,

де α ∈ R∗.
Якщо b2 ∈ J (R) , то b1 ∈ R∗ i b2−αb1 ∈ R∗ . Тодi (ΛaΛbΛa−1)12 = αb1− b2 ∈ R∗.

Згiдно з вищедоведеним, зображення Λ , з точнiстю до спряження, задо-
вольняє теорему 2.

Нехай α ∈ J (R) . В такому разi Λa2 = E , m – парне число.

Зауваження 1. В останньому випадку, якщо Λa2 = E i Λb – нескалярна
матриця, то, з точнiстю до спряження,

Λb =

(
0 1
1 0

)
i Λa =

(
a1 a2

a3 a4

)
.

З рiвностi bab−1 = a−1 випливає, що
(

a4 a3

a2 a1

)
= ε

(
a4 −a2

−a3 a1

)
, Λa =

(
a1 a2

−εa2 a4

)
, Λb =

(
0 1
1 0

)
,

де ε = det Λa, α = trΛa, ε2 = 1, (1− ε) α = (1− ε) a1 = (1− ε) a4 = 0, a3 = −εa2,
1 = a1a4 + a2

2.
Якщо Λa2 = E i Λb – скалярна матриця, то Λba−1 – нескалярна матриця.

Тому, з точнiстю до спряження, згiдно з вищедоведеним,

Λa =

(
a1 a2

−εa2 a4

)
, Λb =

(
0 1
1 0

)
Λa,

де ε2 = 1 , (1− ε) a1 = (1− ε) a4 = 0 , 1 = a1a4 + a2
2.

Теорема 3. Нехай R – комутативне локальне кiльце з 1, Λ – зображення
групи дiедра Dm , m > 1 таке, що Λa – нескалярна матриця. Зображення Λ є
незвiдним тодi i тiльки тодi, коли не iснує квадратних коренiв iз одиницi γ
таких, що trΛa = γ (1 + det Λa) .

Доведення. Нехай α = trΛa, ε = det Λa . Якщо Λ – звiдне зображення, то
iснує матриця g ∈ GL (2, R) така, що

gΛag−1 =

(
γ x
0 α− y

)
, gΛbg−1 =

(
γ1 x1

0 γ2

)
,

де γ2
1 = (γγ1)

2 = γ2 = 1 , ε = det Λa = γ (α− γ) , α = γ (1 + ε) .
Зрозумiло, що вищенаведенi мiркування мають мiсце над будь-яким кому-

тативним кiльцем з 1 без вимоги нескалярностi матрицi Λa .
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Навпаки. Нехай γ – квадратний корiнь iз 1 такий, що α = γ (1 + ε) . Без
обмеження загальностi можна вважати, що

Λa =

(
0 −ε
1 α

)
, Λb =

(
b1 b2

b2 − αb1 −εb1

)
,

де ε2 = 1 , (1− ε) α = 0 , bi ∈ R, 1 ≤ i ≤ 2 , (1− ε) b1b2 = 0, b2
1 + b2

2 − αb1b2 = 1.
Неважко бачити, що якщо

g =

(
0 1
1 γε

)
∈ GL (2, R) , то gΛag−1 =

(
γ 1
0 γε

)
.

З рiвностi α− γ = γε випливає, що (gΛbg−1)21 = 0 .
Тим самим доведено, що Λ – звiдне зображення.
Зокрема, якщо ε = 1 , то Λ – незвiдне зображення тодi i тiльки тодi, коли

trΛa не є подвоєним квадратним коренем iз одиницi. Тому iз нерiвностi α2 6= 4
випливає, що Λ – незвiдне зображення. Якщо 2 ∈ R∗ або α ∈ R∗ , то вiрно i
навпаки. Адже, iз рiвностi α2 = 4 ∈ R∗ випливає, що α = 2 · α

2
, де

(
α
2

)2
= 1 .

Це означає, що зображення Λ , яке задане в теоремах 1 i 2 за правилом

Λa =

(
0 −1
1 α

)
, Λb = ±

( −1 0
α 1

)

є незвiдним тодi i тiльки тодi, коли α2 6= 4 .
Якщо Λ1 i Λ2 – зображення групи дiедра Dm , m > 1 такi, що Λ1a = Λ2a, то

Λ2b = Λ1bc = c−1Λ1b , де матриця с комутує з Λia , i = 1; 2 .
Нехай S = Λ1b− Λ2b , L = ΛiaΛ1b− Λ2bΛia ,

Sx = (E + xΛia) Λ1b− Λ2b (E + xΛia) , Lx = (xE + Λia) Λ1b− Λ2b (xE + Λia) ,

де x ∈ R.
Неважко бачити, що S = Λ1b (E − c) = (c− E) Λ2b , L = Λ1b (Λia

−1 − Λiac) =
(Λiac− Λia

−1) Λ2b , а також, що Sx = S + xL i Lx = xS + L . Тому

Sx = Λ1b
(
E − c + x

(
Λia

−1 − Λiac
))

i Lx = Λ1b
(
x (E − c) + Λia

−1 − Λiac
)
.

Має мiсце

Теорема 4. Нехай R – комутативне локальне кiльце з 1, Λ1 i Λ2 – зобра-
ження групи дiедра Dm , m > 1 у групу GL (2, R) такi, що

Λ1a = Λ2a =

(
0 −ε
1 α

)
.

Зображення Λ1 i Λ2 еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли iснує елемент
x ∈ R такий, що x2 + αx + ε ∈ R∗ i Sx = 0 або Lx = 0 , що рiвносильно
рiвностям (Sx)11 = (Sx)12 = 0 або (Lx)11 = (Lx)12 = 0 вiдповiдно.

Доведення. Нехай Λ1 i Λ2 – еквiвалентнi зображення. Тодi iснує матриця
g ∈ GL (n,R) така, що Λ2 = igΛ1 . Це означає, що g комутує з Λia i gΛ1b = Λ2bg,
1 ≤ i ≤ 2 . Згiдно з лемою 2 g = g11E + g21Λia i det g = g2

11 +αg11g21 + εg2
21 ∈ R∗ .
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Якщо g11 ∈ R∗ , то в рiвностi gΛ1b = Λ2bg покладемо x = g21g
−1
11 . Тодi

x2 + αx + ε ∈ R∗ , Sx = 0 i, як наслiдок, (Sx)11 = (Sx)12 = 0 . Аналогiчно, якщо
g21 ∈ R∗ , то x = g11g

−1
21 , x2 + αx + ε ∈ R∗ , Lx = 0 i (Lx)11 = (Lx)12 = 0 .

Навпаки. Нехай iснує елемент x ∈ R такий, що x2 + αx + ε ∈ R∗ i (Sx)11 =
(Sx)12 = 0 або (Lx)11 = (Lx)12 = 0 . З рiвностi ba = a−1b випливає, що SxΛia =
Λia

−1Sx i LxΛia = Λia
−1Lx . Тому з (Sx)11 = (Sx)12 = 0 випливає, що Sx = 0 , а з

(Lx)11 = (Lx)12 = 0 , що Lx = 0 . Нехай g = E+xΛia або g = xE+Λia вiдповiдно.
В такому разi gΛ1b = Λ2bg i det g = εδ (x2 + αx + ε) ∈ R∗ , де δ = 0; 1 . Тим
самим доведено, що зображення Λ1 i Λ2 еквiвалентнi за допомогою матрицi g.

Вiдмiтимо, що Sx = 0 тодi i тiльки тодi, коли c − E = x (Λia
−1 − Λiac) , де

c = Λ1bΛ2b . Аналогiчно Lx = 0 тодi i тiльки тодi, коли x (c− E) = Λia
−1−Λiac.

З теореми 4 випливає критерiй еквiвалентностi будь-яких двох зображень
групи Dm , m > 1 , хоча б одне з яких вiдображає породжуючий елемент а в
нескалярну за модулем радикалу матрицю. Для цього слiд розглянути еквiва-
лентнi до них зображення i скористатися теоремою 4.

Зауважимо, що при 2 ∈ J (R) , α ∈ J (R) умова x2 +αx+ ε ∈ R∗ рiвносильна
нерiвностi x 6= 1 .

Нехай Λ1 i Λ2 – зображення групи дiедра Dm , m > 1 такi, що

Λ1a = Λ2a =

(
0 −ε
1 α

)
, Λ2b = −Λ1b, c = Λ1bΛ2b = −E.

З’ясуємо умови при яких зображення Λ1 i Λ2 еквiвалентнi.
Легко бачити, що

Λia + Λia
−1 =

(
α 1− ε

1− ε α

)
,

Sx =
(
2E + x

(
Λia + Λia

−1
))

Λ1b, Lx =
(
2xE + Λia + Λia

−1
)
Λ1b,

де i = 1; 2 .
Згiдно з теоремою 4 зображення Λ1 i Λ2 еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли

iснує елемент x ∈ R такий, що x2 + αx + ε ∈ R∗ i Sx = 0 або Lx = 0 . Це
рiвнозначно тому, що

{
2 + xα = 0
x (1− ε) = 0

або вiдповiдно
{

2x + α = 0
1− ε = 0

.

Нехай Λ1 i Λ2 – еквiвалентнi зображення. Оскiльки (1− ε) α = 0 , то 2 (1− ε)
= 0. Тодi α2 (x2 + αx + ε) = 4−α2 або вiдповiдно 4 (x2 + αx + ε) = 4−α2 . Тому
при 4−α2 ∈ R∗ мають мiсце включення α ∈ R∗ або вiдповiдно 2 ∈ R∗ . Значить
1 − ε = 0 . Це означає, що при 4 − α2 ∈ R∗ i ε 6= 1 зображення Λ1 i Λ2 не
еквiвалентнi. При 4 − α2 ∈ R∗ i ε = 1 зображення Λ1 i Λ2 еквiвалентнi за
допомогою матрицi

g =

(
α 2
−2 −α

)
∈ GL (2, R) .

Якщо 4− α2 ∈ J (R) , то 2− α ∈ J (R) або 2 + α ∈ J (R) i з еквiвалентностi
зображень Λ1 i Λ2 випливає, що α ∈ J (R) i 2 ∈ J (R) . Тому при 4− α2 ∈ J (R)
i 2 ∈ R∗ або α ∈ R∗ зображення Λ1 i Λ2 не еквiвалентнi.
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При 4 − α2 ∈ J (R) , α ∈ J (R) i 2 ∈ J (R) зображення Λ1 i Λ2 еквiвалентнi
тодi i тiльки тодi, коли iснує елемент x ∈ R , x 6= 1 такий, що

{
2 + xα = 0
x (1− ε) = 0

або
{

2x + α = 0
1− ε = 0

.

Зрозумiло, що якщо при цьому x 6= 0 , то має мiсце рiвнiсть ε = 1 .
Нехай зображення Λ1 i Λ2 такi, що ε = 1 . Тодi trΛia

lb = 0 для всiх l ≥ 0 ,
i = 1; 2 . Це означає, що слiди i визначники матриць Λ1h i Λ2h при всiх h ∈ Dm

спiвпадають, хоча зображення Λ1 i Λ2 при 2 ∈ R∗ , α ∈ ±2 + J (R) ⊂ R∗ не
еквiвалентнi. Адже, в цьому випадку 4 − α2 ∈ J (R) , α ± 2 ⊂ R∗ вiдповiдно.
Якщо при цьому α 6= ±2 , то α2 6= 4 i, згiдно з теоремою 3, Λ1 , Λ2 – незвiднi
зображення. При α = ±2 Λ1 i Λ2 – звiднi зображення.

Таким чином, iснують як одночасно звiднi, так i одночасно незвiднi нееквi-
валентнi зображення, слiди i визначники образiв всiх елементiв яких вiдповiдно
рiвнi.
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