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ПРО ДИКI СКIНЧЕННI 2-ГРУПИ НАД ЛОКАЛЬНИМИ
ФАКТОРIАЛЬНИМИ КIЛЬЦЯМИ ХАРАКТЕРИСТИКИ НУЛЬ

It is making up clear, when the problem of description of non-equivalent matrix representations of
2-group G of order |G| > 1 over a noetherian local factorial ring of characteristic zero residue class
field of characteristic 2 is wild.

Виясняється, коли задача описання нееквiвалентних матричних зображень 2-групи G поряд-
ку |G| > 1 над нетеровим локальним факторiальним кiльцем характеристики нуль з полем
лишкiв характеристики 2 є дикою.

Скiнченна група G називається дикою над комутативним кiльцем R з одини-
цею, якщо описання нееквiвалентних матричних R-зображень групи G включає
задачу про класифiкацiю з точнiстю до подiбностi пар n × n-матриць над де-
яким полем (n — довiльне натуральне число). Задача про дикiсть скiнченної
p-групи G над локальною областю цiлiсностi R характеристики нуль з полем
лишкiв характеристики p розв’язана в таких випадках:

1) R — кiльце цiлих p-адичних чисел [1, 2];
2) R — повне дискретно нормоване кiльце [1–5];
3) R — кiльце формальних степеневих рядiв вiд m змiнних з коефiцiєнтами

з кiльця цiлих P -адичних чисел [6, 7];
4) R — локальна область цiлiсностi характеристики нуль з полем лишкiв

характеристики p (ε ∈ R, εp = 1, ε 6= 1) i виконуються одна iз таких умов:
а) p > 3;
б) G — 3-група порядку |G| > 3;
в) R — нетерова локальна область цiлiсностi характеристики нуль з полем ли-
шкiв характеристики 2, G — нециклiчна 2-група або циклiчна 2-група порядку
|G| > 4 [8];
г) R — локальне факторiальне кiльце характеристики нуль з полем лишкiв
характеристики 2, G — 2-група порядку |G| > 2 [9];

5) R — нетерова локальна область цiлiсностi характеристики нуль з полем
лишкiв характеристики 2, R не є дискретно нормованим кiльцем, G — циклiчна
група порядку 4 i виконується одна iз таких умов:
а) 2 — не простий елемент кiльця R;
б) факторкiльце R/2R не є кiльцем головних iдеалiв [10].

В данiй роботi дослiджується дикiсть скiнченної циклiчної 2-групи над нете-
ровим локальним факторiальним кiльцем характеристики нуль з полем лишкiв
характеристики 2.

Теорема 1 ( [9] ). Нехай G — скiнченна 2-група порядку |G| > 2 i K — ло-
кальне факторiальне кiльце характеристики нуль з полем лишкiв характери-
стики 2. Група G є дикою над кiльцем K, якщо K не є дискретно нормованим
кiльцем.

Теорема 2 ( [9] ). Нехай G — скiнченна 2-група порядку |G| > 1, K —
локальне факторiальне кiльце характеристики нуль з полем лишкiв характе-
ристики 2. Якщо K не дискретно нормоване кiльце i 2 = θte1(θ ∈ K∗, e > 1)
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або 2 = θtr1
1 ...trs

s , де K∗ — мультиплiкативна група кiльця K, t1, ..., ts — рiзнi
простi елементи кiльця K, s ≥ 2 i r1 + ... + rs > 2, то група G є дикою над
кiльцем K.

Лема 1. Нехай H = 〈a| a2 = e〉 , K — нетерове локальне факторiальне
кiльце характеристики нуль з полем лишкiв характеристики 2, 2 — простий
елемент кiльця K. Нехай K/2K не є областю головних iдеалiв. Тодi група H
є дикою над кiльцем K.

Доведення. Оскiльки K/2K не є областю головних iдеалiв, то iснують такi
ū, v̄ iз K = K/2K, що V = 〈ū, v̄〉 не є головним iдеалом кiльця K. Нехай
V = 〈u, v〉 , де (u, v) = 1, ū = u + 2K, v̄ = v + 2K.

Розглянемо наступне вiдображення:

Γ(A,B) : a →
( −E D(A,B)

0 E

)
= Γa(A,B),

де

D(A,B) =




uvE u2A 0
v2E uvE u2B
0 v2E uvE


 ,

A, B — довiльнi матрицi порядку n над кiльцем K, E — одинична матриця
порядку n. Очевидно, Γ(A,B) є K-зображенням групи H.

Нехай K-зображення Γ(A,B) та Γ(A′, B′) є K-еквiвалентними, тобто iснує
така матриця C ∈ GL(6n,K), що

Γa(A,B)C = CΓa(A
′, B′), (1)

де C = ‖Cij‖ , Cij — n× n-матрицi над K (1 6 i, j 6 6).
Запишемо (1) у виглядi:

( −E D(A,B)
0 E

)(
C1 C2

0 C4

)
=

(
C1 C2

0 C4

)( −E D(A′, B′)
0 E

)
,

де

C1 =




C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C33


 , C2 =




C14 C15 C16

C24 C25 C26

C34 C35 C36


 , C4 =




C44 C45 C46

C54 C55 C56

C64 C65 C66


 .

Звiдси отримаємо, що

D(A,B)C4 = C1D(A′, B′) + 2C2,

звiдки випливає:



uvE u2A 0
v2E uvE u2B
0 v2E uvE







C44 C45 C46

C54 C55 C56

C64 C65 C66


 =

=




C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C33







uvE u2A′ 0
v2E uvE u2B′

0 v2E uvE


 + 2C2.
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Звiдси одержимо, що



uvC44 + u2AC54 uvC45 + u2AC55 uvC46 + u2AC56

v2C44 + uvC54 + u2BC64 v2C45 + uvC55 + u2BC65 v2C46 + uvC56 + u2BC66

v2C54 + uvC64 v2C55 + uvC65 v2C56 + uvC66


=

=




uvC11 + v2C12 u2C11A
′ + uvC12 + v2C13 u2C12B

′ + uvC13

uvC21 + v2C22 u2C21A
′ + uvC22 + v2C23 u2C22B

′ + uvC23

uvC31 + v2C32 u2C31A
′ + uvC32 + v2C33 u2C32B

′ + uvC33


 + 2C2.

Звiдки дiстаємо:
v2C54 + uvC64 = uvC31 + v2C32 + 2C34, (2)

v2C44 + uvC54 + u2BC64 = uvC21 + v2C22 + 2C24, (3)

uvC44 + u2AC54 = uvC11 + v2C12 + 2C14, (4)

v2C55 + uvC65 = u2C31A
′ + uvC32 + v2C33 + 2C35, (5)

v2C45 + uvC55 + u2BC65 = u2C21A
′ + uvC22 + v2C23 + 2C25, (6)

uvC45 + u2AC55 = u2C11A
′ + uvC12 + v2C13 + 2C15, (7)

v2C56 + uvC66 = u2C32B
′ + uvC33 + 2C36, (8)

v2C46 + uvC56 + u2BC66 = u2C22B
′ + uvC23 + 2C26, (9)

uvC46 + u2AC56 = u2C12B
′ + uvC13 + 2C16. (10)

Iз (3) маємо:

uv(C21 − C54) + v2(C22 − C44) = u2BC64 + 2C24, (11)

а з (4) матимемо:

u2AC54 = uv(C11 − C44) + v2C12 + 2C14. (12)

З (4)–(12) одержимо:

C22 ≡ C44(modRadK), C22 ≡ C55(modRadK),

C12 ≡ 0(modRadK), C13 ≡ 0(modRadK),

C11 ≡ C44(modRadK), C11A
′ ≡ AC55(modRadK), (13)

C33 ≡ C55(modRadK), C33 ≡ C66(modRadK),

C22B
′ ≡ BC66(modRadK).

Отже, з (13) маємо:

C22 ≡ C44 ≡ C11 ≡ C33 ≡ C55 ≡ C66(modRadK),

C12 ≡ C13 ≡ 0(modRadK),

C11A
′ ≡ AC11(modRadK), (14)

C11B
′ ≡ BC11(modRadK). (15)

Очевидно, C11 — оборотна матриця над кiльцем K. З (14), (15) випливає дове-
дення леми.
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Теорема 3. Нехай G — скiнченна 2-група порядку |G| > 1, K — нетеро-
ве локальне факторiальне кiльце характеристики нуль з полем лишкiв хара-
ктеристики 2, 2 — простий елемент кiльця K. Нехай K/2K не є областю
головних iдеалiв. Тодi група G є дикою над кiльцем K.

Доведення теореми випливає iз леми 1.

Лема 2. Нехай K — нетерове локальне факторiальне кiльце характери-
стики нуль з полем лишкiв характеристики 2, 2 = t1 · t2, де t1, t2 — рiзнi про-
стi елементи кiльця K, t1 6= θ · t2 (θ ∈ K∗). Нехай K/t1K не є областю
головних iдеалiв. Тодi iснують такi елементи ū, v̄ iз кiльця K1 = K/t1K, що
V = 〈ū, v̄〉 не буде головним iдеалом кiльця K1 . Нехай ū = u+ t1K, v̄ = v + t1K,
(u, v ∈ K). Тодi (u, t1) = 1, (v, t1) = 1.

Доведення. Розглянемо u = u1d, v = v1d, де (u1, v1) = 1 (u1, v1, d ∈ K).
Очевидно, iдеал V1 = 〈u1, v1〉 не є головним в K, бо якщо V1 = Kt (t ∈ K∗),

то u1 = α1t, v1 = β1t (α1, β1 ∈ K), тобто u1 i v1 не взаємно простi.
Нехай V1 = K, 1 = α1u1 + β1v1(α1, β1 ∈ K).
Тодi d = α1du1 + β1dv1 = α1u + β1v ∈ V = Ku + Kv, звiдки V = Kd.
Позначимо u = λ1d, v = λ2d (λ1, λ2 ∈ K). Тодi матимемо ū = λ1d + t1K, v̄ =

= λ2d + t1K, тобто
ū = (λ1 + t1K)(d + t1K),

ū = (λ2 + t1K)(d + t1K),

де d̄ = d + t1K ∈ V .
Значить, V — головний iдеал. Протирiччя.
Отже, V1 6= K i V1 6= Kt, тобто V1 не є головним iдеалом.
Тодi (u, t1) = 1, (v, t1) = 1. Лема доведена.

Лема 3. Нехай K — локальне кiльце, t1— простий елемент кiльця K. Тодi
K/t1K— локальне кiльце.

Доведення. Розглянемо v̄ = v + t1K(v ∈ K). Нехай v̄ не є оборотним еле-
ментом i 1̄− v̄ (1̄ = 1 + t1K) не є оборотним елементом K1.

Тодi 1−v+t1K = w /∈ (K/t1K)∗, v+t1x ∈ K((K/t1K)∗ — мультиплiкативна
група факторкiльця K/t1K, x ∈ K). Якщо v ∈ K∗, то v + t1x ∈ K∗. Отже
v̄ ∈ (K/t1K)∗.

Нехай v ∈ RadK, 1− v ∈ K∗. Тодi 1− v + t1K ∈ (K/t1K)∗. Протирiччя.
Отже, K/t1K — локальне кiльце. Лема доведена.

Лема 4. Нехай H = 〈a| a2 = e〉 , K — нетерове локальне факторiальне
кiльце характеристики нуль з полем лишкiв характеристики 2, 2 = t1 · t2,
де t1, t2 — рiзнi простi елементи кiльця K, t1 6= θ · t2(θ ∈ K∗) i K/t1K не є
областю головних iдеалiв. Тодi група H є дикою над кiльцем K.

Доведення. Нехай K/t1K не є областю головних iдеалiв. Тодi iснують такi
елементи ū, v̄ iз K1 = K/t1K, що V = 〈ū, v̄〉 не буде головним iдеалом кiльця
K1. Поставимо u = t2. Можна пiдiбрати такий iдеал V = 〈t2, v〉 кiльця K, що
(t2, v) = 1.

Розглянемо наступне вiдображення:

Γ(A,B) : a →
( −E D(A,B)

0 E

)
= Γa(A,B),
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де D(A,B) =




vt2E t22A 0
v2E vt2E t22B
0 v2E vt2E


 , A, B — довiльнi матрицi порядку n над

K, E — одинична матриця порядку n.
Очевидно, Γ(A,B) є K-зображенням групи H.
Нехай зображення Γ(A, B) i Γ(A′, B′) є K-еквiвалентнi, тобто iснує така ма-

триця C ∈ GL(6n,K), що

Γa(A,B)C = CΓa(A
′, B′), (16)

де C = ‖Cij‖ , Cij — n× n-матрицi над K (1 6 i, j 6 6).
Запишемо (16) у виглядi:

( −E D(A,B)
0 E

)(
C1 C2

0 C4

)
=

(
C1 C2

0 C4

)( −E D(A′, B′)
0 E

)
,

де

C1 =




C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C33


 , C2 =




C14 C15 C16

C24 C25 C26

C34 C35 C36


 , C4 =




C44 C45 C46

C54 C55 C56

C64 C65 C66


 .

Звiдси дiстаємо, що

D(A,B)C4 = C1D(A′, B′) + 2C2,




vt2E t22A 0
v2E vt2E t22B
0 v2E vt2E







C44 C45 C46

C54 C55 C56

C64 C65 C66


 =

=




C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C33







vt2E t22A
′ 0

v2E vt2E t22B
′

0 v2E vt2E


 + 2C2.

Звiдки одержуємо, що



vt2C44 + t22AC54 vt2C45 + t22AC55 vt2C46 + t22AC56

v2C44 + vt2C54 + t22BC64 v2C45 + vt2C55 + t22BC65 v2C46 + vt2C56 + t22BC66

v2C54 + vt2C64 v2C55 + vt2C65 v2C56 + vt2C66


=

=




vt2C11 + v2C12 t22C11A
′ + vt2C12 + v2C13 t22C12B

′ + vt2C13

vt2C21 + v2C22 t22C21A
′ + vt2C22 + v2C23 t22C22B

′ + vt2C23

vt2C31 + v2C32 t22C31A
′ + vt2C32 + v2C33 t22C32B

′ + vt2C33


 + 2C2.

Отже,
v2C54 + vt2C64 = vt2C31 + v2C32 + 2D1, (17)

vt2C21 + v2C22 = v2C44 + vt2C54 + t22BC64 + 2D2, (18)

vt2C11 + v2C12 = vt2C44 + t22AC54 + 2D3, (19)

t22C31A
′ + vt2C32 + v2C33 = v2C55 + vt2C65 + 2D4, (20)

t22C21A
′ + vt2C22 + v2C23 = v2C45 + vt2C55 + t22BC65 + 2D5, (21)
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t22C11A
′ + vt2C12 + v2C13 = vt2C45 + t22AC55 + 2D6, (22)

t22C32B
′ + vt2C33 = v2C56 + vt2C66 + 2D7, (23)

t22C22B
′ + vt2C23 = v2C46 + vt2C56 + t22BC66 + 2D8, (24)

t22C12B
′ + vt2C13 = vt2C46 + t22AC56 + 2D9, (25)

де
D1 = C34, D2 = −C24, D3 = −C14, D4 = −C35,

D5 = −C25, D6 = −C15, D7 = −C36, D8 = −C26, D9 = −C16.

Iз (18) матимемо:

vt2C21 + v2C22 = v2C44 + vt2C54 + t22BC64 + t1t2D2, (26)

vt2(C21 − C54) + v2(C22 − C44) = t22BC64 + t1t2D2.

Звiдки дiстанемо, що
C22 ≡ C44(modRadK). (27)

Iз (19) отримаємо, що

vt2C11 + v2C12 = vt2C44 + t22AC54 + t1t2D3,

C12 ≡ 0(modRadK), (28)

v(C11 + vC12 − C44) = t2AC54 + t1D3. (29)

Нехай C11 + vC12 − C44 ≡ 0(modRadK). Тодi iз (29) матимемо v̄ · θ̄ = t̄2 ·
x̄1 (x̄1 ∈ K1). Оскiльки θ ∈ K∗, то θ̄ ∈ (K/t1K)∗.

Значить, v̄ = θ̄−1t̄2x̄1 = t̄2x̄2 = ūx̄2. Протирiччя, бо V = 〈ū, v̄〉 не є головним
iдеалом.

Отже,
C11 + vC12 − C44 ≡ 0(modRadK). (30)

Iз (20) матимемо:

t22C31A
′ + vt2C32 + v2C33 = v2C55 + vt2C65 + t1t2D4,

звiдси одержимо, що
C33 ≡ C55(modRadK). (31)

Iз (21) маємо:

t22C21A
′ + vt2C22 + v2C23 = v2C45 + vt2C55 + t22BC65 + t1t2D5,

звiдки дiстанемо, що

t22C21A
′ + vt2(C22 − C55) = v2(C45 − C23) + t22BC65 + t1t2D5,

t2C21A
′ + v(C22 − C55 − vx) = t2BC65 + t1D5,

v(C22 − C55 − vx) = t2x + t1D5.
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Аналогiчними мiркуваннями, як у випадку (29), одержуємо, що

C22 ≡ C55(modRadK). (32)

Iз (22) дiстанемо, що

t22C11A
′ + vt2(C12 − C45) + v2C13 = t22AC55 + t1t2D6,

звiдси випливає, що
C13 ≡ 0(modRadK), (33)

t2(C11A
′ − AC55)− v(C12 − C45 + vC13) = t1D6,

t2(C11A
′ − AC55) = vx + t1D6.

Нехай C11A
′ − AC55 ≡ 0(modRadK). Тодi матимемо, що

t̄2θ̄ = v̄x̄,

звiдки отримаємо, що
t̄2 = v̄ȳ(ȳ = x̄θ̄−1),

що привело до протирiччя з визначенням t2.
Отже,

C11A
′ − AC55 ≡ 0(modRadK). (34)

Iз (23) одержимо:

t22C32B
′ + vt2(C33 − C66 − vC56) = t1t2D7,

t22C32B
′ + vt2(C33 − C66) = t2v

2C56 + t1t2D7,

C56 ≡ 0(modRadK).

Аналогiчними мiркуваннями, як у випадку (29), одержуємо, що

C33 ≡ C66(modRadK). (35)

З (24) отримаємо:

t22C22B
′ + vt2C23 = v2C46 + vt2C56 + t22BC66 + t1t2D8,

t22(C22B
′ −BC66) + t2v(C23 − C56) = v2C46 + t1t2D8,

звiдси дiстанемо, що
C22B

′ ≡ BC66(modRadK). (36)

Iз (27), (28), (31)–(36) одержуємо:

C22 ≡ C44 ≡ C11 ≡ C33 ≡ C55 ≡ C66(modRadK),

C12 ≡ C13 ≡ 0(modRadK),

C11A
′ ≡ AC11(modRadK),

C11B
′ ≡ BC11(modRadK).

Отже, задача описання матричних K-зображень групи H є дикою. Лема
доведена.
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Теорема 4. Нехай G — скiнченна 2-група порядку |G| > 1, K — нетеро-
ве локальне факторiальне кiльце характеристики нуль з полем лишкiв ха-
рактеристики 2, 2 = t1 · t2, де t1, t2 − рiзнi простi елементи кiльця K,
t1 6= θ · t2(θ ∈ K∗) i K/t1K не є областю головних iдеалiв. Тодi група G є
дикою над кiльцем K.
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