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КРИТЕРIЙ ПЕРЕВIРКИ ГIПОТЕЗИ ПРО ВИГЛЯД
КОВАРIАЦIЙНОЇ ФУНКЦIЇ СТАЦIОНАРНОЇ ГАУСОВОЇ
ВИПАДКОВОЇ ПОСЛIДОВНОСТI

In this paper the criterion for checking a hypotheses on the covariance function of the Gaussian and
stationary in wide sense random sequence was constructed. The critical apparatus of the theory
of square-Gaussian random variables was used for the construction.

В роботi був побудований критерiй для перевiрки гiпотези про вигляд коварiацiйної функцiї
гаусової, стацiонарної в широкому сенсi випадкової послiдовностi. Для цього було використано
математичний апарат теорiї квадратично гаусових випадкових величин.

1. Вступ
Задача дослiдження властивостей випадкових послiдовностей є дуже важли-

вою з точки зору практичних застосувань. Часто деякi явища ми можемо спо-
стерiгати лише в певнi моменти часу, а при спостереженнi неперервних величин,
таких як, наприклад, температура повiтря чи напруга, їх значення фiксуються
в дискретнi моменти часу. I навiть в тих випадках, коли значення можна запису-
вати неперервно, для комп’ютерної обробки ми можемо використовувати лише
данi, що вiдповiдають дискретнiй множинi моментiв часу. Тому на практицi ми
в основному працюємо саме з випадковими послiдовностями.

В данiй роботi дослiджено центрованi гаусовi стацiонарнi в широкому сенсi
випадковi послiдовностi. Для них побудовано критерiй для перевiрки гiпотези
про вигляд коварiацiйної функцiї. Статистичний аналiз випадкових послiдов-
ностей (числових рядiв) наведено в книгах [1], [2]. Для побудови критерiю було
використано теорiю квадратично гаусових випадкових величин. Простiр ква-
дратично гаусових випадкових величин було вперше введено в [3]. В книзi [4]
було дослiджено властивостi цих просторiв та встановлено їх зв’язок з просто-
рами Орлiча випадкових величин.

2. Квадратично гаусовi випадковi величини
Нехай (Ω,F, P) – стандартний iмовiрнiсний простiр, на якому визначенi су-

мiсно гаусовi центрованi вектори −→γ T = (γ1, ..., γr) довiльної розмiрностi r ≥ 1.
Розглянемо сiм’ю SG(0)(Ω) випадкових величин, якi можна придставити у ви-
глядi −→γ TA−→γ , де A – це будь-яка дiйснозначна матриця розмiрностi r×r, причо-
му r пробiгає множину натуральних чисел. Як було показано в [4] сiм’я SG(0)(Ω)
являє собою лiнiйний пiдпростiр в просторi L2(Ω). Тодi лiнiйне замикання цiєї
сiм’ї в середньому квадратичному буде пiдпростором в просторi L2(Ω).

Означення 1. [4] Простiр SG(Ω) будемо називати простором квадратично
гаусових випадкових величин якщо будь-який елемент ξ ∈ SG(Ω) можна подати
у виглядi

ξ = −→γ TA−→γ − E−→γ TA−→γ , (1)

де −→γ T = (γ1, ..., γr) – вектор сумiсно гаусових центрованих випадкових величин,
A – дiйснозначна матриця; або елемент ξ ∈ SG(Ω) є границею у середньому
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квадратичному послiдовностi випадкових величин {ξn, n ≥ 1} виду (1)

ξ = l.i.mn→∞ξn.

Для квадратично гаусових випадкових величин справедливi наступнi теоре-
ми.

Теорема 1. [4] Нехай ξ ∈ SG(Ω) та Dξ > 0, тодi наступна нерiвнiсть
виконується для всiх |s| < 1

E exp

{
s√
2
· ξ√

Dξ

}
≤ 1√

1− |s| exp

{
−|s|

2

}
(2)

Теорема 2. Нехай {ξm, 1 ≤ m ≤ M} – квадратично гаусовi випадковi вели-
чини, такi, що max1≤m≤M D(ξm) > 0. Тодi, для M ≥ 2, K ≥ 2

ln M
та x ≥ 2 +

√
2

P

{
max

1≤m≤M
|ξm| > x max

1≤m≤M
D(ξm)K ln M

}
≤ 2M1−K(1 + x

√
2)

1
2 exp

{
− x√

2

}
. (3)

Доведення. Введемо позначення: η := max1≤m≤M |ξm|, a := max1≤m≤M D(ξm)
та uM := K ln M . Тодi для всiх 0 ≤ s < 1

IM := P{η > xauM} = E1{ω : η > xauM} ≤

≤
M∑

m=1

E1{η = |ξm|} · E1{ω : |ξm| > xauM} ≤

≤ M max
1≤m≤M

E1{ω : |ξm| > xauM} ≤

≤ M1−KMK max
1≤m≤M

E1{ω : |ξm| > xauM}
exp

{
s√
2
· |ξm|

auM

}

exp
{

s√
2
x
} .

Для тих s, для яких
s√
2
x ≥ 2 (4)

маємо s√
2
· |ξm|

auM
≥ s√

2
x ≥ 2. Наступну нерiвнiсть отримуємо скориставшись тим,

що y + z ≤ yz для y, z ≥ 2:

MK exp

{
s√
2
· |ξm|
auM

}
= exp

{
K ln M +

s√
2
· |ξm|
auM

}
≤ exp

{
s√
2
· |ξm|

a

}
.

Тодi

IM ≤ M1−K max
1≤m≤M

E1{ω : |ξm| > xauM}
exp

{
s√
2
· |ξm|

a

}

exp
{

s√
2
x
} ≤

≤ M1−K exp

{
− s√

2
x

}
max

1≤m≤M
E exp

{
s√
2
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a

}
.

З нерiвностi (2) випливає, що для будь-якого m та 0 ≤ s < 1

E exp

{
s√
2
· |ξm|

a

}
≤ E exp

{
s√
2
· |ξm|√

Dξm

}
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,
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а тому

IM ≤ 2M1−K exp

{
− s√

2
x

}
1√

1− s
exp

{
−s

2

}
=

2M1−K

√
1− s

exp

{
− s√

2
x− s

2

}
. (5)

Права частина нерiвностi (5) набуває свого мiнiмального значення

2M1−K(1 + x
√

2)
1
2 exp

{
− x√

2

}

при smin = 1− 1
1+
√

2x
.

Для значення smin виконується умова (4) коли x ≥ 2 +
√

2.
Наслiдок 1. Якщо при виконаннi умов Теореми 2 у (3) вибрати деяке число

ε, так що ε ≥ (2 +
√

2)aK ln M , де a = max1≤m≤M D(ξm), то

P

{
max

1≤m≤M
|ξm| > ε

}
≤ 2M1−K

(
1 +

√
2ε

aK ln M

) 1
2

exp

{
− ε√

2aK ln M

}
. (6)

Доведення. Якщо покласти ε = xaK ln M , тодi з того, що x = ε
aK ln M

≥
2 +

√
2 випливає (6).

3. Коварiацiйна функцiя стацiонарної гаусової послiдов-
ностi

Розглянемо стацiонарну гаусову послiдовнiсть {γi, i ≥ 1} таку, що для всiх i
Eγi = 0 та Eγiγi+m = B(m), m ≥ 0 – коварiацiйна функцiя цiєї послiдовностi.

В якостi оцiнки коварiацiйної функцiї B(m) розглянемо статистику

B̂N(m) =
1

N −m

N−m∑
i=1

γiγi+m, N ≥ 1.

Оцiнка B̂N(m) є незмiщеною:

EB̂N(m) =
1

N −m

N−m∑
i=1

Eγiγi+m = B(m).

Тодi величина ∆N(m) = B̂N(m)−B(m) – буде квадратично гаусовою випад-
ковою величиною, оскiльки B̂N(m) можна записати як (γ1, ..., γN−m)TA(γm, ..., γN),
де матриця

A =




1
N−m

· · · 0
... . . . ...
0 · · · 1

N−m


 .

Математичне сподiвання ∆N(m) дорiвнює нулю та дисперсiя

D∆N(m) = E(B̂N(m)−B(m))2 = E

[
1

N −m

N−m∑
i=1

(γiγi+m −B(m))

]2

=

=
1

(N −m)2
E

[
N−m∑
i=1

N−m∑
j=1

(γiγi+m −B(m))(γjγj+m −B(m))

]
=

=
1

(N −m)2

N−m∑
i=1

N−m∑
j=1

Eγiγi+mγjγj+m −B2(m).

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2010, вип. 20



КРИТЕРIЙ ПЕРЕВIРКИ ГIПОТЕЗИ ПРО ВИГЛЯД КОВАРIАЦIЙНОЇ ФУНКЦIЇ 43

За формулою Iссерлiса для центрованих гаусових випадкових величин

Eγiγi+mγjγj+m = Eγiγi+mEγjγj+m + EγiγjEγi+mγj+m + Eγiγj+mEγi+mγj =

= B2(m) + B2(j − i) + B(j − i + m)B(j − i−m).

Тодi

D∆N(m) =
1

(N −m)2

N−m∑
i=1

N−m∑
j=1

[
B2(j − i) + B(j − i + m)B(j − i−m)

]
=

=
2

N −m

N−m∑

k=0

(
1− k

N −m

) [
B2(k) + B(k + m)B(k −m)

]

Приклад 1. Для центрованої гаусової послiдовностi з коварiацiйною функцi-
єю B(m) = e−λm, m ≥ 0, λ > 0

D∆N(m) =
2

N −m

N−m∑

k=0

(
1− k

N −m

) [
e−2λk + e−λ(k+m)e−λ(k−m)

]
=

=
4

N −m

N−m∑

k=0

(
1− k

N −m

)
e−2λk =

=
4

N −m

[
N−m∑

k=0

e−2λk − e−2λ

N −m

N−m∑

k=1

ke−2λ(k−1)

]
=

=
4

N −m

[
1− e−2λ(N−m)

1− e−2λ
−

− e−2λ(1− (N −m)e−2λ(N−m−1) + (N −m− 1)e−2λ(N−m))

(N −m)(1− e−2λ)2

]
=

=
4

(N −m)2(1− e−2λ)2

[
(N −m)− (N −m + 1)e−2λ + e−2λ(N−m+1)

]
=

= O

(
1

N −m

)
, при N →∞.

4. Критерiй перевiрки гiпотези про вигляд коварiацiйної
функцiї

Припустимо, що ми маємо γ1, ..., γN – N послiдовних спостережень деякої
випадкової послiдовностi {γi, i ≥ 1} i маємо пiдстави припускати, що ця послi-
довнiсть є центрованою, стацiонарною та гаусовою з коварiацiйною функцiєю
B(m).

Критерiй 1. Нехай основна гiпотеза H0 полягає в тому, що B(m), m ≥ 0
є коварiацiйною функцiєю послiдовностi {γi, i ≥ 1}, а альтернативна гiпотеза
Ha – в тому, що B(m) не є коварiацiйною функцiєю цiєї послiдовностi. Якщо
для рiвня значущостi α та деяких M та K, таких, що 2 ≤ M < N , K ≥ 2

ln M

max
1≤m≤M

∆N(m) > εα,
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де εα – це значення, при якому

2M1−K


1 +

√
2εα

max
1≤m≤M

D∆N(m)K ln M




1
2

exp



−

εα√
2 max

1≤m≤M
D∆N(m)K ln M



 = α,

тодi гiпотеза H0 вiдхиляється, та не вiдхиляється в iншому випадку.

Зауваження 1. Помилка першого роду для критерiю 1, тобто, ймовiрнiсть
того, що буде зроблено висновок про те, що B(m) не може бути коварiацiйною
функцiєю послiдовностi {γi, i ≥ 1}, хоча насправдi це так, менша або дорiвнює
α.

Приклад 2. Припустимо, що залежнiсть мiж елементами стацiонарної гау-
сової послiдовностi {γi, i ≥ 1} може бути добре описана за допомогою моделi
ковзного середнього

γi =
∞∑

k=0

βkζi−k, i ≥ 1

де βk = e−λk, k ≥ 0, λ > 0 та {ζk, k ∈ Z} – послiдовнiсть незалежних випадкових
величин, таких, що для всiх k Eζk = 0, Eζ2

k = 1. В цьому випадку Eγi = 0 для
всiх i та B(m) = Eγiγi+m =

∑∞
k=0 βkβk+m =

∑∞
k=0 e−λke−λ(k+m) = e−λm

1−e−2λ . Тодi з
прикладу 1 маємо, що

max
1≤m≤M

D∆N(m) = max
1≤m≤M

4
[
(N −m)− (N −m + 1)e−2λ + e−2λ(N−m+1)

]

(N −m)2(1− e−2λ)4
≤

≤ max
1≤m≤M

4

(N −m)(1− e−2λ)4
=

4

(N −M)(1− e−2λ)4
.

Якщо λ = 1, N = 200, M = 10, тодi можна вибрати K = 1. При рiвнi значущостi
α = 0, 1 значення εα = 0, 8127, а при рiвнi значущостi α = 0, 05 значення εα =
0, 9038.

5. Висновки
В роботi було оцiнено розподiл максимуму вiдхилень емпiричної оцiнки ко-

варiацiйної функцiї стацiонарної гаусової послiдовностi вiд теоретичної кова-
рiацiйної функцiї. Це дало змогу побудувати критерiй перевiрки гiпотези про
вигляд коварiацiйної функцiї для цих послiдовностей. Було розглянуто випа-
док, коли послiдовнiсть може бути зображена у виглядi ковзного середнього.
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