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МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСIВ ВIДБОРУ В СИСТЕМАХ З
ВIКОВОЮ СТРУКТУРОЮ

This paper considers selection processes in age-structured population system, where the general
quantity of biological population remains. Necessary and sufficient conditions for total number of
individuals stability, and conditions for kinds of species survival are established. Also it considers
a number of particular cases where survival of one species are explored.

В данiй роботi вивчаються процеси вiдбору в системах з вiковою структурою, в яких зберi-
гається загальна чисельнiсть особин бiологiчного угрупування. Встановлюються необхiднi та
достатнi умови постiйностi загального числа особин та умови виживання видiв. Розглядається
ряд частинних випадкiв, де дослiджується виживання одного з видiв.

Вступ. Процеси вiдбору широко розповсюдженi в соцiальних, екологiчних
та iнших середовищах. В бiологiї добре вiдомi явища природнього та штучно-
го вiдбору. Вiдбiр є фундаментальним механiзмом змiни стану екосистем, їх
еволюцiї та самоорганiзацiї [1], [2].

Важливе значення для процесiв вiдбору має врахування iндивiдуальних осо-
бливостей особин всерединi виду, зокрема, вiкової структури. Врахування вiко-
вого складу популяцiї обумовлено тим, що, по-перше, процеси народжування та
виживання суттєво залежать вiд вiку особин i вiд їх спiввiдношення мiж рiзни-
ми вiковими групами, по-друге, рацiональна експлуатацiя популяцiй можлива
лише при знаннi вiкової структури.

В данiй статтi розглядається математична модель вiдбору в екосистемах з
вiковою структурою, а також дослiджується виживання видiв в деяких частин-
них випадках.

Прикладом лiнiйної структурованої за вiком моделi динамiки бiологiчних
популяцiй є модель фон Фоерстера, яка має вигляд [3]

∂x

∂τ
+

∂x

∂t
= −d(τ)x(τ, t), τ, t > 0,

x(0, t) =

∞∫

0

b(τ)x(τ, t)dτ, t > 0, (1)

x(τ, 0) = ϕ(τ), τ ≥ 0,

де x(τ, t) – вiкова густина особин вiку τ в момент часу t, d(τ), b(τ) – функцiї, що
описують процеси виживання та народжування вiдповiдно, ϕ(τ) – початковий
розподiл вiкової структури.

Поведiнка розв’язкiв системи (1), як показано в [4], визначається деяким
системним параметром

H =

∞∫

0

b(τ) exp
(
−

τ∫

0

d(ξ)dξ
)
dτ.
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Величина H називається бiологiчним потенцiалом популяцiї. В залежностi
вiд значення H можливi три якiсно рiзнi випадки. При H > 1 домiнують проце-
си вiдтворення i при t →∞ x(τ, t) →∞ для всiх τ ∈ [0,∞). Навпаки, при H < 1
x(τ, t) → 0 при t → ∞, тобто вид вимирає. При H = 1 процеси виживання i
народжування перебувають в рiвновазi. В системi (1) iснує нескiнченно багато
стацiонарних станiв i тiльки вiд початкового значення ϕ(τ) залежить, який iз
них реалiзується.

Формулювання об’єкта дослiдження. Розглянемо систему n видiв з вi-
ковою структурою, якi взаємодiють мiж собою. Оскiльки значний iнтерес ста-
новить випадок, коли регулювання системи вiдбувається через процеси вижи-
вання i народжування, то таку систему запишемо у виглядi

∂xi

∂τ
+

∂xi

∂t
= −Di(τ, x)xi, τ, t > 0,

xi(0, t) =

∞∫

0

Bi(τ, x)xi(τ, t)dτ, t > 0, (2)

xi(τ, 0) = ϕi(τ), τ ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n,

де xi(τ, t) – вiкова густина особин i-го виду вiку τ в момент часу t, x = (x1, x2, . . . , xn)
– вектор вiкової густини, Di(τ, x), Bi(τ, x) – функцiї, що описують процеси ви-
живання та народжування вiдповiдно.

Нехай параметри системи задовольняють такi умови:
а) Di(τ, x) – неперервнi, невiд’ємнi для τ ≥ 0, x ≥ 0;

б) Di(τ, ·) є неспадною функцiєю;
∞∫

0

Di(τ, x)dτ = ∞ для x ≥ 0;

в) Bi(τ, x) – неперервна, невiд’ємна, обмежена для τ ≥ 0, x ≥ 0;
г) ϕi(τ) – неперервна, невiд’ємна. iнтегрована по τ ∈ [0,∞);

д) ϕi(0) =

∞∫

0

Bi(τ, ϕi(τ))ϕi(τ)dτ , i = 1, 2, . . . , n.

За цих умов в роботi [5] доведено iснування та єдинiсть розв’язку системи
(2).

Аналiз моделi. Вивчати процеси вiдбору зручно в системах, в яких збе-
рiгається загальна кiлькiсть елементiв, оскiльки збiльшення елементiв одного
виду можливе тiльки за рахунок зменшення елементiв iнших видiв.

За аналогiєю з моделлю Ейгена, що описує процеси вiдбору з зосередженими
параметрами, вимагатимемо сталостi загальної кiлькостi особин в екосистемi

n∑
i=1

∞∫

0

xi(τ, t)dτ = C = const. (3)

Знайдемо умови при яких система (2) задовольняє спiввiдношення (3).
Правильною є наступна теорема.
Теорема 1. Нехай

n∑
i=1

∞∫

0

ϕi(τ)dτ = C. (4)
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Тодi для того, щоб розв’язки системи (2) задовольняли умову (3) необхiдно
й достатньо, щоб

n∑
i=1

∞∫

0

(Bi(τ, x)−Di(τ, x))xi(τ, t)dτ = 0. (5)

Доведення. Необхiднiсть. Проiнтегрувавши по τ перше рiвняння системи
(2), одержимо

−xi(0, t) +
d

dt

∞∫

0

xi(τ, t)dτ = −
∞∫

0

Di(τ, x)xi(τ, t)dτ.

Враховуючи друге рiвняння системи (2), матимемо

d

dt

∞∫

0

xi(τ, t)dτ =

∞∫

0

(Bi(τ, x)−Di(τ, x))xi(τ, t)dτ.

Просумувавши останнє спiввiдношення по i, враховуючи (3), одержимо (5).

Достатнiсть. Утворимо функцiю y(t) = C −
n∑

i=1

∞∫

0

xi(τ, t)dτ . Тодi

ẏ(t) =
n∑

i=1

d

dt

∞∫

0

xi(τ, t)dτ =
∑

i

∞∫

0

(Bi(τ, x)−Di(τ, x))xi(τ, t)dτ.

На пiдставi (4) одержуємо

y(0) = C −
n∑

i=1

∞∫

0

xi(τ, 0)dτ = C −
n∑

i=1

∞∫

0

ϕi(τ)dτ = 0.

При виконаннi умови (5) ẏ(t) = 0, тому y(t) = 0, а отже, справедлива умова (3).
Умови (5) дозволяють конструювати системи (2), якi володiють властивiстю
(3).

В роботах [6], [7] показано, що такою властивiстю володiють системи, для
яких

Di(τ, x) = di(τ)+ < b >, Bi(τ, x) = bi(τ)+ < d >,

де < b >=

n∑
i=1

∞∫
0

bi(τ)xi(τ, t)dτ

n∑
i=1

∞∫
0

xi(τ, t)dτ

.

При цих умовах вважатимемо, що бiологiчнi потенцiали всiх популяцiй

Hi =

∞∫

0

bi(τ) exp


−

τ∫

0

di(ξ)dξ


 dτ > 1, i = 1, 2, . . . , n, (6)
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тобто кожний iз видiв, iснуючи окремо (без взаємодiї з iншими) виживає.
Зокрема, для таких систем в [7] доведено, що виживає m-ий вид, для якого

cm = max
i

ci, де ci > 0 визначається з рiвняння

1 =

∞∫

0

(bi(τ) + di(τ)) exp


−

τ∫

0

di(ξ)dξ − ciτ


 dτ, i = 1, 2, . . . , n. (7)

Спiввiдношення (7) є зручними умовами для визначення виживання видiв
в процесах вiдбору.

В роботi [7] наведено приклад знаходження умов виживання серед двох ви-
дiв, у одного з яких характеристики народжуваностi bi(τ) та вимирання di(τ) в
два рази бiльшi за вiдповiднi характеристики другого виду, а саме розглядає-
ться два гiпотетичних види з наступними значеннями параметрiв di(τ) та bi(τ),
i = 1, 2:

1) b1(τ) = 2b0, 0 ≤ τ ≤ τ0, d1(τ) = d0, τ ∈ [0,∞);

2) b2(τ) = b0, 0 ≤ τ ≤ τ0, d2(τ) =
d0

2
, τ ∈ [0,∞).

Показано, що корiнь c1 рiвняння (7) бiльший за c2. Це означає, що виживає
в цьому угрупуваннi перший вид, тобто вид, у якого коефiцiєнт народжуваностi
є бiльшим, хоча вiн має вищу смертнiсть.

Бiльш цiкавим випадком системи (2) є угрупування з трьох видiв з постiйною
смертнiстю di(τ) = d0, i = 1, 2, 3 та з рiзною народжуванiстю для кожного з
трьох видiв

b1(τ) = b0, τ ∈ [0, τ0];

b2 =





b0m, τ ∈
[
0,

τ0

2

)
,

b0
m

, τ ∈
[τ0

2
, τ0

)
,

0, τ ∈ [τ0,∞);

b3 =





b0
m

, τ ∈
[
0,

τ0

2

)
,

b0m, τ ∈
[τ0

2
, τ0

)
,

0, τ ∈ [τ0,∞);

де m – деяке число бiльше за одиницю.
Графiки цих функцiй зображенi на рис. 1.

Рис. 1. Графiки функцiй народжуваностi bi(τ), i = 1, 2, 3.
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Для того, щоб з’ясувати, який з трьох видiв виживає необхiдно дослiдити,
який з коренiв ci, i = 1, 2, 3 рiвняння (7) є найбiльшим.

У цьому випадку рiвняння (7) мають вигляд

1 =

τ0∫

0

bi(τ) exp (−d0τ − ciτ) dτ +

∞∫

0

d0 exp(−d0τ − ciτ)dτ, i = 1, 2, 3, (8)

або

ci = (ci + d0)

τ0∫

0

bi(τ) exp(−d0τ − ciτ)dτ, i = 1, 2, 3. (9)

При i = 1 з рiвняння (9) одержуємо

c1 = b0(1− exp(−c1 + d0))τ0. (10)

При i = 2, врахувавши вираз для b2(τ), маємо

c2 = (c2 + d0)

τ0/2∫

0

b0m exp(−d0τ − c1τ)dτ

τ0∫

τ0/2

b0

m
exp(−d0τ − c1τ)dτ,

або
c2 = b0

[
m

(
1− exp

(
− (d0 + c2)

τ0

2

))
+

+
1

m

(
exp

(
− (d0 + c2)

τ0

2

)
− exp(−(d0 + c2)τ0)

)]
. (11)

При i = 3 аналогiчно одержуємо

c3 = b0

[
1

m

(
1− exp

(
− (d0 + c3)

τ0

2

))
+

+ m
(
exp

(
− (d0 + c3)

τ0

2

)
− exp(−(d0 + c3)τ0)

)]
. (12)

Виконавши в рiвняннях (10), (11), (12) замiну

exp
(
− (ci + d0)

τ0

2

)
= pi, i = 1, 2, 3, (13)

прийдемо до системи
2

τ0

ln p1 + d0 = b0(p
2
1 − 1),

2

τ0

ln p2 + d0 =
b0

m
(p2

2 + (m2 − 1)p2 −m2), (14)

2

τ0

ln p3 + d0 =
b0

m
(m2p2

3 + (1−m2)p3 − 1).

Нас цiкавить спiввiдношення мiж коренями p1, p2, p3 системи (14). Побуду-
ємо графiки лiвої та правих частин системи (14).

Графiчне розв’язання системи (14) подано на рис. 2.
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Рис. 2. Графiчне розв’язування системи (14).

Поведiнка кривих, якi фiгурують в лiвiй та правих частинах рiвнянь системи
(14) показує, що p2 < p1 < p3.

Оскiльки замiна (13) є монотонно спадною функцiєю аргумента c, то прихо-
димо до нерiвностi

c2 > c1 > c3.

Це означає, що в процесi вiдбору перемагає другий вид, у якого швидкiсть
народжування є бiльшою для молодших вiкiв. Переваги третього виду перед
першим i перед другим видами за швидкiстю народжування в старшому вiцi не
може збiльшити шанси на його виживання.

Зазначимо, що висновки, зробленi в цьому випадку, залишаються правиль-
ними i у випадку, коли для функцiї b2(τ) взяти константу m2 > 1, а для функцiї
b3(τ) – константу m3 > 1.

Iншим цiкавим випадком системи (2) є тривидова система з постiйною смер-
тнiстю di(τ) = d0, i = 1, 2, 3, та з рiзною народжуванiстю, яка береться в ади-
тивнiй формi

b1(τ) =





b0 + ∆, τ ∈ [0, τ0
m

),
b0 −∆, τ ∈ [ τ0

m
, τ0),

0, τ ∈ [τ0,∞);

b2(τ) =





b0 + ∆, τ ∈ [0, τ0
m

),
b0 −∆, τ ∈ [ τ0

m
, τ0),

0, τ ∈ [τ0,∞);

b3(τ) = b0, τ ∈ [0, τ0],

де m > 2.
Випадок m = 2 розглянутий в [7] i встановлено виживання першого виду.
Графiки цих функцiй зображенi на рис. 3.
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Рис. 3. Графiки функцiї народжуваностi.

Рiвняння (7) в цьому випадку набувають вигляду

−m

τ0

ln p1 − d0 + b0(p
m
1 − 1) = ∆(1− 2p1 + pm

1 ),

−m

τ0

ln p2 − d0 + b0(p
m
2 − 1) = −∆(1− 2p2 + pm

2 ), (15)

−m

τ0

ln p3 − d0 + b0(p
m
3 − 1) = 0,

де pi = exp
(
(−ci + d0)

τ0
m

)
, i = 1, 2, 3.

Графiчне розв’язування системи (15) подано на рис. 4.
Позначимо через ϕ(pi) = −m

τ0
ln pi − d0 + b0(p

m
i − 1), i = 1, 2, 3,

ψ1(p1) = ∆(1− 2p1 + pm
1 ), ψ2(p2) = −∆(1− 2p2 + pm

2 ).

Рис. 4. Графiчне розв’язування системи (14).

Графiки функцiї ψ1(p) мають такий вигляд, оскiльки ψ1(0) = ∆ i ψ′1(p) змi-
нює знак з мiнуса на плюс. Крiм цього, якщо ми хочемо, щоб другий вид ви-
живав (вид, для якого коефiцiєнти народжуваностi є меншими для молодших

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2010, вип. 20



86 В. Г. МАЦЕНКО

вiкiв, але на дiапазонi
[
0, τ0

m

)
, m > 2) потрiбно накласти додаткову умову:

ψ1(p3) < 0, тобто
1− 2p3 + pm

3 < 0,

де p3 – корiнь рiвняння ϕ(p3) = 0. За цiєї умови одержуємо, що

p2 < p3 < p1.

На пiдставi замiни (16) приходимо до нерiвностi

c2 > c3 > c1,

яка означає виживання другого виду, який має переваги в народжуваностi на
iнтервалi

[
τ0
m

, τ0

)
при m > 2.

Отже, врахування вiкової структури дозволяє розв’язувати задачi вiдбору в
тому випадку, коли без вiкової структури цього зробити неможливо.

Зауважимо, що одержанi результати можна використовувати не тiльки в
екологiї, а й в економiцi при вивченнi конкуренцiї серед фiрм, в хiмiї при ви-
вченнi фiзико-хiмiчних процесiв (фiльтрацiї, ректифiкацiї, абсорбцiї) та iн. [2].
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