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ЗОБРАЖЕННЯ ГРУП ДIЕДРА ВИЩИХ СТЕПЕНIВ НАД
ДЕЯКИМИ КОМУТАТИВНИМИ ЛОКАЛЬНИМИ КIЛЬЦЯМИ.

Commutative local rings R with identity with m – an inverse element are considered. Representa-
tions Dm → GL (n,R) of an arbitrary degree n ≥ 1 of the dihedral group Dm = 〈a, b | am = 1,
b2 = 1, bab−1 = a−1

〉
, m > 1 over R are described. Conditions of irreducibility, indecomposabil-

ity and equivalency are found. It is proved that the m-th roots of unity of the ring R form a cyclic
group and up to equivalency, the representations of the group Dm , m > 1 over R are generated
by one-dimensional representations a → ±1 , b → α , α2 = 1 , two- dimensional indecomposable
representations

a →
(

εi 0
0 ε−i

)
, b →

(
0 1
1 0

)
and a →

(
0 −1
1 r

)
, b → ±

( −1 0
r 1

)
,

where the element ε generates them-th roots of unity of the ring R, k – order of ε , r ∈ R ,
polynomial x2 − rx + 1 divides xm − 1 without residue, r 6= εi + ε−i , 1 ≤ i < k

2 ,

a →
(

1 0
0 1

)
, b →

( −1 1
0 1

)
and a →

(
1 0
0 1

)
, b →

(
1 0
0 1

)
+ J ,

where 2 ∈ J (R) , J – indecomposable matrix over the radical J (R) , J (2 + J) = 0 , and also by
the indecomposable representations of degree n > 2 a → En , b → En + Jn (when 2 ∈ J (R) ) and
a → a0 , b → b0 , where Jn – indecomposable matrix over the radical J (R) , Jn (2 + Jn) = 0 , and
a0 – root of the polynomial 1 + xk + · · ·+ xm−k , b2

0 = 1 , b0a0b
−1
0 = a−1

0 .

Розглядаються комутативнi локальнi кiльця R з 1, в яких m – оборотний елемент. Описано зо-
браження Dm → GL (n,R) довiльного степеня n ≥ 1 групи дiедра Dm =

〈
a, b

∣∣ am = 1, b2 = 1,

bab−1 = a−1
〉
, m > 1 над R. Знайдено умови їх незвiдностi, нерозкладностi i еквiвалентностi.

Доведено, що, коренi m-го степеня iз 1 кiльця R утворюють циклiчну групу i, з точнiстю до
еквiвалентностi, зображення групи Dm , m > 1 над R породжуються одномiрними зображе-
ннями a → ±1 , b → α , α2 = 1 , двомiрними нерозкладними зображеннями

a →
(

εi 0
0 ε−i

)
, b →

(
0 1
1 0

)
i a →

(
0 −1
1 r

)
, b → ±

( −1 0
r 1

)
,

де елемент ε породжує коренi m-го степеня iз 1 кiльця R, k – порядок ε , r ∈ R , тричлен
x2 − rx + 1 дiлить без остачi двочлен xm − 1 , r 6= εi + ε−i , 1 ≤ i < k

2 ,

a →
(

1 0
0 1

)
, b →

( −1 1
0 1

)
i a →

(
1 0
0 1

)
, b →

(
1 0
0 1

)
+ J ,

де 2 ∈ J (R) , J – нерозкладна матриця над радикалом J (R) , J (2 + J) = 0 , а також нероз-
кладними зображеннями степеня n > 2 a → En , b → En + Jn (при 2 ∈ J (R) ) i a → a0 ,
b → b0 , де Jn – нерозкладна матриця над радикалом J (R) , Jn (2 + Jn) = 0 , а a0 – корiнь
многочлена 1 + xk + · · ·+ xm−k , b2

0 = 1 , b0a0b
−1
0 = a−1

0 .

У данiй статтi описуються всi зображення довiльного степеня групи дiедра
Dm = 〈a, b | am = 1, b2 = 1, bab−1 = a−1 〉 , m > 1 над комутативними локаль-
ними кiльцями з одиницею при умовi, що m–оборотний елемент кiльця. Ви-
явилося, що такi зображення зводяться до зображень близьких до вiдповiдних
зображень груп дiедра над полями i зображень груп дiедра над комутативни-
ми локальними кiльцями, якi не мiстять нетривiальних коренiв m-го степеня iз
одиницi.

Даний пiдхiд спирається на метод лишкових пiдмодулiв з використанням
теореми Машке.

Нехай R – комутативне локальне кiльце з 1, R∗ – група оборотних елементiв
кiльця R, m ∈ R∗, ε породжує коренi m-го степеня iз 1 кiльця R, k – порядок
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ε, Dm, m > 1 – група дiедра порядку 2m, Λ : Dm → GL (n,R) — довiльне
зображення групи Dm у групу GL (n,R) , n ≥ 1 .

З’ясуємо умови нерозкладностi, незвiдностi i еквiвалентностi цих зображень.
Покажемо, що, з точнiстю до еквiвалентностi, такi зображення породжуються
одномiрними зображеннями a → ±1 , b → α , α2 = 1 , α ∈ R , двомiрними
нерозкладними зображеннями

a →
(

εi 0
0 ε−i

)
, b →

(
0 1
1 0

)
i a →

(
0 −1
1 r

)
, b → ±

(
1 0
r 1

)
,

де r ∈ R , тричлен x2 − rx + 1 дiлить без остачi двочлен xm − 1 , r 6= εi + ε−i,
для всiх 1 ≤ i < k

2
,

a →
(

1 0
0 1

)
, b →

( −1 1
0 1

)
i a →

(
1 0
0 1

)
, b →

(
1 0
0 1

)
+ J,

де 2 ∈ J (R) , J – нерозкладна матриця над радикалом J (R) , J (2 + J) = 0 ,
а також нерозкладними зображеннями степеня n > 2 a → En , b → En + Jn

при 2 ∈ J (R) i a → a0 , b → b0 , де Jn – нерозкладна матриця над радикалом
J (R) , Jn (2 + Jn) = 0 , а a0 – корiнь многочлена 1 + xk + · · · + xm−k , b2

0 = 1 ,
b0a0b

−1
0 = a−1

0 .
Iсторiю питання i попереднi результати можна знайти в [1–3], а деякi загаль-

нi вiдомостi бiльш детально викладенi в [4–9].
Якщо n = 2 , то зображення групи Dm , m > 1 описанi в [10]. Незважаючи

на це, у данiй роботi будемо вважати, що n ≥ 1 .
Нехай V – лiвий R-модуль iз скiнченим R-базисом, n = dim V , n ≥ 1,

End (n, V ) – кiльце ендоморфiзмiв модуля V, GL (n, V ) = End (n, V )∗ – група
автоморфiзмiв модуля V. У фiксованому базисi модуля V будемо ототожню-
вати кiльце End (n, V ) з Rn – кiльцем всiх матриць n × n над R, GL (n, V ) з
GL (n,R) – групою всiх оборотних матриць кiльця Rn. Одиничну матрицю iз
групи GL (n,R) будемо позначати через En або через E або навiть через 1, якщо
iз контекста буде зрозумiло про яку одиничну матрицю йде мова.

Будемо використовувати позначення R = R/J (R), r = ΛJ(R)r , r ∈ R , h =

ΛJ(R)h , h ∈ GL (n,R) , а також Λ = ΛJ(R)Λ , g = Λg , де Λ : G → GL (n,R) ≡
GL (n, V ) , g ∈ G , G – група.

Гомоморфiзм ih : G → G , де ih (g) = hgh−1 , g ∈ G будемо називати вну-
трiшнiм автоморфiзмом групи G з породжуючим елементом h ∈ G , а елемент
ih (g) визначеним g з точнiстю до спряження елементом h.

Зображення Λ : G → GL (n,R) ≡ GL (n, V ) перетворює лiвий R-модуль
V у лiвий RG-модуль за правилом gv = Λgv для всiх g ∈ G , v ∈ V , яке
лiнiйно продовжується на всi елементи RG. Модуль V будемо називати модулем,
у якому реалiзується зображення Λ групи G.

Неважко бачити, що у фiксованому скiнченому R-базисi модуля V, n =
dim V , n ≥ 1 кiльце ендоморфiзмiв HomRG (V, V ) RG-модуля V можна ото-
тожнити з пiдкiльцем централiзатора CRn (ΛG) групи ΛG у кiльцi Rn.

Пiд нетривiальними пiдмодулями деякого модуля будемо розумiти вiдмiннi
вiд нього ненульовi пiдмодулi.

Означення 1. Зображення Λ : G → GL (n, V ) , n ≥ 1 називається звiдним,
якщо iснує нетривiальний RG-пiдмодуль модуля V iз скiнченим R-базисом,
який можна доповнити до R-базиса модуля V. У противному випадку зобра-
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ження Λ називається незвiдним.

На матричнiй мовi це означає, що зображення Λ : G → GL (n,R) , n ≥ 1 є
звiдним, якщо iснує матриця c ∈ GL (n,R) така, що

cΛgc−1 =

(
Λ1g Λ0g
0 Λ2g

)
,

де Λig ∈ GL (ni, R) для всiх g ∈ G , n = n1 + n2 , ni < n , 1 ≤ i ≤ 2 . Якщо
вищевказана матриця c не iснує, то таке зображення Λ називається незвiдним.

Означення 2. Зображення Λ : G → GL (n, V ) , n ≥ 1 називається незвi-
дним, якщо RG-модуль V не мiстить нетривiальних RG-пiдмодулiв.

Очевидно, що незвiдний модуль за означенням 2 є незвiдним i за означенням
1. Навпаки не завжди вiрно, хоча над тiлами цi поняття спiвпадають. Адже,
якщо зображення Λ є незвiдним за означенням 2, то, згiдно з лемою Шура,
HomRG (V, V ) – тiло. Тому одномiрнi зображення довiльної групи над кiльцями,
якi не мiстять тiл, є звiдними за означенням 2, хоча за означенням 1 вони є
незвiдними.

У подальшому пiд незвiдним зображенням, якщо не буде обумовлено про-
тилежне, будемо розумiти незвiдне зображення у розумiннi означення 1.

Лема 1. Нехай R – комутативне локальне кiльце з 1, m ∈ R∗ , ε породжує
коренi m-го степеня iз 1, k – порядок ε , Λi : Dm → GL (2, R) – зображення
групи дiедра Dm , m > 1 , яке визначене на породжуючих елементах a i b за
правилом

Λia =

(
εi 0
0 ε−i

)
, Λib =

(
0 1
1 0

)
, 1 ≤ i ≤ k , εi 6= ε−i

i продовжене за мультиплiкативнiстю на всю групу Dm . Тодi Λi – незвiдне
зображення i централiзатор CR2 (ΛiDm) ≡ R.

Доведення. Як буде показано нижче, коренi m-го степеня iз 1 кiльця R
утворюють циклiчну групу. Нехай ε – її породжуючий елемент i k – порядок ε.
Також буде показано, що ε – первiсний корiнь k-го степеня iз одиницi в полi R.
Тому εi − ε−i ∈ R∗ при εi 6= ε−i , 1 ≤ i ≤ k .

Очевидно, що det Λia = 1 . Якби зображення Λi було звiдним, то iснувала б
матриця c ∈ GL (2, R) така, що

cΛiac−1 =

(
εj a0

0 ε−j

)
, cΛibc

−1 =

(
b1 b0

0 b2

)
, c =

(
c1 c2

c3 c4

)
,

де 1 ≤ j ≤ k , b1, b2 належать групi R∗ , а c1, c2, c3, c4, a0, b0 – деякi елементи
кiльця R.

Неважко бачити, що тодi c3ε
i = ε−jc3 , c4ε

−i = ε−jc4 i c4 = b2c3 .
Якщо c3 ∈ J (R) , то c4 ∈ J (R) , що протирiчить включенню c ∈ GL (2, R) .

Тому c3 ∈ R∗ i c4 ∈ R∗ , εi = ε−j = ε−i, що протирiчить припущенню. Отже, Λi

при εi 6= ε−i , 1 ≤ i ≤ k є незвiдним зображенням.
Легко перевiрити, що матриця кiльця R2 , яка комутує з Λia , де εi 6= ε−i

є дiагональною матрицею, а дiагональна матриця, яка комутує з Λib є скаляр-
ною. Тому централiзатор CR2 (ΛiDm) групи ΛiDm у кiльцi R2 складається iз
скалярних матриць i, як наслiдок, може бути ототожнений з кiльцем R.

Означення 3. Зображення Λ : G → GL (n, V ) називається розкладним,
якщо RG-модуль V є прямою сумою нетривiальних RG-пiдмодулiв. В против-
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ному випадку зображення Λ називається нерозкладним.

Нехай R –локальне кiльце з 1, V – вiльний лiвий R-модуль з скiнченим R-
базисом, n = dim V ≥ 1 , G – скiнчена група, Λ : G → GL (n, V ) – зображення
групи G.

Якщо Λ – розкладне зображення, то за означенням 3, V = V1⊕V2 , де V1, V2

– нетривiальнi RG-модулi. Як вiдомо, проективнi модулi над локальними кiль-
цями вiльнi. Тому V1 i V2 – нетривiальнi RG-пiдмодулi модуля V iз скiнченими
R-базисами, якi доповнюють R-базиси один одного до R-базиса модуля V.

Аналогiчними мiркуваннями доводиться, що RG-модуль V є скiнченою пря-
мою сумою нерозкладних RG-пiдмодулiв. В такому випадку кажуть, що зобра-
ження групи G, яке реалiзується у RG-модулi V, породжується нерозкладними
зображеннями або по-iншому, що є сумою нерозкладних зображень групи G.

Окрiм цього, вищенаведенi мiркування показують, що над локальними кiль-
цями розкладнi зображення звiднi. Тому незвiднi зображення над локальними
кiльцями нерозкладнi.

Те, що незвiднi зображення над локальними кiльцями знаходяться серед не-
розкладних зображень дає можливiсть характеризувати їх через ознаки, яки-
ми вони видiляються у класi нерозкладних зображень. Тому будемо описувати
спочатку нерозкладнi зображення, а потiм знаходити серед них незвiднi зобра-
ження.

Якщо порядок групи G є оборотним в кiльцi R, то, за теоремою Машке,
нерозкладнi зображення групи G є незвiдними.

Таким чином, поняття нерозкладностi i незвiдностi зображень скiнченої гру-
пи скiнченого степеня над локальними кiльцями з 1, в яких порядок групи є
оборотним, спiвпадають.

Означення незвiдностi i нерозкладностi зображень груп аналогiчним чином
формулюються для будь-яких матричних вiдображень, а значить i для будь-
яких матричних множин.

Нехай V i W – лiвi вiльнi R-модулi iз скiнченими R-базисами, n = dim V ,
m = dim W .

Як i вище зображення
Λ1 : G → GL (n,R) ≡ GL (n, V ) , Λ2 : G → GL (m,R) ≡ GL (m,W )

перетворюють лiвi R-модулi V i W у лiвi RG-модулi.

Означення 4. Зображення Λ1 i Λ2 називаються еквiвалентними, якщо
модулi V i W, в яких вони реалiзуються, iзоморфнi як RG-модулi. В против-
ному випадку зображення Λ1 i Λ2 називаються нееквiвалентними.

Таким чином, еквiвалентнiсть зображень Λ1 i Λ2 означає, що iснує iзомор-
фiзм f : V → W R-модулiв V i W такий, що f (gv) = gf (v) для будь-яких g ∈ G
i v ∈ V , тобто fΛ1g = Λ2gf для будь-яких g ∈ G .

Зрозумiло, що iз еквiвалентностi зображень Λ1 i Λ2 випливає рiвнiсть n = m
i у фiксованих базисах V i W мають мiсце матричнi рiвностi

cΛ1gc−1 = Λ2g , g ∈ G ,
де матриця c ∈ GL (n,R) вiдповiдає iзоморфiзму f. В такому разi будемо ка-
зати, що зображення Λ2 = icΛ1 спiвпадає iз зображенням Λ1 з точнiстю до
еквiвалентностi.

I навпаки. Iз матричної еквiвалентностi зображень групи G випливає iзо-
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морфiзм RG-модулiв, в яких вони реалiзуються.

Лема 2. Нехай R – комутативне локальне кiльце з 1, m ∈ R∗ , ε породжує
коренi m-го степеня iз 1, k – порядок ε , Λi : Dm → GL (2, R) – зображення
групи Dm , m > 1 , якi визначенi за правилом

Λia =

(
εi 0
0 ε−i

)
, Λib =

(
0 1
1 0

)
.

Тодi Λi при 1 ≤ i < k
2
є попарно нееквiвалентними незвiдними зображен-

нями групи Dm .

Доведення. Оскiльки при 1 ≤ i < k
2
має мiсце нерiвнiсть εi 6= ε−i , то,

згiдно з лемою 1, зображення Λi є незвiдними i, як наслiдок, нерозкладними
зображеннями групи Dm , m > 1 .

Бiльше того, εi + ε−i− (εj + ε−j) = (εi+j − 1) (ε−j − ε−i) ∈ R∗ при 1 ≤ i 6= j <
k
2
. Тому εi + ε−i 6= εj + ε−j. Це означає, що при 1 ≤ i 6= j < k

2
слiди матриць Λia

i Λja є рiзними. Тому зображення Λi , 1 ≤ i < k
2
групи Dm , m > 1 є попарно

нееквiвалентними.
Нехай V – довiльний R-модуль над асоцiативним кiльцем R з 1, σ – довiльний

ендоморфiзм модуля V.

Означення 5. Лишковими пiдмодулями модуля V ендоморфiзма σ будемо
називати пiдмодулi R (σ) = (σ − 1) V i P (σ) = ker (σ − 1) .

Зрозумiло, що
R (σ) = {(σ − 1) v | v ∈ V } i P (σ) = {v ∈ V | σv = v} ,

а також R (1− σ) = σV i P (1− σ) = ker σ .
Легко бачити, що якщо σ – автоморфiзм модуля V, то R (σ−1) = R (σ) i

P (σ−1) = P (σ) . Це випливає iз рiвностi σ−1 − 1 = (σ − 1) (−σ−1) .
Якщо g – довiльний ендоморфiзм модуля V такий, що gσ = σ±1g , то

g (σ − 1) = (σ±1 − 1) g. Тому
gR (σ) ⊆ R (σ±1) = R (σ) i gP (σ) ⊆ P (σ±1) = P (σ) .

Зокрема, якщо g – автоморфiзм модуля V i gσ = σ±1g , то g−1σ = σ±1g−1 i
gR (σ) = R (σ) , gP (σ) = P (σ) .

Цей же результат можна отримати iз загальних формул
gR (σ) = R (gσg−1) i gP (σ) = P (gσg−1) ,

якi iз-за рiвностi gσg−1−1 = g (σ − 1) g−1, справедливi для будь-якого ендомор-
фiзма σ i будь-якого автоморфiзма g модуля V.

Мають мiсце важливi включення
R (σ1σ2) ⊆ R (σ1) + R (σ2) , P (σ1σ2) ⊇ P (σ1)

⋂
P (σ2) ,

якi випливають iз рiвностей σ1σ2− 1 = (σ1 − 1) σ2 +σ2− 1 = σ1 (σ2 − 1)+σ1− 1.

Лема 3. Нехай R – асоцiативне кiльце з 1, V – лiвий R-модуль (не обо-
в’язково вiльний), σ ∈ GL (V ) , σm = 1 , m ∈ R∗ . Тодi V = R (σ) ⊕ P (σ) , де
P (σ) = {v ∈ V |(σ − 1) v = 0} i R (σ) = {v ∈ V |(1 + σ + · · ·+ σm−1) v = 0} .

Доведення. Нехай e = (1 + σ + · · ·+ σm−1) m−1 . Оскiльки eσi = σie = e
для всiх i ≥ 0 , то e2 = e (1 + σ + · · ·+ σm−1) m−1 = e – iдемпотент i має мiсце
пiрсовський розклад V = eV ⊕ (1− e) V , де v = ev + (1− e) v , v ∈ V .

Очевидно, що
eV = {v ∈ V |(1− e) v = 0} = ker (1− e) i (1− e) V = {v ∈ V |ev = 0} = ker e.
Оскiльки e (1− σ) = (1− σ) e = 0 i 1− e = (1− σ) t , де t ∈ EndV i σt = tσ ,
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то eV ⊆ P (σ) ⊆ ker (1− e) ⊆ eV i (1− e) V ⊆ R (σ) ⊆ ker e ⊆ (1− e) V .
Тим самим доведено, що
P (σ) = eV = ker (1− e) = {v ∈ V |(σ − 1) v = 0} , R (σ) = (1− e) V = ker e =

{v ∈ V |(1 + σ + · · ·+ σm−1) v = 0} .

Наслiдок 2. Нехай R – локальне кiльце з 1, 2 ∈ R∗ , b ∈ GL (n, V ) , b2 = 1 .
Тодi iснує базис R-модуля V, в якому b має дiагональний вигляд з плюс, мiнус
одиницями на дiагоналi. Число одиниць на дiагоналi визначається автоморфi-
змом b однозначно i дорiвнює dim P (b) .

Доведення. Дiйсно e = (1 + b) 2−1 , 1 − e = (1− b) 2−1 . Тодi V = eV ⊕
(1− e) V, eV = P (b) = {v ∈ V |bv = v} , (1− e) V = ker e = {v ∈ V |bv = −v} .

Оскiльки проективнi модулi eV i (1− e) V над локальними кiльцями вiльнi,
то iснує базис модуля V, який складається iз базисiв пiдмодулiв eV i (1− e) V , в
якому b має дiагональний вигляд з плюс, мiнус одиницями на дiагоналi. Число
одиниць на дiагоналi b не залежить вiд вибраного базису i дорiвнює dim P (b) .
Адже, якщо g ∈ GL (n, V ) , то P (gbg−1) = gP (b) .

Лема 4. Нехай R– тiло, charR = 2 , b ∈ GL (n,R) ≡ GL (n, V ) , n ≥ 1 ,
b2 = 1 . Тодi, з точнiстю до спряження,

b =




El 0 El

0 E 0
0 0 El


 , CRn (b) ⊆








Rl ∗ ∗
0 Rn−2l ∗
0 0 Rl






 ,

де El означає одиничну матрицю групи GL (l, R) , 0 ≤ l ≤ n
2
, l визначається

матрицею b однозначно i дорiвнює dim R (b) , CRn (b) – централiзатор b у кiльцi
Rn .

Доведення. Неважко бачити, що (b− 1)2 = 0 , R (b) ⊆ P (b) . Якщо b = 1,
то лема 4 має мiсце при l = 0. Нехай b 6= 1 . Тому P (b) 6= V , R (b) 6= 0 ,
P (b) 6= 0 . Нехай V = P (b)⊕W . Тодi l = dim W = dim V −dim P (b) = dim R (b)
– визначається матрицею b однозначно. Очевидно, що

R (b) = (b− 1) W , 1 ≤ l ≤ n− l , bP (b) = P (b) , bR (b) = R (b) .
Нехай en−l+1, ..., en – базис W. Тодi e1 = ben−l+1−en−l+1 , . . . , el = ben−en – базис
R (b) . Доповнимо базис e1, ..., el пiдпростору R (b) до базиса e1, ..., el, el+1, ..., en−l

простору P (b) . В такому разi e1, ..., el, el+1, ..., en−l, en−l+1, ..., en – базис простору
V, в якому b має шуканий вигляд.

Оскiльки з рiвностi gb = bg , де g ∈ Rn ≡ End (n, V ) випливає, що gR (b) ⊆
R (b) i gP (b) ⊆ P (b) , то централiзатор CRn (b) має вищевказаний вигляд.

Тим самим лема 4 доведена.

Лема 5. Нехай R – локальне кiльце з 1, 2 ∈ J (R) , b ∈ GL (n,R) ≡ GL (n, V ) ,
n ≥ 1, b2 = 1. Тодi матриця b спряжена з матрицею

bl,J = diag




( −1 1
0 1

)
, ...,

( −1 1
0 1

)

︸ ︷︷ ︸
2l

, E + J




де l = dim R
(
b
)
, 0 ≤ l ≤ n

2
визначається матрицею b однозначно, а J –

матриця розмiрiв (n− 2l)× (n− 2l) над радикалом J (R) , J (J + 2E) = 0 , яка
визначається матрицею b з точнiстю до спряження.
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Доведення. Згiдно з лемою 4 b = 1 ( тодi лема 5 має мiсце при l = 0 ) або,
з точнiстю до спряження, можна вважати, що

b =




El 0 El

0 E 0
0 0 El


 +




J11 J12 J13

J21 J22 J23

J31 J32 J33


 ,

де El означає одиничну матрицю групи GL (l, R) , 1 ≤ l ≤ n
2
, l = dim R

(
b
)

визначається матрицею b , а значить i матрицею b однозначно, а Jij – матрицi
вiдповiдних розмiрiв над J (R) , 1 ≤ i, j ≤ 3 .

Оскiльки El + J13 ∈ GL (l, R) , то, з точнiстю до спряження матрицею


(El + J13)
−1 0 0

−J23 (El + J13)
−1 E 0

−J33 (El + J13)
−1 0 El


 ,

можна вважати, що J13 = 0 , J23 = 0 , J33 = 0 . Аналогiчно, з точнiстю до
спряження матрицею 


El 0 0
0 E 0
0 J12 El


 ,

можна вважати, що J12 = 0 . З рiвностi b2 = 1 випливає, що J21 = 0 , J31 = 0 ,
J32 = 0 , El + J11 = −El .

Тим самим доведено, що, з точнiстю до спряження,

b =



−El 0 El

0 E + J 0
0 0 El




Неважко бачити, що з рiвностi

g



−El 0 El

0 E + J 0
0 0 El


 =



−El 0 El

0 E + J ′ 0
0 0 El


 g ,

де J, J ′ – матрицi над J (R) , g = (gij) ∈ Rn , 1 ≤ i, j ≤ 3 випливає, що g22J =
J ′g22 . За лемою 4 g21, g31, g32 – матрицi над J (R) . Тому, якщо g ∈ GL (n,R) ,
то g ∈ GL

(
n, R

)
, g22 ∈ GL

(
n− 2l, R

)
, g22 ∈ GL (n− 2l, R) . Це означає, що

матриця J визначається матрицею b з точнiстю до спряження.
Бiльше того, з точнiстю до спряження матрицями вигляду

diag

(
1, ..., 1,

(
0 1
1 0

)
, 1, ..., 1

)
,

матриця b спряжена з матрицею bl,J , де l визначається матрицею b однозначно,
а матриця J з точнiстю до спряження.

Наслiдок 3. Нехай R – локальне кiльце з 1, 2 ∈ J (R) , b ∈ GL (n,R) ≡
GL (n, V ) , n ≥ 1 , b2 = 1 , b– нерозкладна матриця. Тодi b = 1 або n = 2 i

матриця b спряжена з нерозкладною матрицею
( −1 1

0 1

)
.

Доведення. Нехай b 6= 1 . Оскiльки b – нерозкладна матриця, то, згiдно з

лемою 5, l = 1 i, з точнiстю до спряження, можна вважати, що b =

( −1 1
0 1

)
.
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Очевидно, що звiдна над кiльцем R матриця
( −1 1

0 1

)
є нерозкладною над

полем R i, як наслiдок, є нерозкладною над кiльцем R.
Зокрема, з наслiдку 3 випливає, що над локальними кiльцями, в яких еле-

мент два є необоротним, поняття нерозкладних зображень навiть циклiчної гру-
пи другого порядку є ширшим вiд поняття їх незвiдностi.

Нам знадобляться деякi властивостi коренiв iз одиницi у комутативних кiль-
цях.

Означення 6. Нехай G – група, порядки всiх елементiв якої обмеженi де-
яким натуральним числом. Найменше спiльне кратне порядкiв всiх елементiв
групи G будемо називати експонентою групи G i позначати exp G .

Зрозумiло, що в тих випадках, коли мова буде йти про експоненту групи,
будемо вважати, що вона iснує.

Лема 6. Експонента комутативної групи є найменшим з натуральних
чисел, якi обмежують порядки всiх елементiв групи, тобто спiвпадає з по-
рядком елемента найвищого порядку групи.

Доведення. Нехай G – комутативна група, порядки всiх елементiв якої
обмеженi деяким натуральним числом i g0 – елемент групи G найвищого по-
рядку, який позначимо через m0 . Зрозумiло, що m0 ≤ exp G .

Очевидно, що якщо d є дiльником числа m0 , то елемент g
m0
d

0 має порядок d.
Тому з iснування в групi G елемента, порядок якого не дiлить m0 , випливає,
що в G iснує елемент h, порядок якого є степiнню pk простого числа p, яка не
дiлить m0 . Нехай pl – найбiльша степiнь числа p, яка дiлить m0 . Зрозумiло, що
0 ≤ l < k. В такому разi порядки елементiв gpl

0 i h є взаємно-простими числами
m0

pl i pk вiдповiдно. Тому порядок елемента gpl

0 · h дорiвнює m0

pl · pk ≥ m0p > m0 ,
що протирiчить припущенню. Тим самим доведено, що порядки всiх елементiв
групи G дiлять m0 . Тому gm0 = 1 для всiх g ∈ G , exp G ≤ m0 i, як наслiдок,
m0 = exp G .

Вiдмiтимо, що скiнчена комутативна група G є циклiчною тодi i тiльки тодi,
коли |G| = m0 , а значить тодi i тiльки тодi, коли |G| = exp G .

Наслiдок 4. Нехай R – комутативне кiльце з 1 без дiльникiв нуля, G –
пiдгрупа групи R∗ експоненти exp G . Тодi G – скiнчена циклiчна група, порядок
якої |G| = exp G .

Доведення. Нехай, як i в лемi 6, g0 – елемент найвищого порядку m0 групи
G. Згiдно з лемою 6 m0 = exp G i gm0 = 1 для всiх g ∈ G. Тому елементи групи
G є коренями двочлена

xm0 − 1 = (x− 1) (x− g0) · · ·
(
x− gm0−1

0

)
.

Оскiльки в R не має дiльникiв нуля, то G = 〈g0〉 – скiнчена циклiчна група, яка
породжена елементом g0 i |G| = m0 = exp G .

Зокрема, якщо G– група коренiв m-го степеня iз 1 в комутативному кiльцi
R, яке не мiстить дiльникiв нуля, то |G| = m0 = exp G ≤ m .

Означення 7. Елементи кiльця R, якi є коренями k-го степеня iз 1 i ма-
ють порядок k, називаються первiсними коренями k-го степеня iз 1.

Якщо ε – первiсний корiнь k-го степеня iз 1 комутативного кiльця R, яке не
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мiстить дiльникiв нуля, то всi елементи 1, ε, ..., εk−1 – рiзнi i, згiдно з наслiдком
3, ε породжує всi коренi k-го степеня iз 1 кiльця R.

Бiльше того, якщо а – довiльний корiнь m-го степеня iз 1 кiльця R i k дiлить
m, то a

m
k ∈ 〈ε〉 .

Лема 7. Нехай R– комутативне кiльце з 1, m ∈ R∗ , кiльце R = R/J (R)
не мiстить дiльникiв нуля, G – група всiх коренiв m-го степеня iз 1 кiльця R.
Тодi G – скiнчена циклiчна група, порядок якої |G| є дiльником числа m.

Доведення. Нехай G – група всiх коренiв m-го степеня iз 1. Тодi G – пiд-
група групи всiх коренiв m-го степеня iз 1 кiльця R , яка, згiдно з наслiдком
3, є скiнченою циклiчною групою. Тому G = 〈ε〉 , де ε – деякий корiнь m-го
степеня iз 1,

∣∣G
∣∣ ≤ m .

Виявляється, що порядки елементiв ε i ε спiвпадають. Адже, якщо εl = 1 ,
то εl = 1 + j , де j ∈ J (R) . З рiвностi εm = 1 випливає, що (1 + j)m = 1 . Тому
mj + j2r = 0 , де r– деякий елемент кiльця R. За умовою m + jr ∈ R∗ . Тому
j = 0 , εl = 1 . Отже, з εl = 1 випливає, що εl = 1 . Навпаки очевидно. Тим
самим доведено, що порядки елементiв ε i ε рiвнi.

Доведемо, що G = 〈ε〉 . Дiйсно, якщо a – довiльний корiнь m-го степеня iз
1 кiльця R, то a = εi , де 1 ≤ i ≤

∣∣G
∣∣ . Тому aε−i – корiнь m-го степеня iз 1,

який належить 1 + J (R) . Згiдно з вищедоведеним, aε−i = 1 . Тому a = εi . Це
означає, що G = 〈ε〉 i |G| = ∣∣G∣∣ ≤ m .

Нехай k – порядок елемента ε . Зрозумiло, що k дiлить m i ε – первiсний
корiнь k-го степеня iз 1, який породжує всi коренi m-го степеня iз 1 кiльця R.

Тому, якщо k′ – довiльний дiльник числа m, то будь-який корiнь k′ -го сте-
пеня iз 1 є коренем m-го степеня iз 1 i, як наслiдок, коренем k-го степеня iз
1.

Оскiльки k – порядок елемента ε , то ε – первiсний корiнь k-го степеня iз 1
i εi − εj /∈ J (R) для всiх 1 ≤ i 6= j ≤ k .

Зокрема, якщо R – комутативне локальне кiльце з 1, m ∈ R∗, ε породжує
коренi m-го степеня iз 1 кiльця R, k – порядок ε , то k дiлить m i εi − εj ∈ R∗

для всiх 1 ≤ i 6= j ≤ k .
Зауважимо, що в будь-якому полi тiльки ±1 є коренями другого степеня iз

1. Тому, якщо в комутативному локальному кiльцi R з 1 елемент 2 ∈ R∗ , то −1
породжує всi коренi 2-го степеня iз 1 кiльця R.

Лема 8. Нехай R– комутативне локальне кiльце з 1, m ∈ R∗ , ε породжує
коренi m-го степеня iз 1 кiльця R, k – порядок ε , σ ∈ GL (n,R) ≡ GL (n, V ) ,
n ≥ 1 , σm = 1 . Тодi, з точнiстю до спряження, σ – дiагональний елемент
з степенями ε на дiагоналi, кратнiсть входження яких визначається σ одно-
значно i елемента σ0, що є коренем многочлена 1 + xk + . . . + xm−k i будь-яка
степiнь σ0 , показник якої є взаємно-простим з числом m, не має власних
значень над полем R .

Якщо g ∈ GL (n,R) ≡ GL (n, V ) i gσg−1 = σ−1 , то мають мiсце рiвностi
gP (ε−iσ) = P

(
ε−(k−i)σ

)
, gR (ε−iσ) = R

(
ε−(k−i)σ

)
для всiх 0 ≤ i ≤ k .

Доведення. Iндукцiєю по l покажемо, що при 1 ≤ l ≤ k має мiсце розклад
V = P

(
ε−1σ

)⊕ · · · ⊕ P
(
ε−lσ

)⊕R
(
ε−1σ

) ⋂
· · ·

⋂
R

(
ε−lσ

)
.

При l = 1 даний розклад V = P (ε−1σ) ⊕ R (ε−1σ) випливає iз леми 3. Припу-
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стимо, що розклад модуля V має мiсце при l < k i доведемо його при l + 1.
Як вiдмiчалось вище, лишковi пiдмодулi елементiв ε−iσ , 1 ≤ i ≤ k iнварi-

антнi вiдносно σ i, згiдно з лемою 3, має мiсце розклад пiдмодуля
W = R

(
ε−1σ

) ⋂
· · ·

⋂
R

(
ε−lσ

)
= P

(
ε−l−1σ

) ⋂
W ⊕R

(
ε−l−1σ

) ⋂
W .

Доведемо, що має мiсце включення P
(
ε−l−1σ

) ⊆ W . Адже, якщо v0 –
довiльний елемент пiдмодуля P

(
ε−l−1σ

)
, то σv0 = εl+1v0 . Неважко бачити,

що 1 ≤ −i + l + 1 ≤ l < k для всiх 1 ≤ i ≤ l. Тому 1 − ε−i+l+1 ∈ R∗ ,
1+ ε−i+l+1 + · · ·+ (

ε−i+l+1
)m−1

= 0 ,
(
1 + ε−iσ + · · ·+ (ε−iσ)

m−1
)

v0 = 0 , v0 ∈ W.

Тим самим доведено, що P
(
ε−l−1σ

) ⋂
W = P

(
ε−l−1σ

)
, а з нею i твердження

iндукцiї. Зокрема, при l = k має мiсце розклад
V = P

(
ε−1σ

)⊕ · · · ⊕ P
(
ε−kσ

)⊕R
(
ε−1σ

) ⋂
· · ·

⋂
R

(
ε−kσ

)
.

Оскiльки проективнi модулi над локальними кiльцями вiльнi, то P (ε−1σ) ,
. . . , P

(
ε−kσ

)
, R (ε−1σ)

⋂ · · ·⋂ R
(
ε−kσ

)
– вiльнi пiдмодулi модуля V.

Зафiксуємо базис модуля V, який складається iз базисiв пiдмодулiв
P (ε−1σ) ,. . . , P

(
ε−kσ

)
, R (ε−1σ)

⋂ · · ·⋂ R
(
ε−kσ

)
.

У цьому базисi елемент σ має вигляд

σ = diag


ε, ..., ε︸ ︷︷ ︸

n1

, ..., εk, ..., εk

︸ ︷︷ ︸
nk

, σ0


 ,

де ni = dim P (ε−iσ) , 1 ≤ i ≤ k , n0 = dim R (ε−1σ)
⋂ · · ·⋂ R

(
ε−kσ

)
, n =

n0 + n1 + · · ·+ nk i σ0 – звуження σ на R (ε−1σ)
⋂ · · ·⋂ R

(
ε−kσ

)
.

Безпосередньою перевiркою встановлюємо, що

1 + ε−iσ + · · ·+ (
ε−iσ

)m−1
=

(
1 + ε−iσ + · · ·+ (

ε−iσ
)k−1

) (
1 + σk + · · ·+ σm−k

)

для всiх 1 ≤ i ≤ k. Покажемо, що 1 + σk
0 + · · ·+ σm−k

0 = 0 . Нехай v′ – довiльний
елемент пiдмодуля R (ε−1σ)

⋂ · · ·⋂ R
(
ε−kσ

)
, v =

(
1 + σk + · · ·+ σm−k

)
v′ . За

припущенням 



(
1 + ε−1σ + · · ·+ (ε−1σ)

m−1
)

v′ = 0

. . .(
1 + ε−kσ + · · ·+ (

ε−kσ
)m−1

)
v′ = 0

,

Дану систему можна записати у виглядi матричної рiвностi TL = 0, де

T =




1 ε−1 . . . (ε−1)
k−1

. . . . . . . . . . . .

1 ε−k . . .
(
ε−k

)k−1


 , L =




v
...

σk−1v


 .

Оскiльки визначник матрицi T є визначником Вандермонда det T =
⋂

1≤i<j≤k

(ε−j − ε−i) ∈
R∗ , то L = 0, v = 0. Тим самим доведено, що

1 + σk
0 + · · ·+ σm−k

0 =
(
1 + σk + · · ·+ σm−k

)∣∣
R(ε−1σ)

⋂···⋂ R(ε−kσ) = 0 .

Покажемо, що σ0 не має власних значень над полем R .
Припустимо, що λ – деяке власне значення елемента σ0 над полем R . Тодi

λ – корiнь m-го степеня iз 1 , який породжується коренем k-го степеня iз 1 .
Тому λ

k
= 1 . Оскiльки m− k =

(
m
k
− 1

)
k , то сума 1 + σk

0 + · · ·+ σm−k
0 мiстить

m
k
доданкiв. Це означає, що m

k
· 1 = 0 , що протирiчить включенню m

k
∈ R∗ .
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Тим самим доведено, що σ0 не має власних значень над полем R . Зокре-
ма σ0 не є одномiрною матрицею, а також звiдною двомiрною або тримiрною
матрицею.

Якщо m′ – натуральне число, яке взаємно-просте з числом m, то σ0 поро-
джується σ0

m′ . Тому σ0
m′ не має власних значень над полем R .

Характеристичний многочлен матрицi σ має вигляд f (x) =
k∏

i=1

(x− εi)
ni f0 (x) ,

де ni = dim P (ε−iσ) , 1 ≤ i ≤ k – кратнiсть входження кореня εi в розкладi σ ,
матриця σ0 i, як наслiдок, f0 (x) = det (xE − σ0) – характеристичний многочлен
матрицi σ0, визначаються σ однозначно, степiнь многочлена f0 (x) спiвпадає з
n0.

Зрозумiло, що n0, n1, ..., nk – невiд’ємнi цiлi числа i якщо деяке з них до-
рiвнює нулю, то вiдповiдний пiдмодуль у розкладi модуля V i, як наслiдок,
вiдповiдна складова у розкладi елемента σ , вiдсутнi.

Нехай g – автоморфiзм модуля V такий, що gσg−1 = σ−1 . Неважко бачити,
що

gP (ε−iσ) = P (ε−iσ−1) = P
(
(ε−iσ−1)

−1
)

= P (εiσ) для всiх 1 ≤ i ≤ k .

Аналогiчно gR (ε−iσ) = R (εiσ) для всiх 1 ≤ i ≤ k . З рiвностi εi = ε−(k−i)

випливає, що
P (εiσ) = P

(
ε−(k−i)σ

)
i R (εiσ) = R

(
ε−(k−i)σ

)
.

Тому gP (ε−iσ) = P
(
ε−(k−i)σ

)
для всiх 1 ≤ i ≤ k i g

(
R

(
ε−1σ

) ⋂
· · ·

⋂
R

(
ε−kσ

))
=

R (εσ)
⋂
· · ·

⋂
R

(
εkσ

)
= R

(
ε−1σ

) ⋂
· · ·

⋂
R

(
ε−kσ

)
.

З вищедоведеного випливає, що ni = nk−i для всiх 1 ≤ i < k .
У зафiксованому базисi модуля V елементи σ i g мають вигляд

σ = diag


ε, ..., ε︸ ︷︷ ︸

n1

, ..., εk, ..., εk

︸ ︷︷ ︸
nk

, σ0


 , g =




gk−1

. . .

g1

gk

g0




,

де gi ∈ GL (ni, R) – матрицi iзоморфiзмiв gi : P (ε−iσ) → P
(
ε−(k−i)σ

)
, 1 ≤ i ≤ k,

якi iндукованi автоморфiзмом g, g0 = g
∣∣∣R(ε−1σ)

⋂···⋂ R(ε−kσ) ∈ GL (n0, R) .

Вiдмiтимо, що комутативне локальне кiльце R з 1, m ∈ R∗ не мiстить нетри-
вiальних коренiв m-го степеня iз 1 тодi i тiльки тодi, коли k = 1 . Якщо k = 1 ,
то, з точнiстю до спряження,

σ = diag


1, ..., 1︸ ︷︷ ︸

n1

, σ0


 , g = diag (g1, g0) ,

де 1 + σ0 + · · ·+ σm−1
0 = 0 , g0σ0g

−1
0 = σ−1

0 .
З другого боку комутативне кiльце R з 1 мiстить первiсний корiнь m-го

степеня iз 1 тодi i тiльки тодi, коли k = m . Якщо k = m i ε – первiсний корiнь
m-го степеня iз 1, то 1 + σk

0 + · · · + σm−k
0 = 1 , R (ε−1σ)

⋂ · · ·⋂ R
(
ε−kσ

)
= 0 i

елементи σ0 , g0 у вiдповiдних розкладах елементiв σ i g вiдсутнi.

Наслiдок 5. В умовах леми 8, елемент σ , з точнiстю до спряження, є
дiагональним елементом з матрицями на дiагоналi, будь-яка степiнь яких є
скалярною матрицею або коренем многочлена 1 + xk + · · ·+ xm−k.
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Доведення. Якщо деяка степiнь σi не є скалярною матрицею i не є коренем
многочлена 1+xk+· · ·+xm−k , то, згiдно з лемою 8, σi , з точнiстю до спряження,
має дiагональний вигляд з степенями ε на дiагоналi i можливо матрицею, яка
є коренем многочлена 1 + xk + · · · + xm−k . Оскiльки σ комутує з σi , то σ має
дiагональний вигляд з хоча б двома матрицями на дiагоналi. З iндуктивних
мiркувань σ має шуканий вигляд.

Нехай R– комутативне локальне кiльце з 1, m ∈ R∗ , ε породжує коренi m-го
степеня iз 1, k – порядок ε .

Розглянемо зображення Λi : Dm → GL (2, R) , 1 ≤ i < k
2
, якi визначенi в

лемi 1, а також зображення
Λ

k
2

: Dm → GL
(
n k

2
, R

)
, Λk : Dm → GL (nk, R) , Λ0 : Dm → GL (n0, R) , де

Λ k
2
a = ε

k
2 En k

2

, Λ k
2
b = b k

2
, Λka = Enk

, Λkb = bk , Λ0a = a0 , Λ0b = b0 i b k
2
, bk ,

b0− матрицi другого порядку, 1 + a0 + . . . + am−k
0 = 0, b0a0b

−1
0 = a−1

0 .
Пiдкреслимо, що зображення Λ k

2
виникає тiльки при парному k i n k

2
≥ 1 .

Аналогiчно Λk iснує тiльки при nk ≥ 1 , а Λ0 при 1 ≤ k < m i n0 ≥ 1 .
Нехай t = k

2
− 1 , якщо k – парне число i t = k−1

2
, якщо k – непарне число.

Неважко бачити, що t – найбiльше цiле число, яке менше k
2
.

Має мiсце

Теорема 1. Нехай R– комутативне локальне кiльце з 1, m ∈ R∗ , ε поро-
джує коренi m-го степеня iз 1, k – порядок ε , Dm = 〈a, b | am = 1, b2 = 1, bab−1

= a−1 〉 – група дiедра порядку 2m , Λ : Dm → GL (n,R) ≡ GL (n, V ) , n ≥ 1 –
довiльне зображення групи дiедра Dm , m > 1 . Тодi, з точнiстю до еквiвален-
тностi,

Λ = n1Λ1 + · · ·+ ntΛt + Λ k
2

+ Λk + Λ0 ,
де ni – кратностi входження зображень Λi , 1 ≤ i ≤ t i степенi n k

2
, nk, n0

зображень Λ k
2
, Λk , Λ0 вiдповiдно визначаються зображенням Λ однозначно.

При k = 1 зображення Λ1, ..., Λt, Λ k
2
або при непарному k зображення Λ k

2
,

або при k = m зображення Λ0 в розкладi Λ вiдповiдно вiдсутнi.

Доведення. Згiдно з лемою 8, з точнiстю до спряження,

Λa = diag


ε, ..., ε︸ ︷︷ ︸

n1

, ..., εk, ..., εk

︸ ︷︷ ︸
nk

, a0


 , Λb =




bk−1

. . .

b1

bk

b0




,

де bi ∈ GL (ni, R) для всiх 1 ≤ i ≤ k , n = n0 + n1 + · · · + nk . Окрiм цього,
ni = nk−i для всiх 1 ≤ i < k . З рiвностi b2 = 1 випливає, що bk−i = b−1

i для всiх
1 ≤ i < k , b2

0 = 1 i b2
k = 1 .

Розглянемо матрицю T (b1, ..., bt, 1, ..., 1) . З точнiстю до спряження матрицею
T, можна вважати, що зображення Λ : Dm → GL (n,R) задається на породжу-
ючих елементах a i b за правилом

Λa = diag


ε, ..., ε︸ ︷︷ ︸

n1

, ..., εk, ..., εk

︸ ︷︷ ︸
nk

, a0


 , Λb =




Enk−1

. . .

En1

bk

b0




,
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якщо k – непарне число, а також

Λa = diag


ε, ..., ε︸ ︷︷ ︸

n1

, ..., εk, ..., εk

︸ ︷︷ ︸
nk

, a0


 ,

Λb =




Enk−1

. . .

b k
2

. . .

En1

bk

b0




,

якщо k – парне число.

Спряженням матрицями вигляду diag

(
1, ..., 1,

(
0 1
1 0

)
, 1, ..., 1

)
неважко

добитися, щоб при непарному k

Λa = diag


ε, ε−1, ..., ε, ε−1

︸ ︷︷ ︸
2n1

, ..., εt, ε−t, ..., εt, ε−t

︸ ︷︷ ︸
2nt

, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
nk

, a0


 ,

Λb = diag




(
0 1
1 0

)
, ....,

(
0 1
1 0

)

︸ ︷︷ ︸
n−nk−n0

, bk, b0


 ,

а при парному k

Λa = diag


ε, ε−1, ..., ε, ε−1

︸ ︷︷ ︸
2n1

, ..., εt, ε−t, ..., εt, ε−t

︸ ︷︷ ︸
2nt

, ε
k
2 , ..., ε

k
2︸ ︷︷ ︸

n k
2

, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
nk

, a0


 ,

Λb = diag




(
0 1
1 0

)
, ....,

(
0 1
1 0

)

︸ ︷︷ ︸
n−n k

2
−nk−n0

, b k
2
, bk, b0




.

Тим самим доведено, що
Λ = n1Λ1 + · · ·+ ntΛt + Λ k

2
+ Λk + Λ0 ,

де ni , 1 ≤ i ≤ t i степенi зображень Λ k
2
(при парному k), Λk i Λ0 визначаються

матрицею Λa i, як наслiдок, зображенням Λ однозначно. Адже, ni – це кратнiсть
кореня εi , 1 ≤ i ≤ t , а степенi зображень Λ k

2
(при парному k) i Λk – це кратнiсть

коренiв ε
k
2 i εk = 1 у розкладi матрицi Λa вiдповiдно, степiнь зображення Λ0 –

число n0 однозначно визначається рiвнiстю n = 2 (n1 + · · ·+ nt) + n k
2

+ nk + n0.

Деякi з чисел n1, ..., nt i степенiв зображень Λ k
2
(при парному k), Λk i Λ0

можуть бути нульовими. В такому разi вiдповiднi зображення у розкладi зо-
браження Λ вiдсутнi.

Зокрема, якщо в теоремi 1 k = 1 (тобто коли R не мiстить нетривiальних
коренiв m-го степеня iз 1) або коли k = m (тобто коли R мiстить первiсний
корiнь m-го степеня iз 1), то Λ1, ..., Λt, Λ k

2
i вiдповiдно Λ0 у розкладi зображення

Λ вiдсутнi.

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2010, вип. 20



ЗОБРАЖЕННЯ ГРУП ДIЕДРА ВИЩИХ СТЕПЕНIВ НАД ДЕЯКИМИ
КОМУТАТИВНИМИ ЛОКАЛЬНИМИ КIЛЬЦЯМИ 113

Наслiдок 6. В умовах теореми 1 зображення Λ є незвiдним (нерозкла-
дним) тодi i тiльки тодi, коли Λ , з точнiстю до еквiвалентностi, спiвпадає
з зображенням типу Λi , 1 ≤ i ≤ t або з одним iз незвiдних (нерозкладних)
зображень типу Λ k

2
(при парному k), Λk , Λ0 (при 1 ≤ k < m ).

Доведення. Нехай Λ – незвiдне зображення. Тодi Λ – нерозкладне зобра-
ження i всi числа n1, ..., nt i степенi зображень Λ k

2
(при парному k), Λk i Λ0

дорiвнюють нулевi, за винятком одного з них. Зрозумiло, що якщо ni 6= 0 ,
1 ≤ i ≤ t , то ni = 1 , а якщо степiнь зображення Λ k

2
(при парному k) або сте-

пiнь зображення Λk вiдмiнна вiд нуля, то Λ k
2
b або Λkb є вiдповiдно незвiдними

(нерозкладними) матрицями.
Незвiднiсть (нерозкладнiсть) зображень Λi , 1 ≤ i ≤ t випливає iз леми 1, а

зображень Λ k
2
i Λk з того, що Λ k

2
a i Λka є скалярними матрицями, а Λ k

2
b i Λkb є

вiдповiдно незвiдними (нерозкладними) матрицями.
Вивчення питання про вигляд, iснування, нерозкладнiсть i незвiднiсть зо-

бражень типу Λ0 є значно складнiшим i потребує окремого дослiдження. Тому
в данiй роботi цi питання розглядуються тiльки при n = 2 .

Нехай Λk,n : Dm → GL (n,R) – зображення групи Dm , m > 1 степеня n ≥ 1,
яке задається за правилом

Λk,na = En , Λk,nb = En + Jn ,
де Jn – матриця n× n над радикалом J (R) , Jn (2 + Jn) = 0 .

Зрозумiло, що зображення Λk,n знаходяться серед зображень типу Λk i Jn = 0
при 2 ∈ R∗ . Тому зображення Λk,n будемо розглядати виключно при 2 ∈ J (R) .

Має мiсце

Теорема 2. Нехай R– комутативне локальне кiльце з 1, m ∈ R∗ , ε поро-
джує коренi m-го степеня iз 1, k – порядок ε , Dm = 〈a, b | am = 1, b2 = 1, bab−1 =
a−1〉 – група дiедра. Нерозкладними попарно-нееквiвалентними зображеннями
групи Dm , m > 1, з точнiстю до еквiвалентностi, є одномiрнi зображення
типу Λ k

2
(при парному k) i Λk

Λ k
2
a = ε

k
2 , Λ k

2
b = ±1 i Λka = 1 , Λkb = α , α2 = 1 ,

двомiрнi зображення типу Λi , 1 ≤ i < k
2
i Λk , Λk,2 , Λ0 (при 1 ≤ k < m ),

Λia =

(
εi 0
0 ε−i

)
, Λib =

(
0 1
1 0

)
i Λ0a =

(
0 −1
1 r

)
, Λ0b = ±

(
1 0
r 1

)
,

де r ∈ R , тричлен x2 − rx + 1 дiлить без остачi двочлен xm − 1 , r 6= εi + ε−i

для всiх 1 ≤ i < k
2
,

Λka =

(
1 0
0 1

)
, Λkb =

( −1 1
0 1

)
i Λk,2a =

(
1 0
0 1

)
, Λk,2b =

(
1 0
0 1

)
+ J2,

де 2 ∈ J (R) , J2 – нерозкладна матриця над радикалом J (R) , J2 (2 + J2) = 0,
а також нерозкладнi зображення степеня n > 2 типу Λk,n i типу Λ0 ( при
1 ≤ k < m )

Λk,na = En , Λk,nb = En + Jn i Λ0a = a0 , Λ0b = b0 ,
де Jn – нерозкладна матриця над радикалом J (R) , Jn (2 + Jn) = 0 , a0 – корiнь
многочлена 1 + xk + · · ·+ xm−k , b2

0 = 1 , b0a0b
−1
0 = a−1

0 .
Незвiдними серед вищеописаних нерозкладних зображень групи Dm , m > 1

є одномiрнi зображення, а також двомiрнi зображення типу Λi , 1 ≤ i < k
2
,

зображення типу Λk,n , де n ≥ 2 , Jn – незвiдна матриця i незвiднi зображення
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типу Λ0 .

Доведення. Згiдно з теоремою 1 i її наслiдком 5, нерозкладнi зображення
групи Dm , m > 1 слiд шукати серед нерозкладних зображень типу

Λi , 1 ≤ i < k
2
, Λ k

2
(при парному k), Λk i Λ0 (при 1 ≤ k < m ).

Зображення типу Λi , 1 ≤ i < k
2
, згiдно з лемами 1 i 2, є незвiдними i, як

наслiдок, нерозкладними попарно-нееквiвалентними мiж собою зображеннями
групи Dm , m > 1 .

Бiльше того, Λia , 1 ≤ i < k
2
– нескалярнi дiагональнi матрицi, елементи Λ k

2
a

(при парному k) i Λka є рiзними скалярними матрицями, а матриця Λ0a не має
власних значень в кiльцi R. Тому зображення

Λi , 1 ≤ i < k
2
, Λ k

2
(при парному k), Λk i Λ0 (при 1 ≤ k < m )

є попарно-нееквiвалентними.
Зрозумiло, що зображення Λ k

2
i Λk є нерозкладними i незвiдними тодi i тiль-

ки тодi, коли матрицi Λ k
2
b i Λkb є вiдповiдно нерозкладними i незвiдними.

Нехай 2 ∈ R∗ . Тодi −1 породжує коренi 2-го степеня iз 1, ε
k
2 = ±1 . Згiдно

з наслiдком 1, нерозкладнi матрицi Λ k
2
b (при парному k) i Λkb є одномiрними

плюс, мiнус одиницями. Тому нерозкладнi зображення типу Λ k
2
(при парному

k) i Λk є одномiрними зображеннями i Λ k
2
a = ε

k
2 = ±1 , Λ k

2
b = ±1 , Λka = 1 ,

Λkb = ±1 .
Таким чином, у випадку 2 ∈ R∗ , група Dm , m > 1 має нерозкладними (а

значить незвiдними iз-за |Dm| = 2m ∈ R∗ ) чотири одномiрнi зображення типу
Λ k

2
i Λk при парному k (що має мiсце тiльки при парному m) i два одномiрнi зо-

браження типу Λk при непарному k. Решту нерозкладних зображень складають
двомiрнi зображення типу Λi , 1 ≤ i < k

2
i незвiднi зображення степеня n ≥ 2

типу Λ0 .
Нехай 2 ∈ J (R) . Оскiльки m ∈ R∗ , то m i, як наслiдок, k – непарнi числа.

Тому зображення Λ k
2
не iснує. З’ясуємо умови, при яких Λkb – нерозкладна i

незвiдна матриця.
Згiдно з лемою 5 i її наслiдком 2, достатньо розглянути випадки, коли

Λkb = En або Λkb =

( −1 1
0 1

)
.

У першому з них Λk спiвпадає iз зображенням типу Λk,n , n ≥ 1 , де Jn –
нерозкладна матриця над J (R) .

У другому випадку Λk є двомiрним зображенням, яке задається за правилом

Λka =

(
1 0
0 1

)
, Λkb =

( −1 1
0 1

)
.

Зрозумiло, що, iз-за Λkb 6= 1 , елемент Λkb є нерозкладною, хоча i звiдною
матрицею.

Таким чином, при 2 ∈ J (R) група Dm, m > 1 має нерозкладними одномiрнi
зображення типу Λk,1, двомiрнi зображення типу Λi , 1 ≤ i < k

2
i типу Λk,2,

Λk i Λ0. Решту нерозкладних зображень складають нерозкладнi зображення
степеня n > 2 типу Λk,n i Λ0.

Незвiдними серед них є одномiрнi зображення i двомiрнi зображення типу
Λi, 1 ≤ i < k

2
, Λk,2, якщо J2 – незвiдна матриця, а також незвiднi зображення

типу Λ0. Решту незвiдних зображень степеня n > 2 складають незвiднi зобра-
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ження типу Λk,n i Λ0.
Опишемо, з точнiстю до еквiвалентностi, двомiрнi зображення групи Dm ,

m > 1 типу Λ0 . Згiдно з лемою 8 матриця Λ0a не має власних значень i тому є
нескалярною матрицею. Всi двомiрнi зображення, якi вiдображають елемент a
в нескалярну за модулем радикалу матрицю, описанi в [7].

Оскiльки m ∈ R∗ , то 2 ∈ R∗ або m – непарне число. В обох випадках, згiдно
з [7], з точнiстю до еквiвалентностi, мають мiсце рiвностi

Λ0a =

(
0 −1
1 r

)
, Λ0b = ±

( −1 0
r 1

)
,

де r – деякий елемент кiльця R такий, що тричлен x2− rx + 1 дiлить без остачi
двочлен xm − 1.

Нехай r = εi + ε−i для деякого 1 ≤ i < k
2
. Оскiльки εi 6= ε−i , то x − εi

– взаємно-простi лiнiйнi двочлени, якi дiлять без остачi двочлен xk − 1 . Тому
тричлен x2 − rx + 1 =

(
x− εi

) (
x− ε−i

)
дiлить без остачi двочлен xk − 1 . Це

означає, що Λ0a
k = 1 i, як наслiдок, m

k
· 1 = 0 , що протирiчить включенню

m
k
∈ R∗ . Тим самим доведено, що r 6= εi + ε−i для всiх 1 ≤ i < k

2
.

Вiрно i навпаки. Нехай r 6= εi + ε−i для всiх 1 ≤ i < k
2
. Нескалярна матриця

Λ0a, через накладенi на r = trΛ0a умови, не є спряженою з матрицею вигляду
diag (εi, ε−i) для будь-якого 1 ≤ i < k

2
. Оскiльки det Λ0a = 1, то Λ0a є незвiдною

матрицею i, згiдно з лемою 8, є коренем многочлена 1 + xk + · · ·+ xm−k . Тому
зображення Λ0a є незвiдним, а значить i нерозкладним.

Зауважимо, що умови, якi визначають при m ∈ R∗ двомiрнi зображення
типу Λ0, iснують. Наприклад, при m = 6 , k = 3 , r = 1 . Адже, тодi ε3 = 1 ,
ε + ε−1 = ε + ε2 = −1 6= 1 , тричлен x2− x + 1 дiлить без остачi двочлен x6− 1 .

Теорема 3. Нехай R- комутативне локальне кiльце з 1, m ∈ R∗ , ε поро-
джує коренi m-го степеня iз 1 кiльця R, k - порядок ε . Зображення Λ : Dm →
GL (n,R) , Λ′ : Dm → GL (n, R) вигляду
Λ = n1Λ1 + · · ·+ ntΛt + Λ k

2
+ Λk + Λ0 , Λ′ = n′1Λ1 + · · ·+ n′tΛt + Λ′k

2

+ Λ′k + Λ′0
еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли ni = n′i для всiх 1 ≤ i ≤ t i матрицi Λ k

2
b

i Λ′k
2

b (при парному k), Λkb i Λ′kb є вiдповiдно спряженими, а зображення Λ0 i
Λ′0 еквiвалентними.

Доведення. Нехай зображення Λ i Λ′ еквiвалентнi. Це означає, що iснує
матриця c ∈ GL (n,R) така, що icΛ = Λ′ , тобто

cΛac−1 = Λ′a i cΛbc−1 = Λ′b .
Оскiльки cP (ε−iΛa) = P (ε−iΛ′a) i cR (ε−iΛa) = R (ε−iΛ′a) , 1 ≤ i ≤ k, то

кратностi входження степенiв первiсного кореня ε у розкладах матриць Λa i
Λ′a спiвпадають. Тодi n′1 = n1 , . . . , n′t = nt , степенi зображень Λ k

2
i Λ′k

2

(при
парному k), Λk i Λ′k i, як наслiдок, Λ0 i Λ′0 вiдповiдно спiвпадають. Це озна-
чає, що P (ε−iΛ′a) = P (ε−iΛa) , 1 ≤ i ≤ k i R (ε−1Λa)

⋂ · · ·⋂ R
(
ε−kΛa

)
=

R (ε−1Λ′a)
⋂ · · ·⋂ R

(
ε−kΛ′a

)
. Бiльше того, з рiвностi cΛac−1 = Λ′a випливає, що

c = diag (c′, c0) , де c0 ∈ GL (n0, R) i на пiдмодулi P (ε−1Λa)⊕ · · · ⊕ P
(
ε−kΛa

)
=

P (ε−1Λ′a) ⊕ · · · ⊕ P
(
ε−kΛ′a

)
мають мiсце рiвностi Λa = Λ′a , c′Λac′−1 = Λ′a ,

c′Λbc′−1 = Λ′b . Зрозумiло, що при цьому ic0Λ0 = Λ′0.
Неважко бачити, що пiдмодулi P (ε−iΛa)⊕ P (εiΛa) = P (ε−iΛ′a)⊕ P (εiΛ′a)

iнварiантнi вiдносно c′ , Λb i Λ′b для всiх 1 ≤ i ≤ t , а також i = k
2
(при
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парному k) i i = k . Тому c′ = diag
(
c1, ..., ct, c k

2
, ck

)
, де ci ∈ GL (2ni, R) , 1 ≤

i ≤ t, c k
2
∈ GL

(
n k

2
, R

)
, ck ∈ GL (nk, R) . При цьому ci комутують з елементами

niΛia = niΛ
′
ia , niΛib = niΛ

′
ib для всiх 1 ≤ i ≤ t , c k

2
Λ k

2
bc−1

k
2

= Λ′k
2

b (при парному

k), ckΛkbc
−1
k = Λ′kb .

Таким чином, необхiднiсть в теоремi 3 доведена. Достатнiсть очевидна.
Зауважимо, що, згiдно з лемою 1, матрицi ci , можна ототожнити з матриця-

ми групи GL (ni, R) за допомогою гомомоморфiзма R → R2 , який визначається
за правилом r → diag (r, r) , r ∈ R .

За побудовою Λ k
2
a (iснує тiльки при парному k) – скалярна матриця з ε

k
2

на дiагоналi, Λka – одинична матриця. Тому на матрицi Λ k
2
b i Λkb , Λ′k

2

b i Λ′kb

жодних умов, окрiм того, що вони елементи другого порядку, не накладається.

Наслiдок 7. В умовах теореми 3 зображення Λ i Λ′ еквiвалентнi тодi i
тiльки тодi, коли виконуються умови

при 2 ∈ R∗ ni = n′i для всiх 1 ≤ i ≤ t, зображення Λ0 i Λ′0 еквiвалентнi,
dim P (Λkb) = dim P (Λ′kb) i dim P (Λb) = dim P (Λ′b) ,

при 2 ∈ J (R) ni = n′i для всiх 1 ≤ i ≤ t, зображення Λ0 i Λ′0 еквiвалентнi,
l = l′ i матрицi J i J ′ спряженi, де, з точнiстю до спряження, Λkb = bl,J , а
Λ′kb = bl′,J ′ .

Доведення. Нехай 2 ∈ R∗ . Згiдно з наслiдком 1 матрицi Λ k
2
b i Λ′k

2

b (при
парному k) спряженi тодi i тiльки тодi, коли

dim P
(
Λ k

2
b
)

= dim P
(
Λ′k

2

b
)

Аналогiчно матрицi Λkb i Λ′kb спряженi тодi i тiльки тодi, коли

dim P (Λkb) = dim P (Λ′kb)

Неважко бачити, що

dim P

(
0 1
1 0

)
= 2− dim R

(
0 1
1 0

)
= 1 .

Нехай Λ i Λ′ еквiвалентнi зображення групи Dm , m > 1 . Згiдно з теоремою
2 ni = n′i, для всiх 1 ≤ i ≤ t, зображення Λ0 i Λ′0 еквiвалентнi i матрицi Λ k

2
b i

Λ′k
2

b (при парному k), а також Λkb i Λ′kb спряженi. Тому

dim P
(
Λ k

2
b
)

= dim P
(
Λ′k

2

b
)

, dim P (Λkb) = dim P (Λ′kb) i

dim P (Λb) = n1 + · · ·+ nt + dim P
(
Λ k

2
b
)

+ dim P (Λkb) + dim P (Λ0b) =

= n′1 + · · ·+ n′t + dim P
(
Λ′k

2

b
)

+ dim P (Λ′kb) + dim P (Λ0b) = dim P (Λ′b).

Навпаки. Нехай ni = n′i для всiх 1 ≤ i ≤ t, зображення Λ0 i Λ′0 еквiвален-
тнi, dim P (Λkb) = dim P (Λ′kb) i dim P (Λb) = dim P (Λ′b) . Тодi dim P

(
Λ k

2
b
)

=

dim P
(
Λ′k

2

b
)

(при парному k). Згiдно з наслiдком 1 матрицi Λkb i Λ
/
kb , а та-

кож матрицi Λ k
2
b i Λ

/
k
2

b є вiдповiдно спряженими. Згiдно з теоремою 3, Λ i Λ′

еквiвалентнi.
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Нехай 2 ∈ J (R) . Тодi m – непарне число. Згiдно з теоремою 3 зображення Λ
i Λ′ еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли ni = n′i для всiх 1 ≤ i ≤ t, зображення
Λ0 i Λ′0 еквiвалентнi i матрицi Λkb i Λ′kb є спряженими. За лемою 5, з точнiстю
до спряження, Λkb = bl,J , Λ

/
kb = bl′,J ′ , де

bl,J = diag




( −1 1
0 1

)
, ...,

( −1 1
0 1

)

︸ ︷︷ ︸
2l

, E + J


 ,

bl′,J ′ = diag




( −1 1
0 1

)
, ...,

( −1 1
0 1

)

︸ ︷︷ ︸
2l′

, E + J ′


 ,

де l = dim R
(
Λkb

)
, l′ = dim R

(
Λ′kb

)
, а J i J ′ – матрицi над J (R) .

Якщо матрицi Λkb i Λ′kb спряженi, то матрицi Λkb i Λ′kb також спряженi.
Тому l = l′ . Згiдно з лемою 5 матрицi J i J ′ спряженi. Навпаки очевидно.

Теорема 3 дає можливiсть встановлювати еквiвалентнiсть довiльних зобра-
жень групи дiедра Dm , m > 1 над комутативними локальними кiльцями R з 1,
в яких m – оборотний елемент. Нехай

Λ1 : Dm → GL (n,R) , n ≥ 2 i Λ2 : Dm → GL (n,R) , n ≥ 2
довiльнi зображення групи дiедра Dm , m > 1 . За теоремою 1 iснують зобра-
ження Λ i Λ′ групи Dm такого ж вигляду як в теоремi 3, що є еквiвалентними
до зображень Λ1 i Λ2 вiдповiдно. За теоремою 3 встановлюється еквiвалентнiсть
або нееквiвалентнiсть зображень Λ i Λ′ , а значить i зображень Λ1 i Λ2 .

Теорема 4. Нехай R– комутативне локальне кiльце з 1, m ∈ R∗ , ε по-
роджує коренi m-го степеня iз 1 кiльця R, k– порядок ε , k > 1 , Λ : Dm →
GL (n,R) ≡ GL (n, V ) , n ≥ 1 – довiльне зображення групи дiедра Dm , m > 1 .
Тодi, з точнiстю до еквiвалентностi,

Λa = diag


a1, a

−1
1︸ ︷︷ ︸

2n1

, ..., at, a
−1
t︸ ︷︷ ︸

2nt

, a k
2
, ak


 ,

Λb = diag

((
0 En1

En1 0

)
, ...,

(
0 Ent

Ent 0

)
, b k

2
, bk

)
,

де a
m
k
i = εiEni

, 1 ≤ i ≤ t < k
2
, a

m
k
k
2

= ε
k
2 En k

2

, b2
k
2

= En k
2

(при парному k),

a
m
k
k = Enk

, b2
k = Enk

.

Доведення. Розглянемо групу дiедра
Dk =

〈
a

m
k , b

∣∣∣
(
a

m
k

)k
= am = 1, b2 = 1, bab−1 = a−1

〉
, k > 1

i зображення Λ̃ : Dk → GL (n,R) ≡ GL (n, V ) , n ≥ 1 , яке визначене за правилом
Λ̃a

m
k = Λa

m
k i Λ̃b = Λb .

Оскiльки k ∈ R∗ i ε – первiсний корiнь k-го степеня iз 1, то, згiдно з теоремою
1, з точнiстю до еквiвалентностi, Λ̃ = n1Λ1 + · · ·+ ntΛt + Λ k

2
+ Λk , де

Λi : a
m
k →

(
εi

ε−i

)
, Λi : b →

(
0 1
1 0

)
,

1 ≤ i ≤ t < k
2
, ni – кратнiсть входження Λi в Λ̃, Λ k

2
: a

m
k → ε

k
2 En k

2

, Λ k
2

: b → b k
2
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(при парному k) i Λk : a
m
k → Enk

, Λk : b → bk .
Без обмеження загальностi, можна вважати, що зображення niΛi : Dk →

GL (2ni, R) ,

niΛi : a
m
k → diag




(
εi 0
0 ε−i

)
, ...,

(
εi 0
0 ε−i

)

︸ ︷︷ ︸
2ni


 ,

niΛi : b → diag




(
0 1
1 0

)
, ...,

(
0 1
1 0

)

︸ ︷︷ ︸
2ni




спiвпадають з еквiвалентними до них зображеннями

a
m
k →

(
εiEni

0
0 ε−iEni

)
, b →

(
0 Eni

Eni
0

)
.

Тому, без обмеження загальностi, можна вважати, що
Λ̃a

m
k = diag

(
εEn1 , ε

−1En1 , ..., ε
tEnt , ε

−tEnt , ε
k
2 En k

2

, Enk

)
,

Λ̃b = diag

((
0 En1

En1 0

)
, ...,

(
0 Ent

Ent 0

)
, b k

2
, bk

)
.

Матриця Λa комутує з матрицею Λ̃a
m
k . Враховуючи, що εi − ε±j, ε−i − ε±j,

εi−ε−i, ε±i−ε
k
2 (при парному k), ε±i−1 належать R∗ при будь-яких 1 ≤ i 6= j < k

2

отримуємо, що, з точнiстю до еквiвалентностi,
Λa = diag

(
a1, a

′
1, ..., at, a

′
t, a k

2
, ak

)
.

Iз спiввiдношення bab−1 = a−1 випливає, що a′i = a−1
i для всiх 1 ≤ i ≤ t .

Тому

Λa = diag


a1, a

−1
1︸ ︷︷ ︸

2n1

, ..., at, a
−1
t︸ ︷︷ ︸

2nt

, a k
2
, ak


 ,

Λb = diag

((
0 En1

En1 0

)
, ...,

(
0 Ent

Ent 0

)
, b k

2
, bk

)
,

де ai ∈ GL(ni, R), a
m
k
i = εiEni

, 1 ≤ i ≤ t, a k
2
, b k

2
∈ GL

(
n k

2
, R

)
, a

m
k
k
2

= ε
k
2 En k

2

,

b2
k
2

= En k
2

(при парному k), ak, bk ∈ GL (nk, R) , a
m
k
k = Enk

, b2
k = Enk

.
Нерозкладнi (незвiднi) зображення групи дiедра Dm , m > 1 над комутатив-

ним локальним кiльцем R з 1, в якому m ∈ R∗ , ε породжує коренi m-го степеня
iз 1, k –порядок ε , k > 1 , з точнiстю до еквiвалентностi, знаходяться серед
зображень вигляду

a →
(

ai 0
0 a−1

i

)
, b →

(
0 Eni

Eni
0

)

або a → a k
2
, b → b k

2
(при парному k) або a → ak , b → bk , де a

m
k
i = εiEni

,

1 ≤ i < k
2
, a

m
k
k
2

= ε
k
2 En k

2

, b2
k
2

= En k
2

, a
m
k
k = Enk

, b2
k = Enk

. Теорема 4 доведена.
Для повноти описання нагадаємо, що при k = 1 , згiдно з теоремою 1, з

точнiстю до еквiвалентностi, Λ = Λ1 + Λ0 , тобто Λa = diag


1, ..., 1︸ ︷︷ ︸

n1

, a0


 i
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Λb = diag (b1, b0) , де a0 – корiнь многочлена 1 + x + · · · + xm−1 i b2
0 = 1 ,

b0a0b
−1
0 = a−1

0 .
Нерозкладнi (незвiднi) зображення групи Dm , m > 1 над R при k = 1 зна-

ходяться серед одномiрних зображень a → 1 , b → α , де α2 = 1 або двомiрних

зображень a →
(

0 −1
1 r

)
, b → ±

( −1 0
r 1

)
, де r ∈ R i тричлен x2 − rx + 1

дiлить без остачi двочлен xm − 1 або степеня n > 2 вигляду a → a0 , b → b0 , де
a0 – корiнь многочлена 1 + x + · · ·+ xm−1 i b2

0 = 1 , b0a0b
−1
0 = a−1

0 .
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