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УДК 519.8

В. I. Гренджа, А. Ю. Брила (Ужгородський нац. ун-т)

ДОСЯЖНIСТЬ ОПТИМАЛЬНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ ОДНIЄЇ
ЛЕКСИКОГРАФIЧНОЇ ЗАДАЧI ПРО ОПТИМАЛЬНЕ
ПРИЗНАЧЕННЯ

In paper the lexicografical setting problem with quadratic criterion functions is considered. The
method of finding of optimum solutions, which are attainable on the weighed sum of criteria is
proposed.

В роботi дослiджується лексикографiчна задача про оптимальне призначення з квадратични-
ми критерiальними функцiями. Розглядається метод знаходження оптимальних розв’язкiв,
якi є досяжними за зваженою сумою критерiїв.

Розглянемо задачу лексикографiчної максимiзацiї ([1]):

max Lc (x) , x ∈ X, (1)

де
c (x) = (c1 (x) , c2 (x) , ..., cq (x)) , ck (x) = xT Qk x, k = 1, 2, ..., q, (2)

Qk =
{
qk
ij

}
, qk

ij ≥ 0, i = 1, 2, ..., n2, j = 1, 2, ..., n2, k = 1, 2, ..., q,

а допустима множина X ⊂ Rn2 визначається обмеженнями

n∑
j=1

xij = 1, i = 1, 2, .., n, (3)

n∑
i=1

xij = 1, j = 1, 2, .., n, (4)

xij =

{
1
0

, i = 1, 2, .., n, j = 1, 2, .., n. (5)

Нехай

dk = max
{

qk
ij

∣∣ i = 1, 2, ..., n2, j = 1, 2, ..., n2
}

, k = 1, 2, ..., q,

µk = min
{∣∣qk

ij − qk
lp

∣∣∣∣ i, j, l, p ∈ {
1, 2, ..., n2

}
, qk

ij 6= qk
lp

}
, k = 1, 2, ..., q.

Враховуючи вигляд часткових критерiїв (2) та структуру допустимої мно-
жини X, одержуємо

Mk = n4dk ≥ max ck (x) , x ∈ X, k = 1, 2, ..., q, (6)

0 < µk ≤ inf |ck (x)− ck (y)| , x, y ∈ X, ck (x) 6= ck (y) , k = 1, 2, ..., q. (7)

Розглянемо функцiонал
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L (x) =

q∑

k=1

αkck (x), (8)

де αq— довiльне додатне число, а всi iншi αq−1, αq−2, ..., α1, знайденi з умов

αr >
1

µr

q∑

k=r+1

αkMk, r = q − 1, q − 2, ..., 1. (9)

Позначимо X̂∗ множину оптимальних розв’язкiв задачi

max L (x) , x ∈ X̂, (10)

де X̂ задається обмеженнями

n∑
j=1

xij = 1, i = 1, 2, .., n, (11)

n∑
i=1

xij = 1, j = 1, 2, .., n, (12)

xij ≥ 0, i = 1, 2, .., n, j = 1, 2, .., n. (13)

Розглянемо задачу лексикографiчної максимiзацiї

max LF (x) = (f1 (x) , f2 (x) , ..., fq (x)) , x ∈ X̃, (14)

де X̃ = {x ∈ Rn|Ax = b} — непорожня обмежена множина, fi (x) , i = 1, 2, ..., q,

— опуклi на X̃ функцiї. Нехай X̃V — множина крайнiх точок X̃, ˆ̃X (F ) — мно-
жина оптимальних розв’язкiв цiєї задачi.

Для задачi (14) знайдемо додатнi коефiцiєнти α̃q, α̃q−1, ..., α̃1, де α̃q — довiль-
не додатне число, а всi iншi α̃q−1, α̃q−2, ..., α̃1, послiдовно визначенi з умов

α̃r >
1

µr

q∑

l=r+1

α̃lM̃l, r = q − 1, q − 2, ..., 1, (15)

0 < µ̃r ≤ inf
x, y ∈ X̃V

fr (x) 6= fr (y)

|fr (x)− fr (y)| ; (16)

M̃l ≥ max
x∈X

fl (x)−min
x∈X

fl (x) . (17)

Теорема 1 ( [3]). Нехай ˆ̃X∗ — множина оптимальних розв’язкiв задачi

max L (x) =

q∑
i=1

α̃ifi (x), x ∈ X.

Тодi
(

ˆ̃X∗ ∩ X̃V
)
⊂ ˆ̃X (F ) .

Нехай X̂V — множина крайнiх точок множини X̂.
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Теорема 2. Якщо X∗ множина оптимальних розв’язкiв задачi (1), тодi
(
X̂V ∩ X̂∗

)
⊂ X∗

Доведення. Кожний з критерiїв ck (x) , k = 1, 2, ..., q є невiд’ємно визначе-
ною на множинi X̂ квадратичною формою. Тобто критерiї є опуклими функцi-
ями на розглядуванiй множинi, причому

min
x∈X

ck (x) ≥ 0, k = 1, 2, ..., q.

Звiдси випливає, що

Mk = n4dk ≥ max
x∈X

ck (x) ≥
(

max
x∈X

ck (x)−min
x∈X

ck (x)

)
, k = 1, 2, ..., q.

Враховуючи структуру множини X̂, можна стверджувати, що X̂V = X.
Тому умови (17),(16),(15) для задачi (14) еквiвалентнi умовам (6), (7), (9) для
задачi

max Lc(x), x ∈ X̂. (18)

Згiдно теореми 1 множина X̂V ∩X̂∗ належить множинi оптимальних розв’яз-
кiв цiєї задачi. Оскiльки кожна крайня точка множини X̂ є допустимою альтерна-
тивою множини X, то

(
X̂V ∩ X̂∗

)
⊂ X∗.

Теорема доведена.
Таким чином, серед оптимальних розв’язкiв задачi (1) є досяжнi оптимальнi

розв’зки, тобто розв’язки, якi можуть бути знайденi шляхом зведення цiєї задачi
до задачi однокритерiальної оптимiзацiї (10).
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