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УДК 517.9

M. О. Перестюк, П. В. Фекета (Київський нацiональний ун-т iменi Тараса
Шевченка)

IСНУВАННЯ IНВАРIАНТНОГО ТОРА ОДНОГО КЛАСУ
СИСТЕМ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

The question of existence of asymptotically stable invariant toroidal set for system of differential
equation of certain class, defined on m-measurable torus is considered. Certain class of weakly
perturbated nonlinear problems that satisfies the conditions of existence of asymptotically stable
invariant toroidal set is investigated.

В данiй роботi розглянуто питання iснування асимптотично стiйкої iнварiантної тороїдальної
множини одного класу систем диференцiальних рiвнянь, визначених на m-вимiрному торi.
Дослiджено один клас нелiнiйних задач, що пiддаються невеликому збуренню, для якого
умови iснування асимптотично стiйкої iнварiантної тороїдальної множини мають мiсце.

У теорiї багаточастотних коливань виникає ряд питань, пов’язаних з до-
слiдженням iнварiантних торiв автономних систем диференцiальних рiвнянь.
Одним з найважливих є питання iснування i збереження iнварiантних торiв при
малих збуреннях, а також поведiнка розв’язкiв систем на самих торах та в їх
околi. Фундаментальнi дослiдження в цьому напрямку проведено в роботах [1]
та [2]. Дану статтю присвячено дослiдженню умов iснування асимптотично стiй-
кої iнварiантної тороiдальної множини одного класу систем диференцiальних
рiвнянь, якi пiддаються малому збуренню.

Розглянемо систему рiвнянь

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = Λ(ϕ)x + f(ϕ), (1)

в якiй ϕ ∈ Tm, x ∈ Rn, a(ϕ) — лiпшицева векторна функцiя на m-вимiрному
торi Tm, 2π-перiодична по кожнiй компонентi ϕj, (j = 1, 2, ..., m). Λ(ϕ) i f(ϕ)
вiдповiдно матрична i векторна 2π-перiодичнi по ϕj функцiї.

Позначимо через ϕt(ϕ) розв’язок системи (1) такий, що ϕ0(ϕ) = ϕ, Ωϕ —
ω-граничну множину цього розв’язку, а Ω = ∪

ϕ∈T m
Ωϕ.

Нас цiкавитиме випадок, коли матрична функцiя Λ(ϕ) на множинi Ω є ста-
лою матрицею Λ(ϕ) = A для всiх ϕ ∈ Ω. Це означає, що для всiх ϕ ∈ Tm

lim
t→∞

Λ(ϕt(ϕ)) = A. (2)

Поряд з системою (1) розглянемо збурену систему рiвнянь

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = (Λ(ϕ) + B(ϕ))x + f(ϕ). (3)

Наведемо спочатку двi леми [3], якi встановлюють умови iснування асим-
птотично стiйких iнварiантних тороiдальних множин для систем (1) i (3).

Лема 1. Якщо дiйснi частини всiх власних чисел матрицi A вiд’ємнi, то
для довiльної неперервної 2π-перiодичної по ϕj, (j = 1, 2, ..., m) функцiї f(ϕ)
система (1) має iнварiантну тороїдальну множину x = u(ϕ) i ця множина є
асимптотично стiйкою.
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Лема 2. Нехай
lim
t→∞

Λ(ϕt(ϕ)) = A

для всiх ϕ ∈ Tm i Reλj(A) < 0, (j = 1, 2, ..., n). Тодi iснує таке b > 0, що
для будь-якої неперервної 2π-перiодичної по ϕj, (j = 1, 2, ..., m) матрицi B(ϕ)
такої, що

max
ϕ∈ T m

‖B(ϕ)‖ ≤ b (4)

система (3) має асимптотично стiйку iнварiантну тороїдальну множину.

Розглянемо тепер збурену нелiнiйну систему

ϕ̇ = a(ϕ) + a1(ϕ, x), ẋ = F (ϕ, x) + Λ(ϕ)x (5)

в якiй, ϕ∈Tm, a(ϕ)∈C1(Tm), a1(ϕ, x)∈C
(1,0)
Lip(x)(ϕ ∈Tm, x∈Rn), Λ(ϕ) ∈ C1(Tm),

F (ϕ, x)∈C
(1,2)
ϕ,x (ϕ ∈Tm, x∈Rn), ‖x‖ ≤ h. Запишемо цю систему у виглядi

ϕ̇ = a(ϕ) + a1(ϕ, x), ẋ = Λ(ϕ)x + B(ϕ, x)x + f(ϕ), (6)

де f(ϕ) = F (ϕ, 0), B(ϕ, x) =
1∫
0

∂F (ϕ,τx)
∂(τx)

dτ. Як i ранiше,вважатимемо, що iснує
границя

lim
t→∞

Λ(ϕt(ϕ)) = A

для всiх ϕ ∈ Tm i Reλj(A) < 0, (j = 1, 2, ..., n).
Покажемо, що при певних умовах, накладених на систему (5), вона має асим-

птотично стiйкий iнварiантний тороїдальний многовид. Цей многовид шукати-
мемо методом, запропонованим А. М. Самойленком в роботi [2].

За початковий многовид M0 вiзьмемо многовид x ≡ 0, за M1 вiзьмемо iнва-
рiантний многовид системи рiвнянь

ϕ̇ = a(ϕ) + a1(ϕ, 0), ẋ = Λ(ϕ)x + B(ϕ, 0)x + f(ϕ). (7)

Встановимо умови iснування такого многовиду i запишемо його вигляд.
Зазначимо, що для незбуреної системи

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = Λ(ϕ)x + f(ϕ),

як i при доведеннi леми 1, матрицант Ωt
τ (ϕ, Λ) вiдповiдної системи рiвнянь

ẋ = Λ(ϕt(ϕ))x

допускає оцiнку ∥∥Ωt
τ (ϕ, Λ)

∥∥ ≤ K0e
−γ0(t−τ), t ≥ τ.

А тому легко встановити, як i при доведеннi леми 2, що матрицант Ωt
τ (ϕ, Λ+B0)

системи рiвнянь
ẋ = (Λ(ϕt(ϕ)) + B(ϕt(ϕ), 0))x

допускає оцiнку
∥∥Ωt

τ (ϕ, Λ + B0)
∥∥ ≤ K1e

−γ1(t−τ), t ≥ τ, ϕ ∈ Tm, (8)
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де K1 i γ1 – деякi додатнi сталi, якщо тiльки

max
ϕ∈ T m

‖B(ϕ, 0))‖ ≤ b0,

де b0 — достатньо мале.
Позначимо через C

′
(Tm; a) пiдпростiр C(Tm), утворений всiма тими функцi-

ями D(ϕ), для яких функцiя D(ϕt(ϕ)) неперервно диференцiойвна по t при всiх
t ∈ R, ϕ ∈ Tm.

З оцiнки (8) слiдує, що iснує симетрична матрична функцiя S(ϕ) ∈ C
′
(Tm; a),

яка задовольняє нерiвнiсть

〈(
m∑

i=1

∂S(ϕ)

∂ϕi

ai(ϕ)−S(ϕ)(Λ∗(ϕ)+B∗(ϕ, 0))− (Λ(ϕ)+B(ϕ, 0))S(ϕ))x, x〉 ≤ −‖x‖2 .

Безпосередньою перевiркою можна переконатися, що однiєю з таких ма-
триць S(ϕ) може бути матриця вигляду

S(ϕ) = −
∫ 0

−∞
Ω0

τ (ϕ)C(ϕτ (ϕ))[Ω0
τ (ϕ)C(ϕτ (ϕ))]∗dτ,

де C(ϕ) – деяка матриця з простору C1(Tm).
З того, що a(ϕ) ∈ C1(Tm) та Λ(ϕ) + B(ϕ, 0) ∈ C1(Tm) випливає, що ϕt(ϕ)

i Ωt
τ (ϕ) є неперервно диференцiовними по ϕ на торi Tm функцiями. Так як

неперервна диференцiйовнiсть матричної функцiї S(ϕ) безпосередньо залежить
вiд гладкiсних властивостей матрицанта Ω0

τ (ϕ) ∈ C1(Tm) та розв’язку ϕt(ϕ) ∈
C1(Tm), то ∂S(ϕ)

∂ϕj
є неперервними функцiями для всiх ϕ ∈ Tm, j = 1, ..,m, тобто

S(ϕ) ∈ C1(Tm).
Додаючи до координат ai(ϕ), i = 1, .., m вектор-функцiї a(ϕ) координати

a
(1)
i (ϕ, 0) вектор-функцiї a1(ϕ, 0) отримаємо

〈(
m∑

i=1

∂S(ϕ)

∂ϕi

(ai(ϕ) + a
(1)
i (ϕ, 0))− S(ϕ)(Λ∗(ϕ) + B∗(ϕ, 0))−

−(Λ(ϕ) + B(ϕ, 0))S(ϕ))x, x〉 ≤ −‖x‖2 +

∥∥∥∥∥
m∑

i=1

∂S(ϕ)

∂ϕi

a
(1)
i (ϕ)

∥∥∥∥∥ ‖x‖
2 ≤

≤ −(1− ‖a1(ϕ)‖
(

m∑
i=1

∥∥∥∥
∂S(ϕ)

∂ϕi

∥∥∥∥
2
) 1

2

) ‖x‖2 .

(9)

З (9) видно, що вибiр числа ε0 > 0, яке задовольняє нерiвнiсть β = 1−ε0P >
0, де

P =

(
m∑

i=1

∥∥∥∥
∂S(ϕ)

∂ϕi

∥∥∥∥
2
) 1

2

,

гарантує вiд’ємну визначенiсть похiдної квадратичної форми V (ϕ, x) = 〈S(ϕ)x, x〉,
обчисленої вздовж розв’язкiв збуреної системи dϕ

dt
= a(ϕ)+a1(ϕ, 0), dx

dt
= −(Λ∗(ϕ)+

B∗(ϕ, 0))x при умовi ‖a1(ϕ, 0)‖ ≤ ε0.
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Таким чином, матрицант системи рiвнянь

ẋ = (Λ(ϕ
(0)
t (ϕ)) + B(ϕ

(0)
t (ϕ), 0))x,

де ϕ
(0)
t (ϕ) - розв’язок системи (7) такий, що ϕ

(0)
0 (ϕ) = ϕ, допускає оцiнку

∥∥∥Ω̃t
τ (ϕ, Λ + B0)

∥∥∥ ≤ K1(ε0)e
−γ1(ε0)(t−τ), t ≥ τ, ϕ ∈ Tm, (10)

якщо тiльки iснує ε0 > 0 таке, що ‖a1(ϕ, 0)‖ ≤ ε0. Враховуючи, що додатнi сталi
K1(ε0) i γ1(ε0) представляються безпосередньо через S(ϕ), матричну функцiю
Λ(ϕ) + B(ϕ, 0) та β [1, §2.10], то вони залежать лише вiд ε0.

Тодi на основi леми 2 робимо висновок, що тороїдальний многовид x =
u(1)(ϕ) системи (7) iснує i допускає представлення

x = u(1)(ϕ) =

0∫

−∞

Ω̃0
s(ϕ, Λ + B0)f(ϕ(0)

s (ϕ))ds. (11)

За многовид M2 вiзьмемо iнварiантний тороїдальний многовид системи рiв-
нянь

ϕ̇ = a(ϕ) + a1(ϕ, u(1)(ϕ)), ẋ = Λ(ϕ)x + B(ϕ, u(1)(ϕ))x + f(ϕ), (12)

а саме

x = u(2)(ϕ) =

0∫

−∞

Ω̃0
s(ϕ, Λ + B1)f(ϕ(1)

s (ϕ))ds, (13)

де ϕ
(1)
t (ϕ) - розв’язок системи (12) такий, що ϕ

(1)
0 (ϕ) = ϕ.

Якщо таким чином ми побудували многовиди M1,M2, ..., Mk, то за многовид
Mk+1 беремо iнварiантний тороїдальний многовид системи рiвнянь

ϕ̇ = a(ϕ) + a1(ϕ, u(k)(ϕ)), ẋ = Λ(ϕ)x + B(ϕ, u(k)(ϕ))x + f(ϕ), (14)

тобто многовид

x = u(k+1)(ϕ) =

0∫

−∞

Ω̃0
s(ϕ, Λ + Bk)f(ϕ(k)

s (ϕ))ds, (15)

де ϕ
(k)
t (ϕ) - розв’язок системи (14) такий, що ϕ

(k)
0 (ϕ) = ϕ.

Враховуючи оцiнки для матрицантiв Ω̃t
τ (ϕ, Λ+Bk) на кожному кроцi, можна

вказати таке ε > 0, що для будь-якого k:
∥∥∥Ω̃t

τ (ϕ, Λ + Bk)
∥∥∥ ≤ K1(ε)e

−γ1(ε)(t−τ), t ≥ τ, ϕ ∈ Tm. (16)

Покажемо, що таким методом можна побудувати iнварiантний многовид по-
чаткової системи (5). Для цього треба переконатись в тому, що можна побуду-
вати функцiю u(k)(ϕ) для будь-якого k = 1, 2, ..., довести рiвномiрну збiжнiсть

u(k)(ϕ) ⇒ u(ϕ), ϕ ∈ Tm
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i показати, що x = u(ϕ) задає iнварiантний тороїдальний многовид вихiдної
системи (5).

Нехай
max

ϕ∈ T m
‖f(ϕ))‖ = m, (17)

а
max

ϕ∈ T m, ‖x‖≤h
‖B(ϕ, x))‖ = b0.

З представлення (11) маємо

∥∥u(1)(ϕ)
∥∥ ≤

0∫

−∞

∥∥∥Ω̃0
s(ϕ, Λ + B0)

∥∥∥
∥∥f(ϕ(0)

s (ϕ))
∥∥ ds

або, враховуючи оцiнку (16),

max
ϕ∈ T m

∥∥u(1)(ϕ))
∥∥ ≤ K1(ε)

γ1(ε)
max

ϕ∈ T m
‖f(ϕ))‖ . (18)

Вважаємо, що γ1(ε)h > K1(ε)m, тому

max
ϕ∈ T m

∥∥u(1)(ϕ)
∥∥ < h. (19)

Припустимо, що для j = 1, 2, ..., k−1 нерiвнiсть (19) виконується. Тодi для j = k
маємо:

∥∥u(k)(ϕ)
∥∥ =

0∫

−∞

∥∥∥Ω̃0
s(ϕ, Λ + Bk−1)

∥∥∥
∥∥f(ϕ(k−1)

s (ϕ))
∥∥ ds ≤ K1(ε)

γ1(ε)
max

ϕ∈ T m
‖f(ϕ)‖ . (20)

За iндукцiєю робимо висновок: якщо γ1(ε)h > K1(ε)m, то для кожного k =
1, 2, ... функцiю u(k+1)(ϕ) можна побудувати, а, отже, можна побудувати i мно-
жину Mk+1, що є iнварiантною тороїдальною множиною системи (14).

З виконання оцiнки (16) та з того, що a(ϕ)+a1(ϕ, uk−1(ϕ)) ∈ C1(Tm), Λ(ϕ)+
B(ϕ, uk−1(ϕ)) ∈ C1(Tm) та f(ϕ) ∈ C1(Tm) випливає, що функцiї u(k)(ϕ) задо-
вольняють умови теореми про гладкiсть iнварiантного тора [2, §3.12], а тому
для кожного k = 1, 2, ...

u(k)(ϕ) ∈ C1(Tm). (21)

Встановимо умови збiжностi послiдовностi u(k)(ϕ). Для цього розглянемо
рiзницю w(k+1)(ϕ) = u(k+1)(ϕ)− u(k)(ϕ).

Так як функцiї u(k)(ϕ) гладкi, то вони задовольняють рiвнiсть

∂u(k)(ϕ)

∂ϕ
(a(ϕ) + a1(ϕ, u(k−1)(ϕ))) = (Λ(ϕ) + B(ϕ, u(k−1)(ϕ)))u(k)(ϕ) + f(ϕ)

для кожного ϕ ∈ Tm та i = 1, 2, ... Звiдси слiдує, що функцiя w(k+1)(ϕ) задо-
вольняє рiвнiсть

∂w(k+1)(ϕ)

∂ϕ
(a(ϕ) + a1(ϕ, u(k)(ϕ))) = (Λ(ϕ) + B(ϕ, u(k)(ϕ)))w(k+1)(ϕ) + f (k)(ϕ),
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де

f (k)(ϕ) = (B(ϕ, u(k)(ϕ))−B(ϕ, u(k−1)(ϕ)))u(k)(ϕ)−

−∂u(k)(ϕ)

∂ϕ
(a1(ϕ, u(k)(ϕ))− a1(ϕ, u(k−1)(ϕ))).

(22)

Тому тор x = w(k+1)(ϕ), ϕ ∈ Tm є iнварiантним тором системи рiвнянь

dϕ

dt
= a(ϕ) + a1(ϕ, u(k)(ϕ)),

dx

dt
= (Λ(ϕ) + B(ϕ, u(k)(ϕ)))x + f (k)(ϕ).

(23)

Так як функцiї ∂u(k)(ϕ)
∂ϕ

неперервнi на компактнiй множинi, то для довiльного

k iснує M > 0 таке, що
∥∥∥∂u(k)(ϕ)

∂ϕ

∥∥∥ ≤ M . Припускаючи, що функцiя B(ϕ, x) –

лiпшицева по x зi сталою Лiпшиця L i враховуючи, що функцiї ∂u(k)(ϕ)
∂ϕ

обмеженi,
а функцiя a1(ϕ, x) – лiпшицева по x зi сталою Лiпшиця L̃, справедлива оцiнка

∥∥w(k+1)(ϕ)
∥∥ ≤ K1(ε)

γ1(ε)
max
ϕ∈T m

∥∥f (k)(ϕ)
∥∥ ≤ K1(ε)

γ1(ε)
(
K1(ε)

γ1(ε)
mL + ML̃)

∥∥w(k)(ϕ)
∥∥ ≤

≤ K1(ε)

γ1(ε)
(hL + ML̃)

∥∥w(k)(ϕ)
∥∥ .

(24)

Вважаючи, що константи Лiпшиця L i L̃ настiльки малi, що

K1(ε)

γ1(ε)
(hL + ML̃) < 1

робимо висновок про рiвномiрну збiжнiсть послiдовностi функцiй {u(k)(ϕ)}. По-
кладемо

lim
k→∞

u(k)(ϕ) = u(ϕ). (25)

Переконаємося, що многовид u(ϕ) є iнварiантним многовидом вихiдної систе-
ми. Позначимо через ϕ∗t (ϕ) - розв’язок системи

ϕ̇ = a(ϕ) + a1(ϕ, u(ϕ)) (26)

такий, що ϕ∗0(ϕ) = ϕ. Перейшовши до границi, коли k → ∞ в рiвностi (15),
бачимо, що функцiя u(ϕ) допускає представлення

u(ϕ) =

0∫

−∞

Ω̃0
s(ϕ, Λ + B)f(ϕ∗s(ϕ))ds, (27)

в якому Ω̃0
s(ϕ, Λ + B) — матрицант системи

ẋ = [Λ(ϕ∗t (ϕ)) + B(ϕ∗t (ϕ), u(ϕ∗t (ϕ)))]x.
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Отже u(ϕ∗t (ϕ)) для будь-якого ϕ ∈ Tm задовольняє рiвнiсть

u̇(ϕ∗t (ϕ)) = [Λ(ϕ∗t (ϕ)) + B(ϕ∗t (ϕ), u(ϕ∗t (ϕ)))]u(ϕ∗t (ϕ)) + f(ϕ∗t (ϕ)),

а тому многовид u(ϕ) є iнварiантним многовидом вихiдної системи.
Покажемо, що отриманий iнварiантний тороїдальний многовид є асимпто-

тично стiйким. Нехай x = x(t, ϕ) – довiльний розв’язок системи (5), x∗(t) =
u(ϕ∗t (ϕ)) – розв’язок цiєї ж системи, який лежить на iнварiантнiй множинi. Рi-
зниця цих розв’язкiв допускає представлення

x(t, ϕ)− u(ϕ∗t (ϕ)) = Ω̃t
0(ϕ, Λ + B)(x(0, ϕ)− u(ϕ))

i в силу оцiнки (16) робимо висновок, що

lim
t→∞

‖x(t, ϕ)− u(ϕ∗t (ϕ))‖ = 0.

Це i означає, що iнварiантна множина x = u(ϕ) є асимптотично стiйкою.
Таким чином справедлива теорема.

Теорема 1. Нехай система (5) така, що iснує границя

lim
t→∞

Λ(ϕt(ϕ)) = A

для всiх ϕ ∈ Tm, Reλj(A) < 0, (j = 1, 2, ..., n). Тодi iснують такi сталi b0 > 0,
m > 0, ε > 0 i достатньо малi сталi Лiпшиця L i L̃, що для будь-якої матрицi
F (ϕ, x)∈C

(1,2)
ϕ,x (ϕ ∈Tm, x∈Rn), ‖x‖ ≤ h такої, що

max
ϕ∈ T m

‖F (ϕ, 0))‖ = m,

max
ϕ∈ T m, ‖x‖≤h

‖B(ϕ, x))‖ = b0

i ∥∥∥B(ϕ, x
′
)−B(ϕ, x

′′
)
∥∥∥ ≤ L

∥∥∥x
′ − x

′′
∥∥∥ ,

де B(ϕ, x) =
1∫
0

∂F (ϕ, τx)
∂(τx)

dτ, для будь-якої функцiї a(ϕ) ∈ C1(Tm) i для будь-якої

функцiї a1(ϕ, x)∈C
(1,0)
Lip(x)(ϕ ∈Tm, x∈Rn) такої, що

max
ϕ∈T m,‖x‖≤h

‖a1(ϕ, x)‖ ≤ ε,

∥∥∥a1(ϕ, x
′
)− a1(ϕ, x

′′
)
∥∥∥ ≤ L̃

∥∥∥x
′ − x

′′
∥∥∥ ,

система (5) має асимптотично стiйкий iнварiантний тороїдальний много-
вид.
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