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ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖIÉÍI ÏÐÎÖÅÄÓÐÈ Ó ÇÀÄÀ×I ÇÍÀÕÎÄÆÅÍÍß
ÑÒÐÎÃÎÃÎ ÐÅÇÓËÜÒÓÞ×ÎÃÎ ÐÀÍÆÓÂÀÍÍß ÎÁ'�ÊÒIÂ Ó
ÂÈÃËßÄI ÌÅÄIÀÍÈ ÊÅÌÅÍI-ÑÍÅËËÀ

Decomposition procedures in a problems of construction of strict collective ranking of objects are
considered. For the problem of finding of Kemeny-Snell median sufficient conditions of decomposi-
tion are formulated and proofed. Algorithm of initial decomposition and sequential decomposition
algorithm are constructed. Results of experimental researches are reduced.

Ó ðîáîòi çàïðîïîíîâàíî äåêîìïîçèöiéíi ïðîöåäóðè â çàäà÷àõ ïîáóäîâè ñòðîãîãî êîëåêòèâíî-
ãî ðàíæóâàííÿ îá'¹êòiâ. Äëÿ çàäà÷i çíàõîäæåííÿ ìåäiàíè Êåìåíi-Ñíåëëà ñôîðìóëüîâàíî i
îá ðóíòîâàíî äîñòàòíi óìîâè äåêîìïîçèöi¨. Ïîáóäîâàíî àëãîðèòì ïî÷àòêîâî¨ äåêîìïîçèöi¨ òà
äåêîìïîçèöiéíèé àëãîðèòì, ùî áàçó¹òüñÿ íà iäåÿõ ïîñëiäîâíîãî àíàëiçó âàðiàíòiâ. Íàâîäÿòüñÿ
ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòàëüíèõ äîñëiäæåíü.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé íà ôiêñîâàíié ìíîæèíi îá'¹êòiâ O = {o1, ..., on}
åêñïåðòàìè, íîðìîâàíi êîåôiöi¹íòè êîìïåòåíòíîñòi αl, l ∈ L = {1, ...,m} ÿêèõ
âiäîìi, çàäàíi ìàòðèöi ñòðîãèõ ïàðíèõ ïîðiâíÿíü P (l), l ∈ L. Åëåìåíòè p

(l)
ij ,

p
(l)
ij ∈ {−1, 1}, ìàòðèöü P (l) − öå ðåçóëüòàò ïîðiâíÿííÿ l-èì åêñïåðòîì îá'¹êòiâ

oi òà oj, i, j ∈ I = {1, ..., n}, i 6= j: p
(l)
ij = 1, ÿêùî íà äóìêó l-ãî åêñïåðòà îá'¹êò

oi êðàùèé çà oj; p
(l)
ij = −1, ÿêùî îá'¹êò oi ãiðøèé çà oj. Ñòàâèòüñÿ çàäà÷à ïîáó-

äîâè íà îñíîâi çàäàíèõ iíäèâiäóàëüíèõ ïåðåâàã êîëåêòèâíî¨ ïåðåâàãè ó âèãëÿäi
ìåäiàíè Êåìåíi-Ñíåëëà. Ó [1] öÿ çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíî¨ êîìáiíàòîðíî¨
çàäà÷i:

(i∗1, ..., i
∗
n) ∈ KS = Arg max

(i1,...,in)∈Ω

{F (i1, ..., in) =
n−1∑

k=1

n∑

j=k+1

aikij}, (1)

äå aikij =
∑
l∈L

αlp
(l)
ikij

; Ω � ìíîæèíà âñiõ ìîæëèâèõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæèíè iíäåêñiâ

I; (i1, ..., in) � åëåìåíò ìíîæèíè Ω (âàðiàíò çàäà÷i (1)).
Äåêîìïîçèöiéíi ïðîöåäóðè â çàäà÷àõ ïîáóäîâè ñòðîãîãî êîëåêòèâíîãî
ðàíæóâàííÿ îá'¹êòiâ. Âàæëèâîþ îñîáëèâiñòþ çàäà÷i âèçíà÷åííÿ êîëåêòèâíî-
ãî ðàíæóâàííÿ ¹ ¨¨ �ðîçêëàäíiñòü� [2]. Òàê, ó [3] ïðîïîíó¹òüñÿ äåêîìïîçèöiéíèé
àëãîðèòì ïîñëiäîâíîãî àíàëiçó âàðiàíòiâ ó çàäà÷i çíàõîäæåííÿ ñòðîãîãî ðåçóëü-
òóþ÷îãî ðàíæóâàííÿ îá'¹êòiâ äëÿ ìåòðèêè íåñïiâïàäàííÿ ðàíãiâ (ìåäiàíà Êóêà-
Ñåéôîðäà). Äåêîìïîçèöiÿ òóò ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ðîçêëàäíiñòü ìàòðèöi, ùî âiä-
ïîâiäà¹ îáëàñòi äîïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Â çàãàëüíîìó æ âèïàäêó ïiä äåêîìïîçè-
öi¹þ äåÿêî¨ çàäà÷i ðîçóìiþòü çâåäåííÿ ¨¨ äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåêiëüêîõ îäíîòèïíèõ
çàäà÷ ìåíøî¨ ðîçìiðíîñòi.

Íåõàé X(I) − ïðàâèëî ïîáóäîâè ñòðîãîãî êîëåêòèâíîãî ïîðÿäêó íà ìíî-
æèíi îá'¹êòiâ ç iíäåêñàìè iç ìíîæèíè I, ùî ñòàâèòü êîæíîìó ïðîôiëþ iíäèâi-
äóàëüíèõ ïåðåâàã (ó âèãëÿäi ñòðîãèõ ëiíiéíèõ ïîðÿäêiâ) ñòðîãèé êîëåêòèâíèé
ïîðÿäîê (âçàãàëi êàæó÷è, íå ¹äèíèé). I íåõàé {I1, ..., Iq}, 2 ≤ q ≤ n, äåÿêå ðîçáè-
òòÿ ìíîæèíè iíäåêñiâ I, àëå òàêå, ùî It∩ Ih = ∅ ïðè t 6= h òà

q⋃
k=1

Ik = I. Íàçâåìî
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{I1, ..., Iq} äåêîìïîçèöi¹þ ïðàâèëà X(I), âêëàâøè â íå¨ íàñòóïíèé çìiñò: ïðàâèëî
X(I) çàìiíþ¹òüñÿ êîìïîçèöi¹þ X(I1) Â X(I2) Â ... Â X(Iq).

Iç ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî äåêîìïîçèöiþ ñëiä ðîçãëÿäàòè â òðüîõ àñïåêòàõ.
Âîíà ìîæå áóòè:

• íåäîïóñòèìîþ � êîëè ç äîïîìîãîþ áóäü-ÿêî¨ êîìïîçèöi¨ îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿç-
êiâ ïiäçàäà÷ íå ìîæëèâî îòðèìàòè æîäíîãî îïòèìàëüíîãî âàðiàíòó âèõi-
äíî¨ çàäà÷i;

• äîïóñòèìîþ � êîëè iñíó¹ êîìïîçèöiÿ îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïiäçàäà÷, ÿêà
äà¹ íàì äåÿêèé îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ çàäà÷i;

• íåîáõiäíîþ àáî îáîâ'ÿçêîâîþ � êîëè áóäü-ÿêèé îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
âèõiäíî¨ çàäà÷i ìîæå áóòè îòðèìàíèé ÿê äåÿêà êîìïîçèöiÿ îïòèìàëüíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ïiäçàäà÷.

Ïðèêëàä 1. Òàáëèöÿ 1
3 2 3 4
d c d b
b b b a
c a c d
a d a c

Äëÿ äàíîãî ïðîôiëþ (òàá. 1), çà ïðàâèëîì Êîíäîðñå îòðèìó¹ìî äâà ñòðîãèõ
êîëåêòèâíèõ ïîðÿäêè: b Â d Â c Â a òà d Â b Â c Â a. Îòæå, äåêîìïîçèöi¨
{{d, b}, {c, a}}, {{b, c, d}, {a}} òà {{b, d}, {c}, {a}} ¹ íåîáõiäíèìè; äåêîìïîçèöiÿ
{{d}, {b, c, a}} - äîïóñòèìà; äåêîìïîçèöiÿ {{c}, {a, b, d}} − íåäîïóñòèìà.

Íåõàé Ĩ ⊂ I. Âiäìiòèìî íàñòóïíi ñèòóàöi¨.
Ñèòóàöiÿ 1. Îá'¹êò oi êðàùèé çà îá'¹êò oj, ∀i ∈ Ĩ, ∀j ∈ I\Ĩ.
Ñèòóàöiÿ 2. Îá'¹êò oi íå ìîæå ñëiäóâàòè çà îá'¹êòîì oj, ∀i ∈ Ĩ, ∀j ∈ I\Ĩ.
Ñèòóàöiÿ 3. Îá'¹êò oi êðàùèé çà îá'¹êò oj àáî æ îá'¹êò oi íå ìîæå ñëiäóâàòè

çà îá'¹êòîì oj, ∀i ∈ Ĩ, ∀j ∈ I\Ĩ.
Çàóâàæèìî, ùî iç ñèòóàöi¨ 3 âèïëèâà¹ ÿê ñèòóàöiÿ 1 òàê i ñèòóàöiÿ 2, àëå íå

íàâïàêè. Òîìó áóäåìî ¨õ ðîçðiçíÿòè.
Ëåìà 1. (Äîñòàòíÿ óìîâà íåîáõiäíîñòi äåêîìïîçèöi¨). ßêùî äëÿ

äîâiëüíîãî ñòðîãîãî êîëåêòèâíîãî ïîðÿäêó, ïîáóäîâàíîãî çà ïðàâèëîì X, âñòà-
íîâëåíà îäíà ç ñèòóàöié 1-3, òîäi äåêîìïîçèöiÿ {Ĩ , I\Ĩ} ïðàâèëà X ¹ íåîáõi-
äíîþ.

Ëåìà 2. (Äîñòàòíÿ óìîâà äîïóñòèìîñòi äåêîìïîçèöi¨). ßêùî iñíó¹
ñòðîãèé êîëåêòèâíèé ïîðÿäîê, ïîáóäîâàíèé çà ïðàâèëîì X, äëÿ ÿêîãî âñòàíîâ-
ëåíà îäíà ç ñèòóàöié 1-3, òîäi äåêîìïîçèöiÿ {Ĩ , I\Ĩ} ïðàâèëà X ¹ äîïóñòèìîþ.
Äåêîìïîçèöiÿ çàäà÷i çíàõîäæåííÿ ñòðîãîãî ðåçóëüòóþ÷îãî ðàíæóâà-
ííÿ îá'¹êòiâ ó âèãëÿäi ìåäiàíè Êåìåíi-Ñíåëëà. Ó âiäïîâiäíîñòi iç ïîïå-
ðåäíiìè âèêëàäêàìè ó äåêîìïîçèöiþ çàäà÷i (1) âêëàäåíî íàñòóïíèé çìiñò. Ó
âèïàäêó, êîëè äëÿ êîæíîãî îïòèìàëüíîãî âàðiàíòó (i∗1, ..., i

∗
n) çàäà÷i (1) âèêîíó-

¹òüñÿ
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ÿêùî j ∈ Ih(1 ≤ h ≤ q) òà i∗t = j, òî
h−1∑

k=0

|Ik| < t ≤
h∑

k=0

|Ik|, (I0 = ∅) (2)

áóäåìî ãîâîðèòè, ùî äåêîìïîçèöiÿ {I1, ..., Iq} ¹ íåîáõiäíîþ (îáîâ'ÿçêîâîþ). ßêùî
æ iñíó¹ õî÷à á îäèí îïòèìàëüíèé âàðiàíò (i∗1, ..., i

∗
n) çàäà÷i (1), äëÿ ÿêîãî âèêî-

íó¹òüñÿ (2), òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî äåêîìïîçèöiÿ {I1, ..., Iq} ¹ äîïóñòèìîþ.
�Ïî÷àòêîâà� äåêîìïîçèöiÿ çàäà÷i (1).
Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé iñíó¹ íàáið iíäåêñiâ I(1) ⊂ I òàêèé, ùî aij ≥ 0,

∀i ∈ I(1), ∀j ∈ I\I(1). Òîäi äåêîìïîçèöiÿ {I(1), I\I(1)} ¹ äîïóñòèìîþ.
Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Íåõàé íå iñíó¹ æîäíîãî îïòèìàëüíî-

ãî âàðiàíòó çàäà÷i (1), äëÿ ÿêîãî á âèêîíóâàëàñÿ óìîâà (2). Âiçüìåìî äîâiëüíèé
îïòèìàëüíèé âàðiàíò (i∗1, ..., i

∗
n) ∈ KS çàäà÷i (1). Íåõàé ĩ1 = arg min

j:i∗j∈I(1)
j. Ðîçãëÿ-

íåìî ðiçíèöþ

F (i∗1, ..., i
∗
ĩ1−1

, i∗
ĩ1
, i∗

ĩ1+1
, ..., i∗n)− F (i∗

ĩ1
, i∗1, ..., i

∗
ĩ1−1

, i∗
ĩ1+1

, ..., i∗n) = −2

ĩ1−1∑
j=1

ai∗
ĩ1

i∗j . (3)

Iç îïòèìàëüíîñòi âàðiàíòó (i∗1, ..., i
∗
ĩ1−1

, i∗
ĩ1
, i∗

ĩ1+1
, ..., i∗n) òà (2) âèïëèâà¹ âèêî-

íàííÿ íåðiâíîñòi
ĩ1−1∑
j=1

ai∗
ĩ1

i∗j ≤ 0. Iç ïðàâèëà âèáîðó iíäåêñó ĩ1 ìà¹ìî: ai∗
ĩ1

i∗j ≥ 0,

j = 1, ĩ1 − 1. Òîáòî äëÿ (2) âèêîíó¹òüñÿ
ĩ1−1∑
j=1

ai∗
ĩ1

i∗j ≥ 0. Òàêèì ÷èíîì
ĩ1−1∑
j=1

ai∗
ĩ1

i∗j = 0.

À öå îçíà÷à¹, ùî âàðiàíò (i∗
ĩ1
, i∗1, ..., i

∗
ĩ1−1

, i∗
ĩ1+1

, ..., i∗n) òàêîæ ¹ îïòèìàëüíèì âàði-
àíòîì çàäà÷i (1).

Äàëi, çà àíàëîãi¹þ iç ïîïåðåäíiìè ìiðêóâàííÿìè, íà êîæíîìó k− ìó (2 ≤ k ≤
|I(1)|) êðîöi âèêîíó¹ìî íàñòóïíå. Âèçíà÷èìî iíäåêñ ĩk = arg min

j:i∗j∈I(1)\{̃i1,...,̃ik−1}
j i

ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ

F (i∗
ĩ1
, ..., i∗

ĩk−1
, i∗1, ..., i

∗
ĩk−1

, i∗
ĩk

, i∗
ĩk+1

, ..., i∗n)−F (i∗
ĩ1
, ..., i∗

ĩk−1
, i∗

ĩk
, i∗1, ..., i

∗
ĩk−1

, i∗
ĩk+1

, ..., i∗n) =

= −2

ĩk−1∑

j=1,j 6=ĩq ,1≤q<k

ai∗
ĩk

i∗j . (4)

Iç îïòèìàëüíîñòi âàðiàíòó (i∗
ĩ1
, ..., i∗

ĩk−1
, i∗1, ..., i

∗
ĩk−1

, i∗
ĩk
, i∗

ĩk+1
, ..., i∗n) òà (3) âè-

ïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòi
ĩk−1∑

j=1,j 6=ĩq ,1≤q<k

ai∗
ĩk

i∗j ≤ 0. Iç ïðàâèëà âèáîðó ií-

äåêñó ĩk ìà¹ìî: ai∗
ĩk

i∗j ≥ 0, j = 1, ĩk − 1, j 6= ĩq, q = 1, k − 1. Òîáòî äëÿ

(3):
ĩk−1∑

j=1,j 6=ĩq ,1≤q<k

ai∗
ĩk

i∗j ≥ 0. Òàêèì ÷èíîì, íà âñÿêîìó k−ìó (2 ≤ k ≤ |I(1)|) êðîöi

âàðiàíò (i∗
ĩ1
, ..., i∗

ĩk−1
, i∗

ĩk
, i∗1, ..., i

∗
ĩ1−1

, i∗
ĩ1+1

, ..., i∗
ĩk−1

, i∗
ĩk+1

, ..., i∗n) òàêîæ ¹ îïòèìàëüíèì
âàðiàíòîì çàäà÷i (1).
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Îòæå, ÷åðåç ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðîêiâ ìàòèìåìî, ùî âàðiàíò

(i∗
ĩ1
, ..., i∗

ĩ|I(1)|
, i∗1, ..., i

∗
ĩ1−1

, i∗
ĩ1+1

, ..., i∗
ĩ|I(1)|−1

, i∗
ĩ|I(1)|+1

, ..., i∗n) ∈ KS

i äëÿ íüîãî, î÷åâèäíî, âèêîíó¹òüñÿ (2). Îòðèìàíî ïðîòèði÷÷ÿ. Òâåðäæåííÿ äî-
âåäåíî.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé iñíó¹ íàáið iíäåêñiâ I(2) ⊂ I òàêèé, ùî aij > 0,
∀i ∈ I(2), ∀j ∈ I\I(2). Òîäi äåêîìïîçèöiÿ {I(2), I\I(2)} ¹ íåîáõiäíîþ.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ñèòóàöiÿ 2 òà óìîâè ëåìè 1. Ïðèïó-
ñòèìî ïðîòèëåæíå. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ïðèíàéìíi îäèí îïòèìàëüíèé âàðiàíò
(i∗1, ..., i

∗
n) çàäà÷i (1), äëÿ ÿêîãî çíàéäåòüñÿ ïàðà iíäåêñiâ i ∈ I(2), j ∈ I\I(2) òàêà,

ùî (i∗1, ..., i
∗
k = j, i∗k+1 = i, ..., i∗n) ∈ KS, k ∈ {1, 2, ..., n− 1}. Ðîçãëÿíóâøè ðiçíèöþ

F (i∗1, ..., i
∗
k = j, i∗k+1 = i, ..., i∗n)− F (i∗1, ..., i

∗
k = i, i∗k+1 = j, ..., i∗n) = −2aij

òà âðàõóâàâøè óìîâó òâåðäæåííÿ, îòðèìó¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ ùîäî (i∗1, ..., i
∗
n) ∈ KS.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç I∗ ⊂ I íàéìåíøó ìíîæèíó, äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ óìîâè

ëåìè 1 (ëåìè 2). Êëàñòåðèçàöiÿ ÷è êëàñèôiêàöiÿ ìîæå áóòè íåôîðìàëüíî âè-
çíà÷åíà ÿê ïðîöåñ îá'¹äíàííÿ îá'¹êòiâ ó ãðóïè çà ñõîæèìè îçíàêàìè. Â öüîìó
âèïàäêó I∗ − öå êëàñ �ôàêòè÷íèõ ëiäåðiâ� (âîíè âèãðàþòü (íå ïðîãðàþòü) ó
ïàðíèõ ïîðiâíÿííÿõ ó äîâiëüíîãî êàíäèäàòà, ÿêèé íå âõîäèòü äî öüîãî êëàñó)
äëÿ çàäàíîãî ïðîôiëþ ïåðåâàã.
Àëãîðèòì ïî÷àòêîâî¨ äåêîìïîçèöi¨ . Íà îñíîâi òâåðäæåíü 1, 2 çäiéñíþ¹-
òüñÿ ïî÷àòêîâà äåêîìïîçèöiÿ çàäà÷i (1) çà íàñòóïíèì àëãîðèòìîì.

Êðîê 0. Ïîêëàäåìî:

1) ∀i, j ∈ I, i 6= j, ó âèïàäêó çíàõîäæåííÿ íåîáõiäíî¨ äåêîìïîçèöi¨:

dij =

{
1, ÿêùî aij > 0,
0, iíàêøå.

Ó âèïàäêó çíàõîäæåííÿ äîïóñòèìî¨ äåêîìïîçèöi¨:

dij =

{
1, ÿêùî aij ≥ 0,
0, ÿêùî aij < 0.

2) ωi = i, ∀i ∈ I.

3) G0 = ∅.
Êðîê k (1 ≤ k < n). Íåõàé íà ïîïåðåäíiõ êðîêàõ ñôîðìîâàíî êëàñòåðè

(÷è êëàñè) G1, G2, ..., Gt−1 (1 ≤ t < k) i éäå ïîáóäîâà êëàñòåðó Gt. Âèêîíó¹ìî
íàñòóïíi êðîêè.

1) Âèçíà÷à¹ìî iíäåêñ ik = arg max
i:k≤i≤n

n∑
j=k,j 6=i

dωiωj
.

2) Ïîêëàäåìî ωk = ωk + ωik , ωik = ωk − ωik , ωk = ωk − ωik .
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3) Äîáàâèìî îá'¹êò ç iíäåêñîì ωk äî êëàñòåðó Gt.

4) ßêùî
n∑

j=k+1

dωkωj
= n − k, òî çàâåðøó¹ìî ôîðìóâàííÿ êëàñòåðó Gt i ïðè-

ñòóïà¹ìî äî ôîðìóâàííÿ êëàñòåðó Gt+1. Iíàêøå ïîêëàäåìî

dωiωj
= dωiωj

· dωkωj
, ∀i, j ∈ I, n ≥ i 6= j > k.

Ïðî ìåäiàíó Êåìåíi-Ñíåëëà òà ïðàâèëî Êîïëåíäà.
Òåîðåìà 1. Ó âèïàäêó ìåäiàíè Êåìåíi â óìîâàõ òâåðäæåííÿ 2 ìíîæèíà

I∗ ìiñòèòü iíäåêñè âñiõ ïåðåìîæöiâ Êîïëåíäà äëÿ âiäïîâiäíèõ iíäèâiäóàëüíèõ
ïåðåâàã çàäà÷i (1).

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî [4] ïðàâèëî Êîïëåíäà âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì ÷èíîì. Îöií-
êîþ Êîïëåíäà àëüòåðíàòèâè oi íàçèâàþòü âåëè÷èíó K(oi) =

∑
k 6=i

K(oi, ok), äå

K(oi, ok) =





1, ÿêùî äëÿ áiëüøîñòi oi Â ok,
−1, ÿêùî äëÿ áiëüøîñòi ok Â oi,
0, ïðè ðiâíîñòi ãîëîñiâ.

(5)

Àëüòåðíàòèâà ç íàéáiëüøîþ îöiíêîþ Êîïëåíäà îãîëîøó¹òüñÿ ïåðåìîæöåì
Êîïëåíäà. Ó âèïàäêó çíàõîäæåííÿ ìåäiàíè Êåìåíi, ÿêùî äëÿ áiëüøîñòi oi Â ok,
òî aik > 0; ÿêùî äëÿ áiëüøîñòi ok Â oi, òî aik < 0; ïðè ðiâíîñòi ãîëîñiâ aik = 0
(öå âèïëèâà¹ iç ïðàâèëà ïîáóäîâè âåëè÷èíè aik). Òàêèì ÷èíîì, ìîæåìî çàïèñàòè
K(oi) = |K+

i |− |K−
i |, äå K+

i = {k ∈ I|k 6= i, aik > 0}, K−
i = {k ∈ I|k 6= i, aik < 0}.

Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Íåõàé îá'¹êò oj, j ∈ I\I∗, ¹ ïåðåìîæöåì Êîïëåíäà.
Âèáåðåìî äîâiëüíèé îá'¹êò oi, i ∈ I∗. Iç óìîâ òâåðäæåííÿ 2 ìà¹ìî, ùî |K+

i | ≥
|I\I∗| òà |K−

i | ≤ |I∗| − 1. Äëÿ îá'¹êòà oj, iç óìîâ òâåðäæåííÿ 2 òà âëàñòèâîñòi
ath = −aht, ∀ t, h ∈ I, t 6= h, ìàòðèöi âèãðàøiâ, âèêîíó¹òüñÿ: |K−

j | ≥ |I∗| òà
|K+

j | ≤ |I\I∗| − 1. Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ

K(oj)−K(oi) = |K+
j | − |K−

j | − |K+
i |+ |K−

i | ≤
≤ |I\I∗| − 1− |I∗| − |I\I∗|+ |I∗| − 1 = −2 < 0.

Çâiäêè îòðèìó¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ òîãî, ùî îá'¹êò oj ìà¹ íàéáiëüøó îöiíêó Êî-
ïëåíäà. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Äëÿ ïåðøîãî æ òâåðäæåííÿ àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò íå çàâæäè ¹ ñïðàâåäëè-
âèì. Öå iëþñòðó¹ íàñòóïíèé ïðèêëàä:

Ïðèêëàä 2. Òàáëèöÿ 2
3 4 4 5
a c b a
e e d c
c d e d
d b a e
b a c b

Äëÿ ïðîôiëþ, ïðåäñòàâëåíîãî òàáëèöåþ 2, K(a) = 1, K(b) = −3, K(c) = 2,
K(d) = 1, K(e) = −1. I∗ = {a}, àëå ¹äèíèì ïåðåìîæöåì Êîïëåíäà ¹ c.
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ßêùî äîäàòíó (âiä'¹ìíó) âåëè÷èíó aij (ðiçíèöÿ ìiæ �ñóìàðíîþ êîìïåòåí-
òíiñòþ� ãðóïè åêñïåðòiâ, ùî âiääàëè ïåðåâàãó îá'¹êòó oi íàä îá'¹êòîì oj òà
�ñóìàðíîþ êîìïåòåíòíiñòþ� ãðóïè åêñïåðòiâ, ùî âiääàëè ïåðåâàãó îá'¹êòó oj

íàä îá'¹êòîì oi) ðîçãëÿäàòè ÿê �âèãðàø� (�ïðîãðàø�) � ðåçóëüòàò �ïåðåìîãè�
(�ïîðàçêè�) îá'¹êòà oi íàä îá'¹êòîì oj. Ó öüîìó âèïàäêó ëîãi÷íî îãîëîñèòè ïå-
ðåìîæöåì Êîïëåíäà òîé îá'¹êò, ðiçíèöÿ ìiæ êiëüêiñòþ �ïåðåìîã� i �ïîðàçîê�
ÿêîãî ¹ íàéáiëüøîþ . Ó öüîìó êîíòåêñòi ¹ ñïðàâåäëèâèì ðåçóëüòàò �àíàëîãi-
÷íèé� äî òåîðåìè 1.

Òåîðåìà 2. Â óìîâàõ òâåðäæåííÿ 2 ìíîæèíà I∗ ìiñòèòü iíäåêñè âñiõ
ïåðåìîæöiâ Êîïëåíäà äëÿ âiäïîâiäíèõ iíäèâiäóàëüíèõ ïåðåâàã çàäà÷i (1).
Äåêîìïîçèöiÿ çàäà÷i (1) ÷åðåç ëîêàëiçàöiþ. Ó ðîáîòi [1] áóëî ââåäåíî ïîíÿ-
òòÿ iíòåðâàëó çìiíè îïòèìàëüíèõ ðàíãiâ îá'¹êòà òà ïðîöåäóðè éîãî ëîêàëiçàöi¨.
Íåõàé [R

(kloc
i )

i , r
(kloc

i )
i ] iíòåðâàë, ùî ëîêàëiçó¹ iíòåðâàë çìiíè îïòèìàëüíèõ ðàíãiâ

i-ãî îá'¹êòà [R∗
i , r

∗
i ]. Ó öèõ òåðìiíàõ ñïðàâåäëèâi:

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé iñíó¹ íàáið iíäåêñiâ I(2) ⊂ I òàêèé, ùî r
(kloc

i )
i ≤ R

(kloc
j )

j ,
∀i ∈ I(2), ∀j ∈ I\I(2). Òîäi äåêîìïîçèöiÿ {I(2), I\I(2)} ¹ íåîáõiäíîþ.

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé iñíó¹ íàáið iíäåêñiâ I(3) ⊂ I òàêèé, ùî

∀i, j : aij < 0, i ∈ I(3), j ∈ I\I(3) âèêîíó¹òüñÿ r
(kloc

i )
i ≤ R

(kloc
j )

j . (6)
Òîäi äåêîìïîçèöiÿ {I(3), I\I(3)} äîïóñòèìà.
Äîâåäåííÿ. Âèêîíàííÿ óìîâè (5) çàáåçïå÷ó¹ äëÿ âñÿêîãî îïòèìàëüíîãî

âàðiàíòó çàäà÷i (1) ñèòóàöiþ 1 äëÿ äîâiëüíèõ îá'¹êòiâ ç iíäåêñàìè i ∈ I(3),
j ∈ I\I(3), òàêèìè, ùî aij < 0. Äëÿ âñiõ iíøèõ îá'¹êòiâ ç iíäåêñàìè i ∈ I(3),
j ∈ I\I(3), òàêèìè, ùî aij ≥ 0, àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 1, ìîæå-
ìî ïîêàçàòè iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî âàðiàíòó çàäà÷i (1), äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ
ñèòóàöiÿ 1. Îòæå, â öiëîìó áóäå âèêîíóâàòèñÿ óìîâà ëåìè 2 òà ñèòóàöiÿ 3. Òâåð-
äæåííÿ äîâåäåíî.

Äëÿ äîâiëüíèõ iíäåêñiâ i, j ∈ I, i 6= j ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ.

H
(1)
ij = {h ∈ I|h 6= i 6= j, aih ≥ 0, [R

(kloc
j )

j +2, min{r(kloc
i )

i +1, n}]∩[R
(kloc

h )

h , r
(kloc

h )

h ] 6= ∅},

H
(2)
ij = {h ∈ I|h 6= i 6= j, ahj ≥ 0, [max{1, R(kloc

j )

j −1}, r(kloc
i )

i −2]∩[R
(kloc

h )

h , r
(kloc

h )

h ] 6= ∅}.
Òâåðäæåííÿ 5. Íåõàé iñíó¹ íàáið iíäåêñiâ I(4) ⊂ I òàêèé, ùî ∀i, j: aij < 0,

i ∈ I(4), j ∈ I\I(4), i ó âèïàäêó, êîëè îá'¹êò ç iíäåêñîì i ∈ I(4) íå ìîæå áóòè
íàéãiðøèì ó êîëåêòèâíîìó ïîðÿäêó ïîáóäîâàíîìó çà ïðàâèëîì (1) âèêîíó¹òüñÿ

max
h∈H

(1)
ij

{aji + ajh} < 0. (7)

À ó âèïàäêó, êîëè îá'¹êò ç iíäåêñîì i ∈ I(4) íå ìîæå áóòè íàéêðàùèì ó
êîëåêòèâíîìó ïîðÿäêó ïîáóäîâàíîìó çà ïðàâèëîì (1) âèêîíó¹òüñÿ

max
h∈H

(2)
ij

{ahi + aji} < 0. (8)
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Òîäi äåêîìïîçèöiÿ {I(4), I\I(4)} äîïóñòèìà.
Äîâåäåííÿ. Òîé ôàêò, ùî îá'¹êò ç iíäåêñîì i ∈ I(4) íå ìîæå áóòè íàéãið-

øèì îçíà÷à¹, ùî äëÿ íüîãî ó âñÿêîìó îïòèìàëüíîìó âàðiàíòi çíàéäåòüñÿ îá'¹êò
ç iíäåêñîì h ∈ I, ÿêèé áóäå ñëiäóâàòè ïiñëÿ íüîãî. Iç íåîáõiäíèõ óìîâ îïòè-
ìàëüíîñòi âèïëèâà¹, ùî öå ìîæóòü áóòè ëèøå òàêi iíäåêñè äëÿ ÿêèõ aik ≥ 0.
Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå äî òâåðäæåííÿ. Ó öüîìó ðàçi iç ïðîöåäóð ëîêàëiçà-
öi¨ îïòèìàëüíèõ ðàíãiâ âèïëèâà¹, ùî ñèòóàöiÿ, â ÿêié îá'¹êò oi ìîæå ñëiäóâàòè
çà îá'¹êòîì oj, ìîæëèâà ëèøå òîäi, êîëè îá'¹êò oi îòðèìà¹ ðàíã iç iíòåðâàëó
çìiíè ðàíãiâ [Rj + 1, ri]. À òîäi ñèòóàöiÿ, â ÿêié îá'¹êò oh ìîæå ñëiäóâàòè çà
îá'¹êòîì oi, ìîæëèâà, êîëè îá'¹êò oh ïðèéìå ðàíã iç ïðîìiæêó çìiíè ðàíãiâ
[R

(kloc
j )

j + 2, min{r(kloc
i )

i + 1, n}]. À öå åêâiâàëåíòíî âèêîíàííþ óìîâè:

[R
(kloc

j )

j + 2, min{r(kloc
i )

i + 1, n}] ∩ [R
(kloc

h )

h , r
(kloc

h )

h ] 6= ∅.
Òîäi âèáðàâøè äîâiëüíèé îïòèìàëüíèé âàðiàíò, â ÿêîìó ... Â oj Â oi Â

oh Â ..., iç óìîâè (6) îòðèìó¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ íåîáõiäíèõ óìîâ îïòèìàëüíîñòi.
Îòæå, ∀i, j: i ∈ I(4), j ∈ I\I(4), äëÿ ÿêèõ aij < 0, îòðèìó¹ìî ñèòóàöiþ, êîëè
îá'¹êò oi íå ìîæå ñëiäóâàòè çà îá'¹êòîì oj. Äëÿ iíøèõ îá'¹êòiâ çà àíàëîãi¹þ
äî äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 1, îòðèìó¹ìî iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî âàðiàíòó, äëÿ
ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ñèòóàöiÿ 1. Òîáòî íàìè âñòàíîâëåíî âèêîíàííÿ óìîâ ëåìè 2
òà ñèòóàöi¨ 3. Äðóãà ïîëîâèíà òâåðäæåííÿ äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Òâåðäæåííÿ
äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 1. Íåðiâíiñòü
∑
j 6=i

aij < 0 (
∑
j 6=i

aij > 0) îçíà÷à¹, ùî îá'¹êò oi,

i ∈ I, íå ìîæå áóòè íàéêðàùèì (íàéãiðøèì) ó êîëåêòèâíîìó ïîðÿäêó, ïîáó-
äîâàíîìó çà ïðàâèëîì (1). Öå âèïëèâà¹ iç íåîáõiäíèõ óìîâ îïòèìàëüíîñòi.

Äåêîìïîçèöiéíèé àëãîðèòì, ùî áàçó¹òüñÿ íà iäåÿõ ïîñëiäîâíî-
ãî àíàëiçó âàðiàíòiâ (ÏÀÂ) ìîæíà îòðèìàòè, ìîäèôiêóâàâøè àëãîðèòì
ïî÷àòêîâî¨ äåêîìïîçèöi¨. �äèíîþ âiäìiííiñòþ áóäå íóëüîâèé êðîê òà ïðàâèëî
âèçíà÷åííÿ âåëè÷èí dij íà íóëüîâîìó êðîöi. Âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàòè òâåðäæåíü
3-5, öåé êðîê âèãëÿäàòèìå íàñòóïíèì ÷èíîì.

Êðîê 0. Âèêîíó¹ìî íàñòóïíi äi¨:

1) Çàñòîñóâàííÿ ïðîöåäóð ëîêàëiçàöi¨ iíòåðâàëiâ çìiíè îïòèìàëüíèõ ðàíãiâ
îá'¹êòiâ.

2) ∀i, j ∈ I, i 6= j :

dij =





1, ÿêùî aij ≥ 0,

1, ÿêùî aij < 0 i r
(kloc

i )
i ≤ R

(kloc
j )

j ,
1, ÿêùî aij < 0, âèêîíó¹òüñÿ (6) òà

∑
j 6=i

aij > 0,

1, ÿêùî aij < 0, âèêîíó¹òüñÿ (7) òà
∑
j 6=i

aij < 0,

0, iíàêøå.

3) ωi = i, ∀i ∈ I.
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4) G0 = ∅.
Äîñëiäæåííÿ åôåêòèâíîñòi äåêîìïîçèöiéíèõ àëãîðèòìiâ. Â îá÷èñëþ-
âàëüíîìó åêñïåðèìåíòi ðîçâ'ÿçóâàëèñü çàäà÷i iç ðiçíîþ êiëüêiñòþ îá'¹êòiâ òà
åêñïåðòiâ. Äëÿ êîæíî¨ iç ðîçìiðíîñòåé, ïðè ðiçíîìó çíà÷åííi êîåôiöi¹íòà óçãî-
äæåíîñòi äóìîê åêñïåðòiâ V [5], áóëî ñôîðìîâàíî ïî 100 òåñòîâèõ çàäà÷. Âõiäíi
äàíi ãåíåðóâàëèñü âèïàäêîâèì ÷èíîì. Çíàõîäèëàñü êiëüêiñòü çàäà÷, êîòði áóëè
äåêîìïîçîâàíi, òîáòî ÿêi áóëè çâåäåíi äî ðîçâ'ÿçàííÿ ùîíàéìåíøå äâîõ ïiäçà-
äà÷. Íà ìàë.1, 2 ïðåäñòàâëåíi ðåçóëüòàòè ðîáîòè îïèñàíèõ äåêîìïîçèöiéíèõ
àëãîðèòìiâ.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Âèêîðèñòàííÿ ïðîöåäóð ëîêàëiçàöi¨ iíòåðâàëiâ çìiíè îïòèìàëüíèõ ðàíãiâ
îá'¹êòiâ ó ïîñëiäîâíîìó äåêîìïîçèöiéíîìó àëãîðèòìi ïðèçâîäèòü äî çðîñòàí-
íÿ ÷àñó éîãî ðîáîòè. Òîìó â åêñïåðèìåíòi äëÿ ÏÄÀ äîäàòêîâî àíàëiçóâàëèñÿ
çàòðàòè ÷àñó, ÿêi ïðîiëþñòðîâàíî íà ìàë. 3.
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Ðèñ. 3

Âêàæåìî íà îñíîâíi âiäìiííîñòi öèõ àëãîðèòìiâ.

• Íà âiäìiíó âiä àëãîðèòìó ïî÷àòêîâî¨ äåêîìïîçèöi¨, ïîñëiäîâíèé äåêîìïî-
çèöiéíèé àëãîðèòì íå ìîæå ãàðàíòóâàòè çíàõîäæåííÿ íåîáõiäíî¨ äåêîì-
ïîçèöi¨ çàäà÷i (1). Àëå, âðàõîâóþ÷è ñêëàäíiñòü âèõiäíî¨ çàäà÷i, âàæëèâî
çíàéòè õî÷à á îäèí ¨¨ îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Òîìó ïîáóäîâà äîïóñòèìî¨
äåêîìïîçèöi¨ ¹ öiëêîì ïðèéíÿòíîþ.

• Íà âiäìiíó âiä àëãîðèòìó ïî÷àòêîâî¨ äåêîìïîçèöi¨, ïîñëiäîâíèé äåêîìïî-
çèöiéíèé àëãîðèòì ìîæíà åôåêòèâíî çàñòîñîâóâàòè äëÿ ïîäàëüøî¨ äåêîì-
ïîçèöi¨ ïiäçàäà÷.
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