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We consider the question of optimization of calculations in the implementation of the combined
method of separation and iterative refinement of all solutions of nonlinear problems.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïèòàííÿ îïòèìiçàöi¨ îá÷èñëåíü ïðè ðåàëiçàöi¨ êîìáiíîâàíîãî ìåòîäó âiäîêðåì-
ëåííÿ òà iòåðàöiéíîãî óòî÷íåííÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ çàäà÷.

Âñòóï. Âiäîìî, ùî äîñëiäæåííÿ ñêëàäíèõ ïðèðîäíè÷èõ ïðîöåñiâ i ÿâèù çäié-
ñíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ÿêi ¨õ âiäîáðàæàþòü i îïèñó-
þòü. Òàêèìè ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè ìîæóòü áóòè íåëiíiéíi çàäà÷i ãëîáàëü-
íî¨ îïòèìiçàöi¨, íåëiíiéíi ôóíêöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ (äèôåðåíöiàëüíi, iíòåãðàëüíi)
òà ñèñòåìè íåëiíiéíèõ ñêàëÿðíèõ ðiâíÿíü. Îñòàííi ìîæóòü áóòè òàêîæ äèñêðå-
òíèìè àíàëîãàìè ïîïåðåäíiõ çàäà÷.

Õàðàêòåðíîþ îñîáëèâiñòþ òàêèõ íåëiíiéíèõ çàäà÷ ¹ òå, ùî â çàëåæíîñòi âiä
ñâî¹¨ ñòðóêòóðè òà åëåìåíòiâ, ÿêi ¨õ ïîðîäæóþòü âîíè ìîæóòü ìàòè ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê, ñêií÷åííó àáî íåñêií÷åííó ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ, àáî íå ìàòè ¨õ âçà-
ãàëi. Ðîçðiçíåííÿ öèõ âèïàäêiâ, ÿê i çíàõîäæåííÿ óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ, ¹ çàäà÷åþ
íàäòî ñêëàäíîþ. Îñêiëüêè, ÿê ïðàâèëî, íåëiíiéíi çàäà÷i ìàþòü ñêëàäíó ñòðó-
êòóðó, òî áåçïîñåðåäí¹ çàñòîñóâàííÿ äî ¨õ ãëîáàëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ âiäîìèõ
÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ ¹ ïðîáëåìàòè÷íèì ÿê ç òî÷êè çîðó ¨õ ôóíêöiîíàëüíî¨ ðåà-
ëiçàöi¨, òàê i ç òî÷êè çîðó îá÷èñëåííÿ íåîáõiäíèõ åëåìåíòiâ, ùî çàáåçïå÷óþòü
âèêîíàííÿ äîñòàòíiõ óìîâ òåîðåì iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ, çáiæíîñòi ìåòîäiâ òà
îöiíîê âiäïîâiäíèõ ïîõèáîê. Ó çâ'ÿçêó ç öèì äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ íåëiíié-
íèõ çàäà÷ çàñòîñîâóþòüñÿ åëåìåíòè çàãàëüíî¨ òåîði¨ íàáëèæåíèõ ìåòîäiâ. Öÿ
òåîðiÿ ïåðåäáà÷à¹ ïîáóäîâó äëÿ âèõiäíî¨ (òî÷íî¨) çàäà÷i ïîñëiäîâíiñòü íàáëè-
æåíèõ çàäà÷, äîâåäåííÿ âiäïîâiäíèõ òåîðåì ïðî çâ'ÿçîê öèõ çàäà÷ i çáiæíiñòü
ìåòîäó ïåðåõîäó âiä òî÷íî¨ çàäà÷i äî ïîñëiäîâíîñòi íàáëèæåíèõ çàäà÷, òà ïðîâå-
äåííÿ àïîñòåðiîðíîãî àíàëiçó îòðèìàíèõ (ïðè ôiêñîâàíîìó çíà÷åííi ïàðàìåòðó
àïðîêñèìàöi¨) ç äîïîìîãîþ ðåàëiçàöi¨ ÷èñåëüíîãî ìåòîäó íà ÅÎÌ íàáëèæåíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ, ùî åêâiâàëåíòíî âiäîêðåìëåííþ âñiõ içîëüîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèõiäíî¨
çàäà÷i.

Âiäîìî, ùî ïðîöåñ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñêëàäíèõ çàäà÷ ïåðåäáà÷à¹
¨õ àïðîêñèìàöiþ àáî äèñêðåòèçàöiþ, â ðåçóëüòàòi ÷îãî âèõiäíà çàäà÷à çâîäèòüñÿ
äî áiëüø ïðîñòî¨, ÿêà ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ âiäïîâiäíèì ÷èñåëüíèì ìåòîäîì iç çàñòîñó-
âàííÿì êîìï'þòåðà. Öåé ïðîöåñ âèêëèêà¹ ïîÿâó ðiçíîãî ðîäó ïîõèáîê, ÿêi âïëè-
âàþòü íà çàãàëüíó õàðàêòåðèñòèêó òî÷íîñòi íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, à çâiäñè i
íà îá÷èñëþâàëüíó ñêëàäíiñòü òà iíôîðìàöiéíó ¹ìíiñòü ÷èñåëüíîãî àëãîðèòìó,
ùî çàáåçïå÷ó¹ çàäàíó òî÷íiñòü ðîçâ'ÿçêiâ.

Áåçïîñåðåäí¹ ÷èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëiíiéíèõ çàäà÷, ùî àïðiîði ìàþòü
áàãàòî ðîçâ'ÿçêiâ â çàäàíié îáìåæåíié îáëàñòi, ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ åòàïiâ: âi-
äîêðåìëåííÿ âñiõ içîëüîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ i ¨õ iòåðàöiéíîãî óòî÷íåííÿ. Îñêiëüêè
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÷èñåëüíi ìåòîäè ðåàëiçàöi¨ öèõ åòàïiâ ¹ ðiçíèìè, òî ïðèðîäíî ãîâîðèòè ïðî êîì-
áiíîâàíèé ìåòîä ãëîáàëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëiíiéíèõ çàäà÷ òà îïòèìiçàöiþ
îá÷èñëåíü.

Ñëiä âiäìiòèòè, ùî îïòèìiçàöiÿ îá÷èñëåíü � ïîíÿòòÿ øèðîêå [1]. Ñêëàäîâè-
ìè éîãî ¹ îá'¹êòè, íà ÿêèõ îïòèìiçàöiÿ çäiéñíþ¹òüñÿ, êðèòåði¨, çà ÿêèìè âîíà
ðåàëiçó¹òüñÿ, òà ìåòîäè i ñïîñîáè, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ âîíà äîñÿãà¹òüñÿ. Îá'¹-
êòàìè ïðè îïòèìiçàöi¨ îá÷èñëåíü ìîæóòü áóòè êëàñè çàäà÷, êëàñè ÷èñåëüíèõ
ìåòîäiâ àáî îá÷èñëþâàëüíèõ àëãîðèòìiâ òà êëàñè ïðîãðàì, ùî ¨õ ðåàëiçóþòü íà
ÅÎÌ. Êðèòåðiÿìè îïòèìiçàöi¨ ìîæóòü ñëóæèòè òàêi õàðàêòåðèñòèêè: òî÷íiñòü,
øâèäêîäiÿ, òîáòî ÷àñ ðåàëiçàöi¨ àëãîðèòìó íà ÅÎÌ, àáî éîãî îá÷èñëþâàëüíà
ñêëàäíiñòü, íåîáõiäíà ïàì'ÿòü ÅÎÌ òà iíøi, âëàñòèâi ðiçíèì îá÷èñëþâàëüíèì
àëãîðèòìàì. Ñïîñîáè i ìåòîäè ïîáóäîâè îïòèìàëüíèõ àëãîðèòìiâ ìîæóòü áóòè
òåîðåòè÷íèìè, íà îñíîâi äîâåäåííÿ âiäïîâiäíèõ òåîðåì, òà ïðàêòè÷íèìè â ðå-
çóëüòàòi òåñòóâàííÿ àëãîðèòìiâ íà ìíîæèíàõ ¨õ ôóíêöiîíàëüíèõ ïàðàìåòðiâ òà
âèõiäíèõ äàíèõ çàäà÷.

Ó äàíié ðîáîòi äîñëiäæóþòüñÿ ïèòàííÿ îðãàíiçàöi¨ òà îïòèìiçàöi¨ îá÷èñëåíü
ïðè çàñòîñóâàííi êîìáiíîâàíîãî ìåòîäó äî ãëîáàëüíîãî íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçó-
âàííÿ äåÿêèõ êëàñiâ íåëiíiéíèõ çàäà÷. Îá'¹êòàìè äîñëiäæåííÿ áóäóòü äåÿêi êëà-
ñè íåëiíiéíèõ îïåðàòîðíèõ i ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü òà ¨õ äèñêðåòíi àíàëîãè
� ñèñòåìè íåëiíiéíèõ ñêàëÿðíèõ ðiâíÿíü (ÑÍÑÐ), à òàêîæ äåÿêi êëàñè çàäà÷
ãëîáàëüíî¨ îïòèìiçàöi¨, ùî çâîäÿòüñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ âiäïîâiäíèõ ¨ì ÑÍÑÐ.
Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ áóäóòü îöiíêè òî÷íîñòi òà îá÷èñëþâàëüíî¨ ñêëàäíîñòi
εs-àëãîðèòìó [2] âiäîêðåìëåííÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ çàäà÷ òà äåÿêèõ iòåðàöié-
íèõ ìåòîäiâ ¨õ óòî÷íåííÿ, à òàêîæ îïòèìiçàöiÿ îá÷èñëåíü ïðè ðåàëiçàöi¨ êîìái-
íîâàíîãî ìåòîäó â öiëîìó.
Àïðiîðíà iíôîðìàöiÿ i õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷, ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ òà
îá÷èñëþâàëüíèõ àëãîðèòìiâ. Íåõàé çàäà÷à P (I) iç äåÿêîãî êëàñó ðîçâ'ÿ-
çó¹òüñÿ îá÷èñëþâàëüíèì àëãîðèòìîì (î.à.) A(X) íà êîìï'þòåði C(Y ). Íàäàëi
I, X, Y áóäåìî ââàæàòè ñêií÷åííèìè ìíîæèíàìè ïàðàìåòðiâ, ÿêi âèçíà÷àþòü
âiäïîâiäíî P, A, C. Íàïðèêëàä, åëåìåíòàìè I ìîæóòü áóòè äàíi ïðî òî÷íiñòü
ïî÷àòêîâèõ âåëè÷èí, êîíñòàíòè, ùî îáìåæóþòü õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷, ðîçìið-
íiñòü òàáëèöü i ò. ï. Åëåìåíòàìè X ìîæóòü áóòè: ñòåïiíü àïðîêñèìàöiéíîãî
ïîëiíîìà, êðîê ñiòêè äèñêðåòèçàöi¨, ÷èñëî âóçëiâ äèñêðåòíîãî àïðîêñèìàöiéíî-
ãî îïåðàòîðà, çíà÷åííÿ îïåðàòîðà ó âóçëàõ ñiòêè, ÷èñëî iòåðàöié, ïàðàìåòð, ùî
õàðàêòåðèçó¹ øâèäêiñòü çáiæíîñòi òà ií. Åëåìåíòàìè ìíîæèíè Y ¹ äîâæèíà
ìàíòèñè ó ìàøèííîìó ïîäàííi ÷èñëà, äîâæèíà ðîçðÿäíî¨ ñiòêè, ñïîñiá çàîêðó-
ãëåííÿ, ïîðÿäîê òà ÷àñ âèêîíàííÿ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié, îá'¹ì ïàì'ÿòi ÅÎÌ
òà ií.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ÷èñåëüíîãî ìåòîäó, ùî ìîæå ðîçâ'ÿçóâàòè äàíó çàäà÷ó P (I)
âçàãàëi, àáî íàéêðàùå çà êðèòåði¹ì òî÷íîñòi àáî îá÷èñëþâàëüíî¨ ñêëàäíîñòi (÷è
øâèäêîñòi) íåîáõiäíî ìàòè âiäïîâiäíó àïðiîðíó iíôîðìàöiþ ïðî çàäà÷ó, òîáòî
ïðî òi ¨¨ åëåìåíòè, ÿêi äëÿ ôóíêöiîíóâàííÿ âèêîðèñòîâó¹ ñàì ìåòîä i ÿêi íå-
îáõiäíi äëÿ òåîðåì iñíóâàííÿ i çáiæíîñòi, à òàêîæ äëÿ îäåðæàííÿ àïðiîðíèõ i
àïîñòåðiîðíèõ îöiíîê ïîõèáîê, íà áàçi ÿêèõ ìîæíà ãîâîðèòè ïðî ÿêiñòü i åôå-
êòèâíiñòü ìåòîäó. Òàêà iíôîðìàöiÿ ìiñòèòüñÿ â ñàìèõ õàðàêòåðèñòèêàõ çàäà÷
òà ¨õ îöiíêàõ. Íàïðèêëàä, â çàäà÷i ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëiíiéíîãî îïåðàòîðíîãî ðiâ-
íÿííÿ T (u) = 0 íåîáõiäíà iíôîðìàöiÿ çàêëàäåíà â ñòðóêòóði i âëàñòèâîñòÿõ
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îïåðàòîðà Tu, ïðîñòîðiâ (îáëàñòåé) éîãî âèçíà÷åííÿ i çíà÷åíü, à òàêîæ â îöií-
êàõ íîðì îïåðàòîðà Tu òà éîãî, ïðèíàéìíi äâîõ ïîõiäíèõ.

Õàðàêòåðèñòèêè ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ (÷.ì.) óìîâíî ìîæíà ðîçäiëèòè íà ôóí-
êöiîíàëüíi, ÿêi âiäîáðàæàþòü ñóòü i ïðàöåçäàòíiñòü ìåòîäiâ i ÿêiñíi, ùî çà ði-
çíèìè êðèòåðiÿìè âèçíà÷àþòü ¨õ åôåêòèâíiñòü. Íàïðèêëàä, äî ôóíêöiîíàëüíèõ
õàðàêòåðèñòèê iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ âiäíîñÿòüñÿ: îáëàñòü çàñòîñóâàííÿ, ïî÷àòêî-
âå íàáëèæåííÿ, êðîêîâèé ïàðàìåòð, çíà÷åííÿ i îöiíêè îïåðàòîðà òà éîãî ïðè-
íàéìíi äâîõ ïîõiäíèõ ó òî÷öi àáî îáëàñòi, ïàðàìåòð, ùî âèçíà÷à¹ øâèäêiñòü
çáiæíîñòi, êðèòåðié çóïèíêè òà ií.

Äî ÿêiñíèõ õàðàêòåðèñòèê âiäíîñÿòüñÿ: ãàðàíòîâàíà òî÷íiñòü ðåçóëüòàòó, ùî
âèçíà÷à¹òüñÿ çíà÷åííÿì àáî îöiíêîþ ðiçíèõ âèäiâ ïîõèáîê, ùî ñóïðîâîäæóþòü
ïðîöåñ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷, îá÷èñëþâàëüíà ñêëàäíiñòü, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ÷àñîì
àáî ÷èñëîì îïåðàöié, çàòðà÷åíèõ äëÿ îäåðæàííÿ ðîçâ'ÿçêó, òà íåîáõiäíà ïàì'ÿòü
ÅÎÌ. Ñþäè ìîæíà âiäíåñòè ùå çáiæíiñòü ìåòîäó, øâèäêiñòü çáiæíîñòi, îáëàñòü
çáiæíîñòi, ñòiéêiñòü äî âèõiäíèõ äàíèõ i ðåçóëüòàòiâ îá÷èñëåíü, îïòèìàëüíiñòü
çà äàíèì êðèòåði¹ì i ò.ä.

Îñêiëüêè î.à. ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê êîíêðåòíó ðåàëiçàöiþ íà ÅÎÌ âiäïîâiä-
íîãî ÷èñåëüíîãî ìåòîäó, òî âñå âèùå âèêëàäåíå ïðî õàðàêòåðèñòèêè ÷èñåëüíèõ
ìåòîäiâ ïåðåíîñèòüñÿ i íà õàðàêòåðèñòèêè î.à. ç âðàõóâàííÿì òîãî, ùî âîíè
ñòîñóþòüñÿ âæå åëåìåíòiâ äèñêðåòíî¨ çàäà÷i i ðîçãëÿäàþòüñÿ ó ìåòðèöi àïðî-
êñèìóþ÷îãî ïðîñòîðó. Íàäàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè î.à. A(X, Y ), ùî çäiéñíþþòü
íà ÅÎÌ C(Y ) ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ iç êëàñó P (I), à çà ¨õ õàðàêòåðèñòèêè ÿêîñòi
ïðèéìåìî:

E(I, X, Y ) � òî÷íiñòü ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i, àáî ìiðó ïîâíî¨ ïîõèáêè;
T (I, X, Y ) � çàãàëüíèé ÷àñ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i àáî îá÷èñëþâàëüíà ñêëàäíiñòü

àëãîðèòìó ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i;
M(I, X, Y ) � iíôîðìàöiéíà ¹ìíiñòü àáî íåîáõiäíà ïàì'ÿòü ÅÎÌ äëÿ ðîçâ'ÿ-

çàííÿ çàäà÷i.
Òî÷íiñòü E(I, X, Y ) âèçíà÷à¹òüñÿ ìiðîþ àáñîëþòíî¨ ïîâíî¨ ïîõèáêè, ñêëàäî-

âèìè ÿêî¨ ¹ àáñîëþòíi ïîõèáêè: íåóñóâíî¨, ìåòîäó i çàîêðóãëåííÿ. Âèêîðèñòîâó-
¹òüñÿ òàêîæ òåðìií àáñîëþòíî¨ îá÷èñëþâàëüíî¨ ïîõèáêè, ùî îá'¹äíó¹ ïîõèáêó
àïðîêñèìàöi¨ àáî äèñêðåòèçàöi¨ òà ïîõèáêè ìåòîäó i çàîêðóãëåííÿ.

Â çàëåæíîñòi âiä êëàñiâ äîñëiäæóâàíèõ çàäà÷ ðîçãëÿäàþòüñÿ íàñòóïíi îöiíêè
ïîõèáîê: àïðiîðíi é àïîñòåðiîðíi, ìàæîðàíòíi i àñèìïòîòè÷íi, äåòåðìiíîâàíi i
ñòîõàñòè÷íi. Âèáið i ïðèéíÿòíiñòü òèõ ÷è iíøèõ îöiíîê ïîõèáîê òà ñïîñîáiâ ¨õ
ïîáóäîâè ïðè íàáëèæåíîìó ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ çàëåæèòü âiä òèïó, ñòðóêòóðè
òà äîñòîâiðíîñòi àïðiîðíèõ äàíèõ ïðî çàäà÷ó òà îá÷èñëþâàëüíèé àëãîðèòì ¨¨
ðîçâ'ÿçàííÿ, îáìåæåíü íà âåëè÷èíó ïîõèáêè òà îá÷èñëþâàëüíèõ ðåñóðñiâ.

Îá÷èñëþâàëüíà ñêëàäíiñòü T (I, X, Y ) õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ÷àñîì àáî çàãàëü-
íèì ÷èñëîì ìàøèííèõ (êîìï'þòåðíèõ) îïåðàöié, íåîáõiäíèõ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ
çàäà÷i.

Iíôîðìàöiéíà ¹ìíiñòü M(I,X, Y ) âèðàæà¹òüñÿ íåîáõiäíèì äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ
çàäà÷i îá'¹ìîì óñiõ âèäiâ ïàì'ÿòi ÅÎÌ.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷i ãëîáàëüíî¨ îïòèìiçàöi¨. Îïòèìiçàöiéíi çàäà÷i, ùî õàðà-
êòåðèçóþòü ðåàëüíi ïðèðîäíè÷i i òåõíîëîãi÷íi ïðîöåñè, ÷àñòî âèìàãàþòü çíàõî-
äæåííÿ ãëîáàëüíîãî îïòèìóìó (ìiíiìóìó, ìàêñèìóìó àáî îáîõ ðàçîì). Îñîáëèâî
âàæëèâèìè ¹ áàãàòîâèìiðíi ìíîãîåêñòðåìàëüíi çàäà÷i, ùî âèìàãàþòü çíàõîäæå-
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ííÿ ãëîáàëüíîãî îïòèìóìó íà äåÿêié îáìåæåíié çàìêíåíié ìíîæèíi.
Çàäà÷à ãëîáàëüíî¨ îïòèìiçàöi¨ çàïèñó¹òüñÿ òàê: çíàéòè ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ

ϕ∗ i ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ϕ∗ ìíîãîåêñòðåìàëüíî¨ ñêàëÿðíî¨ ôóíêöi¨ ϕ(ū) íà
îáìåæåíié çàìêíåíié ìíîæèíi Ωn ∈ En, äå En � n-âèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið,
u = (u1, u2, . . . , un) ∈ En. Iíàêøå êàæó÷è, ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó:

ϕ∗ = min
u∈Ωn

ϕ(u),

ϕ∗ = max
u∈Ωn

ϕ(u),
(1)

äå Ω =
{
u = (u1, u2, . . . , un) : a < ui < b; i = 1, n;−∞ < a, b < ∞, d = b− a

}
� n-

âèìiðíèé êóá.
ßêùî â çàäà÷i (1) âiäíîñíî ôóíêöi¨ ϕ(ū) íi÷îãî êðiì íåïåðåðâíîñòi íåâiäîìî,

òîäi íàéáiëüø ðîçïîâñþäæåíèé ìåòîä ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ áàçó¹òüñÿ íà íåðiâíîìið-
íîìó ïîêðèòòi äîïóñòèìî¨ îáëàñòi. Äðóãèé íàïðÿì ñòîñó¹òüñÿ îïòèìiçàöi¨ äâi÷i
íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ ϕ(ū). Â öüîìó âèïàäêó çàäà÷à (1) çâîäè-
òüñÿ äî çàäà÷i ãëîáàëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ íà Ωn ñèñòåìè íåëiíiéíèõ ñêàëÿðíèõ
ðiâíÿíü (ÑÍÑÐ) âèäó:

∂ϕ(ū)

∂ui

= 0, (i = 0, 1, ..., n), (2)

ùî âiäîáðàæà¹ íåîáõiäíó óìîâó åêñòðåìóìó ôóíêöi¨ ϕ(ū).
Îñêiëüêè îïòèìàëüíi ðîçâ'ÿçêè ū∗ òà ū∗ ìîæóòü çíàõîäèòèñü àáî âñåðåäèíi

êóáà àáî íà éîãî ãðàíÿõ, òî äëÿ ¨õ çíàõîäæåííÿ íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçóâàòè ïîâíó
ñèñòåìó (2) òà óñi óðiçàíi ñèñòåìè âèäó (2) ðîçìiðíîñòi âiä 1 äî n−1, ùî âiäïîâiä-
à¹ ñóêóïíîñòi çàäà÷ îïòèìiçàöi¨ ôóíêöi¨ ϕ(ū) íà j - âèìiðíèõ êóáàõ (1 ≤ j ≤ n).
Ïðî êîìáiíîâàíèé ìåòîä íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü. Ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè ñêëàäíèõ ïðèðîäíè÷èõ ïðîöåñiâ àáî ÿâèù,
÷àñòî ¹ íåëiíiéíi ôóíêöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ (ñèñòåìè ñêàëÿðíèõ ðiâíÿíü, äèôå-
ðåíöiàëüíi òà iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ), ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi:

Tu := u− Tu = 0, (3)

äå T � íåëiíiéíèé äâi÷i äèôåðåíöiéîâíèé çà Ôðåøå îïåðàòîð, ùî äi¹ â îäíî-
ìó i òîìó æ ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H (çîêðåìà i îïåðàòîð T ) àáî â ðiçíèõ
ïðîñòîðàõ. Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî ÑÍÑÐ (2) çâåäåíi äî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó
(3).

Õàðàêòåðíîþ îñîáëèâiñòþ òàêèõ ðiâíÿíü ¹ òå, ùî â çàëåæíîñòi âiä ñâî¹¨ ñòðó-
êòóðè òà åëåìåíòiâ, ÿêi ¨õ ïîðîäæóþòü, âîíè ìîæóòü ìàòè â çàäàíié îáëàñòi
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê àáî áàãàòî içîëüîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, êîæíèé iç ÿêèõ ìîæå õàðà-
êòåðèçóâàòè òîé ÷è iíøèé ñòàí çìîäåëüîâàíîãî ïðîöåñó.

Íàáëèæåíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ ðiâíÿíü ç iñòîòíèìè íåëiíiéíîñòÿìè òà áà-
ãàòüìà ðîçâ'ÿçêàìè ïåðåäáà÷à¹ âiäîêðåìëåííÿ içîëüîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ç íàñòó-
ïíèì ¨õ iòåðàöiéíèì óòî÷íåííÿì. Âiäîêðåìëåííÿ içîëüîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìîæå
áóòè ðåàëiçîâàíå εs-àëãîðèòìîì [2], à óòî÷íåííÿ � äåÿêèì iòåðàöiéíèì ìåòîäîì,
çàãàëüíèé âèãëÿä ÿêîãî ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ôîðìóëè

uk+1 = uk − αk gk, k = 0, 1, ..., (4)
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â ÿêié gk âiäîáðàæà¹ íàïðÿì ðóõó iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó, à αk � ïîñëiäîâíiñòü
äiéñíèõ ÷èñåë, ùî âèçíà÷àþòü âåëè÷èíó êðîêó iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó. Ðiçíèì
çíà÷åííÿì gk i αk áóäóòü âiäïîâiäàòè ðiçíi iòåðàöiéíi ìåòîäè [3]. Çîêðåìà, ïðè

αk =
∥∥Tuk

∥∥2
/
∥∥T ′(uk)Tuk

∥∥2
, gk = Tuk

iç (4) âèïëèâà¹ ìåòîä íàéøâèäøîãî ñïóñêó (ÌÍÑ), ïðè öüîìó

q(r) = (
M2

m2
+

Nδ0

m2
− 1)1/2,

ϕ(r) =
δ0

m(1− q(r))
.

Âàæëèâèì ïðè íàáëèæåíîìó ðîçâ'ÿçóâàííi íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ ñàìà ïîñòà-
íîâêà çàäà÷i ùîäî êðèòåðiþ ðîçâ'ÿçàííÿ. Òóò ìîæëèâi äâà âèïàäêè:

1. Çíàéòè íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê àáî ε-ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3) çãiäíî ç êðè-
òåði¹ì òî÷íîñòi çà íåâ'ÿçêîþ, ùî õàðàêòåðèçó¹ ñòàí çìîäåëüîâàíîãî îá'¹êòó àáî
ïðîöåñó ïðè äàíîìó ðîçâ'ÿçêó.

2. Çíàéòè íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê àáî ε-ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3) çà êðèòåði¹ì
òî÷íîñòi ïî àðãóìåíòó, ùî õàðàêòåðèçó¹ áëèçüêiñòü íàáëèæåíîãî i âiäïîâiäíîãî
éîìó òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêiâ.

Ñëiä âiäìiòèòè, ùî çâ'ÿçîê àáî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ïîõèáêàìè çà íåâ'ÿçêîþ
i àðãóìåíòîì â ðiçíèõ çàäà÷àõ ìîæå áóòè ðiçíèì. Íàïðèêëàä, ìàëié ïîõèáöi çà
íåâ'ÿçêîþ ìîæå âiäïîâiäàòè çíà÷íà ïîõèáêà çà àðãóìåíòîì i íàâïàêè. Âñå öå çà-
ëåæèòü âiä äèôåðåíöiàëüíèõ âëàñòèâîñòåé îïåðàòîðà â äåÿêîìó îêîëi ðîçâ'ÿçêó
ðiâíÿííÿ.

Îòæå, íåõàé ÑÍÑÐ (2) àáî ðiâíÿííÿ (3) â îáìåæåíié îáëàñòi Q ⊂ H ìà¹ l
içîëüîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ u∗i (i = 1, l). Âiäîêðåìëåííÿ öèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïåðåäáà÷à¹
çíàõîäæåííÿ òàêèõ ïiäîáëàñòåé Qi ⊂ Q, çîêðåìà çàìêíåíèõ êóëü S, êîæíà ç
ÿêèõ áóäå ìiñòèòè ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê iç îáëàñòi Q. Äëÿ öüîãî íåîáõiäíî çíàéòè
ìíîæèíè åëåìåíòiâ vi ∈ Q i äiéñíèõ ÷èñåë ri ∈ Ri (i = 1, l), ÿêi íàçâåìî âiäïîâiä-
íî öåíòðàìè i ðàäióñàìè çàìêíåíèõ êóëü S(vi, ri) =

{
u ∈ R : ‖u− vi‖ ≤ ri

}
, ùîá

íà êîæíié iç íèõ âèêîíóâàëèñü äåÿêi äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿç-
êó ðiâíÿííÿ (3). Çà íàÿâíîñòi òàêèõ ïàð (vi, ri) iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó
ðiâíÿííÿ (3) ó êóëi S(vi, ri) òà çáiæíîñòi iòåðàöiéíîãî ìåòîäó (4) âèçíà÷à¹òüñÿ
íàñòóïíîþ óçàãàëüíåíîþ òåîðåìîþ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ó êóëi S(u0, r), äå u0 � îäèí ç åëåìåíòiâ vi, à r � âiäïî-
âiäíå öüîìó çíà÷åííÿ ri, âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

∥∥T (u0)
∥∥ ≤ δ0, (5)

‖T ′(u)‖ ≤ M(u0, r), ‖T ′′(u)‖ ≤ N(u0, r), (6)
|(T ′(u)h, h)| ≥ m(u0, r) ‖h‖ abo ‖T ′(u)h‖ ≥ m(u0, r), (7)

äå δ0, M(u0, r), N(u0, r), m(u0, r) � êîíñòàíòè, ÿêi çàáåçïå÷óþòü âèêîíàííÿ
óìîâ:

q(r) = q(δ0,M(u0, r), N(u0, r),m(u0, r)) < 1, (8)
ϕ(r) = ϕ(δ0,M(u0, r), N(u0, r),m(u0, r)) < 1, (9)

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2008, âèï. 17



42 Ì. Ä. ÁÀÁÈ×, Î. Ì. ÃÅÖÊÎ

Òîäi ðiâíÿííÿ (3) â êóëi S(u0, r) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, äî ÿêîãî çáiãà¹òüñÿ ïî-
ñëiäîâíiñòü uk, ïîáóäîâàíà çãiäíî ç (4) (çà âiäïîâiäíîãî âèáîðó gk i αk), ïðè÷îìó
øâèäêiñòü çáiæíîñòi òà îöiíêà ïîõèáêè õàïàêòåðèçó¹òüñÿ íåðiâíiñòþ:

∆(uk) =
∥∥u∗ − uk

∥∥ ≤ ϕ(δ0,M(u0, r), N(u0, r), m(u0, r))[q(r)]k. (10)

Ïðè k = 0

∥∥u∗ − u0
∥∥ ≤ ϕ(δ0,M(u0, r), N(u0, r),m(u0, r)), (11)

ùî õàðàêòåðèçó¹ áëèçüêiñòü òî÷íîãî i âiäïîâiäíîãî éîìó íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó.
Äëÿ ðiçíèõ êîíêðåòíèõ çíà÷åíü gk i αk àíàëîãè öi¹¨ òåîðåìè íàâåäåíi i äîâåäå-

íi â [4-6]. Âîíè ñòîñóþòüñÿ ìåòîäiâ íàéøâèäøîãî ñïóñêó, ìiíiìàëüíèõ íåâ'ÿçîê
òà ìiíiìàëüíèõ ïîõèáîê. Çîêðåìà, ïðè αk =

∥∥Tuk
∥∥2

/
∥∥T ′(uk)Tuk

∥∥2, gk = Tuk iç
(4) îäåðæèìî ìåòîä íàéøâèäøîãî ñïóñêó.

Çàçíà÷èìî, ùî áåçïîñåðåäíÿ ðåàëiçàöiÿ iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ (4), ïðè ðîçâ'ÿ-
çóâàííi ðiâíÿííÿ (3) ìîæëèâà ëèøå äëÿ ïðîñòèõ çà ñòðóêòóðîþ îïåðàòîðiâ T .
Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïðîöåñ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ (3) ïîëÿãà¹
ó ïîáóäîâi i íàñòóïíîìó ðîçâ'ÿçóâàííi ïîñëiäîâíîñòi íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü áiëüø
ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè:

Tnu := u− T nu = 0 (n = 1, 2, ...), (12)
ùî àïðîêñèìóþòü ó ïåâíîìó ðîçóìiííi ðiâíÿííÿ (3) i òàêi, ùî Tn : Q ⊂ H → H
i ¹ äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè çà Ôðåøå.

Çãiäíî iç çàãàëüíîþ òåîði¹þ íàáëèæåíèõ ìåòîäiâ ïðàâîìiðíiñòü ïåðåõîäó âiä
ðiâíÿííÿ (3) äî ïîñëiäîâíîñòi ðiâíÿíü (12) áàçó¹òüñÿ íà òåîðåìi ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü
(ïðè äîâiëüíîìó àáî äîñòàòíüî âåëèêîìó n) ðiâíÿíü (12) çà äàíèìè iñíóâàííÿ
ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (3) i çáiæíîñòi ìåòîäó ïåðåõîäó äî ðiâíÿíü (12). Âêàçàíi
òåîðåìè, ùî áàçóþòüñÿ â äàíîìó âèïàäêó íà òåîðåìi 1, äàþòü òåîðåòè÷íå îá-
 ðóíòóâàííÿ i ïðàêòè÷íèé àïàðàò äëÿ âèðiøåííÿ ïèòàííÿ ùîäî âiäîêðåìëåííÿ
içîëüîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (3).

Ïðàêòè÷íå ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ (12) ìîæå áóòè çäiéñíåíå ç äîïîìîãîþ
ìåòîäó (4) áåçïîñåðåäíüî, ÿêùî öå äîçâîëÿ¹ ñòðóêòóðà îïåðàòîðà Tn (n � ôiêñî-
âàíå) i äëÿ íàÿâíèõ ïî÷àòêîâèõ íàáëèæåíü u0 ìàþòü ìiñöå óìîâè (5) - (9) òåîðå-
ìè 1. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó çàäà÷à ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ (12) çâîäèòüñÿ
äî åêâiâàëåíòíî¨ çàäà÷i ðîçâ'ÿçóâàííÿ âiäïîâiäíî¨ ñèñòåìè íåëiíiéíèõ ñêàëÿð-
íèõ ðiâíÿíü (ÑÍÑÐ), ÿêà ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíà çà äîïîìîãîþ εs-àëãîðèòìó [2].
Â öüîìó âèïàäêó çà ðiçíèõ ôiêñîâàíèõ n ìîæóòü áóòè çíàéäåíi âñi içîëüîâàíi
íàáëèæåíi ðîçâ'ÿçêè u∗in = vi, ùî ó ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ ïðèéìàþòüñÿ çà
öåíòðè êóëü S(vi, ri) i ìîæóòü ïðàâèòè çà ïî÷àòêîâi íàáëèæåííÿ ïðè óòî÷íåííi
ðîçâ'ÿçêiâ iòåðàöiéíèìè ìåòîäàìè (4).

Ó òåîðåìàõ iñíóâàííÿ ïîðÿä iç îöiíêàìè íîðì îïåðàòîðiâ T , Tn òà ¨õ äâîõ
ïîõiäíèõ, iñòîòíó ðîëü âiäiãðà¹ áëèçüêiñòü îïåðàòîðiâ T , T ′, T ′′ i Tn, T ′

n, T ′′
n . Öÿ

áëèçüêiñòü âèçíà÷à¹òüñÿ â êóëi S(v, r), äå âèêîíóþòüñÿ äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ
¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó, òàêèì ÷èíîì: êàæóòü, ùî íà åëåìåíòi u ∈ S(v, r) âèêîíóþ-
òüñÿ äîñòàòíi óìîâè àïðîêñèìàöi¨ îïåðàòîðiâ Tm(u) îïåðàòîðàìè Tm

n (u), ÿêùî
iñíóþòü òàêi ôóíêöiîíàëè ηm(n, u) → 0 ïðè n →∞, ùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi:

‖Tm(u)− Tm
n (u)‖ ≤ ηj(n, u), (13)
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äå j = 0, 1, 2, T 0(u) = Tu, T 1(u) = T ′(u), T 2(u) = T ′′(u). Ôàêòè÷íî ôóíêöiîíàëè
ηj(n, u) ¹ ñêëàäîâèìè åëåìåíòàìè ïîõèáîê àïðîêñèìàöi¨ òà ìåòîäó.

Êîíñòðóêòèâíèé àëãîðèòì âèçíà÷åííÿ ðàäióñiâ ri çàäàíèé â îáåðíåíié òåî-
ðåìi. Âií ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ vi = u0 çíàõîäÿòüñÿ âåëè÷è-
íè δ0, M(u0, r), N(u0, r), m(u0, r), ÿêi âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç âiäïîâiäíi âåëè÷èíè
Mn(u0, r), Nn(u0, r), mn(u0, r) îá÷èñëåíi äëÿ îïåðàòîðiâ T ′

n, T ′′
n i ôóíêöiîíàëè

ηi(n, u0). Â öüîìó âèïàäêó âåëè÷èíè M(u0, r), N(u0, r), m(u0, r) áóäóòü ôóí-
êöiÿìè øóêàíîãî ðàäióñà ri = r. Ïiäñòàâèâøè ¨õ ó (8), (9) îäåðæèìî ñèñòåìó
íåëiíiéíèõ íåðiâíîñòåé âiäíîñíî ðàäióñà r äëÿ êîæíîãî vi = u0. Iíòåðâàë ñó-
ìiñíîñòi öèõ íåðiâíîñòåé ïðè êîæíîìó vi = u0 âèçíà÷à¹ îáëàñòü äîïóñòèìèõ
çíà÷åíü ðàäióñà r çàìêíåíèõ êóëü ¹äèíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (3).

Âèõîäÿ÷è iç íàâåäåíîãî âèùå, ìîæíà âèçíà÷èòè (ïðè ôiêñîâàíîìó çíà÷åííi
ïàðàìåòðà n) òàêi îá÷èñëþâàëüíi ñõåìè âiäîêðåìëåííÿ i óòî÷íåííÿ óñiõ içîëüî-
âàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ:

1. Àïðîêñèìàöiéíà ñõåìà. Âîíà çäiéñíþ¹ ïåðåõiä âiä ðiâíÿííÿ (3) äî ïîñëi-
äîâíîñòi ðiâíÿíü (12) i åêâiâàëåíòíèõ ¨ì ÑÍÑÐ ç íàñòóïíèì çàñòîñóâàííÿì äî
íèõ εs-àëãîðèòìó âiäîêðåìëåííÿ âñiõ içîëüîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

2. Iòåðàöiéíà ñõåìà. Ðåàëiçó¹ çàñòîñóâàííÿ iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ âèäó (4) äëÿ
óòî÷íåííÿ âiäîêðåìëåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (3) àáî (12) ïðè íàÿâíîñòi âiäïî-
âiäíèõ ïî÷àòêîâèõ íàáëèæåíü, ùî çàáåçïå÷óþòü çáiæíiñòü ìåòîäiâ.

3. Êîìáiíîâàíà ñõåìà. Âîíà ïîëÿãà¹ ó ïî÷àòêîâîìó çàñòîñóâàííi àïðîêñèìà-
öiéíî¨ ñõåìè i εs-àëãîðèòìó äî ìîìåíòó âiäîêðåìëåííÿ óñiõ içîëüîâàíèõ ðîçâ'ÿç-
êiâ i âèêîíàííÿ äîñòàòíiõ óìîâ òåîðåì iñíóâàííÿ òà çáiæíîñòi ç ïîäàëüøèì çà-
ñòîñóâàííÿì iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ.

Ïðè ðåàëiçàöi¨ íàâåäåíèõ ñõåì îá÷èñëåíü ìîæëèâi òàêi âàðiàíòè ùîäî îòðè-
ìàííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (12) çà êðèòåði¹ì òî÷íîñòi:

1. ε-ðîçâ'ÿçîê çà íåâ'ÿçêîþ ïðè ÿêîìóñü ôiêñîâàíîìó n çàáåçïå÷ó¹ àïðîêñè-
ìàöiéíà ñõåìà i εs-àëãîðèòì äî ìîìåíòó ìîæëèâîãî çàñòîñóâàííÿ iòåðàöiéíîãî
ìåòîäó.

2. ε-ðîçâ'ÿçîê çà íåâ'ÿçêîþ àïðîêñèìàöiéíà ñõåìà i εs-àëãîðèòì ïðè ÿêîìóñü
ôiêñîâàíîìó n íå çàáåçïå÷óþòü äî ìîìåíòó ìîæëèâîãî çàñòîñóâàííÿ iòåðàöié-
íîãî ìåòîäó. Â öüîìó âèïàäêó ïîòðiáíà òî÷íiñòü çà íåâ'ÿçêîþ äîñÿãà¹òüñÿ çà
äîïîìîãîþ iòåðàöiéíîãî ìåòîäó àáî ïîäàëüøîãî çáiëüøåííÿ n i çàñòîñóâàííÿ
εs-àëãîðèòìó.

3. ε-ðîçâ'ÿçîê çà àðãóìåíòîì ïðè ïåâíîìó ôiêñîâàíîìó n çàáåçïå÷ó¹ àïðîêñè-
ìàöiéíà ñõåìà i εs-àëãîðèòì. Öå îçíà÷à¹, ùî íà ìîìåíò ìîæëèâîãî çàñòîñóâàííÿ
iòåðàöiéíîãî ìåòîäó ε-ðîçâ'ÿçîê çà àðãóìåíòîì äîñÿãíóòî.

4. ε-ðîçâ'ÿçîê çà àðãóìåíòîì (äî ìîæëèâîãî çàñòîñóâàííÿ iòåðàöiéíîãî ìå-
òîäó) àïðîêñèìàöiéíà ñõåìà i εs-àëãîðèòì íå çàáåçïå÷óþòü. Â öüîìó âèïàäêó
ïîòðiáíà òî÷íiñòü ðîçâ'ÿçêó çà àðãóìåíòîì äîñÿãà¹òüñÿ àáî øëÿõîì iòåðàöiéíî-
ãî óòî÷íåííÿ, àáî çáiëüøåííÿì n i çàñòîñóâàííÿì εs-àëãîðèòìó.

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî â íàâåäåíèõ ñõåìàõ îöiíêè ïîõèáîê âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç
õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷, àëãîðèòìiâ òà äåÿêi ñêàëÿðíi ôóíêöi¨, ùî ñóòò¹âî çàëå-
æàòü âiä ñòðóêòóðè íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó, â ÿêîìó ðîçâ'ÿ-
çó¹òüñÿ çàäà÷à, ïàðàìåòðó àïðîêñèìàöi¨, äîâæèíè ðîçðÿäíî¨ ñiòêè i ò.ä.

Ïîõèáêó íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó, îòðèìàíîãî â ðåçóëüòàòi ðåàëiçàöi¨ εs-àëãî-
ðèòìó, ìîæíà ââàæàòè ÿê òàêó, ùî âèíèêëà çà ðàõóíîê íåòî÷íîñòi âèõiäíèõ
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äàíèõ i âiäíåñòè ¨¨ äî íåóñóâíî¨. Çà ¨¨ îöiíêó ìîæíà ïðèéíÿòè (11). Ïîõèáêó
ìåòîäó iòåðàöiéíîãî óòî÷íåííÿ õàðàêòåðèçó¹ îöiíêà (10).

Ùîá îöiíèòè ïîõèáêó çàîêðóãëåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (3) ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç Q1(n, τ, c1), Q2(n, τ, c2), Q3(n, τ, c3), Q4(n, τ, c4) ñêàëÿðíi ôóíêöi¨,
ùî âèçíà÷àþòü ÷èñëî âñiõ âèêîðèñòàíèõ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié ïðè îá÷èñëåí-
íi âåëè÷èí Tuk, T ′(uk)Tuk, αk =

∥∥Tuk
∥∥2

/(T ′(uk)T (uk), Tuk) òà ðåàëiçàöi¨ îäíîãî
êðîêó iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (4). Ïàðàìåòð n ìîæå õàðàêòåðèçóâàòè ðîçìiðíiñòü
ïðîñòîðó àáî ÷èñëî âóçëiâ ñiòêè äèñêðåòèçàöi¨ àáî äîâæèíó àïðîêñèìàöiéíî-
ãî âiäðiçêó. τ � äîâæèíà ìàíòèñè, c1, c2, c3, c4 � êîíñòàíòè. Òîäi íà ïiäñòàâi
ìåòîäèêè [3] îöiíêà ïîõèáêè çàîêðóãëåííÿ ó ìåòîäi (4) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

∥∥uk
n − uk

nτ

∥∥ ≤
∥∥uk

n

∥∥ C(q)
4∑

i=1

Qi(n, ci) · 1, 06 · 2−τ , (C(q)− const). (14)

Ñêëàâøè (13) ïðè i = 1 i (14) ïðè k = 0, îäåðæèìî îöiíêó îá÷èñëþâàëüíî¨
ïîõèáêè àïðîêñèìàöiéíî¨ ñõåìè

∥∥u∗ − u0
nτ

∥∥ ≤
∥∥u∗ − u0

n

∥∥ +
∥∥u0

n − u0
nτ

∥∥ ≤

≤ Cη1(n, ‖u0
n‖)

m(1− q(r))
[q(r)]k +

∥∥u0
n

∥∥ C(q)
4∑

i=1

Qi(n, ci) · 1, 06 · 2−τ . (15)

Àíàëîãi÷íî, ñêëàâøè (10) ïðè âiäïîâiäíèõ ÌÍÑ çíà÷åííÿõ αk i gk îäåðæèìî
îöiíêó îá÷èñëþâàëüíî¨ ïîõèáêè iòåðàöiéíî¨ ñõåìè ÌÍÑ

∥∥u∗ − uk
nτ

∥∥ ≤
∥∥u∗ − uk

n

∥∥ +
∥∥uk

n − uk
nτ

∥∥ ≤

≤ δ0

m(1− q(r))
[q(r)]k +

∥∥u0
n

∥∥ C(q)
4∑

i=1

Qi(n, ci) · 1, 06 · 2−τ . (16)

Íà îñíîâi íåðiâíîñòåé (15) i (16) êîìïiëÿöi¹þ ìîæíà îäåðæàòè îöiíêó îá÷è-
ñëþâàëüíî¨ ïîõèáêè äëÿ êîìáiíîâàíî¨ ñõåìè. Ìàþ÷è îöiíêè (15), (16) ìîæíà
ïîðóøóâàòè ïèòàííÿ ïðî ìîæëèâiñòü ïîáóäîâè é îá÷èñëåííÿ ε-ðîçâ'ÿçêiâ ðiâ-
íÿííÿ (3).
Îïòèìiçàöiÿ îöiíîê òî÷íîñòi. Îäíó iç õàðàêòåðèñòèê ÿêîñòi íàáëèæåíîãî
ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïðèêëàäíèõ çàäà÷ âèçíà÷à¹ îöiíêà ïîâíî¨ ïîõèáêè, ñêëàäîâèìè
ÿêî¨ ¹ îöiíêè ïîõèáîê: íåóñóâíî¨, àïðîêñèìàöi¨, ìåòîäó òà çàîêðóãëåííÿ. Êîæíà
iç öèõ îöiíîê ïîõèáîê ìà¹ ñâî¨ ìåòîäè äîñëiäæåííÿ i â çàëåæíîñòi âiä âåëè-
÷èí ¨õ ñêëàäîâèõ öi îöiíêè çà âåëè÷èíîþ ìîæóòü ìàòè ðiçíi çíà÷åííÿ, â òîìó
÷èñëi i áóòè ñèëüíî çàâèùåíèìè. Öåé ôàêò ñóòò¹âî çàëåæèòü i âiä êâàëiôiêàöi¨
äîñëiäíèêà-ìàòåìàòèêà. Ó çâ'ÿçêó ç öèì àêòóàëüíèì ñòà¹ ïèòàííÿ îïòèìiçàöi¨
îöiíîê óñiõ âèäiâ ïîõèáîê ðàçîì iç ïîâíîþ.

Ìiíiìiçàöiÿ íåóñóâíî¨ ïîõèáêè çäiéñíþ¹òüñÿ çà ðàõóíîê áiëüø òî÷íîãî îïèñó
ôiçè÷íî¨ çàäà÷i òà áiëüø òî÷íîãî âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi,
ùî îïèñó¹ äîñëiäæóâàíèé ïðîöåñ àáî çàäà÷ó òà áiëüø òî÷íå çàäàííÿ âèõiäíèõ
äàíèõ.
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Îïòèìiçàöiÿ îöiíêè ïîõèáêè àïðîêñèìàöi¨ äîñÿãà¹òüñÿ çà ðàõóíîê âàðiþâàí-
íÿ ïàðàìåòðîì àïðîêñèìàöi¨, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ äîâæèíîþ âiäðiçêà àïðîêñèìàíòà
àáî éîãî ñòåïåíÿ, âåëè÷èíîþ ïàðàìåòðà äèñêðåòèçàöi¨ àáî ÷èñëà âóçëiâ ¨¨ ñiòêè.

Îïòèìiçàöiÿ îöiíêè ïîõèáêè ìåòîäó âèçíà÷à¹òüñÿ çà ðàõóíîê âèáîðó ïî-
÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ ïðè ðåàëiçàöi¨ iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ, îöiíîê ìàæîðàíò,
ùî âèçíà÷àþòü ïàðàìåòð, ÿêèé õàðàêòåðèçó¹ øâèäêiñòü çáiæíîñòi ìåòîäó, òà
êiëüêîñòi iòåðàöié, ùî çàáåçïå÷óþòü çàäàíó òî÷íiñòü ðåçóëüòàòó.

Îïòèìiçàöiÿ îöiíêè ïîõèáêè çàîêðóãëåííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ çà ðàõóíîê ¨¨ ìiíiìi-
çàöi¨ íà ìíîæèíi ñêëàäîâèõ çàäà÷i, îá÷èñëþâàëüíîãî àëãîðèòìó òà ïàðàìåòðiâ
ÅÎÌ. Çà äàíèõ ðiçíèõ óìîâ, ùî íàêëàäàþòüñÿ íà åëåìåíòè öèõ ñêëàäîâèõ,
îäåðæóþòüñÿ ðiçíi âåëè÷èíè îöiíêè ïîõèáêè çàîêðóãëåííÿ, ç ÿêèõ âèáèðà¹òüñÿ
ìiíiìàëüíà.

Øëÿõîì ñïiâñòàâëåííÿ âåëè÷èí îêðåìèõ îöiíîê ïîõèáîê ìîæíà çíàéòè ií-
òåðâàëè, äå âîíè áóäóòü ìiíiìàëüíèìè. Ìåæàìè iíòåðâàëiâ ¹ ÷èñëîâi âåëè÷èíè,
ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ðiçíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè ìiæ õàðàêòåðèñòèêàìè çàäà÷i, îá-
÷èñëþâàëüíîãî àëãîðèòìó i ÅÎÌ.
Îá÷èñëþâàëüíà ñêëàäíiñòü êîìáiíîâàíîãî ìåòîäó. Ñïåöèôiêà íàáëèæå-
íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ òàêîþ, ùî âiäîêðåìëåííÿ içîëüîâàíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ç äîïîìîãîþ εs-àëãîðèòìó ïåðåäáà÷à¹ ïîêðèòòÿ îáëàñòi Q = Ωn ïî-
ñëiäîâíiñòþ εk-ñiòîê òà âiäîáðàæåííÿ ¨¨ îïåðàòîðîì T â ïîñëiäîâíiñòü γk-ñiòîê,
ùî íàëåæèòü Q = Ωn. Øëÿõîì ïåðåâiðêè âèêîíàííÿ ïåâíèõ óìîâ, íàâåäåíèõ
â [2], ôîðìóþòüñÿ ïîñëiäîâíîñòi iç åëåìåíòiâ εk-ñiòîê, ùî çáiãàþòüñÿ äî ðiçíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ.

Óòî÷íåííÿ âiäîêðåìëåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïåðåäáà÷à¹ âèêîíàííÿ äîñòàòíiõ óìîâ
òåîðåì iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó ó êóëi S(v, r) i çáiæíîñòi âiäïîâiäíîãî iòå-
ðàöiéíîãî ìåòîäó. Âèáið òà çàñòîñóâàííÿ òîãî ÷è iíøîãî iòåðàöiéíîãî ìåòîäó
ïîâ'ÿçàíèé ÿê ç ïðîñòîòîþ ñõåìè éîãî ðåàëiçàöi¨ òàê i ç îöiíêîþ éîãî îá÷è-
ñëþâàëüíî¨ ñêëàäíîñòi, ÿêà iñòîòíî çàëåæèòü âiä òî÷íîñòi çà íåâ'ÿçêîþ àáî çà
àðãóìåíòîì øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó i õàðàêòåðèçó¹òüñÿ îá÷èñëþâàëüíîþ ñêëàäíi-
ñòþ iòåðàöiéíîãî îïåðàòîðà. Î÷åâèäíî, ùî çà îäíi¹¨ i òi¹¨ æ òî÷íîñòi ðîçâ'ÿçêó
îá÷èñëþâàëüíà ñêëàäíiñòü ðiçíèõ iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ áóäå ðiçíîþ. Ó çâ'ÿçêó
ç öèì âèíèêà¹ ïèòàííÿ âèáîðó íàéêðàùîãî iòåðàöiéíîãî ìåòîäó çà êðèòåði¹ì
îá÷èñëþâàëüíî¨ ñêëàäíîñòi ïðè îäíié i òié æå òî÷íîñòi àáî äîñëiäæåííÿ çà-
ëåæíîñòi îá÷èñëþâàëüíî¨ ñêëàäíîñòi ðiçíèõ iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ âiä õàðàêòå-
ðèñòèê çàäà÷, àëãîðèòìiâ òà òî÷íîñòi ðåçóëüòàòó (ðîçâ'ÿçêó). Àëå ïîðiâíþâàòè
ðiçíi iòåðàöiéíi ìåòîäè òiëüêè çà êiëüêiñòþ iòåðàöié, ÿêi çàáåçïå÷óþòü òó ÷è
iíøó îäíàêîâó òî÷íiñòü, íåêîðåêòíî, îñêiëüêè çà êiëüêiñòþ àðèôìåòè÷íèõ îïå-
ðàöié öi iòåðàöiéíi ìåòîäè ìîæóòü áóòè ðiçíèìè. Òîìó, íàéêðàùèì êðèòåði¹ì
ïîðiâíÿííÿ iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ ìîæíà ââàæàòè ïîðiâíÿííÿ çà êiëüêiñòþ îïå-
ðàöié ïðè äàíié òî÷íîñòi, àáî ñïiââiäíîøåííÿ êiëüêîñòi iòåðàöié ðiçíèõ ìåòîäiâ
äî ïðîñòî¨ iòåðàöi¨. Àëå òàêå ïîðiâíÿííÿ ìîæíà ïðîâîäèòè òiëüêè òîäi, êîëè
çà îäíàêîâèõ äîñòàòíiõ óìîâ áóäóòü ïðàöþâàòè ðiçíi iòåðàöiéíi ìåòîäè ðàçîì ç
ìåòîäîì ïðîñòî¨ iòåðàöi¨, ùî ìà¹ íàéïðîñòiøó ñõåìó ñâî¹¨ ðåàëiçàöi¨.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç N(ε, n(k)) ôóíêöiþ, ÿêà õàðàêòåðèçó¹ îá÷èñëþâàëüíó ñêëà-
äíiñòü àïðîêñèìàöiéíî¨ ñõåìè i εs-àëãîðèòìó, ùî çàáåçïå÷óþòü ε-ðîçâ'ÿçîê ðiâ-
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íÿííÿ (3) çà íåâ'ÿçêîþ i àðãóìåíòîì. Î÷åâèäíî, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

N1(ε, n(k)) ≤ N(ε, n(k)) ≤ Nk(ε, n(k)), (17)

äå N1(ε, n(k)) � ôóíêöiÿ, ùî õàðàêòåðèçó¹ îá÷èñëþâàëüíó ñêëàäíiñòü εs-àëãî-
ðèòìó íà 1-é ñiòöi ïðè çàäàíîìó n. Iíàêøå êàæó÷è ε-ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3)
çà íåâ'ÿçêîþ àáî àðãóìåíòîì îòðèìàíî íà åëåìåíòàõ 1-î¨ ñiòêè, ÷àñòèíà ÿêèõ
ïîêðèâà¹ âñi ðîçâ'ÿçêè (3). Ôóíêöiÿ Nk(ε, n(k)) âèçíà÷à¹ ñóìàðíó îá÷èñëþâàëü-
íó ñêëàäíiñòü εs-àëãîðèòìó çíàõîäæåííÿ óñiõ içîëüîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ iç âðàõó-
âàííÿì òîãî ôàêòó, ùî êîæíèé ε-ðîçâ'ÿçîê çà íåâ'ÿçêîþ ìîæå áóòè çíàéäåíèé
íà ñâî¨é (âiäìiííié âiä iíøèõ) ñiòöi.

Î÷åâèäíî, ùî â öüîìó âèïàäêó ÷àñ ðåàëiçàöi¨ εs-àëãîðèòìó áóäå ìàêñèìàëü-
íèì. Â iíøèõ âèïàäêàõ N(ε, n(k)) áóäå çàäîâîëüíÿòè íåðiâíîñòi (17).

Ó âèïàäêó âèêîðèñòàííÿ êîìáiíîâàíîãî ìåòîäó εs-àëãîðèòìó i iòåðàöiéíî-
ãî ìåòîäó óòî÷íåííÿ ôóíêöiÿ N(ε, n(k), µ), ùî õàðàêòåðèçó¹ îá÷èñëþâàëüíó
ñêëàäíiñòü, âèçíà÷à¹òüñÿ äâîìà ñêëàäîâèìè ôóíêöiÿìè N1(ε, n(k)), N2(ε, n(k), µ),
ïåðøà ç ÿêèõ N1 âèçíà÷à¹ îá÷èñëþâàëüíó ñêëàäíiñòü εs-àëãîðèòìó äî ìîìåíòó
ìîæëèâîãî çàñòîñóâàííÿ iòåðàöiéíîãî ìåòîäó, à äðóãà N2 âèçíà÷à¹ îá÷èñëþ-
âàëüíó ñêëàäíiñòü iòåðàöiéíîãî ìåòîäó ïiñëÿ âèêîíàííÿ µ iòåðàöié. Òàêèì ÷è-
íîì

N(ε, n(k), µ) = N1(ε, n(k)) + N2(ε, n(k), µ). (18)
Iç (18) âèïëèâà¹, ùî îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ N(ε, n(k), µ) ïðè çàäàíié òî÷íîñòi ε
ìîæå áóòè äîñÿãíóòî äâîìà ñïîñîáàìè (ñõåìàìè). Â çàëåæíîñòi âiä ñòðóêòó-
ðè ðiâíÿííÿ (3) i äèôåðåíöiàëüíèõ âëàñòèâîñòåé îïåðàòîðà Tu öå ìîæå áóòè
ïðè ìiíiìàëüíîìó çíà÷åííi N1(ε, n(k)), ùî âiäïîâiäà¹ àïðîêñèìàöiéíié ñõåìi, i
êîìáiíîâàíié ñõåìi ïðè ïåâíîìó ñïiââiäíîøåííi ìiæ ïàðàìåòðàìè k i µ.

Ç iíøîãî áîêó, íà ïiäñòàâi ñêàëÿðíèõ ôóíêöié Qi(n, ci) ìîæíà âèçíà÷èòè ÷àñ
ðåàëiçàöi¨ êîæíî¨ iç âèùåíàâåäåíèõ ñõåì, òîáòî îöiíèòè îá÷èñëþâàëüíó ñêëà-
äíiñòü êîæíî¨ ç íèõ. ßêùî ïîçíà÷èòè ÷åðåç tc ÷àñ âèêîíàííÿ íà ÅÎÌ äåÿêî¨
ñåðåäíüî¨ îïåðàöi¨, òîäi ÷àñ T ðåàëiçàöi¨ êîæíî¨ iç íàâåäåíèõ ñõåì äëÿ ìåòî-
äó íàéøâèäøîãî ñïóñêó (ïðè äåÿêîìó ôiêñîâàíîìó çíà÷åííi n(ε)) âèðàçèòüñÿ
ôîðìóëàìè:

äëÿ àïðîêñèìàöiéíîãî ìåòîäó Ta = Q1(n, τ, c1)tc;
äëÿ iòåðàöiéíîãî ìåòîäó Tit = µ

∑4
i=1 Qi(n, τ, ci)tc;

äëÿ êîìáiíîâàíîãî ìåòîäó Tk = Q1(n, τ, c1)tc + µ
∑4

i=1 Qi(n, τ, ci)tc.
Ïðî îïòèìiçàöiþ îá÷èñëåíü. Ïðè ÷èñåëüíié ðåàëiçàöi¨ êîìáiíîâàíîãî ìåòî-
äó (εs-àëãîðèòìó i iòåðàöiéíîãî ìåòîäó) íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëiíiéíèõ
çàäà÷ ç áàãàòüìà ðîçâ'ÿçêàìè äæåðåëà îïòèìiçàöi¨ îá÷èñëåíü (ïðè çíàõîäæåí-
íi ε-ðîçâ'ÿçêó çà íåâ'ÿçêîþ òà àðãóìåíòîì çà óìîâ òåîðåìè 1) âêëþ÷àþòü òàêi
ñêëàäîâi:

1. Îïòèìàëüíèé (ùîäî òî÷íîñòi ðåçóëüòàòó òà øâèäêîäi¨ îá÷èñëþâàëüíîãî
àëãîðèòìó) âèáið ïàðàìåòðó äèñêðåòèçàöi¨ àáî àïðîêñèìàöi¨.

2. Ñâî¹÷àñíèé ïåðåõiä âiä εs-àëãîðèòìó äî iòåðàöiéíîãî óòî÷íåííÿ.
3. Ðåàëiçàöiÿ îïòèìàëüíèõ îá÷èñëåíü êîíñòàíò δ0, M , N , m òåîðåìè 1 i âè-

çíà÷åííÿ îïòèìàëüíèõ çíà÷åíü δ0, M , N i m, ïðè ÿêèõ q < 1.
4. Îïòèìiçàöiÿ îá÷èñëåíü çà ðàõóíîê ãðóïóâàííÿ êîíñòàíò M , N i m, ùî

âiäïîâiäàþòü "ñèìåòðè÷íèì"àáî áëèçüêèì íàáëèæåíèì ðîçâ'ÿçêàì. Äëÿ òàêèõ
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ðîçâ'ÿçêiâ çíà÷åííÿ M , N i m áëèçüêi i ìîæíà áðàòè îäèí íàáið çíà÷åíü M , N
i m.

5. Ðîçïàðàëåëþâàííÿ îá÷èñëåíü. Ìîæå çäiéñíþâàòèñü ðîçïîäiëîì ìiæ êîì-
ï'þòåðàìè ïiäîáëàñòåé Ωin ∈ Ωn i = 1, l, ïðè ðåàëiçàöi¨ εs-àëãîðèòìó, à ïðè ðåà-
ëiçàöi¨ iòåðàöiéíîãî óòî÷íåííÿ ðîçïîäiëîì âiäîêðåìëåíèõ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿç-
êiâ, ÿê ïî÷àòêîâèõ íàáëèæåíü iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ.

6. Ïðè íàðîùóâàííi "n"âåëè÷èíè M , N i m ìiíÿþòüñÿ ìàëî, òîìó óìîâó
q < 1 ìîæíà êîðåãóâàòè øëÿõîì çìåíøåííÿ δ0.
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