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In the paper we introduce the notion of ultrarepresentations of a quiver and consider a connection
between such representations and the pairs of idempotent matrices.

Ó ñòàòòi ââåäåíî ïîíÿòòÿ óëüòðàçîáðàæåííÿ ñàãàéäàêiâ i ïîêàçàíèé çâ'ÿçîê òàêèõ çîáðàæåíü
iç ïàðàìè iäåìïîòåíòíèõ ìàòðèöü.

1. Ââåäåíèå. Îäíèì èç ìåòîäîâ â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé (ãðóïï, àëãåáð è ò.ï.)
ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåì èëè èíûì ñïîñîáîì çàäà÷à îá èõ ïðåäñòàâëåíèÿõ ñâîäè-
òñÿ ê íåêîòîðîé ñâîáîäíîé ìàòðè÷íîé çàäà÷å (ò.å. ìàòðè÷íîé çàäà÷å áåç àëãå-
áðàè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé). Ïðè ýòîì êðîìå îáùèõ ìåòîäîâ ñâåäåíèÿ, ê êîòîðûì
ïðèíàäëåæèò â ïåðâóþ î÷åðåäü ìåòîä, ïðåäëîæåííûé À. Â. Ðîéòåðîì (ñì. [1,2]),
è ìåòîä, ïðåäëîæåííûé Þ. À. Äðîçäîì (ñì. [3]), è êîòîðûå ýôôåêòèâíû, êàê
ïðàâèëî, òîëüêî ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèé îáùåãî õàðàêòåðà, ñóùåñòâó-
åò ìíîãî êîíêðåòíûõ ìåòîäîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò îòíîøåíèå ê òîé èëè
èíîé êîíêðåòíîé êëàññèôèêàöèîííîé çàäà÷å. Èìåííî ñ ïîìîùüþ òàêèõ êîí-
êðåòíûõ ìåòîäîâ ðåøåíà çàäà÷à î êëàññèôèêàöèè ïàðû âçàèìíîàííóëèðóþùèõ
îïåðàòîðîâ [4,5] è ïàðû îïåðàòîðîâ, ðàâíûõ â êâàäðàòå íóëþ [6], çàäà÷à î êëàñ-
ñèôèêàöèè ìîäóëÿðíûõ ïðåäñòàâëåíèé êâàçèäèýäðàëüíûõ ãðóïï [7] è îáîùåí-
íûõ ãðóïï êâàòåðíèîíîâ [8] è äð. Â ýòîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé êîíêðåòíûõ
ìåòîä, ñâÿçàííûé, â ÷àñòíîñòè, ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè îäíîãî êëàññà ïîëóãðóïï,
ïîðîæäåííûõ èäåìïîòåíòàìè.
2. Îïðåäåëåíèå óëüòðàïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíîâ. Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì òîëüêî êîíå÷íûå êîë÷àíû Q = (Q0, Q1) áåç êðàòíûõ ñòðåëîê; çäåñü
Q0 îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âåðøèí êîë÷àíà Q, à Q1 � ìíîæåñòâî åãî ñòðåëîê.
×åðåç N ìû îáîçíà÷àåì, êàê îáû÷íî, ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, âêëþ÷àÿ â
íåãî è ÷èñëî 0. N-ìàðêèðîâàííûì êîë÷àíîì íàçîâåì ïàðó (Q,ϕ), ñîñòîÿùóþ èç
êîë÷àíà Q = (Q0, Q1) è ôóíêöèè ϕ, êîòîðàÿ êàæäîé âåðøèíå x ∈ Q0 ñîïîñòàâ-
ëÿåò ìíîæåñòâî Nx = {1, 2, . . . , ix}, ãäå ix ≥ 0, è êàæäîé ñòðåëêå α : x → y �
ïîäìíîæåñòâî Nxy ⊆ Nx ×Ny.

Ñîïîñòàâèì N-ìàðêèðîâàííîìó êîë÷àíó (Q,ϕ) êîë÷àí Q̂ = Q̂(ϕ) ñëåäóþùèì
ñïîñîáîì: Q̂0 = 0 ∪x∈Q0 {(x, s) | s ∈ Nx}, Q̂1 = {0 → z | z ∈ Q̂0 \ 0}.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî q0 = {1, 2, . . . , n}.
Âñå ïðåäñòàâëåíèÿ ìû ðàññìàòðèâàåì íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì k è â ìà-

òðè÷íîì âèäå.
Ïðåäñòàâëåíèåì N-ìàðêèðîâàííîãî êîë÷àíà (Q,ϕ) íàä ïîëåì k íàçîâåì ìà-

òðèöó M ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ k, ðàçáèòóþ íà âåðòèêàëüíûå ïîëîñû, çàíóìå-
ðîâàííûå ýëåìåíòàìè Q0:

M = {Mx |x ∈ A} =
[

M1 M2 · · · Mn

]
;

ïðè ýòîì
à) êàæäàÿ èç ìàòðèö Mi â ñâîþ î÷åðåäü ðàçáèòà íà âåðòèêàëüíûå ïîëîñû,

÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî ix;
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á) äëÿ êàæäîãî i ∈ Q0 ìàòðèöà Mi îáðàòèìà (ìàòðèöó M−1
i åñòåñòâåííî ñ÷è-

òàòü ðàçáèòîé íà ix ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëîñ, ðàçìåðíîñòè êîòîðûõ ñîãëàñîâàíû
ñ ðàçìåðíîñòÿìè âåðòèêàëüíûõ ïîëîñ ìàòðèöû Mi);

â) åñëè i → j � ñòðåëêà Q, òî â ix × iy-áëî÷íîé ìàòðèöå M−1
i Mj êëåòêà,

ñòîÿùàÿ íà ìåñòå (p, q), ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé äëÿ êàæäîãî (p, q) ∈ Nxy.
Ïðåäñòàâëåíèÿ N-ìàðêèðîâàííûõ êîë÷àíîâ (Q,ϕ) ìû òàêæå íàçûâàåì óëü-

òðàïðåäñòàâëåíèÿìè êîë÷àíà Q ñ ôóíêöèåé ϕ èëè ïðîñòî óëüòðàïðåäñòàâëå-
íèÿìè êîë÷àíà Q (åñëè ãîâîðèòñÿ î òàêèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ â îáùåì âèäå èëè ñ
ôèêñèðîâàííûì ϕ).

Êàæäîìó óëüòðàïðåäñòàâëåíèþ M êîë÷àíà Q ñ ôóíêöèåé ϕ åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå M̂ , íàä òåì æå ïîëåì k, êîë÷àíà Q̂ = Q̂(ϕ);
à èìåííî, åñëè α : 0 → z, ãäå z = (x, s), � ñòðåëêà Q̂, òî ìàòðèöà M̂α ïðåäñòàâëå-
íèÿ M̂ , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðåëêå α, ðàâíà s-îé âåðòèêàëüíîé ïîëîñå ìàòðèöû
Mx.

Óëüòðàïðåäñòàâëåíèÿ M è M ′ êîë÷àíà Q (ñ îäíîé è òîé æå ôóíêöèåé ϕ)
áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ýêâèâàëåíòíû ïðåäñòàâëåíèÿ M̂ è M̂ ′

êîë÷àíà Q̂(ϕ).
Ïðÿìûå ñóììû, íåðàçëîæèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ è ò. ï. îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ óëü-

òðàïðåäñòàâëåíèé ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì.
3. Ñâÿçü óëüòðàïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíîâ ñ äðóãèìè êëàññèôèêàöèîí-
íûìè çàäà÷àìè. Ðàññìîòðèì îäèí âàæíûé ïðèìåð, à èìåííî çàäà÷ó î ïîäîáèè
ïàð (A1, A2) èäåìïîòåíòíûõ ìàòðèö A1 è A2.

Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à î ïîäîáèè ïàð èäåìïîòåíòíûõ ìàòðèö ýêâèâàëåíòíà
çàäà÷å îá óëüòðàïðåäñòàâëåíèÿõ íåêîòîðîãî êîë÷àíà.

Ðàññìîòðèì êîë÷àí Q = (Q0, Q1), ñîñòîÿùèé èç äâóõ âåðøèí 1 è 2, è íå èìå-
þùèé ñòðåëîê. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü óëüòðàïðåäñòàâëåíèÿ êîë÷àíà Q ñ ôóí-
êöèåé ψ ≡ N2 (äàëåå áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî óëüòðàïðåäñòàâëåíèÿ). Ïóñòü C =
= {C1 |C2} � óëüòðàïðåäñòàâëåíèå, ãäå (äëÿ i = 1, 2)

Ci =
(

Ci1 Ci2

)
.

Ïóñòü ìàòðèöà C èìååò m ñòðîê (òîãäà ìàòðèöû C1 è C2 ñîñòîÿò èç m ñòîëáöîâ)
è ïóñòü ÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèö Ci1 è Ci2 ðàâíî ñîîòâåòñòâåííî si1 è si2 (òîãäà
si1 + si2 = m). Çàïèøåì ìàòðèöó C−1 â ñëåäóþùåì âèäå:

C−1
i =

(
C

(−1)
1i

C
(−1)
2i

)
,

ãäå C
(−1)
1i � ìàòðèöà ðàçìåðà si1 ×m, à C

(−1)
2i � ìàòðèöà ðàçìåðà si2 ×m.

Ñîïîñòàâèì óëüòðàïðåäñòàâëåíèþ C ïàðó èäåìïîòåíòíûõ ìàòðèö A(C) =
= (A1, A2) ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:

Ai = Ci

(
Ei 0
0 0

)
C−1

i = Ci1C
(−1)
1i , (1.i)

ãäå Ei � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè si1.
Òåîðåìà 1. Îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå óëüòðàïðåä-

ñòàâëåíèþ C ïàðó èäåìïîòåíòíûõ ìàòðèö A(C), ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôíûì.
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Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ñèëó èçâåñòíîé òåîðåìû î êà-
íîíè÷åñêîé ôîðìå Æîðäàíà ïðîèçâîëüíàÿ èäåìïîòåíòíàÿ ìàòðèöà B ïðåäñòà-
âèìà â âèäå

B = D

(
E 0
0 0

)
D−1,

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Òåîðåìà 2. 1) Ïàðû èäåìïîòåíòíûõ ìàòðèö A(C) è A(C) ïîäîáíû òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýêâèâàëåíòíû óëüòðàïðåäñòàâëåíèÿ C è C.
2) Ïàðà èäåìïîòåíòíûõ ìàòðèö A(C) íåðàçëîæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà íåðàçëîæèìî óëüòðàïðåäñòàâëåíèå C.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïàðà A(C) ñîñòîèò, êàê è ðàíüøå, èç ìàòðèö A1

è A2, à ïàðà A(C) � èç ìàòðèö A1 è A2. Äëÿ ìàòðèö ïàðû A(C) âûïîíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà, àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâàì (1.i):

Ai = Ci

(
Ei 0
0 0

)
C
−1

i = Ci1C
(−1)

1i . (1.i)

Äîêàæåì ñíà÷àëà óòâåðæäåíèå 1).
Åñëè óëüòðàïðåäñòàâëåíèÿ C è C ýêâèâàëåíòíû, ò. å. ñóùåñòâóþò îáðàòèìûå

ìàòðèöû X, Xi1, Xi2, òàêèå, ÷òî Ci1 = XCi1Xi1 è Ci2 = XCi2Xi2 (i = 1, 2), òî
ïàðà A(C) = (A1, A2) ñîñòîèò èç ìàòðèö

Ai = XCi

(
Xi1 0
0 Xi2

)(
Ei 0
0 0

)(
X−1

i1 0
0 X−1

i2

)
C−1

i X−1 =

= XCi

(
Ei 0
0 0

)
C−1

i X−1 = XAiX
−1,

à çíà÷èò ïîäîáíà ïàðå A(C).
Ïóñòü òåïåðü ïàðû A(C) è A(C) ïîäîáíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

îáðàòèìàÿ ìàòðèöà X, òàêàÿ, ÷òî XAi = AiX (äëÿ i = 1, 2). Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ
(1.i) è (1.i) èìååì:

XCi

(
Ei 0
0 0

)
C−1

i = Ci

(
Ei 0
0 0

)
C
−1

i X,

ïðè÷åì Ei = Ei (òàê êàê ìàòðèöû Ai è Ai ïîäîáíû). Îòñþäà

C
−1

i XCi

(
Ei 0
0 0

)
=

(
Ei 0
0 0

)
C
−1

i XCi,

ò. å. ìàòðèöà C
−1

i XCi êîììóòèðóåò ñ ìàòðèöåé
(

Ei 0
0 0

)
,

à çíà÷èò
C
−1

i XCi =

(
S11 0
0 S22

)
,
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ãäå S11 è S22 � íåêîòîðûå îáðàòèìûå ìàòðèöû ðàçìåðîâ si×si è (m−si)×(m−si)
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

XCi = Ci

(
S11 0
0 S22

)

èëè
X

(
Ci1 Ci2

)
=

(
C i1 Ci2

) (
S11 0
0 S22

)
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü óëüòðàïðåäñòàâëåíèé C è C
êîë÷àíà Q.

Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå 1) äîêàçàíî.
Óòâåðæäåíèå 2) âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 1) è ñëåäóþøåãî óòâåðæäåíèÿ,

êîòîðîå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç âûøåïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé è òåîðåìû
1.

Ëåììà 1. à) Ïàðà A(C ⊕ C ′) ïîäîáíà ïàðå A(C)⊕ A(C ′).
á) Åñëè ïàðà R èäåìïîòåíòíûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïàð P è

P ′, òî ñóùåñòâóþò óëüòðàïðåäñòàâëåíèÿ C è C ′, òàêèå, ÷òî ïàðà R ýêâèâà-
ëåíòíà ïàðå A(C)⊕ A(C ′).

Òåîðåìà 2 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Òåîðåìû 1 è 2 ñâîäÿò çàäà÷ó î ïàðå èäåìïîòåíòíûõ ìàòðèö ê çàäà÷å î ÷å-

òûðåõ ìàòðèöàõ, êîòîðóþ â ñîâðåìåííûõ òåðìèíàõ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê
çàäà÷ó î ïðåäñòàâëåíèÿõ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç
÷åòûðåõ ïîïàðíî íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ, èëè êàê çàäà÷ó î ïðåäñòàâëåíèÿõ êîë-
÷àíà ñ âåðøèíàìè 0, 1, 2, 3, 4 è ñòðåëêàìè 0 → i äëÿ i = 1, 2, 3, 4 (îïðåäåëåíèÿ
ïðåäñòàâëåíèé ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ è ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíîâ
ââåäåíû ñîîòâåòñòâåííî â ðàáîòàõ [9] è [10]). Ïî ñóòè çàäà÷à î ÷åòûðåõ ìàòðè-
öàõ âïåðâûå ðåøåíà â ðàáîòå [11] (â ýòîé ðàáîòå ðåøåíà íåêîòîðàÿ ýêâèâàëåí-
òíàÿ çàäà÷à); ñì. òàêæå ðàáîòó [12], ãäå çàäà÷à î ÷åòûðåõ ìàòðèöàõ ðåøåíà (è
ñôîðìóëèðîâàíà) â òåðìèíàõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Äðóãèå, áîëåå ñóùåñòâåííûå, ïðèìåíåíèÿ óëüòðàïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíîâ áó-
äóò ðàññìîòðåíû â äàëüíåéøèõ ðàáîòàõ àâòîðà è åãî ó÷åíèêîâ.
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