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Â ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî çîáðàæåííÿ ïiäìíîæèí ìíîæèíè óñiõ n-âèìiðíèõ áóëüî-
âèõ âåêòîðiâ ìàòðèöÿìè òîëåðàíòíîñòi. Âñòàíîâëåíà óìîâà, ïðè ÿêié ìíîæèíà äîïóñêà¹
çîáðàæåííÿ ìàòðèöÿìè òîëåðàíòíîñòi i íà ¨¨ îñíîâi îòðèìàíà íåîáõiäíà i äîñòàòíÿ óìîâà
ðåàëiçîâàíîñòi áóëüîâèõ ôóíêöié îäíèì íåéðîííèì åëåìåíòîì, à òàêîæ ðîçðîáëåíî ìåòîä
ñèíòåçó ðîçïiçíàþ÷î¨ ñõåìè ó íåéðîáàçèñi.

The paper considers the problem of representation subsets of the set of all n-dimension Boolean
vectors by tolerance matrices. The condition has been established under which subset permits the
represantation by tolerance matrices. The necessary and su�cient condition of Boolean function
realization by one neural element has been obtained. The method of synthesis of the recognition
scheme in the neural-basis has been worked out.

Íåéðîííûå ýëåìåíòû (ÍÝ) èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè íåéðîñåòåé, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûì ìåõàíèçìîì ðåøåíèÿ øèðîêîãî êðóãà çàäà÷ êëàcñèôè-
êàöèè îáúåêòîâ, ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, ñæàòèÿ èíôîðìàöèè, ïðîãíîçèðîâàíèÿ
ïîâåäåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðèáëèæåíèÿ è ýêñòðàïîëÿöèè ôóíêöèè ìíî-
ãèõ ïåðåìåííûõ [1-2]. Â ñâÿçè ñ ýòèì áîëüøîå çíà÷åíèå ïðèîáðåëà ðàçðàáîòêà
ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ïðîâåðêè ðåàëèçóåìîñòè áóëåâûõ ôóíêöèè íà îäíîì ÍÝ
è ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ ñèíòåçà ëîãè÷åñêèõ ñõåì â íåéðîáàçèñå.
1. Íåéðîôóíêöèè è ñâîéñòâà èõ ÿäåð. Ïóñòü Z2 = {0, 1}, Zn

2 � n-àÿ äåêàð-
òîâàÿ ñòåïåíü ìíîæåñòâà Z2, A = {a1, . . . , aq} ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìíî-
æåñòâà Zn

2 è A′ = Zn
2 \A � ðàçíîñòü ìíîæåñòâ Zn

2 è A. Èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
ïîñòðîèì ìàòðèöó M (A) ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðâîé ñòðîêîé ìàòðèöû M (A)
áóäåò áóëåâûé âåêòîð a1 = (α11, . . . ., α1n) èç A, âòîðîé ñòðîêîé ìàòðèöû M (A)
áóäåò âåêòîð a2 = (α21, . . . ., α2n) è ò.ä. ×åðåç Sq îáîçíà÷èì ñèììåòðè÷åñêóþ
ãðóïïó ñòåïåíè q è M(Aξ) =

(
aξ(1), . . . , aξ(q)

)
, ãäå ξ (i) äåéñòâèå ïîäñòàíîâêè

ξ ∈ Sq íà i.
Ïóñòü Ωn � ìíîæåñòâî âñåõ n-ìåðíûõ äåéñòâèòåëüíûõ âåêòîðîâ w = (ω1, . . . , ωn)

òàêèõ, ÷òî äëÿ ðàçíûõ íàáîðîâ x1,x2 ∈ Zn
2 (x1 6= x2), ÷èñëà (x1,w), (x2,w) �

ðàçíûå, ãäå (x,w)� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ x,w.
Ïóñòü c1 > c2 > . . . > c2n ðàñïîëîæåííûå â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ âçâåøåííûå

ñóììû (x,w) ïðè ôèêñèðîâàííîì w ∈ Ωn äëÿ âñåõ x ∈ Zn
2 è cw = (c1, c2, . . . , c2n).

Â [3] ïîêàçàíî, åñëè w ∈ Ωn è Rw ìàòðèöà íàä Z2 ðàçìåðíîñòè 2n×n, êîòîðàÿ
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèå Rw ·wT = cT

w (T � ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèö, · �
ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå), òî Rw èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó Rw =

(
Lw

Lw∗

)
, ãäå

Lw = (αij) (i = 1, . . . , 2n−1 ; j = 1, . . . , n) ìàòðèöà òîëåðàíòíîñòè è L∗w = (αsj),
s = 2n−1 − i + 1, αsj = ᾱij (÷åðòà íàä αij îçíà÷àåò îïåðàöèþ èíâåðòèðîâàíèÿ).

Ïóñòü En =
⋃

w∈Ωn

Lw. Ìàòðèöó N ïîñòðîåííóþ èç ïåðâûõ r ñòðîê ìàòðèöû
òîëåðàíòíîñòè L ∈ En íàçûâàþò ïðåäìàòðèöåé òîëåðàíòíîñòè è ïèøóò N / L
èëè N = L (r).

Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊆ Zn
2 äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöàìè òîëåðàí-

òíîñòè èç En, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò ξ ∈ Sq (q = |A|) è ìàòðèöà òîëå-
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ðàíòíîñòè L ∈ En, ÷òî:

M (Aξ) / L, åñëè q ≤ 2n−1;

M
(
A′

ξ

)
/ L, åñëè q > 2n−1.

Îïðåäåëèì âûïóêëóþ îáîëî÷êó conv A ìíîæåñòâà A ⊆ Zn
2 òàê:

conv A =

{
x ∈ [0, 1]n | x =

q∑
i=1

λixi,

q∑
i=1

λi = 1, λ1 ≥ 0, . . . , λq ≥ 0,x1, . . . ,xq ∈ A

}
.

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî A ⊂ Zn
2 äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöàìè òî-

ëåðàíòíîñòè èç En òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà conv A ∩ conv A′ = ∅.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî conv A∩conv A′ 6= ∅ è A äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöàìè òîëåðàíòíîñòè
èç En. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà q ≤ 2n−1. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò ξ ∈
Sq è òàêàÿ ìàòðèöà L = Lw ∈ En, ÷òî M (Aξ) / Lw. Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ A è äëÿ âñåõ b ∈ A′

(a,w) > (b,w) . (1)
Ïóñòü d ∈ conv A ∩ conv A′. Òîãäà

d =

q∑
i=1

λiai,

q∑
i=1

λi = 1; λ1, . . . , λq ≥ 0, a1, . . . , aq ∈ A, (2)

è
d =

s∑
j=1

γjbj,

s∑
j=1

γj = 1; γ1, . . . , γs ≥ 0, b1, . . . ,bs ∈ A′. (3)

Ïóñòü ωmin = min {(ai,w) |i = 1, 2, . . . , q} è ω′max = max{ (bj,w) |j = 1, 2, . . . , s}.
Íà îñíîâàíèè (1)-(3) èìååì (d,w) =

q∑
i=1

λi (ai,w) ≥
(

q∑
i=1

λi

)
ωmin > ω′max =

(
s∑

j=1

γj

)
ω′max ≥

s∑
j=1

γj (bj,w) = (d,w). Ïîëó÷åíîå íåðàâåíñòâî (d,w) > (d,w)

ïîêàçûâàåò, ÷òî íàøå ïðåäïîëîæåíèå conv A ∩ conv A′ 6= ∅ ïðè M (Aξ) / Lw

ÿâëÿåòñÿ íåâåðíûì. Èòàê, ïðè q ≤ 2n−1 íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Â ñëó÷àå, êîãäà q > 2n−1, äëÿ A′ ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò σ ∈ Sq , ìàòðèöà

òîëåðàíòíîñòèLv ∈ En, ÷òî M (A′
σ)/Lv è òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî êàê

â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî åñëè conv A∩conv A′ = ∅, òîãäà A äîïóñêàåò ïðåäñòàâ-

ëåíèå ìàòðèöàìè òîëåðàíòíîñòè èç En.
Èñïîëüçóÿ âûïóêëûå îáîëî÷êè conv A è conv A′ ïîñòðîèì ìíîæåñòâî D =

= {d = a− b | a ∈ conv A, b ∈ conv A′}, êîòîðîå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì
è íå ñîäåðæèò íóëåâûé âåêòîð 0, òàê êàê conv A ∩ conv A′ = ∅. Âûïóêëûå
îáîëî÷êè conv A è conv A′ ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè [4], çíà÷èò, ìíîæåñòâî D
òàêæå áóäåò êîìïàêòíûì, ïîýòîìó � çàìêíóòûì. Òîãäà íà îñíîâàíèè òåîðåìû
îá îòäåëèìîñòè [5], ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ D â n−ìåðíîì åâêëèäîâîì
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ïðîñòðàíñòâå Rn ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãèïåðïëîñêîñòü π = {x ∈ Rn| (p,x) = p0}
(p 6= 0), p0 ∈ R, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

p0 = (p, 0) = 0, (4)
è äëÿ âñåõ d ∈ D

(p,d) < p0 = 0. (5)
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî d = a − b (a ∈ conv A, b ∈ conv A′) èç ïîñëåäíåãî íåðàâåí-

ñòâà ñëåäóåò

(p, a) < (p,b) . (6)
Íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ a ∈ conv A è äëÿ âñåõ b ∈ conv A′. Ñëåäî-

âàòåëüíî, íåðàâåíñòâî (6) èìååò ìåñòî è äëÿ ëþáûõ a ∈ A è äëÿ ëþáûõ b ∈ A′.
Åñëè |A| ≤ 2n−1, òî âåêòîð v = −p óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: äëÿ
âñåõ a ∈ A è äëÿ âñåõ b ∈ A′

(v, a) > (v,b) . (7)
Òîãäà, êàê ïîêàçàíî â [6], ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð w ∈ Ωn, êîòîðûé òàêæå

óäîâëåòâîðÿåò (7). Ýòî çíà÷èò, ÷òî èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A ìîæíî ïîñòðîèòü
òàêóþ ìàòðèöóM (Aξ), ÷òî M (Aξ) / Lw. Åñëè|A| > 2n−1, òî v = p è àíàëîãè÷íî
òîìó, êàê âûøå äëÿ A ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç ýëåìåíòîâ A′ ìîæíî ïîñòðîèòü
ìàòðèöó M

(
A′

ξ

)
òàêóþ, ÷òî M

(
A′

ξ

)
/ Lw1 . Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå ρ (a,b) ìåæäó ýëåìåíòàìè a = (α1, . . . ., αn) è b =
= (β1, . . . , βn) ∈ Zn

2 ñëåäóþùèì îáðàçîì

ρ (a,b) =
n∑

i=1

|αi − βi|.

Î÷åâèäíî, ρ (a,b) - ÷èñëî êîîðäèíàò, â êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ âåêòîðû a è b.
Ïóñòü A ⊂ Zn

2 , a, b ïðîèçâîëüíûå åëåìåíòû èç A (a 6= b) è O (a,b) ìíîæå-
ñòâî òàêèõ îðò âåêòîðîâ ei1 , . . . , eis ∈ Zn

2 , ÷òî a ⊕ b = ei1 + . . . + eis , ãäå ⊕ �
ïîêîîðäèíàòíàÿ ñóììà âåêòîðîâ ïî ìîäóëþ 2, ir 6= ik, åñëè r 6= k. Îáîçíà÷èì
÷åðåç H (a,b) ïîäãðóïïó ãðóïïû Zn

2 (Zn
2 � îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðà-

öèè ⊕), êîòîðàÿ ïîðîæäàåòñÿ åëåìåíòàìè èç O (a,b), ò.å. H (a,b) = 〈ei1 , . . . , eis|
ei1 , . . . , eis ∈ O (a,b)〉.

Ïîêîîðäèíàòíóþ êîíúþíêöèþ áóëåâûõ âåêòîðîâ a è b îáîçíà÷èì ÷åðåç
a&b, à ñìåæíûé êëàññ ãðóïïû Zn

2 ïî ïîäãðóïïå H (a,b), îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòà
a&b ÷åðåç H (a&b).

Òåîðåìà 2. Åñëè ìíîæåñòâî A ⊂ Zn
2 (|A| ≥ 2) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

ìàòðèöàìè òîëåðàíòíîñòè èç En, òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ åëåìåíòîâ a,b èç
A äëÿ êîòîðûõ |H (a&b) ∩ A′| ≥ 2 (A′ = Zn

2 \A ) è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ åëåìåíòîâ
g,h èç H (a&b) ∩ A′ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ρ (g,h) < ρ (a,b) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a = (α1, . . . ., αn), b = (β1, . . . , βn) ïðîèçâîëüíûå
ýëåìåíòû èç A (a 6= b), g = (γ1, . . . , γn), h = (δ1, . . . , δn) ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû
èç H (a&b)∩A′ è ρ = ρ (a,b). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòü ðàññóæäåíèé, ïðèìåì,
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÷òî ïåðâûå ρ êîîðäèíàòû âåêòîðîâ a i b ðàçíûå, à îñòàëüíûå � ñîâïàäàþò, ò.å.
αi 6= βi, äëÿ i = 1, 2, . . . , ρ è αi = βi, i = ρ + 1, . . . , n.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, èç òîãî, ÷òî A äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöàìè òîëå-
ðàíòíîñòè èç En, ñëåäóåò:

conv A ∩ conv A′ = ∅.

Ñëåäîâàòåëüíî,

λ1a + (1− λ1)b 6= λ2g + (1− λ2)h, (8)

äëÿ âñåõ λ1, λ2 ∈ [0, 1].
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òî÷êè, a,b,g,h, (g 6= h) ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè òî÷êàìè ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ìíîæåñòâ conv A, conv A′ è A∩A′ = ∅ íåðàâåíñòâî (14) ìîæíî çàìå-
íèòü íåðàâåíñòâîì

λ1 (a− b) + b 6= λ2 (g − h) + h (9)

ïðè óñëîâèè, ÷òî

0 < λ1 < 1, 0 < λ2 < 1. (10)

Èç (9) ñëåäóåò , ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî r ∈ {1, 2, . . . ρ} äëÿ êîòîðîãî
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

λ1 (αr − βr) + βr 6= λ2 (γr − δr) + δr. (11)

Ïîêàæåì, ÷òî èç (15), (16) è αr 6= βr ñëåäóåò, ÷òî ρ (g,h) < ρ (a,b).
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âîçìîæíûå ñëó÷àè.
Ïóñòü αr = 1. Òîãäà βr = 0 è èç (16) èìååì

λ1 6= λ2 (γr − δr) + δr.

Îòñþäà

γr − δr 6= 1

λ2

(λ1 − δr) . (12)

Ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (17) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå èç ìíîæåñòâà {−1, 0, 1},
òàê êàê γr, δr ∈ Z2.

Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (17) â ñèëó (15) íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 0 ïðè ëþáûõ
çíà÷åíèÿõ λ1, λ2. Çíà÷èò, íåðàâåíñòâî (17) èìååò ìåñòî ïðè ëþáûõ λ1,λ2 ∈ (0, 1)
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà γr − δr = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ρ (g,h) < ρ (a,b).

Ïóñòü αr = 0. Òîãäà βr = 1 è èç (16) ñëåäóåò

−λ1 + 1 6= λ2 (γr − δr) + δr

èëè

(γr − δr) 6= 1

λ2

(1− λ1 − δr) .
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Êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå, ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ λ1,λ2 ∈
(0, 1) òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà γr − δr = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ρ (g,h) < ρ (a,b) è
òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1. Â ñëó÷àå, êîãäà |A| ≤ 1 , ìíîæåñòâî A, î÷åâèäíî, äîïóñêàåò
ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöàìè òîëåðàíòíîñòè èç En.

Åñëè ÷åðåç A îáîçíà÷èòü ÿäðî K (f) áóëåâîé ôóíêöèè f (x1, . . . , xn) è K ′(f) =
= A′, òîãäà ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàòû ðîáîòû [3] è âûøåïðèâåäåííûå òåîðåìû èìå-

åì.
Òåîðåìà 3. Áóëåâàÿ ôóíêöèÿ f (x1, . . . , xn) áóäåò íåéðîôóíêöèåé(ïîðîãîâîé)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà conv K(f) ∩ conv K ′(f) = ∅.

Òåîðåìà 4. Åñëè áóëåâàÿ ôóíêöèÿ f (x1, . . . , xn) ÿâëÿåòñÿ íåéðîôóíêöèåé
ñ ÿäðîì K (f) (|K (f)| ≥ 2), òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a,b ∈ K (f) äëÿ
êîòîðûõ |H (a&b) ∩K ′ (f)| ≥ 2, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ρ (g,h) < ρ (a,b),
ãäå g,h ëþáûå ýëåìåíòû èç H (a&b) ∩K ′ (f) .
2. Ðàñïîçíàþùàÿ ñõåìà â íåéðîáàçèñå. Ïóñòü K1, K2, . . . , Kt îáó÷àþùàÿ
âûáîðêà äëÿ êëàññîâ îáúåêòîâ K ′′

1 , K ′′
2 , . . . , K ′′

t . Êëàññû K ′′
i , K ′′

j (i 6= j) â òîì
÷èñëå è ïîäìíîæåñòâà Ki ⊂ K ′′

i è Kj ⊂ K ′′
j ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñèíòåçà ëîãè÷åñêîé ñõåìû èç íåéðîííûõ ýëåìåíòîâ (ÍÝ),
êîòîðàÿ ïðîèçâîëüíûé îáúåêò s èç

t⋃
i=1

K ′′
i îòíåñ¼ò ê îäíîìó èç êëàññîâ îáúåêòîâ

K”
i , åñëè ýëåìåíòû êëàññîâ K ′′

1 , K ′′
2 , . . . , K ′′

t çàêîäèðîâàíû áóëåâûìè âåêòîðàìè
ðàçìåðíîñòè n, ò. å.

K1 = {(α1
11, . . . , α

1
1n), (α1

21, . . . , α
1
2n), . . . , (α1

k11, . . . , α
1
k1n)},

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
Kt = {(αt

11, . . . , α
t
1n), (αt

21, . . . , α
t
2n), . . . , (αt

kt1
, . . . , αt

ktn
)}.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âûáåðåì êîíôèãóðàöèþ íåéðîñõåìû, ÷òî
ñîñòîèò èç òðåõ ñëîåâ ê êîòîðûì ïðåäúÿâèì ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ:
íåéðîííûå ýëåìåíòû 1-ãî è 2-ãî ñëîÿ èìåþò ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ àêòèâàöèè [7];
âûõîäíîé íåéðîííûé ýëåìåíò ôîðìèðóåò êîíòðîëüíîå ÷èñëî f1 + f2 · 21 + . . . +
+ ft · 2t−1 ïî êîòîðîìó îïðåäåëÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü ïðåäúÿâëåííîãî âåêòîðà
ê îäíîìó èç çàäàííûõ êëàññîâ, ãäå fi � çíà÷åíèå âûõîäíîãî ñèãíàëà i-ãî áëîêà;
åñëè íà âõîä ïîäàòü áóëåâûé íàáîð a = (α1, . . . , αn) ∈ Ki, òî çíà÷åíèå âûõîäíîãî
ñèãíàëà i-ãî áëîêà ðàâíî 1 ò. å. fi = 1.

Çàìå÷àíèå 2. Ïåðâûé ñëîé ñîñòîèò èç t áëîêîâ, ãäå i-ûé áëîê çàäàåò p-ïî-
êðûòèå îáó÷àþùåé âûáîðêè Ki. Âåñîâûå êîýôôèöèåíòû è ïîðîãè íåéðîííûõ
ýëåìåíòîâ 2-ãî ñëîÿ ðàâíû 1.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè a = (α1, . . . , αn) îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæèò ìíîæå-
ñòâàì Ki1 , . . . , Kiq , òî fi1 = · · · = fiq = 1, à çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ âûõîäíûõ
ôóíêöèé ðàâíî 0, ò. å. fj = 0, åñëè j 6= i1, . . . , j 6= iq.

Ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè ê ñèíòåçó íåéðîñõåìû, ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ðåçóëü-
òàòû èç [8].

Ïóñòü A ⊆ Zn
2 è w = (w1, . . . , wn) � n-ìåðíûé äåéñòâèòåëüíûé âåêòîð, Sn

� ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà n-îé ñòåïåíè. Îïðåäåëèì äåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ a =
= (α1, . . . , αn) ∈ Zn

2 , σ ∈ Sn íà A = {a1, . . . , am} è w = (w1, . . . , wn) òàê:
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aA = {(α1 ⊕ β1, . . . , αn ⊕ βn)| (β1, . . . , βn) ∈ A};
Aσ = {(βσ(1), . . . , βσ(n))

∣∣ (β1, . . . , βn) ∈ A};

aw = ((−1)α1w1, . . . , (−1)αnwn);

wσ = (wσ(1), . . . , wσ(n)).

Êàæäîé ìàòðèöå òîëåðàíòíîñòè N = (αsj) [8] ðàçìåðà 2n−1× n íàä Z2 ñîïî-
ñòàâèì ìàòðèöó N∗ = (αsj) ñëåäóþùèì îáðàçîì: s = 2n−1 − i + 1, αsj = ᾱij, ãäå
÷åðòà íàä ñèìâîëîì îçíà÷àåò èíâåðòèðîâàíèå αij. Îïðåäåëèì íàä ìàòðèöàìè
òîëåðàíòíîñòè N è N∗ îïåðàöèþ 2 òàê:

N2N∗ =

(
N
N∗

)
.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìàòðèö òîëåðàíòíîñòè

L1 = (01), L2 =

(
L1, 01

L∗1, 01

)
, . . . , Ln =

(
Ln−1, 0n−1

L∗n−1, 0n−1

)
,

ãäå 0t � íóëåâîé ñòîëáåö ðàçìåðà 2t−1 × 1. ×åðåç L∗i (qi) îáîçíà÷èì ìàòðèöó,
ñîñòîÿùóþ èç ïåðâûõ qi ñòðîê ìàòðèöû L∗i .

Ìàêñèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî p(aA) ìíîæåñòâà aA, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèå

p(aA)σ
ξ = (Lj0j . . . 0j)2


n−j

2
i=0

(L∗j+i(qi) 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−(j+i)

)


 (13)

íàçîâ¼ì p-ïîäìíîæåñòâîì A îòíîñèòåëüíî a ñ èíäåêñîì j è ïàðàìåòðàìè σ ∈ Sn,
ξ ∈ Sq , åñëè qo ≥ q1 ≥ · · · ≥ qn−j.

Çàìå÷àíèå 4. Ïàðàìåòð σ ∈ Sn ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òî âåñ Õåììèíãà (êîëè-
÷åñòâî åäèíèö) X(i), X(i+1) ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîëáöîâ i è i+1, óäîâëåòâîðÿëè
íåðàâåíñòâó X(i) ≥ X(i + 1). Ïàðàìåòð ξ ∈ Sq ïîäáèðàåòñÿ ñîãëàñíî ïðàâîé
÷àñòè (18).

Ëþáîå ìíîæåñòâî As áóëåâûõ íàáîðîâ ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç p-ïîäìíîæåñòâà
òàê:

As = as
1p(as

1As) ∪ as
2p(as

2As) ∪ . . . ∪ as
rs

p(as
rs

As), (14)
ãäå íà ìíîæåñòâà p-ïîäìíîæåñòâà p(as

iAs) íàëàãàþòüñÿ ñëåäóùèå óñëîâèÿ:

as
ip(as

iAs) 6⊂
i−1⋃
j=1

as
jp(as

jAs), i = 2, 3, . . . , rs. (15)

Òî÷êè as
1, a

s
2, . . . , a

s
rs

íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ðàçëîæåíèÿ ìíîæåñòâà As íà p-
ïîäìíîæåñòâà. Òî÷êè ðàçëîæåíèÿ as

1, a
s
2, . . . , a

s
rs

ìíîæåñòâà íà p-ïîäìíîæåñòâ
âûáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîá ÷èñëî îðò âåêòîðîâ ìíîæåñòâà as

iAs áûëî íå
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ìåíüøå êîëè÷åñòâà îðò âåêòîðîâ ìíîæåñòâà as
i+1As(i = 1, 2, . . . , rs − 1) è ÷òî-

áû èìåëî ìåñòî ñîîòíîøåíèå (15). Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
òàêèå òî÷êè ðàçëîæåíèÿ.

Ïóñòü Bs ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà As è bs
1,b

s
2, . . . ,b

s
rs

òàêèå
ýëåìåíòû èç Bs, ÷òî

Bs ⊆ bs
1p(bs

1As) ∪ bs
2p(bs

2As) ∪ . . . ∪ bs
rs

p(bs
rs

As), (16)

Bs 6⊂
rs⋃

i=1, i6=j

bs
ip(bs

iAs), ãäå j ∈ {1, 2, . . . , rs} (17)

è p-ïîäìíîæåñòâà bs
ip(bs

iAs) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèå (20).
Ãîâîðÿò, ÷òî p-ïîäìíîæåñòâà bs

1p(bs
1As), . . . ,b

s
rs

p(bs
rs

As) çàäàþò p-ïîêðûòèå
ïîäìíîæåñòâà Bs, â ìíîæåñòâå As, îòíîñèòåëüíî òî÷åê bs

1,b
s
2, . . . ,b

s
rs

åñëè îíè
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (20)-(22). Åñëè ÷åðåç PAs(Bs;b

s
1,b

s
2, . . . ,b

s
rs

) îáîçíà-
÷èòü ìíîæåñòâî

rs⋃
i=1

bs
ip(bs

iAs), òî î÷åâèäíî, ÷òî Bs ⊆ PAs(Bs;b
s
1,b

s
2, . . . ,b

s
rs

) ⊆
As.

Ïóñòü p-ïîäìíîæåñòâî p(as
mAs) èìååò ïàðàìåòðû σms è ξms, ò. å.

p(as
mA)σms

ξms
= (Ljms0jms . . . 0jms) 2


n−jms

2
i=0


L∗jms+i(q

ms
i ) 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−(jms+i)





 ,

ãäå qms
0 ≥ qms

1 ≥ · · · ≥ qms
n−ims

.
Ïóñòü k � òàêîå íàèìåíüøåå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, ÷òî qms

k 6= 0 è qms
k+1 = 0.

Ïîñòðîèì n-ìåðíûé âåêòîð wms = (wms
1 , . . . , wms

jms
, wms

jms+1, . . . , w
ms
n ) ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:
wms

1 = −1, wms
2 = wms

1 − 1, . . . , wms
jms

=
jms−1∑

i=1

wms
i − 1, wms

jms+1 = wms
jms

+

+ (qms
jms+1− qms

jms
) , wms

jms+2 = wms
jms+1 + (qms

jms+2− qms
jms+1), . . . , wms

jms+k = wms
jms+k−1+

+(qms
k − qms

k−1), w
ms
jms+k+1 = wms

jms+k+2 = . . . = wms
n = (gms

k ,vms
k )−1, ãäå gms

k - ïîñëå-
äíÿÿ ñòðîêà ìàòðèöû (L∗jms+k(q

ms
k ) 0 . . . 0), vms

k = (wms
1 , . . . , wms

jms+k) è (gms
k ,vms

k )
� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñòðîåííûé âåêòîð
wms = (wms

1 , . . . , wms
jms

, wms
jms+1, . . . , w

ms
n ) óäîëåòâîðÿåò óñëîâèå ∀x ∈ p(as

kAs), ∀y ∈
Zn

2 \ p(as
kAs) (x,wks) > (y,wks).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç g = (γ1, . . . , γn) ïîñëåäíþþ ñòðîêó ìàòðèöû

p(as
mAs)

σms
ξms

= (Ljms0jms . . . 0jms) 2


n−jms

2
i=0


L∗jms+i(q

ms
i ) 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−(jms+i)





 ,

îïðåäåëèì âåêòîð w′
ms = as

m

(
wσ−1

m
ms

)
è ÷èñëî τ s

m =
(
(as

m ⊕ gσ−1
m ),wσ−1

m
ms

)
, ãäå

îïåðàöèÿ ⊕ çàäà¼ò ïîêîîðäèíàòíîå ñëîæåíèå âåêòîðîâ ïî mod 2.
Åñëè çà âåñîâîé âåêòîð ÍÝ âûáðàòü w′

ms, à çà ïîðîã ÷èñëî τ s
m, òî çíà÷åíèå

ñèãíàëà ÍÝ ðàâíî 1 òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè íà âõîä ïîäà¼ì ýëåìåíòû èç
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as
mp(as

mAs). Åñëè ÷åðåç f
(s)
m îáîçíà÷èòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæå-

ñòâà as
mp(as

mAs), ò. å. ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 òîëüêî íà áóëå-
âûõ íàáîðàõ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó as

mp(as
mAs), òî ÍÝ ñ âåêòîðîì

ñòðóêòóðû [w′
ms; τ

s
m] ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f

(s)
m .

Àëãîðèòì ñèíòåçà ðàñïîçíàþùåé ñõåìû
Øàã 1. Ïóñòü {K1, K2, . . . , Kt} îáó÷àþùàÿ âûáîðêà, s = 1 è ïåðåõîäèì ê

øàãó 2.
Øàã 2. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

As = Ks ∪
(

Zn
2 \

⋃

i6=s

Ki

)

è íàõîäèì p-ïîêðûòèå ïîäìíîæåñòâà Ks â ìíîæåñòâå As, ò. å.

PAs(Ks;b
s
1, . . . ,b

s
rs

) = bs
1p(bs

1As) ∪ bs
2p(bs

2As) ∪ . . . ∪ bs
rs

p(bs
rs

As).

Êàæäîìó p-ìíîæåñòâó bs
ip(bs

iAs) (i = 1, 2, . . . , rs) ïî âûøåñêàçàííîìó ìå-
òîäó ñîïîñòàâèì âåêòîð ñòðóêòóðû [w′

is; τ
s
i ] ÍÝ, ÷òî ðåàëèçóåò õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêóþ ôóíêöèþ f
(s)
i ìíîæåñòâà bi

sp(bs
iAs). Ñèñòåìà âåêòîðîâ {[w′

1s; τ
s
1 ], . . . , [w′

rs
; τ s

rs
]}

çàäà¼ò âåêòîðû ñòðóêòóð íåéðîííûõ ýëåìåíòîâ 1-ãî ñëîÿ áëîêà s.
Øàã 3. Åñëè s < t, òî s = s + 1 è ïåðåõîäèì ê øàãó 2, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ñèíòåç ñåòè çàâåðø¼í.
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