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ÍÎÂÈÉ ÏIÄÕIÄ ÄÎ ÏÎÁÓÄÎÂÈ ×ÈÑÅËÜÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÓ
ÂIÄØÓÊÀÍÍß ÀÁÑÎËÞÒÍÎÃÎ ÅÊÑÒÐÅÌÓÌÓ ÍÅÃËÀÄÊÈÕ
I ÐÎÇÐÈÂÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ ÄÂÎÕ ÄIÉÑÍÈÕ ÇÌIÍÍÈÕ

A new numerical method of finding of the extremum nondifferential function is regarded. The
method is based on projection of the surface being explored on co-ordinate planes.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ íîâèé ÷èñåëüíèé ìåòîä îïòèìiçàöi¨ íåãëàäêèõ ôóíêöié, â îñíîâi ÿêîãî ëåæèòü
ïðîåêòóâàííÿ ïîâåðõíi, ÿêà äîñëiäæó¹òüñÿ, íà êîîðäèíàòíi ïëîùèíè.

Âñòóï. Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ðiçíèõ êëàñiâ ïðèêëàäíèõ çàäà÷ i çàäà÷ â ñàìié ìà-
òåìàòèöi íåðiäêî äîâîäèòüñÿ ìàòè ñïðàâó ç âiäøóêàííÿì åêñòðåìóìó íåãëàä-
êèõ i ðîçðèâíèõ ôóíêöié [1,2]. Òàêi ñèòóàöi¨ çóñòði÷àþòüñÿ, íàïðèêëàä, â òåîði¨
àïðîêñèìàöi¨, ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi îêðåìèõ çàäà÷ äîñëiäæåííÿ îïåðàöié, â çàñòî-
ñóâàííi òåîði¨ êåðóâàííÿ ðóõîì äèíàìi÷íèõ ñèñòåì òîùî. Òîìó âåëèêèé iíòåðåñ
ñòàíîâèòü ðîçðîáêà ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ìîæíà áóëî á çíà-
õîäèòè àáñîëþòíèé åêñòðåìóì ÿê íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíèõ, òàê i äîâiëüíèõ
íåãëàäêèõ i ðîçðèâíèõ ôóíêöié. Â [3] ïîáóäîâàíî ÷èñåëüíèé ìåòîä òèïó ïîêîîð-
äèíàòíîãî ïiäéîìó âiäøóêàííÿ åêñòðåìóìó íåäèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié äâîõ
äiéñíèõ çìiííèõ, â îñíîâi ÿêîãî ëåæèòü âèêîðèñòàííÿ àïàðàòó íåêëàñè÷íèõ ìà-
æîðàíò i äiàãðàì Íüþòîíà ôóíêöié îäíi¹¨ äiéñíî¨ çìiííî¨, çàäàíèõ òàáëè÷íî [4].
Â ðîáîòi [5] çàïðîïîíîâàíî ÷èñåëüíèé ìåòîä âiäøóêàííÿ åêñòðåìóìó íåãëàäêèõ
i ðîçðèâíèõ ôóíêöié âiä äâîõ äiéñíèõ çìiííèõ, ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàí-
íi àïàðàòó íåêëàñè÷íèõ ìàæîðàíò i äiàãðàì Íüþòîíà ôóíêöié äâîõ äiéñíèõ
çìiííèõ, çàäàíèõ òàáëè÷íî [6].

Â ðîáîòi çàïðîïîíîâàíî íîâèé ïiäõiä äî îïòèìiçàöi¨ íåãëàäêèõ ôóíêöié, â
îñíîâi ÿêîãî ëåæèòü ïðîåêòóâàííÿ ïîâåðõíi, ÿêà äîñëiäæó¹òüñÿ, íà êîîðäèíàòíi
ïëîùèíè i âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó âiäøóêàííÿ åêñòðåìóìó ôóíêöi¨ îäíi¹¨ çìiííî¨,
çàïðîïîíîâàíîãî â [7] àáî [8].
Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ z = f (x, y), âèçíà÷åíó â äåÿêié îáëà-
ñòi D = {a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}. Ïðè öüîìó ââàæà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ
f (x, y) > 0 äëÿ âñiõ (x, y) ∈ D (âèêîíàííÿ òàêî¨ óìîâè çàâæäè ìîæåìî çà-
áåçïå÷èòè).

Ïîòðiáíî çíàéòè ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ z = f (x, y) ÿêà, âçàãàëi
êàæó÷è, ìîæå áóòè äîâiëüíîþ íåãëàäêîþ ÷è ðîçðèâíîþ ôóíêöi¹þ â D.
Ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S1 i S2 ìíîæèíó òî÷îê, ÿêi
¹ ïðîåêöi¹þ ïîâåðõíi z = f (x, y) âiäïîâiäíî íà ïëîùèíè xOz i yOz, à ÷åðåç
C (S1) i C (S2) ¨õ îïóêëi îáîëîíêè. Íåõàé z = ϕ (x) i z = ψ (y) - ÷àñòèíè ãðà-
íèöü âiäïîâiäíî îïóêëèõ îáîëîíîê C (S1) i C (S2), ÿêi ¨õ îáìåæóþòü çâåðõó.
Î÷åâèäíî, ÿêùî max

x∈[a,b]
ϕ (x) äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷öi x = x̄, à max

x∈[a,b]
ψ (y) äîñÿãà¹-

òüñÿ â òî÷öi y = ȳ, òî òî÷êà (x̄, ȳ) ¹ òî÷êîþ àáñîëþòíîãî åêñòðåìóìó ôóíêöi¨
z = f (x, y). Äëÿ íàáëèæåíîãî âiäøóêàííÿ òî÷êè (x̄, ȳ) ïîñòóïà¹ìî òàê.
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Â ïëîùèíi xOz i yOz ïîáóäó¹ìî àïðîêñèìóþ÷i ôóíêöi¨ äëÿ z = ϕ (x) i
z = ψ (y). Äëÿ öüîãî â îáëàñòi D ïîáóäó¹ìî ïðÿìîêóòíó ñiòêó:

x = xi = a + ih; i = 0, 1, . . . , n; h = (b− a) /n;

y = yj = c + jk; j = 0, 1, . . . , m; k = (d− c) /m,

i ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó òî÷îê (xi, yj) ∈ D. Òîäi äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî
x = xi çíàéäåìî z̄i = max

0≤j≤m
f (xi, yj) i äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî y = yj çíàéäåìî

z̃j = max
0≤i≤n

f (xi, yj). Â ïëîùèíi xOz i yOz ïîáóäó¹ìî îïóêëi îáîëîíêè âiäïîâiäíî
ìíîæèí òî÷îê z̄0, z̄1, . . . , z̄n i z̃0, z̃1, . . . , z̃m. ×àñòèíè ãðàíèöü öèõ îïóêëèõ îáîëî-
íîê, ÿêi îáìåæóþòü ¨õ çâåðõó, ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî ÷åðåç z = ϕ̄ (x) i z = ψ̃ (y).
Òîäi ôóíêöi¨ z = ϕ̄ (x) i z = ψ̃ (y) áóäóòü àïðîêñèìóþ÷èìè ôóíêöiÿìè âiäïî-
âiäíî äëÿ z = ϕ (x) i z = ψ (y). Òîìó, ÿêùî x̄0 = max

x∈[a,b]
ϕ̄ (x), ȳ0 = max

y∈[c,d]
ψ̃ (y), òî

òî÷êà (x̄0, ȳ0) áóäå íàáëèæåíîþ òî÷êîþ äî åêñòðåìàëüíî¨ òî÷êè (x̄, ȳ).
Äëÿ çíàõîäæåííÿ òî÷îê ìàêñèìóìó ôóíêöié z = ϕ̄ (x) i z = ψ̃ (y), ÿêi çàäàíi

âiäïîâiäíî òàáëèöÿìè ñâî¨õ çíà÷åíü z̄0, z̄1, . . . , z̄n i z̃0, z̃1, . . . , z̃m ìîæíà âèêîðè-
ñòàòè àëãîðèòì âiäøóêàííÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ îäíi¹¨
äiéñíî¨ çìiííî¨, ðîçðîáëåíèé â [8].

Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöi¨ Ðîçåíáðîêà ïðè n = 2.

f (x, y) = 100
(
y − x2

)2
+ (1− x)2 .

Ãðàôiê öi¹¨ ôóíêöi¨ çîáðàæåíèé íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1

Äëÿ âiäøóêàííÿ ìiíiìóìó äàíî¨ ôóíêöi¨ áóäåìî øóêàòè ìàêñèìóì ôóíêöi¨

−f (x, y) + 1000 = −100
(
y − x2

)2
+ (1− x)2 + 1000,

îñêiëüêè −f (x, y) + 1000 > 0 â îáëàñòi D = {−1 ≤ x ≤ 1, 1;−1 ≤ y ≤ 1, 1} .
Ïîêëàäåìî h = 0, 1 i äëÿ êîæíîãî xi = −1 + 0, 1 · i, i = 0, 1, . . . , 21, çíàéäåìî

çíà÷åííÿ z̄i. Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî òàáëèöþ çíà÷åíü ôóíêöi¨ z = ϕ̄ (x) (òàáë.
1).

Òîäi çà àëãîðèòìîì [8] øóêà¹ìî ìàêñèìóì ôóíêöi¨ z = ϕ̄ (x), ÿêà ïðåäñòàâ-
ëåíà òàáëèöåþ ñâî¨õ çíà÷åíü. Â ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî òî÷êó x20 = 1, â ÿêié öÿ
ôóíêöiÿ äîñÿãà¹ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ.
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Òàáëèöÿ 1
i xi z̄i i xi z̄i

0 -1 996 11 0,1 999,18
1 -0,9 996,38 12 0,2 999,2
2 -0,8 996,6 13 0,3 999,5
3 -0,7 997,1 14 0,4 999,48
4 -0,6 997,28 15 0,5 999,5
5 -0,5 997,5 16 0,6 999,68
6 -0,4 997,88 17 0,7 999,9
7 -0,3 998,3 18 0,8 999,8
8 -0,2 998,4 19 0,9 999,98
9 -0,1 998,78 20 1 1000
10 0 999 21 1,1 999,98

Àíàëîãi÷íî, ïîêëàäåìî k = 0, 1 i äëÿ êîæíîãî yj = −1 + 0, 1 · j,
j = 0, 1, . . . , 21, çíàéäåìî çíà÷åííÿ z̃j. Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî òàáëèöþ çíà÷åíü
ôóíêöi¨ z = ψ̃ (y) (òàáë. 2).

Òàáëèöÿ 2
j yj z̃j j yj z̃j

0 -1 899 11 0,1 999,5
1 -0,9 918 12 0,2 999,5
2 -0,8 935 13 0,3 999,5
3 -0,7 950 14 0,4 999,68
4 -0,6 963 15 0,5 999,9
5 -0,5 974 16 0,6 999,8
6 -0,4 983 17 0,7 999,6
7 -0,3 990 18 0,8 999,98
8 -0,2 995 19 0,9 999,18
9 -0,1 998 20 1 1000
10 0 999,2 21 1,1 999

Çà àëãîðèòìîì [8] îäåðæèìî òî÷êó y20 = 1, â ÿêié äîñÿãà¹òüñÿ ìàêñèìóì
ôóíêöi¨ z = ψ̃ (y), çàäàíî¨ òàáëèöåþ ñâî¨õ çíà÷åíü.

Îòæå, ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ −f (x, y) â îáëàñòi D äîðiâíþ¹
−f (x, y) − 1000 = 0. Òîìó ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f (x, y) òàêîæ äîðiâ-
íþ¹ 0.

Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ìàêñèìiçàöi¨ ôóíêöi¨

f (x, y) = −
√
|x · y| − x + 100.

Ãðàôiê öi¹¨ ôóíêöi¨ çîáðàæåíèé íà ðèñ. 2.
Ðîçãëÿíåìî îáëàñòü D = {−2 ≤ x ≤ 2;−2 ≤ y ≤ 2} .
Ïîêëàäåìî h = 0, 1 i äëÿ êîæíîãî xi = −2 + 0, 1 · i, i = 0, 1, . . . , 40, çíàéäåìî

çíà÷åííÿ z̄i. Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî òàáëèöþ çíà÷åíü ôóíêöi¨ z = ϕ̄ (x) (òàáë.
3).
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Ðèñ. 2

Òàáëèöÿ 3
i xi z̄i i xi z̄i i xi z̄i i xi z̄i

0 -2 98,585 10 -1 99 20 0 100 30 1 100
1 -1,9 98,6216 11 -0,9 99,05132 21 0,1 100 31 1,1 100
2 -1,8 98,65836 12 -0,8 99,10557 22 0,2 100 32 1,2 100
3 -1,7 98,69616 13 -0,7 99,16334 23 0,3 100 34 1,4 100
4 -1,6 98,73509 14 -0,6 99,2254 24 0,4 100 35 1,5 100
5 -1,5 98,77526 15 -0,5 99,2928 25 0,5 100 36 1,6 100
6 -1,4 98,81678 16 -0,4 99,36754 26 0,6 100 37 1,7 100
7 -1,3 98,85982 17 -0,3 99,45228 27 0,7 100 38 1,8 100
8 -1,2 98,90455 18 -0,2 99,55279 28 0,8 100 39 1,9 100
9 -1,1 98,95119 19 -0,1 99,68377 29 0,9 100 40 2 100

Òîäi çà àëãîðèòìîì [8] øóêà¹ìî ìàêñèìóì ôóíêöi¨ z = ϕ̄ (x), ÿêà ïðåäñòàâ-
ëåíà òàáëèöåþ ñâî¨õ çíà÷åíü. Â ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî òî÷êó x20 = 0, â ÿêié öÿ
ôóíêöiÿ äîñÿãà¹ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ.

Àïðîêñèìóþ÷îþ ôóíêöi¹þ z = ψ̃ (y) ¹ ïðÿìà z = 100, òîáòî ìàêñèìóì ôóí-
êöi¨ z = ψ̃ (y) äîñÿãà¹òüñÿ â áóäü-ÿêié òî÷öi y ∈ [−2, 2].

Îòæå, ìàêñèìóì ôóíêöi¨ f (x, y) = 100.

Ïðèêëàä 3. Çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöi¨ [1]

f (x, y) =

{ −
√
|x · y|+ 1, x ∈ {x : x < 0, y < 0} ,

−
√
|x · y|, x /∈ {x : x < 0, y < 0} .

Ãðàôiê öi¹¨ ôóíêöi¨ çîáðàæåíèé íà ðèñ. 3.
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Ðèñ. 3

Äëÿ òîãî, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà íåâiä'¹ìíîñòi çíà÷åíü ôóíêöi¨, ðîçãëÿíå-
ìî ôóíêöiþ f (x, y) + 50 â ïðÿìîêóòíié îáëàñòi D = {−2 ≤ x ≤ 3;−3 ≤ y ≤ 3} .

Ïîêëàäåìî h = 0, 1 i äëÿ êîæíîãî xi = −2 + 0, 1 · i, i = 0, 1, . . . , 50, çíàéäåìî
çíà÷åííÿ z̄i. Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî òàáëèöþ çíà÷åíü ôóíêöi¨ z = ϕ̄ (x) (òàáë.
4).

Òîäi çà àëãîðèòìîì [8] øóêà¹ìî ìàêñèìóì ôóíêöi¨ z = ϕ̄ (x), ÿêà ïðåäñòàâ-
ëåíà òàáëèöåþ ñâî¨õ çíà÷åíü. Â ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî òî÷êó x19 = −0, 1, â ÿêié
öÿ ôóíêöiÿ äîñÿãà¹ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ.

Àíàëîãi÷íî, ïîêëàäåìî k = 0, 1 i äëÿ êîæíîãî yj = −3 + 0, 1 · j,
j = 0, 1, . . . , 60, çíàéäåìî çíà÷åííÿ z̃j. Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî òàáëèöþ çíà÷åíü
ôóíêöi¨ z = ψ̃ (y) (òàáë. 5).

Òàáëèöÿ 4
i xi z̄i i xi z̄i i xi z̄i i xi z̄i

0 -2 50,5528 13 -0,7 50,7354 26 0,6 50 39 1,9 50
1 -1,9 50,5641 14 -0,6 50,755 27 0,7 50 40 2 50
2 -1,8 50,5757 15 -0,5 50,7764 28 0,8 50 41 2,1 50
3 -1,7 50,5877 16 -0,4 50,8 29 0,9 50 42 2,2 50
4 -1,6 50,6 17 -0,3 50,8267 30 1 50 43 2,3 50
5 -1,5 50,6127 18 -0,2 50,8585 31 1,1 50 44 2,4 50
6 -1,4 50,6258 19 -0,1 50,9 32 1,2 50 45 2,5 50
7 -1,3 50,6394 20 0 50 33 1,3 50 46 2,6 50
8 -1,2 50,6535 21 0,1 50 34 1,4 50 47 2,7 50
9 -1,1 50,6683 22 0,2 50 35 1,5 50 48 2,8 50
10 -1 50,6837 23 0,3 50 36 1,6 50 49 2,9 50
11 -0,9 50,7 24 0,4 50 37 1,7 50 50 3 50
12 -0,8 50,7171 25 0,5 50 38 1,8 50

Çàñòîñóâàâøè àëãîðèòì [8] îäåðæèìî òî÷êó y29 = −0, 1, â ÿêié ôóíêöiÿ
z = ψ̃ (y), çàäàíà òàáëèöåþ ñâî¨õ çíà÷åíü, äîñÿãà¹ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ.

Äëÿ óòî÷íåííÿ òî÷êè (−0, 1;−0, 1) çàñòîñó¹ìî äàíèé ìåòîä çâóæóþ÷è îáëàñòü
D íà êîæíîìó åòàïi âiäøóêàííÿ åêñòðèìàëüíî¨ òî÷êè. Ðîçãëÿíåìî D =
= {−0, 0001 ≤ x ≤ 0, 0002,−0, 0001 ≤ y ≤ 0, 0002} ç êðîêîì 0, 00001, â ðåçóëü-
òàòi îäåðæèìî òî÷êó (−0, 00001;−0, 00001). Òîäi ìàêñèìóì ôóíêöi¨ f (x, y) =
= 0, 99999.
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Òàáëèöÿ 5
j yj z̃j j yj z̃j j yj z̃j j yj z̃j j yj z̃j

0 -3 50,4522 13 -1,7 50,5876 26 -0,4 50,8 39 0,9 50 52 2,2 50
1 -2,9 50,4614 14 -1,6 50,6 27 -0,3 50,8267 40 1 50 53 2,3 50
2 -2,8 50,4708 15 -1,5 50,6127 28 -0,2 50,8585 41 1,1 50 54 2,4 50
3 -2,7 50,4804 16 -1,4 50,6258 29 -0,1 50,9 42 1,2 50 55 2,5 50
4 -2,6 50,49 17 -1,3 50,6394 30 0 50 43 1,3 50 56 2,6 50
5 -2,5 50,5 18 -1,2 50,6535 31 0,1 50 44 1,4 50 57 2,7 50
6 -2,4 50,5101 19 -1,1 50,6683 32 0,2 50 45 1,5 50 58 2,8 50
7 -2,3 50,5204 20 -1 50,6837 33 0,3 50 46 1,6 50 59 2,9 50
8 -2,2 50,5309 21 -0,9 50,7 34 0,4 50 47 1,7 50 60 3 50
9 -2,1 50,5417 22 -0,8 50,7171 35 0,5 50 48 1,8 50
10 -2 50,5527 23 -0,7 50,7354 36 0,6 50 49 1,9 50
11 -1,9 50,5641 24 -0,6 50,755 37 0,7 50 50 2 50
12 -1,8 50,5757 25 -0,5 50,7763 38 0,8 50 51 2,1 50

Ó âèïàäêó ðîçðèâíèõ ôóíêöié âèìàãà¹òüñÿ, ùîá òî÷êè ðîçðèâó íå ïîòðà-
ïëÿëè äî òî÷îê ïî ÿêèõ áóäóþòüñÿ àïðîêñèìóþ÷i ôóíêöi¨.
Âèñíîâîê. Ïîáóäîâàíî íîâèé ÷èñåëüíèé ìåòîä âiäøóêàííÿ àáñîëþòíîãî åêñ-
òðåìóìó äîâiëüíèõ íåãëàäêèõ i ðîçðèâíèõ ôóíêöié, â îñíîâi ÿêîãî ëåæèòü ïðîå-
êòóâàííÿ ïîâåðõíi, ÿêà äîñëiäæó¹òüñÿ, íà êîîðäèíàòíi ïëîùèíè i âèêîðèñòàííÿ
ìåòîäó âiäøóêàííÿ åêñòðåìóìó ôóíêöi¨ îäíi¹¨ çìiííî¨, çàïðîïîíîâàíîãî â [8].
Ïðèâåäåíi ïðèêëàäè ïiäòâåðäæóþòü âèñîêó åôåêòèâíiñòü ìåòîäó. Ìåòîä ìîæå
áóòè óçàãàëüíåíèé íà âèïàäîê ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ.
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