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ÎÁÅÐÍÅÍÈÉ ËÀÍÖÞÃÎÂÈÉ ÄÐIÁ ÒIËÅ
The Thiele type reciprocal continued fraction is investigated.

Äîñëiäæó¹òüñÿ îáåðíåíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó Òiëå.

Âñòóï. Çàäà÷à ðîçâèíåííÿ ôóíêöié ó ëàíöþãîâèé äðiá íàëåæèòü äî âàæëè-
âèõ çàäà÷ â òåîði¨ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, ÿêà ìà¹ êðiì òåîðåòè÷íîãî ùå i ïðàêòè-
÷íå çíà÷åííÿ, îñêiëüêè òàêi ðîçâèíåííÿ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ îá÷èñëåí-
íÿ çíà÷åíü ôóíêöié íà êîìï'þòåði. Â ðîáîòi [1] ðîçãëÿíóòà çàäà÷à ðîçâèíåííÿ
ôóíêöié â ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå. Â öié æå ðîáîòi ðîçãëÿíóòà iñòîðiÿ ïèòàííÿ.

Äàíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ðîçâèíåííþ ôóíêöié â îáåðíåíèé ëàíöþãîâèé äðiá
òèïó Òiëå. Ó ðîáîòi áóäå ðîçãëÿäàòèñÿ çàäà÷à íàáëèæåííÿ ôóíêöié îäíi¹¨ äié-
ñíî¨ çìiííî¨ ëàíöþãîâèì äðîáîì âèäó

Dn(x) =
1

b0(x) +

a1(x)

b1(x) +

a2(x)

b2(x) + · · · +

an(x)

bn(x)
=

(
b0(x) +

n

K
k=1

ak(x)

bk(x)

)−1

, (1)

äå ak(x), bk(x) ∈ C[Ω], ak(x) 6≡ 0 .

1. Îáåðíåíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå. Íåõàé ôóíêöiÿ
f(x) ∈ C[Ω], äå Ω ⊂ R� äåÿêèé êîìïàêò, òà âèçíà÷åíà ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè â
òî÷êàõ ìíîæèíè

X = {xi : xi ∈ Ω, i = 0, 1, . . . , n, xi 6= xj ïðè i 6= j}.
Ïîáóäó¹ìî iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá (IËÄ) âèäó (1) çà çíà÷åííÿìè
ôóíêöi¨ f(x) â òî÷êàõ ìíîæèíè X. Äëÿ öüîãî âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíiñòü {vk(x)}
íàñòóïíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè

f(x) = v0(x), v0(x) =
1

v0(x0) +
x− x0

v1(x)

, vk(x) = vk(xk)+
x− xk

vk+1(x)
, k = 1, 2, . . . .

Âêëàäàþ÷è åëåìåíòè ïîñëiäîâíîñòi îäèí â äðóãèé ÷åðåç n + 1 êðîê îòðèìà¹ìî

f(x) = v0(x) =

(
v0(x0) +

x− x0

v1(x)

)−1

=

(
v0(x0) +

x− x0

v1(x1) +

x− x1

v2(x)

)−1

= · · · =

=

(
v0(x0) +

x− x0

v1(x1) +

x− x1

v2(x2) + · · · +

x− xn−1

vn(xn) +

x− xn

vn+1(x)

)−1

.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç bk = vk(xk) òà ïiäñòàâèìî íóëü çàìiñòü (x − xn)/vn+1(x),
òîäi îòðèìà¹ìî IËÄ âèäó ([2�4])

Dn(x; b1, b2, . . . , bn) =
Pn(x; b1, b2, . . . , bn)

Qn(x; b1, b2, . . . , bn)
=

(
b0 +

n

K
k=1

x− xk−1

bk

)−1

, (2)
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ÿêèé ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê "îáåðíåíèé" IËÄ äî IËÄ Òiëå ( [5�7]).
Ç óìîâè

Dn(xi) = yi, äå yi = f(xi), i = 0, 1, . . . , n, (3)
äëÿ êîåôiöi¹íòiâ öüîãî äðîáó ìîæíà îòðèìàòè ôîðìóëè ( [2�4])

b0 =
1

y0

, bk =
xk − xk−1

−bk−1 + · · · +

xk − x1

−b1 +

xk − x0

1

yk

− b0

, k = 1, 2, . . . , n. (4)

Îòðèìà¹ìî òåïåð àíàëîã ôîðìóëè Òiëå ( [8]) äëÿ ëàíöþãîâîãî äðîáó òàêîãî
òèïó. Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäèêîþ, ÿêà çàïðîïîíîâàíà â [9].

Ââåäåìî â ðîçãëÿä ïîñëiäîâíiñòü îáåðíåíèõ ïîäiëåíèõ ðiçíèöü 2�ãî òèïó íà-
ñòóïíèì ÷èíîì

Φk[x0, . . . , xk] =
xk − xk−1

Φk−1[x0, . . . , xk−2, xk]− Φk−1[x0, . . . , xk−2, xk−1]
, (5)

Φ0[x] = 1/f(x), à òîäi bk[x0, x1, . . . , xk] = Φk[x0, x1, . . . , xk], k = 0, 1, . . . , n.
Êîæíèé êîåôiöi¹íò bk[x0, x1, . . . , xk] IËÄ (2) çàëåæèòü âiä iíòåðïîëÿöiéíèõ

âóçëiâ x0, x1, . . . , xk òà çíà÷åíü ôóíêöi¨ f(x) â öèõ âóçëàõ. Â òîé æå ÷àñ, êîåôi-
öi¹íò bk[x0, x1, . . . , xk] ¹ ñèìåòðè÷íîþ ôóíêöi¹þ òiëüêè âiäíîñíî äâîõ îñòàííiõ
ñâî¨õ àðãóìåíòiâ xk−1 òà xk. Ââåäåìî â ðîçãëÿä ñïiââiäíîøåííÿ âèãëÿäó

ρk[x0, . . . , xk] = Φk[x0, . . . , xk]+Φk−2[x0, . . . , xk−2]+· · ·+Φk−2[k/2][x0, xk−2[k/2]], (6)

ÿêi áóäåìî íàçèâàòè îáåðíåíèìè ðiçíèöÿìè 2�ãî òèïó. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

ρ1[x0, x1] =
(x1 − x0) y0 y1

y0 − y1

òà
ρ2[x0, x1, x2] =

x0 (y1 − y2) + x1 (y2 − y0) + x2 (y0 − y1)

x0 y0 (y1 − y2) + x1 y1 (y2 − y0) + x2 y2 (y0 − y1)

ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî âñiõ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ. Ñèìåòðè÷íiñòü iíøèõ ρk[x0, · · · , xk],
k = 3, 4, . . . , n, áóäå äîâåäåíà íèæ÷å.

Çãiäíî iç (6) ìà¹ìî

bk[x0, x1, . . . , xk] = ρk[x0, . . . , xk]− ρk−2[x0, . . . , xk−2], k = 2, 3, . . . , n, (7)

à òîäi IËÄ (2) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

Dn(x) =
Pn(x)

Qn(x)
=

(
ρ0 +

x− x0

ρ1 +

x− x1

ρ2 − ρ0 + · · · +

x− xn−1

ρn − ρn−2

)−1

. (8)

Çàóâàæèìî, ùî P0(x) = 1, Q0(x) = ρ0, P1(x) = ρ1, Q1(x) = ρ0 ρ1 + x − x0.
Ñêîðèñòàâøèñü ïðÿìèì ðåêóðåíòíèì àëãîðèòìîì ([10]), ëåãêî ïîêàçàòè, ùî

P2m(x) = a0 + a1 · x + · · ·+ am−1 · xm−1 + xm, am = 1,
Q2m(x) = b0 + b1 · x + · · ·+ bm−1 · xm−1 + ρ2m · xm, bm = ρ2m,

P2m+1(x) = c0 + c1 · x + · · ·+ cm−1 · xm−1 + ρ2m+1 · xm, cm = ρ2m+1,
Q2m+1(x) = d0 + d1 · x + · · ·+ dm · xm + xm+1, dm+1 = 1,
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äå a0, . . . , am, b0, . . . , bm, c0, . . . , cm, d0, . . . , dm+1 äåÿêi êîåôiöi¹íòè.
Â ñèëó òîãî, ùî ëàíöþãîâèé äðiá (8) iíòåðïîëÿöiéíèé, òî âèêîíóþòüñÿ ñïiâ-

âiäíîøåííÿ
yk = Dn(xk) =

Pn(xk)

Qn(xk)
, k = 0, 1, . . . , n.

Ðîçãëÿíåìî îêðåìî äâà âèïàäêè: a) n = 2m; á) n = 2m + 1.
a) Ïðè n = 2m îòðèìó¹ìî

a0 + a1 · xk + · · ·+ am−1 · xm−1
k + xm

k = yk(b0 + b1 · xk + · · ·+ bm−1 · xm−1
k + bm · xm

k )

äëÿ êîæíîãî k = 0, 1, . . . , n. Àáî




a0 − y0b0 + x0a1 − x0y0b1 + · · · + xm−1
0 am−1 − xm−1

0 y0bm−1 − xm
0 y0bm = −xm

0 ,

a0 − y1b0 + x1a1 − x1y1b1 + · · · + xm−1
1 am−1 − xm−1

1 y1bm−1 − xm
1 y1bm = −xm

1 ,
... ... ... ... . . . ... ... ... ...
a0 − ynb0 + xna1 − xnynb1 + · · · + xm−1

n am−1 − xm−1
n ynbm−1 − xm

n ynbm = −xm
n .

Îòðèìàëè ñèñòåìó ç 2m+1 ëiíiéíîãî àëãåáðè÷íîãî ðiâíÿííÿ âiäíîñíî 2m+1
íåâiäîìîãî a0, a1, . . . , am−1, b0, b1, . . . , bm−1, bm. Âèçíà÷íèê ñèñòåìè

∆(e) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −y0 x0 −x0 y0 x2
0 −x2

0 y0 · · · xm−1
0 −xm−1

0 y0 −xm
0 y0

1 −y1 x1 −x1 y1 x2
1 −x2

1 y1 · · · xm−1
1 −xm−1

1 y1 −xm
1 y1

... ... ... ... ... ... . . . ... ... ...
1 −yn xn −xn yn x2

n −x2
n yn · · · xm−1

n −xm−1
n yn −xm

n yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= (−1)m+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 y0 x0 x0 y0 x2
0 x2

0 y0 · · · xm−1
0 xm−1

0 y0 xm
0 y0

1 y1 x1 x1 y1 x2
1 x2

1 y1 · · · xm−1
1 xm−1

1 y1 xm
1 y1

... ... ... ... ... ... . . . ... ... ...
1 yn xn xn yn x2

n x2
n yn · · · xm−1

n xm−1
n yn xm

n yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Âèçíà÷íèê

∆
(e)
1 = (−1)m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xm
0 y0 x0 x0 y0 x2

0 x2
0 y0 · · · xm−1

0 xm−1
0 y0 xm

0 y0

xm
1 y1 x1 x1 y1 x2

1 x2
1 y1 · · · xm−1

1 xm−1
1 y1 xm

1 y1

... ... ... ... ... ... . . . ... ... ...
xm

n yn xn xn yn x2
n x2

n yn · · · xm−1
n xm−1

n yn xm
n yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Âèêîíàâøè ïîñëiäîâíî 2m−1 ïåðåñòàíîâêó ñòîâïöiâ ó öüîìó âèçíà÷íèêó, îòðè-
ìà¹ìî

∆
(e)
1 = (−1)m+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y0 x0 x0 y0 x2
0 x2

0 y0 · · · xm−1
0 xm−1

0 y0 xm
0 xm

0 y0

y1 x1 x1 y1 x2
1 x2

1 y1 · · · xm−1
1 xm−1

1 y1 xm
1 xm

1 y1

... ... ... ... ... . . . ... ... ... ...
yn xn xn yn x2

n x2
n yn · · · xm−1

n xm−1
n yn xm

n xm
n yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Äàëi, âèçíà÷íèê

∆
(e)
2 = (−1)m+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 xm
0 x0 x0 y0 x2

0 x2
0 y0 · · · xm−1

0 xm−1
0 y0 xm

0 y0

1 xm
1 x1 x1 y1 x2

1 x2
1 y1 · · · xm−1

1 xm−1
1 y1 xm

1 y1

... ... ... ... ... ... . . . ... ... ...
1 xm

n xn xn yn x2
n x2

n yn · · · xm−1
n xm−1

n yn xm
n yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= (−1)m−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x0 x0 y0 x2
0 x2

0 y0 · · · xm−1
0 xm−1

0 y0 xm
0 xm

0 y0

1 x1 x1 y1 x2
1 x2

1 y1 · · · xm−1
1 xm−1

1 y1 xm
1 xm

1 y1

... ... ... ... ... . . . ... ... ... ...
1 xn xn yn x2

n x2
n yn · · · xm−1

n xm−1
n yn xm

n xm
n yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó

∆
(e)
2i+1 = (−1)m−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 y0 x0 x0 y0 · · · xi−1
0 y0 xi

0 y0 · · · xm
0 xm

0 y0

1 y1 x1 x1 y1 · · · xi−1
1 y1 xi

1 y1 · · · xm
1 xm

1 y1

... ... ... ... . . . ... ... . . . ... ...
1 yn xn xn yn · · · xi−1

n yn xi
n yn · · · xm

n xm
n yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

ïðè i = 1, 2, · · · ,m− 1,

∆
(e)
2i+2 = (−1)m−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 y0 x0 x0 y0 · · · xi
0 xi+1

0 xi+1
0 y0 · · · xm

0 xm
0 y0

1 y1 x1 x1 y1 · · · xi
1 xi+1

1 xi+1
1 y1 · · · xm

1 xm
1 y1

... ... ... ... . . . ... ... ... . . . ... ...
1 yn xn xn yn · · · xi

n xi+1
n xi+1

n yn · · · xm
n xm

n yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

ïðè i = 1, 2, · · · ,m− 2, i

∆
(e)
2m = (−1)m+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 y0 x0 x0 y0 x2
0 x2

0 y0 · · · xm−1
0 xm−1

0 y0 xm
0

1 y1 x1 x1 y1 x2
1 x2

1 y1 · · · xm−1
1 xm−1

1 y1 xm
1

... ... ... ... ... ... . . . ... ... ...
1 yn xn xn yn x2

n x2
n yn · · · xm−1

n xm−1
n yn xm

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Òîäi ρ2m[x0, x1, . . . , x2m] = bm áóäå ðiâíå

ρ2m =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 y0 x0 x0 y0 · · · xm−1
0 xm−1

0 y0 xm
0

1 y1 x1 x1 y1 · · · xm−1
1 xm−1

1 y1 xm
1

... ... ... ... . . . ... ... ...
1 y2m x2m x2m y2m · · · xm−1

2m xm−1
2m y2m xm

2m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

: ∆̄(e) , (9)

äå

∆̄(e) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 y0 x0 x0 y0 · · · xm−1
0 xm−1

0 y0 xm
0 y0

1 y1 x1 x1 y1 · · · xm−1
1 xm−1

1 y1 xm
1 y1

... ... ... ... . . . ... ... ...
1 y2m x2m x2m y2m · · · xm−1

2m xm−1
2m y2m xm

2m y2m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (10)

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2008, âèï. 17



ÎÁÅÐÍÅÍÈÉ ËÀÍÖÞÃÎÂÈÉ ÄÐIÁ ÒIËÅ 183

Iç ôîðìóë (9)�(10) âèïëèâà¹, ùî îáåðíåíà ðiçíèöÿ 2-ãî òèïó ρ2m[x0, x1, . . . , x2m]
ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî âñiõ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ.

×èñåëüíèê P2m(x) òà çíàìåííèê Q2m(x) ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

P2m(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 x 0 · · · xm−1 0 xm 0

1 y0 x0 x0 y0 · · · xm−1
0 xm−1

0 y0 xm
0 xm

0 y0

1 y1 x1 x1 y1 · · · xm−1
1 xm−1

1 y1 xm
1 xm

1 y1

... ... ... ... . . . ... ... ... ...
1 y2m x2m x2m y2m · · · xm−1

2m xm−1
2m y2m xm−1

2m xm
2m y2m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

: ∆̄(e) ,

Q2m(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 x · · · 0 xm−1 0 xm

1 y0 x0 x0 y0 · · · xm−1
0 xm−1

0 y0 xm
0 xm

0 y0

1 y1 x1 x1 y1 · · · xm−1
1 xm−1

1 y1 xm
1 xm

1 y1

... ... ... ... . . . ... ... ... ...
1 y2m x2m x2m y2m · · · xm−1

2m xm−1
2m y2m xm−1

2m xm
2m y2m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

: ∆̄(e) .

á) Ïðè n = 2m + 1 àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî

c0+c1·xk+· · ·+cm−1·xm−1
k +cm·xm

k = yk(d0+d1·xk+· · ·+dm−1·xm−1
k +dm·xm

k +xm+1
k )

äëÿ êîæíîãî k = 0, 1, . . . , n. Àáî ó âèãëÿäi ñèñòåìè




c0 − y0d0 + x0c1 − x0y0d1 + · · · + xm
0 cm − xm

0 y0dm = xm+1
0 y0,

c0 − y1d0 + x1c1 − x1y1d1 + · · · + xm
1 cm − xm

1 y1dm = xm+1
1 y1,

... ... ... ... . . . ... ... ...
c0 − ynd0 + xnc1 − xnynd1 + · · · + xm

n cm − xm
n yndm = xm+1

n yn .

Çíîâó îòðèìàëè ñèñòåìó ç 2m + 2 ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî
2m + 2 íåâiäîìèõ c0, c1, . . . , cm, d0, d1, . . . , dm. Âèçíà÷íèê ñèñòåìè

∆(o) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −y0 x0 −x0 y0 x2
0 −x2

0 y0 · · · xm
0 −xm

0 y0

1 −y1 x1 −x1 y1 x2
1 −x2

1 y1 · · · xm
1 −xm

1 y1

... ... ... ... ... ... . . . ... ...
1 −yn xn −xn yn x2

n −x2
n yn · · · xm

n −xm
n yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= (−1)m+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 y0 x0 x0 y0 x2
0 x2

0 y0 · · · xm
0 xm

0 y0

1 y1 x1 x1 y1 x2
1 x2

1 y1 · · · xm
1 xm

1 y1

... ... ... ... ... ... . . . ... ...
1 yn xn xn yn x2

n x2
n yn · · · xm

n xm
n yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Âèçíà÷íèê

∆
(o)
1 = (−1)m+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xm+1
0 y0 y0 x0 x0 y0 x2

0 x2
0 y0 · · · xm

0 xm
0 y0

xm+1
1 y1 y1 x1 x1 y1 x2

1 x2
1 y1 · · · xm

1 xm
1 y1

... ... ... ... ... ... . . . ... ...
xm+1

n ym yn xn xn yn x2
n x2

n yn · · · xm
n xm

n yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Âèêîíàâøè ïîñëiäîâíî 2m + 1 ïåðåñòàíîâêó ñòîâïöiâ, îòðèìà¹ìî

∆
(o)
1 = (−1)m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y0 x0 x0 y0 x2
0 x2

0 y0 · · · xm
0 xm

0 y0 xm+1
0 y0

y1 x1 x1 y1 x2
1 x2

1 y1 · · · xm
1 xm

1 y1 xm+1
1 y1

... ... ... ... ... . . . ... ... ...
yn xn xn yn x2

n x2
n yn · · · xm

n xm
n yn xm+1

n yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Äàëi, âèçíà÷íèê

∆
(o)
2 = (−1)m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x0 x0 y0 x2
0 x2

0 y0 · · · xm
0 xm

0 y0 xm+1
0 y0

1 x1 x1 y1 x2
1 x2

1 y1 · · · xm
1 xm

1 y1 xm+1
1 y1

... ... ... ... ... . . . ... ... ...
1 xn xn yn x2

n x2
n yn · · · xm

n xm
n yn xm+1

n yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïðè i = 1, 2, · · · ,m

∆
(o)
2i+1 = (−1)m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 y0 x0 x0y0 · · · xi−1
0 y0 xi

0y0 · · · xm
0 xm

0 y0 xm+1
0 y0

1 y1 x1 x1y1 · · · xi−1
1 y1 xi

1y1 · · · xm
1 xm

1 y1 xm+1
1 y1

... ... ... ... . . . ... ... . . . ... ... ...
1 yn xn xnyn · · · xi−1

n yn xi
nyn · · · xm

n xm
n yn xm+1

n yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

∆
(o)
2i+2 = (−1)m+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 y0 x0 x0 y0 · · · xi
0 xi+1

0 xi+1
0 y0 · · · xm

0 xm
0 y0

1 y1 x1 x1 y1 · · · xi
1 xi+1

1 xi+1
1 y1 · · · xm

1 xm
1 y1

... ... ... ... . . . ... ... ... . . . ... ...
1 yn xn xn yn · · · xi

n xi+1
n xi+1

n yn · · · xm
n xm

n yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Çîêðåìà

∆
(o)
2m+1 = (−1)m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 y0 x0 x0 y0 x2
0 x2

0 y0 · · · xm−1
0 y0 xm

0 y0 xm+1
0 y0

1 y1 x1 x1 y1 x2
1 x2

1 y1 · · · xm−1
1 y1 xm

1 y1 xm+1
1 y1

... ... ... ... ... ... . . . ... ... ...
1 yn xn xn yn x2

n x2
n yn · · · xm−1

n yn xm
n yn xm+1

n yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

à òîäi ρ2m+1[x0, x1, . . . , x2m+1] = cm áóäå ðiâíå

ρ2m+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 y0 x0 x0 y0 · · · xm−1
0 y0 xm

0 y0 xm+1
0 y0

1 y1 x1 x1 y1 · · · xm−1
1 y1 xm

1 y1 xm+1
1 y1

... ... ... ... . . . ... ... ...
1 ys xs xs ys · · · xm−1

s ys xm
s ys xm+1

s ys

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

: (−∆̄(o)) , (11)

äå

∆̄(0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 y0 x0 x0 y0 x2
0 x2

0 y0 · · · xm
0 xm

0 y0

1 y1 x1 x1 y1 x2
1 x2

1 y1 · · · xm
1 xm

1 y1

... ... ... ... ... ... . . . ... ...
1 ys xs xs ys x2

s x2
s ys · · · xm

s xm
s ys

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, s = 2m + 1 . (12)
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Iç ôîðìóë (11)�(12) âèïëèâà¹, ùî îáåðíåíà ðiçíèöÿ 2-ãî òèïó ρ2m+1[x0, . . . , x2m+1]
òàêîæ ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî âñiõ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ. ×èñåëüíèê P2m+1(x) òà çíà-
ìåííèê Q2m+1(x) ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

P2m+1(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 x 0 · · · xm 0 0

1 y0 x0 x0 y0 · · · xm
0 xm

0 y0 xm+1
0 y0

1 y1 x1 x1 y1 · · · xm
1 xm

1 y1 xm+1
1 y1

... ... ... ... . . . ... ... ...
1 ys xs xs ys · · · xm

s xm
s ys xm+1

s ys

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

: (−∆̄(o)) ,

Q2m+1(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 x · · · xm 0

1 y0 x0 x0 y0 · · · xm
0 y0 xm+1

0 y0

1 y1 x1 x1 y1 · · · xm
1 y1 xm+1

1 y1

... ... ... ... . . . ... ...
1 ys xs xs ys · · · xm

s ys xm+1
s ys

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

: (−∆̄(o)) ,

Äî öüîãî ÷àñó ðîáèëèñÿ ïðèïóùåííÿ, ùî âóçëè iíòåðïîëÿöi¨, xi, i = 0, . . . , n,
óñi ðiçíi. Ïåðåéäåìî òåïåð äî ãðàíè÷íîãî âèïàäêó, òîáòî êîëè âñi âóçëè, ÷è
äåÿêà ¨õ ÷àñòèíà, ïðÿìóþòü äî îäíîãî i òîãî æ çíà÷åííÿ. Ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ
ρk[x0, x1, . . . , xk], êîëè âñi âóçëè ïðÿìóþòü äî x, íàçâåìî îáåðíåíîþ ïîõiäíîþ
2�ãî òèïó i ïîçíà÷èìî ÷åðåç [k]f(x), òîáòî

[k]f(x) = ρk[ x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k+1

] = lim
x0,x1,...,xk→x

ρk[x0, x1, . . . , xk].

Ç (11) òà (12) ïðè m = 0 ìà¹ìî

[1]f(x) = ρ1[x, x] = − lim
x0,x1→x

∣∣∣∣
f(x0) f(x0) x0

f(x1) f(x1) x1

∣∣∣∣
∣∣∣∣

1 f(x0)
1 f(x1)

∣∣∣∣
=

= − lim
h→0

∣∣∣∣
f(x) f(x) x

f(x + h) f(x + h) (x + h)

∣∣∣∣
∣∣∣∣

1 f(x)
1 f(x + h)

∣∣∣∣
= − lim

h→0

f(x)f(x + h)

∣∣∣∣
1 x
1 x + h

∣∣∣∣
∣∣∣∣

1 f(x)
1 f(x + h)

∣∣∣∣
=

= − lim
h→0

f(x) f(x + h)

∣∣∣∣
1 x
0 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1 f(x)

0
f(x + h)− f(x)

h

∣∣∣∣∣∣

= −f 2(x)

f ′(x)
.
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Ç ôîðìóë (9) òà (10) ïðè m = 1 îòðèìó¹ìî, ùî

[2]f(x) = ρ2[x, x, x] = lim
x0,x1,x2→x

∣∣∣∣∣∣

1 f(x0) x0

1 f(x1) x1

1 f(x2) x2

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1 f(x0) f(x0) x0

1 f(x1) f(x1) x1

1 f(x2) f(x2) x2

∣∣∣∣∣∣

=

= lim
h→0
x2→x

∣∣∣∣∣∣

1 f(x) x
1 f(x + h) x + h
1 f(x2) x2

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1 f(x) f(x) x
1 f(x + h) f(x + h) (x + h)
1 f(x2) f(x2) x2

∣∣∣∣∣∣

=

= lim
x2→x

∣∣∣∣∣∣

1 f(x) x
0 f ′(x) 1
1 f(x2) x2

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1 f(x) f(x) x
0 f ′(x) x f ′(x) + f(x)
1 f(x2) f(x2) x2

∣∣∣∣∣∣

= lim
h→0

∣∣∣∣∣∣

1 f(x) x
0 f ′(x) 1
1 f(x + h) x + h

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1 f(x) f(x) x
0 f ′(x) x f ′(x) + f(x)
1 f(x + h) f(x + h)(x + h)

∣∣∣∣∣∣

=

= lim
h→0

∣∣∣∣∣∣

1 f(x) x
0 f ′(x) 1
0 f(x + h)− f(x)− h f ′(x) 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) f(x) x
0 f ′(x) x f ′(x) + f(x)
0 f(x + h)− f(x)− x(f(x + h)− f(x)− h f ′(x))+

−h f ′(x) +h(f(x + h)− f(x))

∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) x
0 f ′(x) 1

0
f ′′(x)

2!
0

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) f(x) x
0 f ′(x) x f ′(x) + f(x)

0
f ′′(x)

2!
x
f ′′(x)

2!
+ f ′(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) x
0 f ′(x) 1

0
f ′′(x)

2!
0

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) 0
0 f ′(x) f(x)

0
f ′′(x)

2!
f ′(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣
f ′(x) 1
f ′′(x)

2!
0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

f ′(x) f(x)
f ′′(x)

2!
f ′(x)

∣∣∣∣∣∣

=

=
f ′′(x)

f(x)f ′′(x)− 2(f ′(x))2
.
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Àíàëîãi÷íî ç ôîðìóë (11) òà (12) ïðè m = 1 îòðèìó¹ìî

[3]f(x) = ρ3[x, x, x, x] = − lim
x0,··· ,x3→x

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x0) f(x0) x0 f(x0) x2
0

1 f(x1) f(x1) x1 f(x1) x2
1

1 f(x2) f(x2) x2 f(x2) x2
2

1 f(x3) f(x3) x3 f(x3) x2
3

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x0) x0 f(x0) x0

1 f(x1) x1 f(x1) x1

1 f(x2) x2 f(x2) x2

1 f(x3) x0 f(x3) x3

∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= − lim
h→0

x2,x3→x

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) f(x) x f(x) x2

1 f(x + h) f(x + h) (x + h) f(x + h) (x + h)2

1 f(x2) f(x2) x2 f(x2) x2
2

1 f(x3) f(x3) x3 f(x3) x2
3

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) x f(x) x
1 f(x + h) x + h f(x + h) (x + h)
1 f(x2) x2 f(x2) x2

1 f(x3) x3 f(x3) x3

∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= − lim
x2,x3→x

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) f(x) x f(x) x2

0 f ′(x) xf ′(x) + f(x) x2f ′(x) + 2xf(x)
1 f(x2) f(x2) x2 f(x2) x2

2

1 f(x3) f(x3) x3 f(x3) x2
3

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) x f(x) x
0 f ′(x) 1 xf ′(x) + f(x)
1 f(x2) x2 f(x2) x2

1 f(x3) x3 f(x3) x3

∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= − lim
h→0
x3→x

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) f(x) x f(x) x2

0 f ′(x) xf ′(x) + f(x) x2f ′(x) + 2xf(x)
1 f(x + h) f(x + h) (x + h) f(x + h) (x + h)2

1 f(x3) f(x3) x3 f(x3) x2
3

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) x f(x) x
0 f ′(x) 1 xf ′(x) + f(x)
1 f(x + h) x + h f(x + h) (x + h)
1 f(x3) x3 f(x3) x3

∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= − lim
x3→x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) f(x) x f(x) x2

0 f ′(x) xf ′(x) + f(x) x2f ′(x) + 2xf(x)

0
f ′′(x)

2!
x
f ′′(x)

2!
+ f ′(x) x2

f ′′(x)

2!
+ 2xf ′(x) + f(x)

1 f(x3) f(x3) x3 f(x3) x2
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) x f(x) x
0 f ′(x) 1 xf ′(x) + f(x)

0
f ′′(x)

2!
0 x

f ′′(x)

2!
+ f ′(x)

1 f(x3) x3 f(x3) x3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
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= − lim
h→0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) f(x) x f(x) x2

0 f ′(x) xf ′(x) + f(x) x2f ′(x) + 2xf(x)

0
f ′′(x)

2!
x
f ′′(x)

2!
+ f ′(x) x2

f ′′(x)

2!
+ 2xf ′(x) + f(x)

1 f(x + h) f(x + h) (x + h) f(x + h) (x + h)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) x f(x) x
0 f ′(x) 1 xf ′(x) + f(x)

0
f ′′(x)

2!
0 x

f ′′(x)

2!
+ f ′(x)

1 f(x + h) x + h f(x + h) (x + h)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) f(x) x f(x) x2

0 f ′(x) xf ′(x) + f(x) x2f ′(x) + 2xf(x)

0
f ′′(x)

2!
x
f ′′(x)

2!
+ f ′(x) x2

f ′′(x)

2!
+ 2xf ′(x) + f(x)

0
f ′′′(x)

3!
x
f ′′′(x)

3!
+

f ′′(x)

2!
x2

f ′′′(x)

3!
+ 2x

f ′′(x)

2!
+ f ′(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) x f(x) x
0 f ′(x) 1 xf ′(x) + f(x)

0
f ′′(x)

2!
0 x

f ′′(x)

2!
+ f ′(x)

0
f ′′′(x)

3!
0 x

f ′′′(x)

3!
+

f ′′(x)

2!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) 0 0
0 f ′(x) f(x) 0

0
f ′′(x)

2!
f ′(x) f(x)

0
f ′′′(x)

3!

f ′′(x)

2!
f ′(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x) x 0
0 f ′(x) 1 f(x)

0
f ′′(x)

2!
0 f ′(x)

0
f ′′′(x)

3!
0

f ′′(x)

2!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
(f ′(x))3 + f 2(x)f ′′′(x)

3!
− f(x)f ′(x)f ′′(x)(

f ′′(x)
2!

)2

− f ′(x)f ′′′(x)
3!

.

Âèçíà÷èìî ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ îá÷èñëåííÿ îáåðíåíèõ ïîõiäíèõ
2�ãî òèïó. Ç (5) òà (7) âèïëèâà¹, ùî

ρk[x0, . . . , xk]− ρk−2[x0, . . . , xk−2] =
xk − xk−1

ρk−1[x0, . . . , xk−2, xk]− ρk−1[x0, . . . , xk−1]
.

Íåõàé â îñòàííüîìó ñïiââiäíîøåííi x0 = x1 = · · · = xk−1 = x, à xk = y. Òîäi
ρk−1[x, . . . , x, x]− ρk−1[x, . . . , x, y]

x− y
=

1

ρk[x, . . . , x, y]− ρk−2[x, . . . , x, x]
.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà îòðèìàòè
ρk−1[x, . . . , x, y]− ρk−1[x, . . . , x, y, y]

x− y
=

1

ρk[x, . . . , x, y, y]− ρk−2[x, . . . , x, y]
,
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ρk−1[x, . . . , x, y, y]−ρk−1[x, . . . , x, y, y, y]

x− y
=

1

ρk[x, . . . , x, y, y, y]−ρk−2[x, . . . , x, y, y]
,

· · · · · · · ·
ρk−1[x, y . . . , y]− ρk−1[y, . . . , y]

x− y
=

1

ρk[x, y, . . . , y]− ρk−2[y, . . . , y]
.

Äîäàâøè k ñïiââiäíîøåíü òà ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè y ïðÿìóþ÷îìó äî x,
îòðèìó¹ìî

lim
y→x

ρk−1[x, x, . . . , x]− ρk−1[y, y, . . . , y]

x− y
=

k
[k]f(x)− [k−2]f(x)

,

1
8([k−1]f(x))

=
k

[k]f(x)− [k−2]f(x)
.

Êiíöåâå îòðèìó¹ìî íàñòóïíå ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ îáåð-
íåíèõ ïîõiäíèõ 2�ãî òèïó

[k]f(x) = k · 8([k−1]f(x)
)

+ [k−2]f(x). (13)
Òîäi ç (7) ìà¹ìî

bk(x) = lim
x0,...,xk→x

bk(x0, x1, . . . , xk) = k8([k−1]f(x)).

Çðîáèâøè ïðèïóùåííÿ, ùî ãðàíè÷íi ïåðåõîäè ìîæëèâi, îòðèìó¹ìî íàñòó-
ïíèé ðîçâèòîê ôóíêöi¨ f(x) â ëàíöþãîâèé äðiá â îêîëi òî÷êè x∗

f(x) =

(
1

f(x∗)
+

x− x∗
[1]f(x∗) +

x− x∗
2 8([1]f(x∗)) + · · · +

x− x∗
n 8([n−1]f(x∗)) + · · ·

)−1

.

Îòðèìà¹ìî ðîçâèòêè äåÿêèõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié â ëàíöþãîâèé äðiá òàêîãî
âèãëÿäó. Ùîá îòðèìàòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ y = ex, äîâåäåìî íàñòóïíå òâåð-
äæåííÿ.

Òåîðåìà 1. Ôóíêöiÿ y = ex ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó äîâiëüíîãî ïî-
ðÿäêó i âîíè îá÷èñëþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ íàñòóïíèõ ôîðìóë

[2n] ex = (−1)ne−x, [2n+1] ex = (−1)n+1 (n + 1) ex. (14)
Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì

ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Ëåãêî áà÷èòè, ùî
[0]ex = e−x, [1]ex = −ex, [2]ex = −e−x, [3]ex = 2 ex ,

òîáòî ïðè n = 0, 1 ôîðìóëè ìàþòü ìiñöå. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíè âèêîíóþòüñÿ
ïðè n = k. Òîäi iç ôîðìóëè (13) ïðè n = k + 1 îòðèìó¹ìî

[2(k+1)]ex = 2(k + 1) · 8([2k+1]ex
)

+ [2k]ex =
2(k + 1)

(−1)k+1 · (k + 1) · ex
+ (−1)k · e−x =

= (−1)k+1 · e−x .

[2(k+1)+1]ex = (2k + 3) · 8([2k+2]ex
)
+ [2k+1]ex =

2k + 3)

(−1)k+2 · e−x
+ (−1)k+1 · (k + 1) · ex =

= (−1)k+2 · (k + 2) · ex .

Îòæå, ôîðìóëà âèêîíó¹òüñÿ i â öüîìó âèïàäêó.
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Iç äîâåäåíî¨ òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî

[0](ex) = e−x, [1](ex) = −ex, [2n](ex)− [2n−2](ex) = (−1)n 2e−x,

[2n+1](ex)− [2n−1](ex) = (−1)n+1 (2n + 1)ex, n = 1, 2, · · · .

Ðîçâèòîê ôóíêöi¨ y = ex â îáåðíåíèé ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå â îêîëi íóëÿ ìà¹
âèãëÿä

ex =
1

1 +

x

−1 +

x

−2 +

x

3 +

x

2 +

x

−5 +

x

−2 + · · · +

+

x

(−1)n2 +

x

(−1)n+1(2n + 1) + · · · . (15)

Öåé ðîçâèòîê çáiãà¹òüñÿ iç âiäîìèì ðîçâèòêîì ôóíêöi¨ y = ex â îáåðíåíèé
ëàíöþãîâèé äðiá [11,12], àëå îòðèìàíèé âií iíøèì ñïîñîáîì íiæ â [11].

Äëÿ ôóíêöi¨ y = (c + x)α, äå α ∈ R, c = const, äîâåäåìî íàñòóïíå òâåðäæå-
ííÿ.

Òåîðåìà 2. Ôóíêöiÿ y = (c+x)α ìà¹ îáåðíåíi ïîõiäíi 2�ãî òèïó äîâiëüíîãî
ïîðÿäêó i âîíè îá÷èñëþþòüñÿ çà íàñòóïíèìè ôîðìóëàìè

[2n] (c + x)α = (−1)n
(α− 1)(α− 2) · · · (α− n)

(α + 1)(α + 2) · · · (α + n)
(c + x)−α, (16)

[2n+1] (c + x)α = (−1)n+1
(n + 1)(α + 2) · · · (α + n + 1)

α(α− 1) · · · (α− n)
(c + x)α+1. (17)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ çíîâó ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì ïîâíî¨ ìàòåìàòè-
÷íî¨ iíäóêöi¨. Iç îçíà÷åííÿ îáåðíåíî¨ ïîõiäíî¨ 2�ãî òèïó òà ôîðìóëè (13) ìà¹ìî,
ùî

[0] (c + x)α = (c + x)−α, [1] (c + x)α =
−1

α
(c + x)α+1, [2] (c + x)α = −α− 1

α + 1
(c + x)−α,

[3] (c + x)α =
2(α + 2)

α(α− 1)
(c + x)α+1, [4] (c + x)α =

(α− 1)(α− 2)

(α + 1)(α + 2)
(c + x)−α,

[5] (c + x)α = − 3(α + 2)(α + 3)

α(α− 1)(α− 2)
(c + x)α+1 .

Îòæå, ïðè n = 0, 1, 2 ôîðìóëè (16) òà (17) âèêîíóþòüñÿ. Çðîáèìî ïðèïóùåííÿ,
ùî âîíè ìàþòü ìiñöå ïðè n = k. Òîäi ïðè n = k + 1 iç ôîðìóëè (13) ìà¹ìî

[2(k+1)] (c + x)α = (−1)k+1
2(k + 1)α(α− 1)(α− 2) · · · (α− k)

(k + 1)(α + 2)(α + 3) · · · (α + k + 1)(c + x)α
+

+ (−1)k
(α− 1)(α− 2) · · · (α− k)

(α + 1)(α + 2) · · · (α + k)
(c + x)−α =

= (−1)k+1
(α− 1)(α− 2) · · · (α− k − 1)

(α + 1)(α + 2) · · · (α + k + 1)
(c + x)−α ,
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i

[2(k+1)+1] (c + x)α = (−1)k+2
(2k + 3)(α + 1)(α + 2) · · · (α + k + 1)

α(α− 1)(α− 2) · · · (α− k − 1)
(c + x)α+1+

+(−1)k+1
(k + 1)(α + 2) · · · (α + k + 1)

α(α− 1)(α− 2) · · · (α− k)
(c + x)α+1 =

= (−1)k+2
(k + 2)(α + 2) · · · (α + k + 2)

α(α− 1) · · · (α− k − 1)
(c + x)α+1.

Îòæå, i â öüîìó âèïàäêó ôîðìóëè (16) i (17) âèêîíóþòüñÿ. À òîäi âîíè âèêîíó-
þòüñÿ ïðè äîâiëüíîìó n.

Êîåôiöi¹íòè ðîçâèòêó ôóíêöi¨ y = (1 + x)α â îêîëi òî÷êè x = 0 â îáåðíåíèé
ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå áóäóòü ðiâíi

[0](1 + x)α = 1, [1](1 + x)α = −1

k
,

[2n](1 + x)α − [2n−2](1 + x)α = (−1)n
2α(α− 1)(α− 2) · · · (α− n + 1)

(α + 1)(α + 2) · · · (α + n)
,

[2n+1](1 + x)α − [2n−1](1 + x)α = (−1)n+1
(2n + 1)(α + 1)(α + 2) · · · (α + n)

α(α− 1)(α− 2) · · · (α− n)
.

Iç òåðåìè 2 âèïëèâàþòü íàñòóïíi íàñëiäêè.
Íàñëiäîê 1. Îáåðíåíà ïîõiäíà 2n�ãî ïîðÿäêó, n ∈ N, ôóíêöi¨ y = (c + x)n

äîðiâíþ¹ íóëåâi.
Íàñëiäîê 2. Îáåðíåíà ïîõiäíà 2n−1�ãî ïîðÿäêó n ∈ N, ôóíêöi¨ y = (c+x)−n

äîðiâíþ¹ íóëåâi.
Íàñëiäîê 3. Îáåðíåíà ïîõiäíà 2�ãî òèïó n�ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ y =

√
c + x

âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

[2k]
(√

c + x
)

=
1

(2k + 1)
√

c + x
, êîëè n = 2k,

[2k+1]
(√

c + x
)

= −2(k + 1)(2k + 1)(2k + 3)

3
(
√

c + x)3 , êîëè n = 2k + 1 .

Íàñëiäîê 4. Îáåðíåíà ïîõiäíà 2�ãî òèïó n�ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ y = 1√
c+x

âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
[n]

(
1/
√

c + x
)

= (n + 1)
√

c + x .

Iç íàñëiäêó 4 ìà¹ìî, ùî
[0](1/

√
1 + x) =

√
1 + x, [1](1/

√
1 + x) = 2

√
1 + x,

[n](1/
√

1 + x)− [n−2](1/
√

1 + x) = 2
√

1 + x , n = 2, 3, · · · .

À òîäi îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ðîçâèòîê ôóíêöi¨ y = 1/
√

1 + x â îêîëi òî÷êè x = 0
â îáåðíåíèé ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå

1/
√

1 + x =
1

1 +

x

2 +

x

2 + · · · +

x

2 + · · · .
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Âèñíîâêè. Â äàíié ðîáîòi ââåäåíî íîâå îçíà÷åííÿ îáåðíåíî¨ ïîõiäíî¨, òàê
çâàíà îáåðíåíà ïîõiäíà 2�ãî òèïó, i îòðèìàíî àíàëîã ôîðìóëè Ò.Í. Òiëå äëÿ
îáåðíåíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ. Âñòàíîâëåíi äåÿêi âëàñòèâîñòi òàêèõ îáåðíåíèõ
ïîõiäíèõ i îòðèìàíi ðîçâèòêè äåÿêèõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié ó âèãëÿäi îáåðíå-
íèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ. Àíàëîãi÷íî ìîæíà îòðèìàòè ðîçâèòêè iíøèõ ôóíêöié
â òàêèé ëàíöþãîâèé äðiá. Çàïðîïîíîâàíèé òóò ñïîñiá íå âèìàãà¹ âèêîðèñòàííÿ
îñíîâíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ÷è ïîäàííÿ ôóíêöi¨ ÷åðåç ãiïåðãåîìåòðè-
÷íi ôóíêöi¨ àáî âiäíîøåííÿ ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêöié.
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