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ÑÈËÎÂÑÜÊI p-ÏIÄÃÐÓÏÈ Â GL(n,Z[ε])

The criterion of the isomorphism of the Sylow subgroups of the general linear group over the ring
Z[ε] have been found in the paper.

Çíàõîäèòüñÿ êðèòåðié içîìîðôiçìó ñèëîâñüêèõ ïiäãðóï ïîâíî¨ ëiíiéíî¨ ãðóïè íàä êiëüöåì Z[ε].

Ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ïîâíèõ ëiíiéíèõ ãðóï íàä êiëüöÿìè ãîëîâíèõ iäåàëiâ õà-
ðàêòåðèñòèêè íóëü âèâ÷àëèñü â ðîáîòàõ [1�6]. Â [6] çíàéäåíî êðèòåðié içîìîð-
ôiçìó ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè GL(n, K) íàä êiëüöåì K ãîëîâíèõ iäåàëiâ
õàðàêòåðèñòèêè íóëü ç íåîáîðîòíèì åëåìåíòîì p. Â äàíié ðîáîòi âñòàíîâëþ-
¹òüñÿ êðèòåðié içîìîðôiçìó ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè GL(n,R) íàä êiëüöåì
R òèïó êiëüöÿ Z[ε].

Íåõàé R � îáëàñòü öiëiñíîñòi õàðàêòåðèñòèêè íóëü, ïðîñòå ÷èñëî p � íåîáî-
ðîòíå â R, ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà Pp â ãðóïi R∗ ìà¹ ïîðÿäîê p i Pp = 〈ε〉 (εp = 1).
Âiäìiòèìî, ùî êiëüöå Z[ε] ìiñòèòüñÿ â R i çàäîâîëüíÿ¹ íàçâàíèì óìîâàì.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äîáðå âiäîìå.
Ëåìà 1. Íåõàé F � ïîëå âiäíîøåíü êiëüöÿ R. ßêùî t < p, òî åëåìåí-

òàðíà àáåëåâà ãðóïà P t
p = Pp × · · · × Pp ïîðÿäêó pt áóäå ¹äèíîþ, ç òî÷íiñòþ

äî ñïðÿæåííîñòi, ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(t, F ). Çîêðåìà, áóäü-ÿêà
p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(t, R) áóäå åëåìåíòàðíîþ àáåëåâîþ ãðóïîþ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé 2 ≤ m < p. Ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó, âñi ñèëîâñüêi
p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(m,R) âè÷åðïóþòüñÿ åëåìåíòàðíèìè àáåëåâèìè ãðóïàìè
âiäïîâiäíî ïîðÿäêiâ p2, . . . , pm.

Òåîðåìà 2. Íåõàé p > 2. Ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,R)(n > 1) içî-
ìîðôíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè n = 2.

Ââåäåìî â ðîçãëÿä ìàòðèöi

aj =




εj−1 1
. . . . . .

ε 1
1


 (2 ≤ j ≤ m).

Ëåìà 2. Åëåìåíòàðíà àáåëåâà ãðóïà

Hj = 〈aj, εej〉 (ej − îäèíèöÿ â GL(j, R))

ïîðÿäêó p2 áóäå ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(j, R).
Äîâåäåííÿ. Ïðîâåäåìî iíäóêöiþ ïî j (2 ≤ j < p). Ãðóïà H2 ¹ ñèëîâñüêà

p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(2, R). Íåõàé 2 ≤ j < p− 1 i Hj ¹ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ
ãðóïè GL(j, R). Ïîêàæåìî, ùî ãðóïà Hj+1 áóäå ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ â ãðóïi
GL(j + 1, R). Íåõàé

a ∈ GL(j + 1, R), ap = ej+1 i aaj+1 = aj+1a.
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Iç öèõ ñïiââiäíîøåíü âèïëèâà¹, ùî a � âåðõíüîòðèêóòíà ìàòðèöÿ, äiàãîíàëüíi
åëåìåíòè ÿêî¨ íàëåæàòü ãðóïi Pp. Íåõàé

a =

(
α ∗
0 a′

)
(α ∈ Pp, a′ ∈ GL(j, R)).

Òàê ÿê a′aj = aja
′, a′p = ej i Hj � ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà, òî a′ ∈ Hj, òîáòî

a′ = au
j (εej)

v. Íåõàé
b = a−u

j+1(εej+1)
−va.

Òîäi
b =

(
εt ∗
0 ej

)
,

äå ∗ = (α1, . . . , αj) ∈ Rj i bp = ej+1.
Òàê ÿê baj+1 = aj+1b, òî

εt + εj−1α1 = εjα1 + 1,
α1 + εj−2α2 = εjα2,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
α1 = (εt − 1)(εj − εj−1)−1,
α2 = α1(ε

j − εj−2)−1.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî, ÿêùî α1 6= 0, òî α1 ∈ R∗ àëå, òàê ÿê π = ε− 1 � íåîáîðîòíèé
åëåìåíò â êiëüöi R, òî α2 íå ìiñòèòüñÿ â êiëüöi R. Îòæå, α1 = 0 i òîäi εt = 1,
òîáòî b = ej+1 i a ∈ Hj+1, ùî çàâåðøó¹ iíäóêöiþ. Ëåìà äîâåäåíà.

Íåõàé di (i = 1, . . . , m) � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó m, â ÿêié i-èé åëå-
ìåíò äiàãîíàëi ðiâíèé ε, à âñi iíøi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ðiâíi îäèíèöi.

Ëåìà 3. Íåõàé 2 ≤ m− s. Åëåìåíòàðíà àáåëåâà ãðóïà

Gs = P s
p ×Hm−s

ïîðÿäêó ps+2 (s = 1, . . . ,m− 2) áóäå ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(m,R).

Äîâåäåííÿ. ßêùî öå íå òàê, òî iñíó¹ ìàòðèöÿ a ∈ GL(m,R), ÿêà öåíòðà-
ëiçó¹ ãðóïó Gs i as = em. Â ãðóïi Gs iñíó¹ ìàòðèöÿ ç ðiçíèìè äiàãîíàëüíèìè
åëåìåíòàìè, ÿêà òàêîæ êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ a. Ç öi¹¨ óìîâè íåâàæêî îäåðæàòè,
ùî

a =

(
a′ ∗
0 a′′

)
,

äå p-åëåìåíòè a′ i a′′ öåíòðàëiçóþòü ãðóïó P s
p i ãðóïó Hm−s âiäïîâiäíî. Àëå öi

ãðóïè ¹ ñèëîâñüêèìè ïiäãðóïàìè â ñâî¨õ ãðóïàõ. Öå çíà÷èòü, ùî

a′ ∈ P s
p , a′′ ∈ Hm−s.

Òîäi äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà g ∈ P s
p ×Hm−s äîáóòîê ga áóäå óíiòðèêóòíîþ ìàòðè-

öåþ i åëåìåíòîì ïîðÿäêó p. Òàê ÿê charR = 0, òî ga = em i, îòæå, a ∈ Gs, ùî
äîâîäèòü ëåìó.

Òåîðåìà 1 âèïëèâà¹ iç ëåì 2�3.
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Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè GL(d,R), Cp = 〈σ〉 � öèêëi÷íà ïîðÿäêó p ãðóïà
ïiäñòàíîâîê, ïîðîäæåíà öèêëîì σ. Íåõàé

W (H) = H o Cp = 〈Hp, σ̃〉

� ñïëåòåííÿ ìàòðè÷íî¨ ãðóïè H ç ãðóïîþ ïiäñòàíîâîê Cp (σ̃ � ìàòðèöÿ ïiäñòà-
íîâêè σ íàä êiëüöåì M(d,R)). Ãðóïà W (H) ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(dp,R).

Ëåìà 4 ( [6]). Ãðóïà W (Pp) (p > 2) ¹ íåçâiäíîþ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ
ãðóïè GL(p,R).

Ëåìà 5 ( [6]). Íåõàé d > 1 i H � íåçâiäíà ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè
GL(d,R). Òîäi W (H) � íåçâiäíà ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(dp,R).

Íàñëiäîê 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 5. Ïîêëàäåìî

W0(H) = H, W1(H) = W (H), . . . , Wj(H) = W (Wj−1(H)) (j = 1, 2, . . .).

Ãðóïà Wj(H) áóäå íåçâiäíîþ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(dpj, R).

Íàñëiäîê 2. Íåõàé 0 ≤ d0 < d i H0 � ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(d0, R)
(ÿêùî d0 > 0). Íåõàé

n = d0 + d(n0 + n1p + · · ·+ nsp
s) (0 ≤ nj < p, ns 6= 0, s ≥ 0).

Ãðóïà
G(H) = H0 ×W0(H)n0 ×W1(H)n1 × · · · ×Ws(H)ns

áóäå ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,R).

Íåõàé
Vp =

{
W (Pp) = Pp o Cp (p > 3),
(P3 o C3) o C3 (p = 3)

}
.

Î÷åâèäíî Vp ¹ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(dp, R), äå dp = p ïðè p > 3 i
d3 = 9. Íåõàé

V̂p = Vp ∩ SL(dp, R).

Î÷åâèäíî (Vp : V̂p) = p, çîêðåìà, Vp / V̂p = diag[ε, 1, . . . , 1]V̂p.
Íåõàé ãðóïà Vp äi¹ â R-ìîäóëi Lp ç áàçèñîì e1, . . . , edp . Ðîçãëÿíåìî â Lp

R-ïiäìîäóëü

Mp = 〈π2e1, π(e2 − e1, ), . . . , π(edp−1 − edp−2), e1 + e2 + · · ·+ edp〉.

Ëåìà 6. Ìîäóëü Mp ¹ RV̂p-ìîäóëåì i íå áóäå RVp-ìîäóëåì.
Íåõàé Tp � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä âêàçàíîãî R-áàçèñà â Mp äî R-áàçèñà {ej}

â Lp (öi áàçèñè áóäóòü áàçèñàìè â ëiíiéíîìó ïðîñòîði FLp).
Ëåìà 7. Ãðóïà Up = T−1

p V̂p Tp íàëåæèòü ãðóïi GL(dp, R) i áóäå â öié ãðóïi
ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ.

Ëåìè 6�7 äîâîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî âiäïîâiäíèì ëåìàì ðîáîòè [6].
Íàñëiäîê 3. ßêùî n ≥ dp, òî ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,R) íå içî-

ìîðôíi.
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Äîâåäåííÿ. Ãðóïè G(Vp) i G(Up) ìàþòü ðiçíi ïîðÿäêè (äèâ. òàêîæ íàcëiäîê 2).
Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 äëÿ p > 3 âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 3 i òåîðåìè 1.
Íåõàé äàëi p = 3.

Ëåìà 8. Â íàñòóïíié òàáëèöi âêàçàíi íåiçîìîðôíi ñèëîâñüêi 3-ïiäãðóïè
ãðóïè GL(m,R)(2 ≤ m ≤ 8) i âêàçàíi ¨õ ïîðÿäêè :

m = 2 : H2 =

〈(
ε 0
0 ε

)
,

(
ε 1
0 1

)〉
, 9;

m = 3 : P3 o C3, 81; P3 ×H2, 27;

m = 4 : H2 ×H2, 81; (P3 o C3)× P3, 35;

m = 5 : H2 ×H2 × P3, 35; (P3 o C3)×H2, 36;

m = 6 : (P3 o C3)
2, 38; H2 o C3, 37;

m = 7 : (P3 o C3)
2 × P3, 3

9; (H2 o C3)× P3, 38;

m = 8 : (P3 o C3)
2 oH2, 3

10; (H2 o C3)×H2, 39.

Iç ëåìè 8 âèïëèâà¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 äëÿ p = 3.
Â [4] ïîêàçàíî, ùî ñèëîâñüêi 2-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,Z) içîìîðôíi òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè n ≤ 3.
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