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ÑÊIÍ×ÅÍÍÎ� ×ÀÑÒÊÎÂÎ ÂÏÎÐßÄÊÎÂÀÍÎ� ÌÍÎÆÈÍÈ

For upper w+(S) and lower w−(S) width of a finite poset it is proved the inequality
[

w+(S)+1
2

]
≤

≤ w−(S) ≤ w+(S)− 1.

Äëÿ âåðõíüî¨ øèðèíè w+(S) i íèæíüî¨ øèðèíè w−(S) ñêií÷åííî¨ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨
ìíîæèíè äîâåäåíà íàñòóïíà íåðiâíiñòü

[
w+(S)+1

2

]
≤ w−(S) ≤ w+(S)− 1.

1. Âñòóï. Íåõàé S � ñêií÷åííà ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà (ñêîðî÷åíî
÷. â. ìíîæèíà). Çàïèñ x >< y äëÿ åëåìåíòiâ x, y ∈ S áóäå îçíà÷àòè, ùî x òà y íå
ïîðiâíÿííi. Ìíîæèíà åëåìåíòiâ x ∈ S, íåïîðiâíÿííèõ (âiäïîâiäíî ïîðiâíÿííèõ)
ç ôiêñîâàíèì åëåìåíòîì a ∈ S, áóäåìî ïîçíà÷àòè S><(a) (âiäïîâiäíî S(a)). Äëÿ
ïiäìíîæèí Y òà Z ìíîæèíè S áóäåìî ïèñàòè Y < Z, ÿêùî y < z äëÿ áóäü-
ÿêèõ y ∈ Y, z ∈ Z (öå âèêîíó¹òüñÿ, êîëè Y àáî Z ¹ ïîðîæíüîþ). Îäíîåëåìåíòíi
ïiäìíîæèíè S îòîòîæíþþòüñÿ iç ñàìèìè åëåìåíòàìè.

Íàãàäà¹ìî ââåäåíå â [1] ïîíÿòòÿ (min, max)-åêâiâàëåíòíîñòi ÷. â. ìíîæèí.
Îçíà÷èìî äëÿ ìiíiìàëüíîãî (âiäïîâiäíî ìàêñèìàëüíîãî) åëåìåíòà a ∈ S ÷. â.

ìíîæèíó S↑a (âiäïîâiäíî S↓a) íàñòóïíèì ÷èíîì: öå îá'¹äíàííÿ íåïåðåòèííèõ ïiä-
ìíîæèí S \ a òà {a} ç íàéìåíøèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì, ÿêèé ìiñòèòü çàäàíèé
íà S \ a ïîðÿäîê, i ïðè öüîìó a > S><(a) (âiäïîâiäíî a < S><(a)). Iíàêøå êàæó-
÷è, S↑a (âiäïîâiäíî S↓a) i S ðiâíi ÿê çâè÷àéíi ìíîæèíè, à âiäíîøåííÿ ÷àñòêîâîãî
ïîðÿäêó çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèìè óìîâàìè:

a) a � ìàêñèìàëüíà (âiäïîâiäíî ìiíiìàëüíà) òî÷êà S↑a (âiäïîâiäíî S↓a);
b) ÿêùî x, y 6= a, òî x < y â S↑a (âiäïîâiäíî S↓a) òîäi é ëèøå òîäi, êîëè x < y

â S;
c) a > x â S↑a (âiäïîâiäíî a < x S↓a) òîäi é ëèøå òîäi, êîëè a >< x â S.
Íàäàëi áóäåìî ïèñàòè S↑↑xy çàìiñòü (S↑x)

↑
y, S↑↓xy çàìiñòü (S↑x)

↓
y òîùî.

Íåõàé S òà T � ÷. â. ìíîæèíè, ðiâíi ÿê çâè÷àéíi ìíîæèíè. ×. â. ìíîæèíó
T íàçâåìî (min, max)-åêâiâàëåíòíèì ÷. â. ìíîæèíi S, ÿêùî

T = Sε1ε2...εp
x1x2...xp

(p ≥ 0),

äå εi ∈ {↑, ↓} i, äëÿ i ∈ {1, . . . , p}, xi � ìiíiìàëüíà (âiäïîâiäíî ìàêñèìàëüíà)
òî÷êà Si−1 = S

ε1ε2...εi−1
x1x2...xi−1 , ÿêùî εi =↑ (âiäïîâiäíî εi =↓); ïðè p = 0 ââàæàòèìåìî,

ùî T = S. Çàóâàæèìî, ùî ñåðåä x1, x2, . . . , xp ìîæóòü çóñòði÷àòèñÿ ðiâíi åëåìåí-
òè.

Ó âèïàäêó, êîëè ÷. â. ìíîæèíè S i T (min, max)-åêâiâàëåíòíi, ìè áóäåìî
ïèñàòè S ∼=(min,max) T . ßêùî ÷. â. ìíîæèíà T äîðiâíþ¹ ÿêiéñü ÷. â. ìíîæèíi
âèäó T = S↑↑...↑x1x2...xp

(âiäïîâiäíî T = S↓↓...↓x1x2...xp
), òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî T ¹ min-åê-

âiâàëåíòíîþ (âiäïîâiäíî max-åêâiâàëåíòíîþ) ÷. â. ìíîæèíi S i ïèñàòè T ∼=min S
(âiäïîâiäíî T ∼=max S).
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Â ðîáîòi [2] äîâåäåíî, ùî âñi òðè ââåäåíi âiäíîøåííÿ ¹ âiäíîøåííÿìè åêâi-
âàëåíòíîñòi, ïðè÷îìó âñi âîíè ðiâíîñèëüíi (äèâ. íàñëiäîê 2 i òâåðäæåííÿ 11).

(Min, max)-åêâiâàëåíòíi ÷. â. ìíîæèíè âèâ÷àëèñÿ ó áàãàòüîõ ðîáîòàõ, àëå âñi
âîíè ïîâ'ÿçàíi ç âèâ÷åííÿì ÷. â. ìíîæèí ç äîäàòíî âèçíà÷åíîþ ôîðìîþ Òiòñà
àáî ìiíiìàëüíèõ ÷. â. ìíîæèí ç íåäîäàòíî âèçíà÷åíîþ ôîðìîþ Òiòñà (äèâ., íà-
ïðèêëàä, [1�4]). Ó öié ñòàòòi (min, max)-åêâiâàëåíòíiñòü âèâ÷à¹òüñÿ íåçàëåæíî
âiä ôîðìè Òiòñà.
2. Âèçíà÷åííÿ ðiçíèõ òèïiâ ñóì ÷. â. ìíîæèí. Ïðîòÿãîì âñi¹¨ ñòàòòi S
îçíà÷à¹ ñêií÷åííó ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó (ïîðÿäêó |S| > 0). ßêùî S
¹ îá'¹äíàííÿì ñâî¨õ ïiäìíîæèí S1, S2, .., Sm, ùî ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òî
áóäåìî ãîâîðèòè, ùî S ¹ ñóìîþ S1, S2, .., Sm; ó öüîìó âèïàäêó ïèøóòü S = S1 +
+S2+· · ·+Sm. ßêùî æ äîâiëüíi äâà åëåìåíòè, ùî íàëåæàòü ðiçíèì äîäàíêàì Si,
íåïîðiâíÿííi, òî S íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìîþ ñóìîþ çàäàíèõ ïiäìíîæèí S1, S2, .., Sm.
Ó öüîìó âèïàäêó áóäåìî ïèñàòè S = S1

∐
S2

∐
. . .

∐
Sm. Ïîíÿòòÿ ïðÿìî¨ ñóìè

÷. â. ìíîæèí ìîæíà ââåñòè, ìàáóòü, i çîâíiøíiì ÷èíîì � öå îá'¹äíàííÿ áåç
ïîïàðíèõ ïåðåòèíiâ (ç ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì, ùî iíäóêó¹òüñÿ çàäàíèìè ïîðÿäêà-
ìè).

Ââåäåìî ùå îäíå ïîíÿòòÿ, ùî íàëåæèòü Â. Ì. Áîíäàðåíêó. Ñóìà S =
= S1 + S2 + · · ·+ Sm (m > 0) íàçèâà¹òüñÿ îäíîñòîðîííüîþ, ÿêùî, ç òî÷íiñòþ äî
ïåðåñòàíîâêè äîäàíêiâ, ç x < y òà x ∈ Si, y ∈ Sj, äå i 6= j, âèïëèâà¹, ùî i < j.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç R0(S) ìíîæèíó âñiõ ïàð (x, y) ∈ S × S ñóñiäíiõ åëåìåíòiâ x
òà y (òîáòî ïîðiâíÿííèõ åëåìåíòiâ x òà y, òàêèõ, ùî íå iñíó¹ åëåìåíòà z, ùî
çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi x < z < y, ÿêùî x < y, i íåðiâíîñòi x > z > y, ÿêùî
x > y). ßêùî S = S1 + S2 + · · ·+ Sm, òî ÷èñëî

r0(S) =
1

2
(|R0(S)| −

m∑
i=1

|R0(Si)|)

íàçèâà¹òüñÿ ðàíãîì çàäàíî¨ ñóìè. Î÷åâèäíî, ùî ñóìè ðàíãó 0 � öå ïðÿìi ñóìè
i òiëüêè âîíè.
3. Ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó. Íåõàé S � ñêií÷åííà ÷. â. ìíîæè-
íà. Íàãàäà¹ìî, ùî éîãî øèðèíîþ íàçèâàþòü íàéáiëüøå ÷èñëî ïîïàðíî íåïîðiâ-
íÿííèõ åëåìåíòiâ xi ∈ S; áóäåìî ïîçíà÷àòè ¨¨ ÷åðåç w(S). Ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíó
ìíîæèíó ìè íàçèâà¹ìî ëàíöþãîì i íàäàëi âñi ëàíöþãè ââàæà¹ìî íåïîðîæíiìè.

Òåïåð íàãàäà¹ìî äâà ïîíÿòòÿ. Âåðõíüîþ øèðèíîþ ÷. â. ìíîæèíè S íàçâå-
ìî ÷èñëî w+(S) = maxT∼=(min,max)Sw(T ), à íèæíüîþ øèðèíîþ � ÷èñëî w−(S) =
= minT∼=(min,max)Sw(T ).

Ó öié ñòàòòi áóäå äîâåäåíà íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Íåõàé S � ÷. â. ìíîæèíà âåðõíüî¨ øèðèíè w+(S) > 1. Òîäi

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
[

w+(S)+1
2

]
≤ w−(S) ≤ w+(S)− 1.

4. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó îäíå òâåðäæåííÿ ïðî îäíî-
ñòîðîííi ñóìè. Çàïèñ X < Y äëÿ ïiäìíîæèí ÷. â. ìíîæèíè S áóäå îçíà÷àòè, ùî
x < y äëÿ áóäü-ÿêèõ x ∈ X, y ∈ Y .

Ïiäìíîæèíó A ÷. â. ìíîæèíè S íàçâåìî âåðõíüîþ (âiäïîâiäíî íèæíüîþ),
ÿêùî x ∈ A ùîðàç, êîëè x > y (âiäïîâiäíî x < y) i y ∈ A. Ïiäìíîæèíó â S,
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ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç âñiõ åëåìåíòiâ x, ïîðiâíÿííèõ ç êîæíèì åëåìåíòîì y ∈ S,
ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç S0; î÷åâèäíî, ùî âîíà ¹ ëàíöþãîì. Åëåìåíòè S0 (i òiëüêè ¨õ)
áóäåìî íàçèâàòè âóçëàìè ÷. â. ìíîæèíè S. Âiäçíà÷èìî, íàðåøòi, ùî îäíîåëå-
ìåíòíi ïiäìíîæèíè îòîòîæíþþòüñÿ íàìè iç ñàìèìè åëåìåíòàìè.

Î÷åâèäíî, ùî ÷. â. ìíîæèíà ìà¹ âåðõíþ øèðèíó 1 òiëüêè â òîìó âèïàäêó,
êîëè âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî åëåìåíòà.

Â ðîáîòi [5] äîâåäåíî íàñòóïíi ëåìè:
Ëåìà 1. Ëàíöþã äîâæèíè d > 1 òà ïðÿìà ñóìà äâîõ ëàíöþãiâ ìàþòü

âåðõíþ øèðèíó 2.
Ëåìà 2. Íåõàé S � ÷. â. ìíîæèíà âåðõíüî¨ øèðèíè 3. Òîäi S (min, max)-

¹êâiâàëåíòíà îäíîñòîðîííié ñóìi äâîõ ëàíöþãiâ ðàíãà r > 0.

5. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Äëÿ âåðõíüî¨ øèðèíè 2 òà 3 äîâåäåííÿ âèïëèâàþòü
iç ëåì 1 òà 2.

Íåõàé S � ÷. â. ìíîæèíà âåðõíüî¨ øèðèíè ≥ 3. Çàôiêñó¹ìî â íié ìàêñè-
ìàëüíèé åëåìåíò a i ïîçíà÷èìî ÷åðåç {a}< ìíîæèíó âñiõ åëåìåíòiâ x ∈ S,
òàêèõ, ùî x < a (ìè íå âêëþ÷à¹ìî â ïîçíà÷åííÿ ñèìâîë S, òîìó ùî â êîæíîìó
âèïàäêó áóäå ÿñíî, ïðî ÿêó ÷. â. ìíîæèíó éäå ìîâà). Òîäi ïðè X = {a}< ìà¹ìî:
S↑X = S ′

∐{a}, äå S ′ � äåÿêà ïiäìíîæèíà ÷. â. ìíîæèíi S↑X . Ç òîãî, ùî âåðõíÿ
øèðèíà S áiëüøà çà 3, âèïëèâà¹, ùî øèðèíà S ′ íå ïåðåâèùó¹ w+(S)− 1. À òîäi
øèðèíà ÷. â. ìíîæèíè T = (S↑X)↑a íå ïåðåâèùó¹ w+(S) − 1, áî a ¹ éîãî âóçëîì.
Îñêiëüêè w−(S) ≤ w(T ), òî w−(S) ≤ w+(S)− 1.

Ç iíøîãî áîêó, íåõàé P � ÷. â. ìíîæèíà øèðèíè w(P ) = w−(S). Âiçüìåìî
äîâiëüíó íèæíþ ïiäìíîæèíó X. Òîäi ç ðiâíîñòi w(P ) = w−(S) ìà¹ìî w(X) ≤
≤ w−(S) òà w(P\X) ≤ w−(S). À îòæå, w(P ↑

X) ≤ 2w−(S).
ßêùî âçÿòè â P íèæíþ ïiäìíîæèíó Y òàêó, ùî Y < (P\X), òî Y > (P\X) â

ìíîæèíi P ↑↑
XY , à òîìó øèðèíà P ↑↑

XY íå ìîæå áóòè áiëüøîþ çà øèðèíó P ↑
X . Îòæå,

äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè T (min,max)-åêâiâàëåíòíî¨ ìíîæèíi S w(T ) ≤ 2w−(S),
çâiäêè w−(S) ≥ w+(S)

2
.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ÿêùî âåðõíÿ øèðèíà ìíîæèíè S ïàðíà, òî

w−(S) ≥ w+(S)

2
=

[
w+(S)

2

]
=

[
w+(S) + 1

2

]
.

ßêùî æ âåðõíÿ øèðèíà ìíîæèíè S íåïàðíà, òî ç òîãî, ùî w−(S) íàòóðàëüíå,
âèïëèâà¹

w−(S) ≥ w+(S) + 1

2
=

[
w+(S) + 1

2

]
.

Òåîðåìà 1 äîâåäåíà.
6. Ïðèêëàäè. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó íàñòóïíèé ïðîñòèé ïðèêëàä.

Ïðèêëàä 1. S = {1, 2, 3 | 2 ≺ 3}.

s s
s

Äî äàíî¨ ìíîæèíè (min)-åêâiâàëåíòíîþ ¹ ìíîæèíà T = {1, 2, 3 | 2 ≺ 3 ≺ 1}.
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s

s
s

Òîìó w+(S) = 2 òà w−(S) = 1, ùî çàäîâîëüíÿ¹ òåîðåìi 1.
Ó áiëüø ñêëàäíèõ âèïàäêàõ, ùîá çìåíøèòè ïåðåáið, áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ

àëãîðèòìîì iç [2].
Äëÿ îïèñó âñiõ ÷. â. ìíîæèí, min-åêâiâàëåíòíèõ ôiêñîâàíié ÷. â. ìíîæèíi

S, äîñèòü îáìåæèòèñÿ ïîñëiäîâíîñòÿìè ç P2. Òàêèé îïèñ ìîæíà ïðîâîäèòè çà
íàñòóïíîþ ñõåìîþ:

I. Îïèñàòè âñi íèæíi ïiäìíîæèíè X 6= S â S i äëÿ êîæíî¨ ç íèõ ïîáóäóâàòè
÷. â. ìíîæèíó S↑X .

II. Îïèñàòè âñi ïàðè (Y, X), ùî ñêëàäàþòüñÿ iç âëàñíî¨ íèæíüî¨ ïiäìíîæèíè
Y â S i íåïîðîæíüî¨ íèæíüî¨ ïiäìíîæèíè X â Y , òàêî¨, ùî X < S \ Y ; äëÿ
êîæíî¨ òàêî¨ ïàðè ïîáóäóâàòè ÷. â. ìíîæèíó (S↑Y )↑X .

III. Ñåðåä îòðèìàíèõ â I i II ÷. â. ìíîæèí âèáðàòè ïî îäíié ç êîæíîãî êëàñó
içîìîðôíèõ ìíîæèí.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ñêîðèñòàòèñÿ ðiâíiñòþ S↑X = (Sop↑
S\X)op, òî ó âèïàäêó

Sop = S ÷èñëî ìíîæèí S↑X , ÿêi ïîòðiáíî îá÷èñëèòè, ìîæíà çìåíøèòè. Îäíàê
ó íàøîìó âèïàäêó îá÷èñëåííÿ íå äóæå ãðîìiçäêi i ìè öèì êîðèñòóâàòèñÿ íå
áóäåìî.

Ïðèêëàä 2. S = {1, 2, 3, 4 | 3 ≺ 4}.

s s
s
s

Êðîê I. Îïèøåìî (ç òî÷íiñòþ içîìîðôiçìó) âñi íèæíi ïiäìíîæèíè â ìíî-
æèíi S. Íèìè áóäóòü: A1 = ∅, A2 = {1}, A3 = {3}, A4 = {1, 2}, A5 = {1, 3},A6 =
= {3, 4}, A7 = {1, 2, 3}, A8 = {1, 3, 4}.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Si ÷. â. ìíîæèíó S↑X ïðè X = Ai, à ÷åðåç Ti � i-òó ÷. â.
ìíîæèíó ç òàáëèöi 1. Òîäi ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî S1

∼= T5, S2
∼= T3,

S3
∼= T6, S4

∼= T op
1 , S5

∼= T4, S6
∼= T1, S7

∼= T op
6 , S8

∼= T op
3 .

Êðîê II. Îïèøåìî (ç òî÷íiñòþ içîìîðôiçìó) âñi ïàðè (Y,X) íèæíiõ âëàñíèõ
ïiäìíîæèí â ìíîæèíi S, òàêi, ùî X ⊆ Y i X < S \ Y . Íèìè áóäóòü: B1 =
= (A7, {3}).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S ′i ÷. â. ìíîæèíó (S↑Y )↑X ïðè (Y, X) = Bi; î÷åâèäíî, S ′i =
= (Si)

↑
X . Òîäi ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî S ′1 ∼= T2.

Êðîê III. Îòæå, áà÷èìî, ùî â I i II êîæíà iç ÷. â. ìíîæèí Ti i T op
i , äå i =

= 1, 2, . . . , 6 çóñòði÷à¹òüñÿ îäèí ðàç (ïðè öüîìó, ÿêùî T op
i
∼= Ti, òî Ti çóñòði÷à¹-

òüñÿ, à T op
i íåìà¹).

Îòæå, w+(S) = 3 òà w−(S) = 2, ùî çàäîâîëüíÿ¹ òåîðåìi 1.
Ïðèêëàä 3. S = {1, 2, 3, 4, 5, 6 | 4 ≺ 5 ≺ 6}.
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Òàáëèöÿ 1

s s
s
s

¡
¡

s
s

s¡
¡

s

¡
¡

s s
s
s

¢
¢
¢
¢

s s
ss

¡
¡

s s
s
s s s

s
s¡

¡

Êðîê I. Îïèøåìî (ç òî÷íiñòþ içîìîðôiçìó) âñi íèæíi ïiäìíîæèíè â ìíî-
æèíi S. Íèìè áóäóòü: A1 = ∅, A2 = {1}, A3 = {4}, A4 = {1, 2}, A5 = {1, 4},A6 =
= {4, 5}, A7 = {1, 2, 3}, A8 = {1, 2, 4}, A9 = {1, 4, 5}, A10 = {4, 5, 6}, A11 =
= {1, 2, 3, 4}, A12 = {1, 2, 4, 5}, A13 = {1, 4, 5, 6}, A14 = {1, 2, 3, 4, 5}, A15 =
= {1, 2, 4, 5, 6}.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Si ÷. â. ìíîæèíó S↑X ïðè X = Ai, à ÷åðåç Ti � i-òó ÷. â.
ìíîæèíó ç òàáëèöi 2. Òîäi ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî S1

∼= T7, S2
∼= T4,

S3
∼= T10, S4

∼= T op
1 , S5

∼= T6, S6
∼= T8, S7

∼= T op
2 , S8

∼= T op
5 , S9

∼= T5, S10
∼= T2,

S11
∼= T op

8 , S12
∼= T op

6 , S13
∼= T1, S14

∼= T op
10 , S15

∼= T op
4 .

Êðîê II. Îïèøåìî (ç òî÷íiñòþ içîìîðôiçìó) âñi ïàðè (Y,X) íèæíiõ âëàñíèõ
ïiäìíîæèí â ìíîæèíi S, òàêi, ùî X ⊆ Y i X < S \ Y . Íèìè áóäóòü: B1 =
= (A11, {4}), B2 = (A14, {4}), B3 = (A14, {4, 5}).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S ′i ÷. â. ìíîæèíó (S↑Y )↑X ïðè (Y, X) = Bi; î÷åâèäíî, S ′i =
= (Si)

↑
X . Òîäi ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî S ′1 ∼= T op

3 , S ′2 ∼= T9, S ′3 ∼= T3.
Êðîê III. Ëåãêî áà÷èòè, ùî â I i II êîæíà iç ÷. â. ìíîæèí Ti i T op

i , äå
i = 1, 2, . . . , 10 çóñòði÷à¹òüñÿ îäèí ðàç (ïðè öüîìó, ÿêùî T op

i
∼= Ti, òî Ti çóñòði-

÷à¹òüñÿ, à T op
i íåìà¹).

Òàáëèöÿ 2
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Òàêèì ÷èíîì, w+(S) = 4 òà w−(S) = 2, ùî çàäîâîëüíÿ¹ òåîðåìi 1.
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