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ÏÐÎ ÍÅÇÀËÅÆÍÅ ÄÎÏÎÂÍÅÍÍß Ó ÉÌÎÂIÐÍIÑÍÎÌÓ
ÏÐÎÑÒÎÐI

Let (Ω,A, P ) be a probability space and B a subalgebra of A. Sufficient conditions for existence
of an P -compliment and P -independence compliment for B are given.

Íåõàé (Ω,A, P ) iìîâiðíiñíèé ïðîñòið òà B ïiäàëãåáðà àëãåáðè A. Íàâåäåíî äîñòàòíi óìîâè,
ùî çàáåçïå÷óþòü iñíóâàííÿ P -äîïîâíåííÿ òà P -íåçàëåæíîãî äîïîâíåííÿ äëÿ àëãåáðè B.

Âñòóï. Äîñëiäæåííÿ ïðîáëåìè iñíóâàííÿ P -íåçàëåæíîãî äîïîâíåííÿ áóëî çà-
ïî÷àòêîâàíî ó ðîáîòi Â. À. Ðîõëiíà [1]. Íàãàäà¹ìî âèçíà÷åííÿ P -íåçàëåæíîãî
äîïîâíåííÿ äî äåÿêî¨ àëãåáðè ó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði. Íåõàé (Ω, A, P ) éìî-
âiðíiñíèé ïðîñòið, B ⊂ A � σ-ïiäàëãåáðà σ-àëãåáðè A òà I � σ-iäåàë âñiõ òàêèõ
A ∈ A, ùî P (A) = 0. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè D ⊂ 2Ω ñèìâîëîì 〈D〉 ïîçíà÷èìî
àëãåáðó, ïîðîäæåíó ìíîæèíîþ D. Íåõàé B,C ⊂ A � äâi ïiäàëãåáðè àëãåáðè A.
Ãîâîðèòèìåìî, ùî àëãåáðà C ¹ P -äîïîâíåííÿì äî àëãåáðè B ó àëãåáði A, ÿêùî
B ∩ C ⊂ 〈I〉 òà 〈B ∩ C〉 = A. ßêùî, äî òîãî æ P (B ∩ C) = P (B)P (C) äëÿ áóäü-
ÿêèõ B ∈ B òà C ∈ C, òî àëãåáðà C íàçèâà¹òüñÿ P -íåçàëåæíèì äîïîâíåííÿì
àëãåáðè B.

Âèâ÷åííÿ ïðîáëåìè iñíóâàííÿ P -íåçàëåæíîãî äîïîâíåííÿ áóëî ïðîäîâæåíî
ó ðîáîòàõ [2,3]. Äëÿ âèïàäêó ñåïàðàáåëüíî¨ σ-àëãåáðè A òà äîñêîíàëî¨ éìîâiðíî-
ñòi P â [3] áóëî îòðèìàíî íåîáõiäíó òà äîñòàòíþ óìîâó iñíóâàííÿ íåçàëåæíîãî
äîïîâíåííÿ. Àíàëîãi÷íi ïèòàííÿ áóëî ðîçãëÿíóòî ó íåäàâíiõ ðîáîòàõ [4,5].

Ïðîòå íi âèìîãè äîñêîíàëîñòi éìîâiðíîñòi P , íi âèìîãè ñåïàðàáåëüíîñòi àë-
ãåáðè A íå ¹ iñòîòíèìè äëÿ iñíóâàííÿ P -íåçàëåæíîãî äîïîâíåííÿ àëãåáðè B.
Òîìó çàñëóãîâó¹ íà óâàãó ïîáóäîâà P -íåçàëåæíîãî äîïîâíåííÿ ó ñèòóàöiÿõ, ùî
âiäìiííi âiä ðîçãëÿíóòèõ ó çãàäàíèõ ðîáîòàõ. Ñàìîñòiéíèé iíòåðåñ ìà¹ ïèòàííÿ
iñíóâàííÿ P -íåçàëåæíîãî äîïîâíåííÿ äî àëãåáðè B.

Ó öié ðîáîòi áóäå íàâåäåíî äîñòàòíþ óìîâó, ùî çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ P -
äîïîâíåííÿ àëãåáðè B ó àëãåáði A òà çàñòîñóâàííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó äî ïðîáëå-
ìè iñíóâàííÿ P -íåçàëåæíîãî äîïîâíåííÿ.
Îñíîâíi îçíà÷åííÿ òà ïîçíà÷åííÿ. Ñêðiçü íàäàëi (Ω,A, P ) � iìîâiðíiñíèé
ïðîñòið , B ⊂ A � ïiäàëãåáðà àëãåáðè A òà µ � çâóæåííÿ éìîâiðíîñòi P íà
ïiäàëãåáðó B.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Sµ(A, B) ìíîæèíó âñiõ ïðîäîâæåíü ìiðè µ ç àëãåáðè B

íà àëãåáðó A òà ÷åðåç exSµ(A,B) � ìíîæèíó âñiõ éîãî åêñòðåìàëüíèõ òî÷îê,
ÿêó íàçèâàòèìåìî åêñòðåìàëüíèì ïðîäîâæåííÿì éìîâiðíîñòi µ. Íåõàé, äàëi
exSσ

µ(A, B) � ìíîæèíà âñiõ σ-àäèòèâíèõ åêñòðåìàëüíèõ ïðîäîâæåíü.
Äëÿ A,B ∈ A ñèìâîëîì A∆B ïîçíà÷àòèìåìî ñèìåòðè÷íó ðiçíèöþ åëåìåíòiâ

A,B ∈ A, òîáòî A∆B = (A ∩ B̄) ∪ (Ā ∩ B), äå Ā � äîïîâíåííÿ åëåìåíòà A â
àëãåáði A.

Àëãåáðà B∗, ïîðîäæåíà àëãåáðîþ B òà åëåìåíòîì A ∈ A, A /∈ B ñêëàäà¹òüñÿ
ç óñiõ åëåìåíòiâ A∗ ∈ A, ÿêi ìîæóòü áóòè çîáðàæåíi ó âèãëÿäi
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A∗ = (B1 ∩ A) ∪ (B2 ∩ Ā), B1, B2 ∈ B,

ùî âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî îá'¹äíàííÿ òà äîïîâíåííÿ åëåìåíòiâ òàêîãî âèãëÿäó ¹
åëåìåíòàìè òàêîãî æ âèãëÿäó.

Ìiðà µ íàçèâà¹òüñÿ äâîçíà÷íîþ, ÿêùî µ(B) = {0, 1} òà � ñòðîãî äîäàòíîþ,
ÿêùî µ(B) > 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî ∅ 6= B ∈ B.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Ïî÷íåìî ç ïðîñòîãî ïðèêëàäó, ÿêèé ïîêàçó¹, ùî æîäíà ç
âèìîã: íi âèìîãà äîñêîíàëîñòi éìîâiðíîñòi P , íi âèìîãà ñåïàðàáåëüíîñòi àëãåáðè
A íå ¹ îáîâ'ÿçêîâîþ äëÿ iñíóâàííÿ íåçàëåæíîãî äîïîâíåííÿ àëãåáðè B.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé B � äîâiëüíà σ-àëãåáðà, µ � iìîâiðíiñíà ìiðà, ùî âèçíà-
÷åíà íà B i íå ¹ ïîâíîþ. Íåõàé, äàëi A � ïîïîâíåííÿ σ-àëãåáðè B çà ìiðîþ µ òà
µ̄ � êàíîíi÷íå ïðîäîâæåííÿ ìiðè µ íà σ-àëãåáðó A. Ïîêëàäåìî C = 〈µ̄−1(0)〉. Òî-
äi çâóæåííÿ ìiðè µ̄ íà C ¹ äâîçíà÷íîþ ìiðîþ. Äî òîãî æ, çðîçóìiëî, ùî àëãåáðà
C ¹ P -äîïîâíåííÿì äî àëãåáðè B. Ïîêàæåìî, ùî öå äîïîâíåííÿ P -íåçàëåæíå.
Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè. Íåõàé C ∈ C. Òîäi àáî µ̄(C) = 0, àáî µ̄(C) = 1. ßêùî
µ̄(C) = 0, òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî B ∈ B ìà¹ìî µ̄(B ∩ C) ≤ µ̄(B) = 0, îòæå
µ̄(B ∩ C) = µ̄(B)µ̄(C). ßêùî µ̄(C) = 1, òîäi µ̄(C̄ ∩B) = 0 i òîìó

µ̄(B ∩ C) = µ̄(B ∩ C) + µ̄(C̄ ∩B) = µ̄(B) = µ̄(B)µ̄(C).

Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè ìîæíà ïîêàçàòè, ùî êîëè ìiðà µ äâîçíà÷íà, òî
âñÿ àëãåáðà A ¹ P -íåçàëåæíèì äîïîâíåíÿì äî ïiäàëãåáðè B. Ïðîòå, íå äëÿ áóäü-
ÿêîãî iìîâiðíiñíîãî ïðîñòîðó (Ω,A, P ) òà íå äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïiäàëãåáðè B ⊂ A

iñíó¹ P -íåçàëåæíå äîïîâíåííÿ.
Ïðèêëàä 2. Íåõàé A = {a, b}, B � àëãåáðà âñiõ ïiäìíîæèí íà ìíîæèíi

Ω = A × A, A � àëãåáðà âñiõ ïiäìíîæèí íà Ω òà éìîâiðíiñòü P âèçíà÷åíà
ðiâíîñòÿìè P ({a, a}) = P ({b, b}) = 1/2α, P ({a, b}) = P ({b, a}) = 1/2(1 − α),
α ∈ (0, 1). Íåõàé πi, i = 1, 2 ïðîåêöi¨ äåêàðòîâî¨ ìíîæèíè A × A íà ïåð-
øèé òà äðóãèé ìíîæíèêè, âiäïîâiäíî. Îòîòîæíèìî àëãåáðó B ç ¨¨ içîìîð-
ôíèì îáðàçîì π−1

1 (B) â àëãåáði A. Òîäi çâóæåííÿ éìîâiðíîñòi P íà ïiäàëãåáðó
π−1

1 (B) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè µ({a, a} ∪ {a, b}) = µ({b, a} ∪ {b, b}) = 1/2.
Àëãåáðà π−1

2 (B) ¹ P -äîïîâíåííÿì àëãåáðè π−1
1 (B) â àëãåáði A, àëå íå iñíó¹ P -

íåçàëåæíîãî äîïîâíåííÿ àëãåáðè π−1
1 (B).

Íàðåøòi, ìîæíà íàâåñòè ïðèêëàäè òàêèõ ïiäàëãåáð B ⊂ A ó éìîâiðíiñíîìó
ïðîñòîði, ÿêi íå ìàþòü P -äîïîâíåííÿ.

Ïðèêëàä 3. Íåõàé Ω � çëi÷åííà ìíîæèíà, A � àëãåáðà âñiõ ïiäìíîæèí,
B � àëãåáðà, ïîðîäæåíà ñêií÷åííèìè ïiäìíîæèíàìè, òà éìîâiðíiñòü P âè-
çíà÷åíà ðiâíîñòÿìè P ({ωn}) = 2−n, n = 1, 2, . . . Ïîêàæåìî, ùî íå iñíó¹ P -
äîïîâíåííÿ äî àëãåáðè B. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, òîáòî íåõàé iñíó¹ äå-
ÿêå C � P -äîïîâíåííÿ äî àëãåáðè B. Îñêiëüêè ìiðà µ ñòðîãî äîäàòíà, òî
C ∩B = {∅, Ω}, ùî ñóïåðå÷èòü òåîðåìi 2.8 ç [6].

Çàóâàæåííÿ 1. Íåâiäîìî ÷è iñíó¹ P -äîïîâíåííÿ äî áóäü-ÿêî¨ σ-ïiäàëãåáðè
B ⊂ A.

Ó çâ'ÿçêó ç ðîçãëÿíóòèìè ïðèêëàäàìè ïîñòà¹ çàäà÷à îïèñó òàêèõ ïiäàëãåáð
B ⊂ A, ÿêi ìàþòü P -äîïîâíåííÿ â àëãåáði A òà äîñëiäæåííÿ òàêèõ óìîâ, çà
ÿêèõ P -äîïîâíåííÿ, ÿêùî âîíî iñíó¹, áóäå P -íåçàëåæíèì.
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Îñíîâíi ðåçóëüòàòè.
Òåîðåìà 1. Íåõàé B ⊂ A � ïiäàëãåáðà, I0 ⊂ B � iäåàë àëãåáðè B, òà iñíó¹

òàêèé iäåàë I1 àëãåáðè A, ùî I1 ∩ B = I0 i I1 6⊂ B. Òîäi iñíó¹ òàêèé iäåàë I∗

àëãåáðè A, ùî I∗ ∩B = I0, I1 ⊂ I∗ òà 〈B ∪ I∗〉 = A.
Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó J âñiõ òàêèõ iäåàëiâ I àëãåáðè A, ùî

I ∩ B = I0. Öÿ ìíîæèíà íå ¹ ïîðîæíüîþ, áî I1 ∈ J. Ó ìíîæèíi J, âïîðÿä-
êîâàíîìó âiäíîñíî âêëþ÷åííÿ, áóäü-ÿêèé ëàíöþã ìà¹ âåðõíþ ãðàíü i, îòæå, çà
ëåìîþ Öîðíà ìíîæèíà J ìà¹ ìàêñèìàëüíi åëåìåíòè. Íåõàé I∗ � ìàêñèìàëüíèé
åëåìåíò ìíîæèíè J. Ïðèïóñòèìî, ùî 〈B ∪ I∗〉 6= A i íåõàé A ∈ A, A /∈ 〈B ∪ I∗〉.
Çà îçíà÷åííÿì iäåàëà I∗ òà çà óìîâè I1 6⊂ B, ïåðåðiç àëãåáðè D = 〈A ∪ I∗〉 ç
àëãåáðîþ B ìà¹ ìiñòèòè åëåìåíòè, ùî âiäìiííi âiä åëåìåíòiâ àëãåáðè 〈B ∪ I∗〉.
Ïîêëàäåìî C = 〈I∗〉. Òîäi íåõàé D = (A ∩ C1) ∪ (Ā ∩ C2) ∈ B, D /∈ B ∩ C äëÿ
äåÿêèõC1, C2 ∈ C.

Ðîçãëÿíåìî òðè ìîæëèâi âèïàäêè:
ÿêùî C1, C2 ∈ I∗, òîäi D = (A∩C1)∪(Ā∩C2) ⊆ C1∪C2 ∈ I∗ i, îòæå, D ∈ B∩C,

ùî ¹ ïðîòèði÷÷ÿì äî óìîâ âèáîðó D;
ÿêùî C1, C2 /∈ I∗, òîäi, çà îçíà÷åííÿì àëãåáðè C, C̄1, C̄2 ∈ I∗, i, îòæå, D̄ =

= (A ∩ C̄1) ∪ (Ā ∩ C̄2) ⊆ C̄1 ∪ C̄2 ∈ I∗. Òàêèì ÷èíîì, çíîâó D ∈ B ∩ C , ùî ¹
ïðîòèði÷÷ÿì äî óìîâ âèáîðó D;

ÿêùî îäíà ç öèõ ìíîæèí, ñêàæiìî C1, íàëåæèòü iäåàëó I∗, à C2 /∈ I∗, òîäi ìà¹-
ìî (Ā∩C2) = D∩(A ∩ C1) ∈ 〈B ∪ C〉, áî (A∩C1) ∈ I∗. Îêðiì öüîãî, ñïðàâåäëèâèì
¹ âiäíîøåííÿ (A∩C̄2) ⊆ C̄2 ∈ I∗. Òîìó A∆C2 = (A∩C̄2)∪(Ā∩C2) ∈ 〈B ∪ C〉. Çâiä-
ñè A = (A∆C2)∆C2 ∈ 〈C ∪B〉, ùî ¹ ïðîòèði÷÷ÿì äî óìîâ âèáîðó A /∈ 〈B ∪ C〉.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê, êîëè C1 /∈ I∗,C2 ∈ I∗. Ç îçíà÷å-
ííÿ ìíîæèíèJ âèïëèâà¹, ùî I1 ⊂ I∗. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 2. Âèìîãà I1 6⊂ B â óìîâàõ òåîðåìè ¹ ñóòò¹âîþ. Äiéñíî,
íåõàé Ω i B òàêi æ, ÿê ó ïðèêëàäi 3. Ôiêñó¹ìî äåÿêó òî÷êó ω∗ ∈ Ω òà ïî-
êëàäåìî µ({ωn}) = 2−n, n = 1, 2, . . . äëÿ ωn ∈ Ω, ωn 6= ω∗ i µ({ω∗}) = 0. Öi
ðiâíîñòi âèçíà÷àþòü ìiðó íà àëãåáði B. Íåõàé, äàëi, A � àëãåáðà, ïîðîäæå-
íà ìíîæèíîþ A ⊂ Ω, A /∈ B. Âèçíà÷èìî iìîâiðíiñíó ìiðó P íà àëãåáði A,
ïîêëàâøè P (B) = µ(B) äëÿ áóäü-ÿêî¨ B ∈ B i P (A) = 1. Òîäi íå iñíó¹ iäåàëó
I àëãåáðè A, âiäìiííîãî âiä µ−1(0), òàêîãî ùî I ∩ B = µ−1(0). Öå çàóâàæåí-
íÿ ïî ñóòi íàëåæèòü Z. Lipecki. Îòæå, ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò I∗ ìíîæèíè
J = {I, I ∩B = µ−1(0)} ñïiâïàäà¹ ç µ−1(0) i òîìó 〈B ∪ I∗〉 6= A.

Íàñëiäîê 1. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ σ-ïiäàëãåáðè B σ-àëãåáðè A òàêî¨, ùî P−1(0) 6⊂
6⊂ B çàâæäè iñíó¹ P -äîïîâíåííÿ C. ßêùî, äî òîãî æ, çâóæåííÿ éìîâiðíîñòi
P íà C äâîçíà÷íî, òîäi C ¹ P -íåçàëåæíèì äîïîâíåííÿì àëãåáðè B.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, çà òåîðåìîþ 1 iñíó¹ òàêèé iäåàë I∗ àëãåáðè A, ùî I∗ ∩
B = P−1(0)∩B, P−1(0) ⊂ I∗ i 〈B ∪ I∗〉 = A. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç I∗σ ìiíiìàëüíèé σ-
iäåàë σ-àëãåáðè A, ùî ìiñòèòü iäåàë I∗. Îñêiëüêè P−1(0) ¹ σ-iäåàëîì, òî I∗σ∩B =
= P−1(0)∩B. Ïîêëàäåìî C = 〈I∗σ〉. Òîäi, î÷åâèäíî, σ-àëãåáðà C ¹ P -äîïîâíåííÿì
àëãåáðè B.

Äîâåäåííÿ îñòàííüî¨ ÷àñòèíè íàñëiäêó àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ â ïðèêëàäi 1.
Íàñëiäîê 2. ßêùî P ∈ exSσ

µ(A,B) i P−1(0) 6⊂ B, òîäi äëÿ ïiäàëãåáðè B

iñíó¹ P -íåçàëåæíå äîïîâíåíÿ.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé C � σ-àëãåáðà, ïîðîäæåíà iäåàëîì I = P−1(0). Òîäi
B∩C = 〈µ−1(0)〉. Îêðiì öüîãî, çà òåîðåìîþ 1 ç [7] äëÿ êîæíîãî A ∈ A i áóäü-ÿêîãî
íàòóðàëüíîãî n ∈ N çíàéäåòüñÿ òàêå Bn ∈ B, ùî P (A∆Bn) → 0 ïðè n →∞. Òîäi
P (Bk∆Bn) → 0 ïðè k, n →∞. Îñêiëüêè µ � σ-àäèòèâíà, à B ¹ σ−àëãåáðîþ, òî
iñíó¹ òàêå B ∈ B, ùî P (B∆Bn) → 0 ïðè n → ∞. Çâiäñè P (A∆B) = 0. Òàêèì
÷èíîì, äëÿ áóäü-ÿêîãîA ∈ A iñíó¹ òàêå B ∈ B, ùî C = A∆B ∈ P−1(0), òîáòî
áóäü-ÿêå A ∈ A ìîæå áóòè çîáðàæåíî ó âèãëÿäi A = B∆C, B ∈ B, C ∈ C.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî A = 〈B ∪ C〉.

Îñêiëüêè çâóæåííÿ éìîâiðíîñòi P íà àëãåáðó C ¹ äâîçíà÷íîþ ìiðîþ, òî òâåð-
äæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 1, ÷òî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Çàóâàæåííÿ 3. ßêùî Pi ∈ exSσ
µ(A, B), i = 1, 2, . . . i P =

∑∞
i=1 αiPi,∑∞

i=1 αi = 1, òîäi ç íàñëiäêó 2 îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ ïiäàëãåáðè B iñíó¹ P -
íåçàëåæíå äîïîâíåííÿ.
Âèñíîâêè. Ó ñòàòòi ñôîðìóëüîâàíî óìîâè, çà ÿêèõ ïiäàëãåáðè B ⊂ A ìàþòü
P -äîïîâíåííÿ â àëãåáði A òà óìîâè, çà ÿêèõ P -äîïîâíåííÿ, ÿêùî âîíî iñíó¹,
áóäå P -íåçàëåæíèì. Ó ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ äîöiëüíî ðîçãëÿíóòè ïîáóäîâó
P -íåçàëåæíîãî äîïîâíåííÿ çà óìîâ, ùî âiäìiííi âiä ðîçãëÿíóòèõ ó äàíié ñòàòòi.
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