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ОЦIНЮВАННЯ ПАРАМЕТРА КОВАРIАЦIЙНОЇ ФУНКЦIЇ
ОДНОГО ВИПАДКОВОГО ПОЛЯ

In this article the strong consistent estimate of the covariance function parameter of the Gaussian
random field with zero mean and covariance function

rβ(t, s) =
1

2

(
∥t∥β + ∥s∥β − ∥t− s∥β

)
, β ∈ (0, 2)

by using the Baxter sums is constructed. Also the confidence intervals are founded.

У цiй статтi за допомогою бакстерiвських сум побудована сильно конзистентна оцiнка пара-
метра коварiацiйної функцiї гауссового випадкового поля з нульовим математичним сподiва-
нням та коварiацiйною функцiєю

rβ(t, s) =
1

2

(
∥t∥β + ∥s∥β − ∥t− s∥β

)
, β ∈ (0, 2).

Також знайденi довiрчi iнтервали.

Вступ. Однiєю з найбiльш вживаних моделей випадкового процесу з непе-
рервним часом i довгостроковою залежнiстю є дробовий броунiвський рух —
гауссовий випадковий процес з нульовим математичним сподiванням та коварi-
ацiйною функцiєю

r(t, s) =
1

2

(
|t|2H + |s|2H − |t− s|2H

)
, t, s ∈ R,

де параметр H ∈ (0, 1) називається параметром Хюрста.
Узагальнення дробового броунiвського руху на багатопараметричний випа-

док можна робити по–рiзному. Так, у монографiї А. С. Монiна та Я. М. Ягло-
ма [1] дробовим броунiвським полем називається гауссове випадкове поле з ну-
льовим математичним сподiванням та коварiацiйною функцiєю

rβ(t, s) =
1

2

(
∥t∥β + ∥s∥β − ∥t− s∥β

)
, t, s ∈ R, (1)

де параметр β ∈ (0, 2), ∥ · ∥ — евклiдова норма в Rd, d ≥ 2. Iнше узагальнення
можна знайти в роботi А. Камонт [2].

Дробовий броунiвський рух та дробове броунiвське поле задовольняють умо-
ви теорем бакстерiвського типу [3], [4], [5], [6]. Бакстерiвськi суми застосовують
для оцiнювання параметрiв коварiацiйних функцiй. Так, в роботах [7], [8], [9] був
застосований бакстерiвський пiдхiд для оцiнювання параметра Хюрста дробо-
вого броунiвського руху. У статтi [10] бакстерiвськi суми були використанi для
побудови оцiнки параметра β коварiацiйної функцiї дробового броунiвського
поля.

У цiй статтi за допомогою методу бакстерiвських сум запропонована ще одна
сильно конзистентна оцiнка параметра β коварiацiйної функцiї (1), визначенi
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довiрчi iнтервали та оцiнена швидкiсть збiжностi оцiнки до iстинного значення
параметра.

1. Збiжнiсть бакстерiвських сум дробового броунiвського поля. Не-
хай (Ω, F, P ) — ймовiрнiсний простiр. Нехай, далi, t = (t1, . . . , td) ∈ Rd, h =
(h1, . . . , hd) ∈ (0,+∞)d, Π(t, h) = [t, t + h] = [t1, t1 + h1] × . . . × [td, td + hd] — d–
вимiрний паралелепiпед, f : Π → R — дiйсна функцiя d змiнних. Прирiст fΠ(t,h)

функцiї f на d–вимiрному паралелепiпедi Π(t, h) визначимо рiвнiстю:

fΠ(t,h) =
1∑

i1=0

. . .

1∑
id=0

(−1)i1+...+idf (t1 + i1h1, . . . , td + idhd) .

Цей прирiст можна зобразити у виглядi суперпозицiї приростiв наступним чи-
ном:

fΠ(t,h) = ∆
(d)
hd
. . .∆

(2)
h2
∆

(1)
h1
f(t),

де ∆(r)
hr
f(t1, . . . , t, . . . , td) = f(t1, . . . , tr+hr, . . . , td)−f(t1, . . . , tr, . . . , td), 1 ≤ r ≤ d.

Для дробового броунiвського поляXβ(t), t ∈ [0, 1]d розглянемо послiдовнiсть
бакстерiвських сум

Sn =
n−1∑
j1=0

. . .

n−1∑
jd=0

(Xβ,j)
2, n ≥ 1,

деXβ,j — прирiст випадкового поляXβ на d–вимiрному паралелепiпедi
[
j1
n
, j1+1

n

]
×

. . .×
[
jd
n
, jd+1

n

]
.

Для обчислення математичного сподiвання ESn знайдемо E(Xβ,j)
2:

E(Xβ,j)
2 = E

(
1∑

i1=0

. . .

1∑
id=0

(−1)|i|Xβ

(
j1 + i1
n

, . . . ,
jd + id
n

))2

=

=
1∑

i1,k1=0

. . .
1∑

id,kd=0

(−1)|i|+|k|E

(
Xβ

(
j1 + i1
n

, . . . ,
jd + id
n

)
×

Xβ

(
j1 + k1
n

, . . . ,
jd + kd
n

))
=

1

2

1∑
i1,k1=0

. . .

1∑
id,kd=0

(−1)|i|+|k|

(∥∥∥∥j + i

n

∥∥∥∥β +
+

∥∥∥∥j + k

n

∥∥∥∥β − ∥∥∥∥k − i

n

∥∥∥∥β
)
= −1

2

1∑
i1,k1=0

. . .
1∑

id,kd=0

(−1)|i|+|k|∥k − j∥β 1

nβ
,

де i = (i1, . . . , id), k = (k1, . . . , kd), |i| = i1 + . . .+ id.
Неважко переконатися, що

−1

2

1∑
i1,k1=0

. . .
1∑

id,kd=0

(−1)|i|+|k|∥k − j∥β 1

nβ
= 2d−1

d∑
l=1

(−1)l−1C l
dl
β/2 =: c(d).

Таким чином,

E(Xβ,j)
2 := c(d)

1

nβ
(2)

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2013, вип. 24 , N 1



88 О. О. КУРЧЕНКО

Теорема 1. Для d ≥ 2

Ŝn := nβ−dSn → c(d)

з ймовiрнiстю одиниця при n→ ∞

Доведення. Iз рiвностi (2) випливає, що EŜn = c(d). Для обчислення дис-
пресiї VarŜn застосуємо формулу Iссерлiса

E(η1η2η3η4) = Eη1η2Eη3η4 + Eη1η3Eη2η4 + Eη1η4Eη2η3, (3)

де випадковi величини η1, η2, η3, η4 мають сумiсний гауссовий розподiл, з нульо-
вим математичним сподiванням.

За допомогою формули Iссерлiса (3) отримуємо, що:

VarŜn = n2β−2dE (Sn − ESn)
2 = n2β−2d

(
ES2

n − (ESn)
2
)
=

2n2β−2d

1∑
i1,...,id,j1,...,jd=0

(EXβ,iXβ,j)
2 .

Покладемо A =
{
(i, j) ∈ {0, 1, . . . , n− 1}2d

∣∣∥i− j∥ ≤ 3
√
d
}
, B =

{
(i, j) ∈

{0, 1, . . . , n− 1}2d
∣∣∥i− j∥ > 3

√
d
}

.

Сума
∑

(i,j)∈A (EXβ,iXβ,j)
2 має O(nd), n→∞ доданкiв. Кожний доданок цiєї

суми оцiнимо за допомогою нерiвностi Кошi-Буняковського:

2n2β−2d
∑

(i,j)∈A

(EXβ,iXβ,j)
2 ≤ 2n2β−2d

∑
(i,j)∈A

EX2
β,iEX

2
β,j = O(n−d), n→ ∞. (4)

Перейдемо до оцiнки суми
∑

(i,j)∈B (EXβ,iXβ,j)
2. Зауважимо,

EXβ,iXβ,j =

∫
Π(i)×Π(j)

∂2drβ(t, s)

∂t1 . . . ∂td∂s1 . . . ∂sd
dt1 . . . dtdds1 . . . dsd,

де Π(i) =
[
i1
n
, i1+1

n

]
×
[
id
n
, id+1

n

]
, Π(j) =

[
j1
n
, j1+1

n

]
×
[
jd
n
, jd+1

n

]
.

Неважко переконатися, що мiшана похiдна порядку 2d задовольняє нерiв-
нiсть: ∣∣∣∣∂2drβ(t, s)∂t∂s

∣∣∣∣ ≤ L

∥t− s∥2d−β
, t ̸= s, t, s ∈ [0, 1]d,

де L — додатна стала. Далi, для (i, j) ∈ B

ρ (Π(i),Π(j)) ≥
(
∥i− j∥ − 2

√
d
) 1

n
,

де ρ (Π(i),Π(j)) = supt∈Π(i),s∈Π(j) ∥t− s∥, t, s ∈ [0, 1]d. Отже,

|EXβ,iXβ,j| ≤ L

∫
Π(i)×Π(j)

dtds

∥t− s∥2d−β
≤
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≤ L
1

(ρ (Π(i),Π(j)))2d−β
· 1

n2d
≤ Ln2d−β(

∥i− j∥ − 2
√
d
)2d−β · 1

n2d
=

=
Ln−β(

∥i− j∥ − 2
√
d
)2d−β .

Таким чином,

2n2β−2d
∑

(i,j)∈B

(E (Xβ,iXβ,j))
2 ≤ 2n2β−2d

∑
(i,j)∈B

L2n−2β(
∥i− j∥ − 2

√
d
)4d−2β

.

При фiксованому мультиiндексi i
∑

(i,j)∈B
1

(∥i−j∥−2
√
d)

4d−2β оцiнюється через збi-

жний невласний d–кратний iнтеграл (d ≥ 2) для всiх β ∈ (0, 2). Тому при d ≥ 2

2n2β−2d
∑

(i,j)∈B

(E (Xβ,iXβ,j))
2 = O(n−d), n→ ∞. (5)

Iз вiдношень пiдпорядкованостi (4), (5) випливає, що

VarŜn = O(n−d), n→ ∞. (6)

Iз вiдношення пiдпорядкованостi (6) випливає збiжнiсть ряду
∑∞

n=1 VarŜn, звiд-
ки слiдує твердження теореми.

2. Оцiнка параметра β. За спостереженнями дробового броунiвського по-
ля Xβ на дискретнiй пiдмножинi{(

i1
n
, . . . ,

id
n

) ∣∣∣0 ≤ ik ≤ n− 1, 1 ≤ k ≤ d

}
d– вимiрного паралелепiпеда [0, 1]d побудуємо сильно конзистентну оцiнку па-
раметра β.

Теорема 2. Статистика

βn = d+
ln c(d)

lnn
− lnSn

lnn
, n ≥ 1,

c(d) := 2d−1
∑d

l=1(−1)l−1Cβ
d l
β/2, Sn =

∑n−1
j1=0 . . .

∑n−1
jd=0 (Xβ,j)

2, є сильно конзи-
стентною оцiнкою параметра β.

Доведення. Твердження теореми 2 випливає iз теореми 1.
3. Довiрчi iнтервали. Нехай 1−ε ∈ (0, 1) заданий рiвень довiри. Знайдемо

додатнi числа rε(n) та lε(n) такi, що

Pβ {β > βn + rε(n)} ≤ ε

2
, Pβ {β < βn − lε(n)} ≤ ε

2
.

Тодi матимемо нерiвнiсть

Pβ {βn − lε(n) < β < βn + rε(n)} ≥ 1− ε, (7)
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яка означає, що iнтервал

(βn − lε(n), βn + rε(n)) ∩ (0, 2)

є довiрчим iнтервалом для параметра β з рiвнем довiри 1− ε. Маємо:

Pβ {βn + rε(n) < β} = Pβ
{
Sn − ESn > c(d)nd−β

(
nrε(n) − 1

)}
≤

≤ Pβ
{
|Sn − ESn| > c(d)nd−β

(
nrε(n) − 1

)}
.

Внаслiдок нерiвностi Чебишева, Pβ {|Sn − ESn| > δ} ≤ VarSn
δ2

, δ = c(d)nd−β ×(
nrε(n) − 1

)
. Отже,

Pβ {βn + rε(n) < β} ≤ VarSn
δ2

.

Внаслiдок (6), iснує стала C > 0 така, що для всiх n ≥ 1 справджується нерiв-
нiсть

VarSn ≤ C · nd−2β

δ2
=

C · nd−2β

c2(d)n2d−2β (nrε(n) − 1)
2 =

=
C

c2(d)

1

nd (nrε(n) − 1)
2 ≤ ε

2
.

Розв’яжемо останню нерiвнiсть вiдносно rε(n):(
nrε(n) − 1

)2 ≥ 2C

c2(d)ndε
,

nrε(n) ≥ 1 +

√
2C

c2(d)ndε
,

rε(n) ≥
ln
(
1 +

√
2C

c2(d)ndε

)
lnn

.

Аналогiчно,

lε(n) ≥ −
ln
(
1−

√
2C

c2(d)ndε

)
lnn

.

4. Швидкiсть збiжностi. В наступнiй теоремi встановлюються швидкiсть
збiжностi статистики βn, n ≥ 1 до iстинного значення параметра β.

Теорема 3. Iснує стала C∗ > 0 та множина A ймовiрностi нуль, що для
кожного ω ∈ Ω\A iснує таке натуральне число N(ω), що для всiх n > N(ω)
справджується нерiвнiсть:

|βn − β| < C∗

√
2C

c2(d)nd−1

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть εn = 1
n ln2 n

, n ≥ 2. Для цiєї послiдов-
ностi

Pβ {β /∈ (βn − lε(n), βn + rε(n))} ≤ εn.
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Ряд iз загальним членом εn = 1
n ln2 n

, n ≥ 2 збiжний i тому, за лемою Бореля–
Кантеллi, спiввiдношення β /∈ (βn − lε(n), βn + rε(n)) справджується не бiльше
нiж для скiнченного числа номерiв. Для доведення твердження теореми за-
лишається помiтити, що max (lε(n), rε(n)) = O

(√
2C

c2(d)nd−1

)
, n → ∞. Теорема

доведена.
Висновки. Бакстерiвськi суми дозволяють отримати сильно конзистентну

оцiнку параметра β багатопараметричного дробового броунiвського руху (дро-
бового броунiвського поля). Зазначимо, що цей параметр однозначно визначає
дробове броунiвське поле. Бакстерiвськi статистики простi з обчислювальної
точки зору, хоча у застосуваннях слiд брати до уваги похибки вимiрювання.
Застосування бакстерiвського пiдходу для оцiнювання параметра β дробового
броунiвського поля дозволило побудувати неасимптотичнi довiрчi iнтервали та
оцiнити швидкiсть збiжностi до iстинного значення параметра.

1. Монин А. С., Яглом А. М. Статистическая гидромеханика. Механика турбулентности
// – М.: “Наука”, 1965, 1967. – Ч. I–II. – 639, 720 с.

2. Kamont A. On the fractional anisotropic Wiener field // Probability and Mathematical Stati-
stics. – 1996. – 16, Fasc. 1. – P. 85–98.

3. Baxter G. A strong limit theorem for Gaussian processes // Proc. Amer. Math. Soc. – 1956. –
7. – P. 522–527.

4. Гладышев Е. Г. Новая предельная теорема для случайных процессов с гауссовскими
приращениями // Теория вероятностей и ее приминения – 1961. – 6, Том 1. – С. 57–66.

5. Краснитский С. М. О некоторых предельных теоремах для случайных полей с гауссов-
скими разностями m-го порядка // Теория вероятностей и математическая статистика –
1971. – 5. – С. 71–80.

6. Kawada Т. The Levy-Baxter theorem for Gaussian random fields // Proc. Amer. Math.
Soc. – 1975. – 53. – P. 463–469.

7. Bardet J. M. Un test d’auto–similarite pour les processus gaussiens a accroissements stati-
onnaires // C. R. Acad. Sci. Paris – 1999. – 328. – P. 521–526.

8. Курченко О. О. Одна сильно консистентна оцiнка параметра Хюрста дробового броунiв-
ського руху // Теорiя ймовiрностей та математична статистика – 2002. – 67 – С. 45–54.

9. Breton J-C., Nourdin I., Peccati G. Exact confidence intervals for the Hurst parameter of a
fractional Brownian motion // Electronic Journal of Statistics – 2009. – 3 – P. 416–425.

10. Kozachenko Y. V., Kurchenko O. O. An estimate for the multiparameter fBm // Theory of
Stoscastic Processes – 1999. – 3–4 – P. 113–119.

Одержано 01.04.2013

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2013, вип. 24 , N 1


